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OPTIMAL B-ROBUST TAHMIN YONTEMIi iLE POWER
LINDLEY DAGILIMININ PARAMETRE TAHMINi

OZET

Bu tez c¢aligmasinda Oncelikli olarak bilinen klasik yontemlerden olan en ¢ok
olabilirlik (ML) ve en kiiciik kareler (LS) tahmin yontemleri kullanilarak power
Lindley (PL) dagiliminin parametre tahminleri elde edilmistir. Bunun yani sira klasik
tahmin edici yontemlerinin veride aykirt gozlem oldugu durumda aykir1 gézlemlere
kars1 olduk¢a duyarli olduklar1 bilinmektedir. Bu nedenle, klasik tahmin edici
yontemlere karsi aykiri gozlemlerden etkilenmeyecek alternatif bir tahmin edici
yontemine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tez ¢alismasinda, PL dagilimmin parametreleri
icin optimal B-robust (OBR) tahmin yontemi kullanilarak dayanikli tahmin ediciler
elde edilmistir. Onerilen tahmin edicilerin performanslarini karsilastrmak ve
simiilasyon ¢alismasinda ¢esitliligi saglamak amaciyla robust regresyon (RR) tahmin
yontemi kullanilarak da PL dagilimmin parametreleri icin tahmin ediciler elde
edilmistir. OBR tahmin edicilerinin uygulanabilirligini test etmek i¢in ayrica gergek
veri uygulamasi da yapilmistir. Simiilasyon ¢alismasinda veride aykir1 gozlem olmasi
ve olmamasi durumunda OBR tahmin edicilerinin performanslar1 diger tahmin
edicilerinin (ML, LS, RR) performanslari ile karsilastirilmistir. Ayn1 zamanda aykir1
deger igeren gergek veri lizerinde de tahmin edicilerin performansi karsilagtirilmistir.
Simiilasyon ¢alismasi ve gergek veri uygulamasi sonucunda veri setinde aykir1 gézlem
oldugunda en iyi performansi OBR tahmin edicilerinin gosterdigi gézlenmistir. Sonug
olarak, veride aykir1 gozlem oldugunda PL dagiliminin parametreleri i¢in alternatif
olarak OBR tahmin yonteminin kullanilmasi uygundur.

Anahtar kelimeler: En ¢ok olabilirlik, En kii¢iik kareler, Optimal B-robust, Dayanikl1
istatistik, Power Lindley dagilimi
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PARAMETER ESTIMATION OF THE POWER LINDLEY
DISTRIBUTION WITH THE OPTIMAL B-ROBUST
ESTIMATION METHOD

SUMMARY

In this thesis, parameter estimates of the power Lindley (PL) distribution were
obtained by using the maximum likelihood (ML) and least squares (LS) estimation
methods, which are among the known classical methods. Besides, it is known that
classical estimation methods are very sensitive to outliers when there are outliers in
the data. Therefore, an alternative estimation method against classical estimation
methods is needed that will not be affected by outliers. In this thesis, robust estimators
for the parameters of the PL distribution were obtained using the optimal B-robust
(OBR) estimation method. To compare the performances of the proposed estimators
and to provide variety in the simulation study, the estimators for the parameters of the
PL distribution were also obtained using the robust regression (RR) estimation
method. A real data application was also performed to test the applicability of the OBR
estimators. In the simulation study, in the presence and absence of the outliers, the
performances of OBR estimators were compared with the performances of the
estimators (ML, LS, RR). At the same time, the performances of the estimators were
also compared on the actual real data including outliers. As a result of the simulation
study and real data application, it was observed that the OBR estimators showed the
best performance when there were outliers in the data. Consequently, it is appropriate
to use the OBR estimation method for the parameters of the PL distribution when there
are outliers in the data.

Keywords: Maximum likelihood, Least squares, Optimal B-robust, Power Lindley
distribution, Robust statistics
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BOLUM 1. GIRIS

Tip, mithendislik, finans gibi bir¢ok uygulama alanlarinda yer alan yasam verilerinin
modellenmesi ve analizi oldukc¢a onemlidir. Bu tiir verileri modellemek i¢in ¢esitli
yasam modeli dagilimlar1 6nerilmistir. Bilinen bu dagilimlardan bir tanesi Lindley
(1958) tarafindan yasam verilerini modellemek igin Onerilen Lindley dagilimidir.
Daha sonra Ghitany ve ark. (2008) tarafindan Lindley dagiliminin gesitli istatistiksel
ozellikleri incelenmis ve uygulanabilirligi listel dagilim ile karsilastirilmistir. Bu
karsilagtirma sonucunda Lindley dagiliminin istel dagilimdan daha esnek ve daha iyi
performans gosterdigi bulunmustur. Bazi durumlarda, Lindley dagiliminin teorik ve
uygulama agisindan uygun olmadigi durumlar olabilir. Boylece, Lindley dagilimimnin
daha esnek genellestirilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Bu genellestirmelerden bir tanesi
Ghitany ve ark. (2013) tarafindan Lindley dagiliminin iissii alinarak elde edilen power
Lindley (PL) dagilimidir. PL dagiliminin bazi dagilimsal 6zellikleri ve parametre

tahminleri yine Ghitany ve ark. (2013) tarafindan incelenmistir.

Yasam verilerini modelleyebilmek i¢in Onerilen yasam modeli dagilimmin
parametrelerinin tahmin edilmesi gereklidir. En yaygin olarak kullanilan klasik
yontemler en ¢ok olabilirlik (maximum likelithood (ML)) ve en kii¢iik kareler (least
squares (LS)) tahmin edici yontemleridir. Verinin uzaginda olan gbzlem ya da
gozlemler aykir1 ya da sapan goézlem olarak adlandirihir. Klasik tahmin edici
yontemleri veride aykirt gézlem olmadiginda ¢ok iyi sonuglar verirken, aykiri gozlem
oldugunda giivenilir sonuglar vermemektedir. Bunun yani sira, LS tahmin edici
yontemi lineer yansiz tahminin kesinligini ifade etmesinin yaninda daha bircok iyi
ozellige sahip olan bir yontemdir. Ancak, aykiri gozlemler artiklarin kareleri izerinde

olumsuz etkiye sahiptir.

Bilinen klasik yontemler aykir1 gézlemlere kars1 oldukca hassas olduklari i¢in aykir1

gozlemlerden cok etkilenmeyen yeni istatistiksel tekniklerin gelistirilmesi zorunlu



olmustur. Bu teknikler, gliniimiizde de hala yaygin olarak kullanilan dayanikli (robust)
istatiksel yontemlerdir. Bu yontemlerden biri aykir1 gézlemlere karsi dayanikli olan
M-tahmin yontemine dayali optimal B-robust (OBR) tahmin yontemidir. Bu yontem
Hampel ve ark. (1986) tarafindan dnerilmistir. Victoria Feser (1993) ve Victoria-Feser
ve Ronchetti (1994) tarafindan Pareto ve gamma dagilimlarinin sekil parametresinin
tahmin edilmesinde kullanilmistir. Ayrica, Dogru ve Arslan (2016) tarafindan Burr XI1
dagilimmin parametreleri ve Dogru ve ark. (2017) tarafindan genellestirilmis half-
normal dagilimmin parametreleri OBR tahmin yontemi ile elde edilmistir. Son
zamanlarda Giliney ve ark. (2020) tarafindan OBR tahmin yontemi kullanilarak

Marshall-Olkin extended Burr XII dagiliminin parametreleri tahmin edilmistir.

Diger bir dayanikli yontem ise hata terimlerinin dagilimi normal dagilim olmadiginda
ya da veri aykir1 gézlem igerdiginde LS tahmin edici yontemine alternatif olarak
Onerilen dayanikli regresyon (robust regression (RR)) tahmin yontemidir. RR yontemi
aykir1 degerlerin artiklar tizerindeki etkisini azaltmak i¢in tasarlanmis bir yontemdir.
Literatiirde birgok RR tahmin yontemi mevcuttur. Bunlardan bazilar1 regresyon M-
tahmini (Huber 1973), LTS-tahmini (Rousseeuw 1984), LMS-tahmini (Rousseeuw
1984), S-tahmini (Rousseeuw ve Yobai 1984), MM-tahmini (Yohai 1987) ve
genellestirilmis GM tahmini (GM-tahmini) (Mallows 1975, Hampel 1978, Krasker
1980, Krasker ve Welsch 1982, Hampel ve ark. 1986) olarak verilebilir. M-tahminine
dayali dayanikli regresyon yontemi Wang ve Cheng (2010) tarafindan Burr XII
dagilimmin parametrelerinin - dayanikli  tahmin edicilerini elde etmek igin

kullanilmastir.

Bu tez ¢aligmasinda, PL dagilimmin parametreleri klasik ve dayanikli tahmin edici
yontemleri kullanilarak tahmin edilecektir. Daha o6nceden PL dagilimimnin
parametreleri ML tahmin edici yontemi kullanilarak Ghitany ve ark. (2013) tarafindan
tahmin edilmistir. Ancak veride aykir1 gézlem olmasi durumu géz 6niine alindiginda
PL dagilimmin parametreleri i¢in alternatif tahmin edicilere ihtiya¢ vardir. Bu
caligmanin asil amaci PL dagiliminin parametreleri igin aykir1 gozlemlere karsi
dayanikli olan OBR tahmin yOontemini dnermektir. Bunun yani sira bu dagilimin

parametreleri i¢in klasik tahmin edici yontemlerinden olan LS tahmin edici yontemi



de kullanilarak parametre tahmini yapilacaktir. Uygulamada ¢esitliligi saglamak
acisindan karsilastirma i¢in ayrica M-tahminine dayali RR yontemi kullanilarak da PL

dagilimmin parametre tahminleri elde edilecektir.

Tezin icerigi asagidaki gibi Ozetlenebilir. Boliim 1°de PL dagiliminin dagilimsal
ozellikleri hakkinda bilgiler verilmistir. Boliim 2 dayanikl istatistiklere ayrilmis olup
gerekli bilgiler ayrintili bir sekilde anlatilmistir. Bolim 3’de PL dagiliminin
parametreleri ML, LS, RR ve OBR tahmin edici yontemleri kullanilarak tahmin
edilmistir. Bu boliimde biitiin tahmin edici yontemleri ayrintilariyla birlikte verilmistir.
Bolim 4’de tahmin edicilerin performanslarint  karsilagtirmak igin yapilan
uygulamalar yer almaktadir. Bu uygulamalar simiilasyon caligmasi ve gercek veri
ornegi olmak tizere iki kisma ayrilmistir. Simiilasyon ¢alismasi kullanilarak ele alinan
ve Onerilen tahmin edicilerin performanslar1 yan (bias) ve hata kareler ortalamasina
(RMSE) gore karsilastirilmistir. Gergek veri orneginde de benzer sekilde Onerilen
tahmin yontemlerinin uygulanabilirligi gosterilmis ve performansi diger tahmin edici
yontemleri ile karsilastirilmistir. Son boliimde tez ¢alismasindan elde edilen sonuglar

Ozetlenmistir.

1.1. Power Lindley (PL) Dagilim
Lindley dagilimi ilk defa Lindley (1958) tarafindan tanitilmistir. Bu dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonu, B 6lgek parametreli tistel dagilim ile sekil parametresi 2 ve 6lgek

parametresi B olan gamma dagiliminin karmasi yardimiyla elde edilir.

Boylece bu dagilima ait olasilik yogunlugu fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir:

fOIB) =pAW.B)+ A -p)f,(¥I2,B). (1.1)

Burada

p= %a WIB) = Be Y ve f,(y|B) = B?ye P du.



Buradan olasilik yogunluk fonksiyonu

FOIR) =L=1+y)e , y>0vef >0, (1.2)

1+8

seklinde elde edilir. Esitlik (1.2) kullanilarak kiimiilatif dagilim fonksiyonu asagidaki

gibi bulunur:

By \ _
Fylp) =1 — (1 +m)e By, (1.3)

Giris boliimiinde de bahsedildigi gibi Ghitany ve ark. (2008) tarafindan matematiksel
ozellikleri ve uygulamalar1 incelenen Lindley dagiliminin daha esnek ve kullanisl
olan ¢esitli genellestirmeleri onerilmistir. Lindley dagilimin genellestirilmelerinden
biri ise Ghitany ve ark. (2013) tarafindan onerilen Lindley dagilimina sahip rasgele

degiskenin iissii alinarak elde edilen PL dagilimidir.

Diger bir deyisle, eger Y rastgele degiskeni Lindley dagilimma sahip ise X = &L
rasgele degiskeni de PL dagilimima sahip olacaktir. Buradan PL dagilimmin olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

flxla, B) = Z—fi(l +x¥)x* e P x>0, a,f > 0. (1.4)

Esitlik (1.4) kullanilarak kiimiilatif dagilim fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:
Fx)=1- (1 +%x“) e P x>0ap>0. (1.5)

Bunun yani sira, PL dagilimmin a sekil parametreli ve f dlgek parametreli Weibull
dagilimi ile 2 ve a sekil parametreli ve  Olgek parametreli genellestirilmis gamma

dagilimmin karmast kullanilarak elde edilebilecegi goriilmektedir. Dagilim



parametrelerinin davranigini incelemek i¢cin Sekil 1.1.’de farkli parametre degerleri
icin olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri verilmistir. Ornek olarak, Sekil 1.1.’e gore
a = 0.2 ve f = 4 parametreleri i¢cin L seklinde (L-shaped) dagilimve ¢ = 1.5ve f =
1 parametreleri igin saga ¢arpik dagilim elde edilmistir. Ayrica, bu da farkl tipteki veri
setlerini modellemek i¢in esneklik saglamasi agisindan Lindley dagilimina gére daha
avantajli bir dagilim oldugunu gostermektedir. Ayrica Sekil 1.2.°de de farkli parametre

degerleri i¢in PL dagiliminin kiimiilatif dagilim fonksiyonu grafiklerine yer verilmistir.

1.6 . ; . . .
«=0.2, 3=4
1.4 || — s as1,5=2 .
""""" «a=1,3=0.7
a=1.5,3=1
1.2 M\ — — — «=0.85,3=0.3 |
N === «=0.9,3=0.35

] 1 2 3 <} 5 [s]

Sekil 1. 2. Farkli a ve 8 parametre degerleri icin PL dagiliminim kiimiilatif dagilim fonksiyon
grafikleri



1.1.1. Hazard Fonksiyonu

Lindley dagilimi ile PL dagilimini esneklik ve uygulanabilirligini karsilastirmak amaci

ile hazard fonksiyonlar1 ve grafikleri bu kisimda incelenecektir.

Lindley dagiliminin hazard fonksiyonu (Ghitany ve ark. (2008)) asagidaki formiil

yardimu ile elde edilir:

_fO) _
S)

1+y
B+1+pBy’

h(y) y>0, >0. (1.6)

’32
Burada S(y) =1 — F(y) Lindley dagilimma ait yasam (survival) fonksiyonudur.

Sekil 1.3.’de Lindley dagilimimin farkli § parametre degerleri i¢in hazard fonksiyonu

grafigi verilmistir.

1 1 T T T T T T T T T

Sekil 1. 3. Farkli § parametre degerleri i¢in Lindley dagilimmnin hazard fonksiyonu grafigi



PL dagilimmin hazard fonksiyonu (Ghitany ve ark. (2013)) asagidaki formiil yardim1

ile elde edilir:
Cfe) (4 x®)x!
h(x)—m—aﬁ B 1t B x>0,aB>0. (1.7)

Burada S(x) = 1 — F(x) power Lindley dagilimina ait yasam fonksiyonudur. Sekil
1.4.°de PL dagilimmin farkli ¢ ve B parametre degerleri i¢in hata orani fonksiyon

grafigi verilmistir.

2 117
|
/| 108
o=1,4~1 / \ e _
/ - = -
15 |-—- a=2,4=0.1 y 1 -
y/l
/ 0.95 =0.88,3=1.2
e 0=0.9,6=1.5
1 , 09
/ 0.85
//
/
05 K 08
///
/ 0.75
,/
0 b=t g
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
a b c

Sekil 1. 4. Farkli @ ve § parametre degerleri i¢in PL dagilimimin hazard fonksiyonu grafikleri
(@) (a, B): (0.2, 10), (0.6, 2), (b) (a, B): (1, 1), (2, 0.1), (c) (a, B): (0.88,1.2), (0.9, 1.5).

Burada Lindley ve PL dagilimlarmin hazard fonksiyonlar1 karsilastirildiginda, PL
dagilimin hazard fonksiyonunun Lindley dagiliminin hazard fonksiyonundan daha

esnek oldugu goriilmektedir.

1.1.2. Momentler

PL dagilimmin karakteristik 6zelliklerinden olan momentleri agsagidaki gibi tanimlanir.

Her pozitif r tam sayis1 i¢in PL dagiliminin r. momenti



RIS

r
P ad r(g+2) 1)

+(1-p)
SO
formiilii ile verilir. Formiilasyon tizerinde ¢esitli diizenlemeler yapilarak asagidaki r.

moment formiili seklinde de ifade edilebilir:

T (2) [a(B + 1) + 7]

= (1.9)
a?fla(f + 1)

Esitlik (1.9) kullanilarak PL dagiliminin beklenen deger, varyans, basiklik ve ¢arpiklik

katsayilar1 agsagida yer alan formiiller yardimi ile hesaplanabilir:

1
r(z)B+1+7]

EX) = g e D) (1.10)

Var(X)

_ 2r (2)[a(B + 1) + 202+ D - T2(3)[aB+ D +17  (1.11)

a*B®/a(B +1)2 '
I ! 3
Carpiklik = 2 3“;5 o (1.12)
I / [T .

Basikluk = 14— 45K J;f“ 2" =307 (1.13)

1.1.3. Yiizdelik Fonksiyon

Boliim 4.1.1.°de yer alan simiilasyon ¢aliymasinda PL dagilimindan tiretilecek rasgele
veri i¢in dagilimin tersi yontemi kullanilacaktir. Bunun i¢in PL dagilimmin yiizdelik

fonksiyonuna ihtiya¢ vardir ve yiizdelik fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:



F7l(w) = [F;*(w)] a, (1.14)

Ya
Q(w) = [—1 — % —%W_l (—%(1 — u))] _ (1.15)

Burada W_; fonksiyonu Lambert W fonksiyonunun negatif kismini (negative branch)
gostermektedir.

Lambert W fonksiyonu asagidaki fonksiyonun tersi olarak tanimlanmaktadir:
fw) =we¥ =2z,

burada e fstel fonksiyon ve w herhangi bir karmasik sayiy1 ifade eder. W (z)
fonksiyonu

z=W(z)e"®

esitligini saglayan birka¢ deger alan bir fonksiyondur. Burada eger z reel sayi ise ve
z< —1/e<z<0ise W(z) iki miimkiin reel deger alan fonksiyondur. —1 < W(z)
olan kisstm W fonksiyonunun ana kismi (principal branch) olarak adlandirilir ve W,
olarak gosterilir. W (z) < —1 olan kisim ise W fonksiyonunun negatif kismidir ve W_,

olarak gosterilir. Daha detayl bilgi i¢in Chapeau-Blondeau ve Monir (2002) bakiniz.

Burada not edilmelidir ki PL dagiliminin (1.15) esitliginde verilen yiizdelik

B+1
eB+1

fonksiyonun da —é < - (1 —u) <0 oldugundan W_;(.) fonksiyonu tektir.

Buradan, Q (u) fonksiyonunun da tek oldugu soylenir.



BOLUM 2. DAYANIKLI ISTATISTIiK

Kelime anlami olarak da “dayanikli, gii¢lii, direncli, saglam” anlamlarini1 barindiran
“robust” ifadesi ilk defa Box tarafindan 1953 yilinda istatistiksel olarak literatiire
katilmistir. Daha sonra Tukey (1960; 1962), Huber (1964; 1967) ve Hampel (1971,
1974) tarafindan yeni yOntemler oOnerilerek dayanikli istatistik alaninda biiytlik
ilerlemeler saglanmistir. Bu yontemler hala yaygin olarak kullanilmaktadir. Dayanikli
istatistik yontemler hakkinda daha detayl: bilgiler i¢in bkz. Huber (1981), Hampel ve
ark. (1986), Rousseeuw ve Leroy (1987), Staudte ve Sheather (1990).

Bilindigi tizere klasik yontemler veride aykir1 gézlem olmadiginda ve varsayimlar
saglandiginda ilgili dagilimin parametreleri i¢in giivenilir sonuglar vererek, elde edilen
istatistiki sonug¢ ¢ikarimlari da tahmin edicilerin 6zelliklerini inceleme de yeterli
olacaktir. Bunun aksine veride aykir1 gozlem oldugunda klasik tahmin edici yontemi
ile elde edilen istatistiki sonug ¢ikarmmlar1 dogru olmayacaktir. Elde edilen parametre
tahminleri ger¢ek parametre degerinden oldukca uzaklagsmis olacaktir. Dolayisiyla,
aykir1 gozlem durumunda bu gozlemlerden etkilenmeyecek tahmin edicilere ihtiyag
duyulur. Literatiirde var olan dayanikli yontemler veride aykir1 gézlem olmadiginda
ve varsayimlar saglandiginda klasik tahmin edici yontemleri ile benzer (ya da yakin)
istatistiki sonu¢ ¢ikarimlar1 vermektedir. Ancak, veride aykir1 gozlem oldugunda ve
varsayimlarin saglanmadigi durumlarda ise dayanikli tahmin ediciler Klasik tahmin

edicilere gore giivenilir istatistiki sonug ¢ikarimlar1 vermektedir.

2.1. Etki Fonksiyonu

Dayaniklilig1 6lgme kriterlerinden en yaygin olarak kullanilan dlgiilerden biri etki

fonksiyonudur (influence function (IF)).

0 asagidaki gibi verilen parametrik ailenin (Fjp) tutarli bir tahmin edicisi olsun:

10



0, (Fy) = 6. (2.1)
Etki fonksiyonu F dagilim ailesinin bir € komsulugunda
F(F,e)={(1—€)F+¢€G:G € G} (2.2)

0, ‘nun davramisini inceler. Burada G uygun dagilimlar kiimesi olmak iizere bazi
durumlarda &, ile gosterilen bir noktada yogunlasmis (point mass) dagilimi

gostermektedir.

Buradan &rneklem e kadar aykiri gozlem igerdiginde 8., tahmin edicisinin etki
fonksiyonu (Hampel (1974))

B, (1= OF + €8,,) — 0..(F)

€

[Fg(xo, F) = lim (2.3)

0 .
= gﬁw((l —e)F + 660)

e=0

ile tanimlanir. Burada | sagdan limiti temsil eder. Daha detayli bilgi i¢in bkz.

Maraonna ve ark. (2006).

2.2. p ve P Fonksiyon Se¢cimi

Bu kisimda RR ve OBR tahmin yontemlerinde kullanilacak olan p ve ¢ fonksiyonlari
verilecektir. Bu tez ¢aligmasinda kullanilacak olan p fonksiyonlar1 Huber (1964) ve
Tukey (1974) tarafindan énerilen fonksiyonlardir. Oncelikle Huber (1964) tarafindan

onerilen monoton p fonksiyonu asagidaki gibidir:

x?, |x] < b,

2.4
2b|x| —b?, |x|>b. (24)

pp(x) = {

11



Buradan p’(x) = 2y(x) olmak lizere

X, x| < b,

sgn(x)b, |x|>b, (2:5)

P = {

seklindedir. Burada b ayarlama (tunning) sabitidir. b = 1.345 olarak alindiginda
standart normal dagilim i¢in %95 asimptotik etkinlik elde edilir (bkz. Maronna ve ark.
(2006)). Sekil 2.1.’de b = 1.345 almarak Huber’in p ve ¢ fonksiyonlar1 grafikleri
cizdirilmistir. Buradan, Huber’in ¢ fonksiyonunun [—b, b] araliginda smirli ve bu

aralik disinda sabit oldugu goriiliir.

Huber Huber
4
o
© -
o - o
o
g I IEID._
i o
o
i
o e
— - C]'_
o
I I I I I I I I I I I I I I
6 4 2 0 2 4 6 ;) 4 2 0 2 4 6
X X

Sekil 2. 1. Huber'in p ve i fonksiyonu grafikleri
Ayrica, Huber’in ¢ fonksiyonu yardimiyla agirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilebilir:

Wy(x) =min (1,|:;|>. (2.6)

Buradan Sekil 2.2.’de 6rnek olarak b = 1.345 i¢in Huber’m agirlik fonksiyonu grafigi

cizdirilmistir.

12



Huber

08

WH(X)
08

04

02

00

Sekil 2. 2. Huber agirlik fonksiyonu grafigi

En ¢ok kullanilan p fonksiyonlarindan bir digeri ise Tukey tarafindan 6nerilen azalan
(redesending) ya da Tukey’in (bisquare) fonksiyonudur (Beaton ve Tukey 1974).
Tukey’in p fonksiyonu asagidaki gibi verilir:

3

pb(x)z 1_<1_(x/b)2>' x| <b, 2.7)
1, x| >b .

Buradan p’(x) = 6y(x)/b? olmak iizere

2

X\ 2
= —(= 2.8
Wy () x(l ) ) I(x] < b) (2.8)
dir. Burada, ayarlama sabiti b = 4.685 olarak alindiginda standart normal dagilim igin

%95 asimptotik etkinlik elde edilir (bkz. Maronna ve ark. (2006)). b = 4.685 igin
Tukey’in p ve ¢ fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 2.3deki gibi elde edilir.

13



Tukey Tukey

o
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w
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X Y X o
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w
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e |
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X X

Sekil 2. 3. Tukey'in p ve y fonksiyonu grafikleri

Ayrica Tukey’in 3 fonksiyonu kullanilarak agirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilir:

2

W, (0 = [1- (g)z] I(lx| < b). (2.9)

Burada 6rnek olarak b = 4.685 alindiginda Tukey’in agirlik fonksiyonu grafigi Sekil
2.4.deki gibi elde edilir.
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Tukey

w(x)
06

04

02
|

Sekil 2. 4. Tukey agirlik fonksiyonu grafigi

Burada bahsi gecen p fonksiyonlari asagidaki 6zelliklere sahiptir:
—  p(x) fonksiyonu |x|’in azalmayan bir fonksiyonudur.
— x=0i¢in p(0) = 0’dur.
— p(x) fonksiyonu x > 0 i¢in artandur.

— Eger p fonksiyonu smirli ise p(o0) = 1°dir (Maronna vd. 2006).

2.3. Regresyon M-Tahmin Yontemi

En kiigiik kareler tahmin edicileri hata terimleri normal olmadiginda yani hata terimleri
dagilimi kalin kuyruklu oldugunda ya da veri aykir1 gozlem igerdiginde giivenilir
sonuglar vermezler. Bunun sebebi, en kii¢iik kareler ama¢ fonksiyonunun bu gibi
degisimlerden olduk¢a fazla etkilenmesidir. En kii¢iik kareler yonteminde LS
kriterinin yerine dayanikl regresyon kriteri kullanilarak bu yonteme alternatif olarak
M-tahminine dayali dayanikli regresyon yontemi Huber (1973) tarafindan dnerilmistir.
Dayanikli regresyon yontemi veri setindeki aykir1 gozlemleri belirler ve bu aykiri
gbzlemleri smirlayarak veriyi analiz edip gilivenilir sonuglar elde eder. Bu yontem
veride aykir1 gozlem olmadigi durumda da kullanilabilir fakat diger bilinen klasik

yontemler ile ¢ok yakin sonuglar verir.
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Bilindigi gibi regresyon analizinin amaci gdzlenmis degiskenler i¢in regresyon
dogrusu uydurmaktir. Verilmis n gozlem i¢in y ve x arasindaki dogrusal iliskiyi

asagidaki dogrusal regresyon denklemi ile verilir:

Vi = @+ Prxi + Boxiz + -+ Bk + & (2.10)
=xif+¢,i=12,..,n

Burada y; bagimli degisken, x; (p X 1 boyutlu) bagimsiz degisken vektori, B (p X
1 boyutlu) bilinmeyen parametre vektorii ve €; hata terimidir. Bu model i¢in LS tahmin

edicisi B’nin tahmin edilebilmesi i¢in asagida verilen hatalarin kareleri toplammm g

parametresine gore minimum yapilmasi gerekir:

n

min )" ef = im ~xXip) (211)

i=1

—~

B elde edildikten sonra uydurulmus regresyon modeli asagidaki gibi elde edilir:

9. =xiB. (212)
Burada y; , y; gozlemlerinin tahminini géstermektedir. i. artik e; = y; — ¥, gozlenmis

deger ile tahmin edilmis degerin arasindaki farka esittir. Buradan LS kriteri asagidaki
gibi de ifade edilebilir:

n

min Z e2. 2.13)

i=1

Ancak, (2.13) ifadesi ile verilen LS kriteri aykir1 gozlemlerden ve varsayimlardan
sapmalardan oldukga fazla etkilenmektedir. Buradan, LS kriteri dayanikli regresyon

kriteri ile degistirilerek asagidaki gibi elde edilir:
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mﬁin Zl p(e;). (2.14)

Boylece, M-tahminine dayali dayanikli regresyon tahmini (2.14) ifadesinin g
parametresine gore minimum yapilmasi ile elde edilir. Burada yer alan p fonksiyonu
Boliim 2.2.°de verilen 6zellikleri saglamaktadir. p tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak
lizere asagidaki verilen esitligin B parametresine gore ¢Oziilmesi ile M-tahminine

dayal1 dayanikli regresyon tahmini elde edilir:

Buraday = p' dir. Ayrica w(e;) = P (e;)/e; agirlik fonksiyonu olarak belirlendikten
sonra B parametresi icin dayanikli tahmin asagidaki esitligin ¢oziimiinden de elde

edilir:
n
z w(eeix; = 0. (2.16)
i=1

Burada not edilmelidir ki p fonksiyonu i¢in literatiirde yer alan diger fonksiyonlardan
bir tanesi de kullanilabilir. Bundan sonra M-tahminine dayali dayanikli regresyon

yontemi kisaca RR yontemi olarak adlandirilacaktir.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. PARAMETRE TAHMINi

Bu béliimde oncelikle PL dagiliminin parametrelerini tahmin etmek i¢gin ML ve LS
tahmin yontemleri kullanilacaktir. Bu tez ¢alismasimin en temel amaci klasik tahmin
yontemlerine alternatif olarak OBR tahmin yontemini 6nermektir. Dolayisiyla OBR
tahmin yontemi kullanilarak tahmin ediciler elde edilecektir ve ayrica uygulamadaki
karsilagtirma cesitliligini arttirmak i¢in RR tahmin yontemi kullanilarak da tahmin

ediciler elde edilecektir.

3.1.1. En Cok Olabilirlik Tahmin Edici Yontemi

X1,%Xy, .., Xy, PL dagilimindan n boyutlu rasgele bir 6rneklem olsun. Bu dagilima ait

olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir:

2 n n 3l1
L(a, p) = <Z'[i 1> e Blicixi 1_[(1 +x)xe 1 (3.1)
i=1

Buradan, olabilirlik fonksiyonun logaritmasi1 alinarak log-olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibi yazilir:

?(a,B) = nlog(a) + 2nlog(B) — nlog(B+ 1) + Z log(1 + x{)

=1 (3.2)
+ (a — 1)2 log(x;) — ,[?le-“.
i=1 i=1
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Log-olabilirlik fonksiyonunun parametrelere gore sirastyla tiirevi alinip sifira esitlenir

ve parametrelere ait en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri asagidaki gibi elde edilir:

0(a, x{log (x;
(aiﬁ)ng“, 1ig(f)+2“’g<"l> ﬁZx log(x) =0,  (33)

l_

(@) nB+2) = (3.4)

a —

N ICES VA

Cesitli diizenlemeler yapildiktan sonra @ ve 8 parametre tahmin degerleri asagidakKi

dogrusal olmayan denklemlerin ¢6zlimii ile elde edilir:

%1
G(a) =g Z Og(xl)+Zlog(xl) ,B(a)Zx log(x,) (3.5)
=0,
R ~(Zfr % n)+\/(2] xF —n)’ +8n Y x? (3.6)
p(a) = .
22 %)

Burada (3.5) ve (3.6) denklemleri niimerik yontemler yardimi ile ¢oziiliir.

3.1.2. En Kiiciik Kareler Tahmin Edici Yontemi

En kiigiik kareler tahmin edicileri gozlenmis veride hatalarin karelerinin toplaminin
minimum yapilmasi ile bulunur. Basit dogrusal regresyon modeli asagidaki gibi

tanimlanir:

Yi=PBot+Pixi+e i=12,..,n. (3.7)
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Burada B, ve B; regresyon katsayilaridir ve €; rasgele hata terimidir. Buradan PL

dagilimi i¢in regresyon modeli asagidaki gibi elde edilir:

y; = loglog (%F(x» . (38)

F(x) dagilim fonksiyonu bilinmediginden dolay1 tahmini olan F(x) kullanilmalidir.

Bunun i¢in de sira istatistikleri yaklagimindan yararlanilabilir:

- ( 1 ) (3.9)
y; = loglog| ———+——~ |-
l 1—F(xq)

y; degerlerini belirlemek i¢in bu tez ¢calismasinda asagidaki yaklasim kullanilmigtir:

i—0.5
n

i=12,..,n (3.10)

E (F (xa))) =

burada F(x;) fonksiyonu (0,1) civarinda diizgiin dagilima sahiptir. Dolayistyla

n

olarak elde edilir.

Boylece a ve  parametreleri icin LS tahmin edicileri asagidaki esitligin parametrelere

gbére minimum yapilmasiyla elde edilir:
2

1
S=Zsz =Z y-—loglog<—>
: =1 1-F(xp)

n n
=1 =1
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1 \2 (3.12)

=ZI y; — loglog [ .
' \ <1+ B xﬁ))e‘ﬁxm/

n
=1 T+8

S fonksiyonunun parametrelere gore kapali formlar1 bulunamadigindan niimerik

yontemler kullanilarak minimumu bulunur.

3.1.3. Dayamikh Regresyon Tahmin Yoéntemi

RR yontemi Bolim 2.3.°de ayrmntili olarak anlatilmistir. Buradan PL dagilimmin

parametreleri igin RR yontemine dayali tahmin ediciler asagidaki adimlar kullanilarak

elde edilir.

Bilindigi gibi RR tahmin edicileri asagidaki amag¢ fonksiyonunun parametrelere gore

minimum yapilmasi ile elde edilir:
= (3.13)
mﬁin z p(ep).
i=1

Burada (3.7)  esitligi ile verilen regresyon modeli kullanilarak e; =
(yl- — B, —ﬁlxi)/a olarak almmustir. Ayrica, o tahmin edilmesi gereken

Olceklendirme sabitidir. Bu ¢alismada o dayanikli yontem kullanilarak tahmin

edilmigtir. Ayrintili bilgi i¢in bkz. Holland ve Welsch (1977).
Bu ¢aligmada p fonksiyonu i¢in Tukey’in p fonksiyonu kullanilmistir. p fonksiyonu

Bolim 2.2.°de verilen Ozellikleri saglamaktadir. Asagida p, ¥ ve w (agirlik)

fonksiyonlar1 verilmistir:
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|
ple) = (3.14)
Ik?i Vleil 2 b;
ei 292
Ple) =1 ©i [1‘ (3) ] , Vied <b, (3.15)
0, Vle;| > b,
el- 212
wen = [1=G) | Vied=p, (3.16)
0 ) Vleil > b.

Burada ¢alisma boyunca sinirlama sabiti b = 4.685 olarak alinmistur.

3.1.4. Optimal B-Robust Tahmin Yontemi

Bu kisimda klasik tahmin edicilere alternatif olarak PL dagiliminin parametreleri i¢in
OBR tahmin edicileri elde edilecektir. Oncelikli olarak parametre vektdrii @ = (a, §)
olarak tanmimlansi. Bilindigi iizere 6 i¢in M-tahmin edicisi asagidaki amag

fonksiyonunun parametreye gore minimum yapilmasi ile elde edilir:

n
mein Z p(x;,0). (3.17)
i=1

Alternatif olarak p fonksiyonu Boliim 2.2.”de verilen 6zellikleri saglayip tiirevlenebilir

ise 6’ nin M-tahmin edicisi

Zt/)(xi. 0) =0 (3.18)
i=1

esitliginin ¢6ziimii ile de bulunabilir. Burada ¢ = p’ dur.
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Bu calismada OBR tahmin edicilerini elde etmek i¢in asagida yer alan Huber’in p ve

1 fonksiyonlar1 kullanilacaktir:

X
7' |x|Sb)
pp (1) = ) (3.19)
b|X|—§b2, |X|>b,
X, lx| < b,

¥ () = { (3.20)

sgn(x)k, |x|>b.

Burada sgn(-) isaret fonksiyonudur ve b dayaniklilik ayarlama sabitidir. M-tahmin
edicisinin etki fonksiyonu (7F) bir tahmin edicinin dayanikliligint 6lgmek icin

kullanilir ve asagidaki formiil ile verilir:

IF = ot : (3.21)
- 22540 a1y ) |

Ayrica bir ML tahmin edicisinin etki fonksiyonu ise
IF = s(x,0)](0)71 (3.22)

dlogfe(x)

skor
a0

formiilii ile hesaplanir. Burada (@) Fisher bilgi matrisidir ve s(x, 8) =
fonksiyonudur. PL dagiliminin skor fonksiyonu ise asagidaki gibi verilmistir:
1 x%log(x
I + *"log(x) + log(x) + ,Bx“log(x)]
s(r,0) =@ 1tx° | (3.23)
) [ B + 2 _ xa J .
BB +1)

Buradan skor fonksiyonlarinin davraniglarini incelemek igin Sekil 3.1. ve Sekil 3.2.”de

grafikleri verilmistir.
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Sekil 3.1. a parametresi igin skor fonksiyonu (@ = 0.2 ve § = 4)

(o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Sekil 3.2. B parametresi i¢in skor fonksiyonu (¢ = 0.2 ve § = 4)

Bu grafiklere gore PL dagiliminin a ve [ parametreleri i¢in skor fonksiyonlarinin
smirsiz oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla elde edilen ML tahmin edicisinin etki
fonksiyonu skor fonksiyonlarma bagli oldugundan sinirsizdir ve aykiri gozlemlere
kars1 olduk¢a duyarli olacaktir. Bu nedenle, PL dagiliminin parametreleri i¢in smirli
etki fonksiyonuna sahip tahmin edicilere ihtiya¢ duyulur. Bilindigi iizere dayanikli M-
tahmin edicilerinin etki fonksiyonu sinirhdir. Bu ¢alismada sinirh etki fonksiyonuna
sahip agagidaki esitlik ile verilen standartlastirilmig OBR tahmin yontemi (Hampel ve
ark.1986) kullanilacaktir:
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¥ (4(0)(s(x,,0) — a(8))) =

n
i=1

n
= > W, (x,, 0)(5(x,, 0) — a(@)} = 0, (324)
i=1
burada
W, (x,8) = mi {1 b } (3.25)
x,0) = min1; , )
’ 14(0){s(x;, ) — a(8)}]]
agirlik fonksiyonudur ve ||. || Oklid normudur. Aykir1 gdzlemlerin etkisini sinirlayan

agirlik fonksiyonu eger ||A(0){s(x;, ) —a(8)}| < b ise 1 degerini, diger durumlarda

. b
15€ 2@ sGe0)—ateN]

degerini alacaktir. Ayrica A(@), p X p tipinde bir matris ve a(0),

p X 1 tipinde vektor olmak iizere asagida verilen esitliklerden elde edilirler:
E{p(x,0)yY(x,0)T} ={A(0)TA(0)} 1, (3.26)
E{Y(s(x;,0) —a(0))}=0. (3.27)

Bu calismada OBR tahmin edicileri Victoria Feser ve Ronchetti (1994) tarafindan

Onerilen niimerik hesaplamalara dayanan asagida adimlar1 verilen algoritma

kullanilarak hesaplanacaktir. Algoritma dort adimdan olusmaktadir.

Algoritma:

ADIM 1. Durdurma degerini €, @ parametresi i¢in baslangi¢c degerini, a = 0 ve A =

1
J2(0)7T olarak belirle. Burada, /(0) Fisher bilgi matrisidir:
J(@) = f s(x,0)s(x,0)TdFy(x).

ADIM 2. a ve A i¢in asagidaki esitlikleri ¢oz:
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AAT = M;1
Ve

_ f S(x' B)Wb (x' a)dFG(x)
W, (x,0)dFg(x) '

burada
My = [{s(x,0) — a}{s(x,0) — a}T W, (x, 0)*dFy(x), k=12

dir. 8,ave A ‘nin su anki degerleri verilen esitlikleri ¢ozmek i¢in baslangic degeri

olarak kullanilir.

ADIM 3. M, ve

AQ = M;l(%Z{s(x, 0) — a}W,(x;, 0))

degerlerini hesapla.

ADIM 4. Eger |AB| > ¢ ise @ — 0 + A ve adim 2’ye don, degil ise dur.

Burada not edilmelidir ki sonlu esitlikler i¢in formiillerdeki integraller toplam ifadesi

ile yer degistirecektir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. UYGULAMALAR

Bu boliimde ML, LS, RR ve OBR tahmin edicilerinin performanslarini veride aykiri
gbdzlem oldugunda ve olmadiginda karsilastirmak i¢in simiilasyon ¢alismasi ve gercek

veri uygulamasi yer almaktadir.

4.1.1. Simiilasyon Cahismasi

Bu kisimda, farkli @ ve f degerleri i¢cin PL dagilimindan rastgele sayilar iiretilerek
veride aykir1 gozlem oldugunda ve olmadiginda simiilasyon caligmasi yapilarak
tahmin edicilerin performanslari karsilastirilacaktir. Rastgele say1 tiretmek i¢in asagida

yer alan prosediir kullanilacaktir.

4.1.2. Rasgele Say1 Uretme Prosediirii

X rastgele degiskenia ve [ parametreli PL dagilimma sahip olmak iizere
(X ~ PL(a,,B)) bu dagilimdan rastgele say1 asagida yer alan algoritmalardan her

hangi biri kullanilarak tiretilebilir. Bu algoritmalar Ghitany ve ark. (2013) tarafindan

verilmistir.

Algoritma 1. Bu algoritma iistel dagilim ile gamma dagiliminin karmasi yardima ile
Lindley dagilimidan sayi iiretilir. Daha sonra {iretilen saymin 1/a kuvveti alinarak
PL dagilimdan rasgele say1 liretilmis olur. Rastgele say1 iiretme adimlar1 asagidaki

gibidir:

1. (0,1) araliginda diizgiin dagilimdan rasgele say1 iiret:

U~Uniform(0,1), i=1,..,n.

2. P parametreli istel dagilimdan sayi iiret:
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V,~Exponential(B), i=1,..,n.

3. Olgek parametresi 2 ve sekil parametresi § olan gamma dagilimindan rasgele
say1 uret:

Wi~Gamma(2,B), i=1,..,n.

1 1
4. EgerU; <p =%iseXi =V /a al, degil ise X; = W, /“, i=1,..,nal

Algoritma 2: Bu algoritma weibull dagilimi ile genellestirilmis gamma dagiliminin

karmas1 yardimi ile PL dagilimindan rasgele say1 liretme prosediiriinii ifade eder.

1. (0,1) araliginda diizglin dagilimdan rasgele say1 iiret:
U~Uniform(0,1), i=1,..,n.

2. Sekil parametresi a ve dlgcek parametresi 8 olan weibull dagilimindan rasgele
say1 uret:

Yi~Weibull(a,B), i =1,..,n.

3. Olgek parametreleri 2 ile o ve sekil parametresi 8 olan genellestirilmis gamma
dagilimindan rasgele sayi liret:

Zi~GG2,a,B), i=1,..,n.

4. EgerU; <p =%iseXi =Y,,degilise X; =Z;, i=1,..,n

Algoritma 3. Bu algoritma PL dagiliminin dagilim fonksiyonunun tersi yardimi ile

rasgele say1 liretme prosediiriine dayanmaktadir.

1. (0,1) araliginda diizgiin dagilimdan rasgele say1 iiret:

U;~Uniform(0,1), i=1,..,n.
1

/
2. Xi:[_l_%_%w_1< ks (1—Ul-)>] L i=1..nal

T B+
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4.1.3.Hesaplama ile Ilgili Detaylar

Simiilasyon ¢alismast i¢in rastgele orneklem belirli @ ve f parametreleri ile PL
dagilimindan (X ~ PL(a, ﬁ)) yukarida verilen algoritmalardan Algoritma 3
kullanilarak rastgele sayilar iretilmistir. Not edilmelidir ki diger rastgele say1 iiretme
algoritmalar1 da denenmis ve ayni sonuglar elde edilmistir. Simiilasyon ¢alismasinin

detaylar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir:

— Simiilasyon ¢alismasi i¢in tekrar sayist N = 1000 olarak alinmistir.

—  Boliim 3.1.4."de verilen algoritma i¢in durdurma kosulu € = 107¢ olarak
alinmustir.

— Simiilasyon c¢alismas1 i¢in gercek parametre degerleri (a,B) =
(0.2,4),(1.5,1),(1,2),(0.85,0.3),(0.9,0.35), (1,0.7) olarak almmustir. Bu
farkli parametre degerleri i¢in Sekil 1.1°de PL dagilimin farkli davranis
gosterdigi dagilim grafikleri yer almaktadwr. Farkli tipteki verinin
modellenebildigini géstermek i¢in simiilasyon ¢alismasinda bu grafikte yer
alan farkli a ve [ degerleri kullanilmistir.

— Simiilasyon i¢in 6rnek hacmi n = 25,50,100 olarak alinmistir.

— Ayrica her bir Ornekleme aykir1 gozlem eklenerek simiilasyonlar
tekrarlanmistir. Aykir1 gézlem ekleme prosediirii de asagidaki gibi
yapilmistir:

(n —1r)PL(x; a,B) + rUniform(X + 150, X + 150).
Burada aykir1 deger ekleme islemi her bir 6rneklem i¢in r = 0.1 almarak
yapilmustir. Ayrica, X drneklem ortalamasini ve o ise drneklem standart
sapmasini gostermektedir.

— Aykirt gozlem ekleme prosediiriine gore n = 25 i¢in veriye 2 aykiri
gbzlem, n = 50 i¢in veriye 5 aykir1 gozlem ve n = 100 i¢in veriye 10
aykir1 gézlem eklenmistir.

— Simiilasyon ¢alismasi ve ger¢ek veri uygulamast MATLAB R2017b

programu kullanilarak yapilmistir.
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— Tahmin edicilerin performanslarini degerlendirmek igin yan (Bias) ve hata
kareler ~ ortalamasmmmn  karekokii (RMSE) degerleri hesaplanip

karsilastirilacaktir. Yan ve RMSE i¢in formiiller asagidaki gibidir:

Bias(@) =a—«a, Bias(f) =6 -8, (4.1)

RMSE (&) = %Z(oﬂ —a), RMSE(B)= %Z(ﬁ —ﬁ)z. (4.2)

Burada @ = %Z?’:l a;ve = %Z?’zlﬁi dir.

Boliim 3.1.4.’te verilen algoritma i¢in baslangi¢ degeri ile ilgili olarak, Victoria-Feser
ve Ronchetti (1994) tarafindan onerilen ve asagida adimlar1 verilen baslangic degeri

prosediirii kullanilmistir.

ADIM 1. ML tahminlerini bul.
ADIM 2. OBR tahminini bulmak i¢in b = 3.5 al.
ADIM 3. Adim 2’de elde edilen OBR tahminlerini yeni baslangic degerleri olarak

kullan ve tekrar OBR tahminleri elde etmek i¢cin b = 2 al.

4.1.4.Simiilasyon Sonuc¢lar

Farkli 6rneklem hacimleri ve parametre degerleri i¢in elde edilen simiilasyon sonuglar1
Tablo 4.1, 4.2, 4.3 ve 4.4°de gosterilmektedir. Bu tablolarda a ve  parametreleri i¢in
gergek parametre degerleri, ML, LS, RR ve OBR yontemlerinden elde edilen
tahminlerin yan ve RMSE degerleri verilmektedir. Tablo 4.1. ve 4.2.°de veride aykir1
g6zlem olmadiginda elde edilen tahmin sonuglar1 yer almaktadir. Tablo 4.3. ve 4.4.’de
ise hesaplama detaylarinda belirtildigi gibi aykir1 gozlemler eklenerek tahmin

sonuglari elde edilmistir.
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Tablo 4.1.’de a parametresi i¢in veride aykir1 gozlem olmadiginda elde edilen tahmin
sonuclart yer almaktadir. Tablo 4.1.den ML tahminlerinin belirgin olarak diger
tahmin yontemlerine gore en iyi performansi verdigi sdylenebilir. Tablodan ML
tahmin yonteminden elde edilen tahmin edicilerin yan ve RMSE degerlerinin
neredeyse hepsinde diger tahmin edici yontemleri tarafindan elde edilen tahmin

edicilerin yan ve RMSE degerlerinden daha kiigiik oldugu goriiliir.

Tablo 4.2.” de 8 parametresi igin veride aykiri1 gozlem olmadiginda elde edilen tahmin
sonuclart yer almaktadir. Tablo 4.2.°den ML tahminlerinin belirgin olarak diger
tahmin edici yontemlerinden elde edilen tahminlere gére en iyi performansi verdigi
soylenebilir. Tablodan ML tahmin edici yonteminden elde edilen tahmin edicilerin yan
ve RMSE degerlerinin ¢ogu diger tahmin edici yontemleri tarafindan elde edilen

tahmin edicilerin yan ve RMSE degerlerinden daha kiigiik oldugu goriiliir.

Tablo 4.3.’de ise aykir1 gozlem oldugunda a parametresi i¢in elde edilen tahmin
sonuglart bulunmaktadir. Bu tabloya gore aykiri gozlem oldugunda en {istiin
performanst yan ve RMSE degerlerine gére OBR tahmin yonteminden elde edilen
tahmin ediciler vermistir. Bunun aksine diger tahmin ediciler aykir1 gézlemlerden

oldukga fazla etkilenmistir.

Benzer sckilde Tablo 4.4.’te ise aykir1 gozlem oldugunda S parametresi i¢in elde
edilmis tahmin sonuglar1 yer almaktadir. Bu tabloya bakildiginda ¢ogu durum igin yine
en iyi performansi yan ve RMSE degerlerine bakildiginda OBR tahmin yonteminden
elde edilen tahmin ediciler vermistir. Bunun aksine diger tahmin ediciler aykiri

gbzlemlerden oldukga etkilenmistir.

Sonug olarak aykirt gozlem olmadigi durumda biitiin tahmin ediciler LS, ML, RR ve
OBR benzer sonuglar verirken aykiri gozlem oldugunda OBR digindaki tahmin
ediciler aykir1 gozlemlere karsi oldukg¢a duyarli davranig gostermistir. Buradan aykiri
gozlem oldugu durumda giivenilir istatistiki sonug¢ ¢ikarimlar1 elde etmek igin

alternatif bir yontem olarak OBR tahmin edicilerinin kullanilmas1 6nerilir.
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Tablo 4. 1. Aykir1 deger olmadan farkli 6rneklem hacimleri igin a parametresinin, yan ve RMSE
degerleri

Parametre a
n a B ML LS RR OBR
Bias(a) 0,0127 -0,0201 -0,0191 0,0148

0.2 4 RMSE(@) 0,0384  0,0428 00423  0,0439
. ) Bias(a) 00661  -0,0991  -0,0981  0,0752
RMSE(@) 0,1998 02241 02236  0,2336

. 0;  Bias(@ 00461  -0,1056  -0,1065  0,0317
- ' RMSE(@) 0,631 02040 02031  0,1850
0.85 03  Bias(@ 00424  -0,0730  -0,0894  0,0302
! ' RMSE(@) 0,1355  0,1614  0,1635  0,1507
09 035 Bias(@) 00362  -0,0940 00687  0,1241
! ' RMSE(@) 0,1432 0,792  0,1610  0,1985
L5 L Bias(a) 00871  -0,1426 0,511  0,2698
' RMSE(?) 02607 03083  0,2979  0,3880
0o A Bias(@) 00051  -0,0153  -0,0143  0,0164
! RMSE(@) 0,0241 00327 00322  0,0344

L ) Bias(a) 00252  -0,0844  -0,0827  0,0704
RMSE(@) 0,184 0,595  0,1592  0,1618

. 0;  Bias(@ 00214  -0,0733  -0,0748  0,0541
50 ' RMSE(?) 01084 01487 01477 01422
. 03  Bias(@ 00229  -0,0540 -0,0726  0,0419
! ' RMSE(@) 0,0897  0,1166 01234  0,1128
o 035 Bias(@ 00254  -0,0526  -0,0711  0,0508
! ' RMSE(@) 0,0936  0,1229  0,1281  0,1234
1 L Bias(a) 00344  -0,1080  -0,1062  0,0964
! RMSE(@) 01754 072344 02349  0,2381
0o A Bias(@) 00033  -0,0104  -0,0097  0,0198
! RMSE(@) 00165 00225 00224  0,0288

. ) Bias() 00207  -0,0444  -0,0358 0,104
RMSE(@) 0,0840 01142 01170  0,1533

. 07  Bias(@) 00148  -0,0482  -0,0386  0,0727
100 ' RMSE(@) 00742 01073 01121  0,1214
0.85 03 Bias(@) 00091  -0,0374  -0,0532  0,0528
! ' RMSE(@) 0,0590  0,0854  0,0927  0,0943
09 035 Bias(@ 0,0080  -0,0422  -0,0545  0,0523
! ' RMSE(@) 0,0658  0,0920  0,0988  0,0984
L5 L Bias(&) 00168  -0,0787  -0,0611  0,1203

RMSE(&)  0,1198 0,1681 0,1709 0,1961
Dipnot: Tablo 4.1.’de koyu olarak yazilmis degerler simiilasyon sonucunun en iyi oldugu parametre
tahminini gostermektedir.
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Tablo 4. 2. Aykir1 deger olmadan farkli 6rneklem hacimleri i¢in 8 parametresinin, yan ve RMSE

degerleri
Parametre 5
n a B ML LS RR OBR
02 Bias(p) 0,4745 -0,3570  -0,3279 1,0797
’ RMSE(3)  1,3349 1,0526 1,0568 2,1574
. ) Bias(f) 0,0781 -0,0973  -0,0839 0,2249
RMSE(3) 03771 0,3239 0,3202 0,5207
. 07 Bias(p) -0,0048 0,0516 0,0627 0,0330
- ’ RMSE(B)  0,1484 0,1523 0,1575 0,1623
0.85 03 Bias(f) -0,0082 0,0538 0,0657 0,0110
’ ’ RMSE(B)  0,0898 0,1217 0,1290 0,1005
09 035 Bias(f) -0,0060 0,0615 0,0737 0,0177
’ ’ RMSE(B)  0,0923 0,1240 0,1310 0,1019
n L Bias(p) 0,0953 -0,1455  -0,1457 0,0822
' RMSE(B)  0,2772 0,3208 0,3210 0,3143
02 A Bias(f) 0,1955 -0,2953  -0,2693 0,9792
’ RMSE(B)  0,7393 0,8022 0,8042 1,5709
L ) Bias(B) 0,0530 -0,0661  -0,0559 0,2252
RMSE(3)  0,2387 0,2222 0,2199 0,3794
. 07 Bias(f) -0,0006 0,0343 0,0428 0,0191
- ' RMSE(3)  0,1060 0,1123 0,1158 0,1167
s 02 Bias(f) -0,0078 0,0329 0,0452 -0,0053
’ ’ RMSE(3)  0,0613 0,0786 0,0866 0,0664
09 035 Bias(f) -0,0076 0,0324 0,0457 -0,0049
’ ’ RMSE(3)  0,0677 0,0859 0,0933 0,0753
r L Bias(B) -0,0041 0,0114 0,0189 0,0362
’ RMSE(3)  0,1264 0,1195 0,1209 0,1455
02 A Bias(B) 0,0793 -0,2484  -0,2446 0,9480
' RMSE(3)  0,4216 0,5388 0,5390 1,2108
. ) Bias(B) 0,0195 -0,0482  -0,0445 0,2377
RMSE(3)  0,1691 0,1733 0,1713 0,3362
. 07 Bias(B) -0,0041 0,0190 0,0217 0,0057
100 ’ RMSE(f)  0,0722 0,0765 0,0810 0,0792
085 03 Bias(B) -0,0016 0,0229 0,0332 -0,0110
’ ’ RMSE(f)  0,0434 0,0571 0,0637 0,0498
09 035 Bias(B) -0,0005 0,0250 0,0348 -0,0080
’ ’ RMSE(f)  0,0490 0,0620 0,0683 0,0543
r L Bias(B) 0,0010 0,0106 0,0139 0,0373

RMSE(Z) 00914 00881 0,082 01104

Dipnot: Tablo 4.2.’de koyu olarak yazilmig degerler simiilasyon sonucunun en iyi oldugu parametre
tahminini gostermektedir.
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Tablo 4.3. Aykir1 degerin varliginda farkli 6rneklem hacimleri i¢in a parametresinin, yan ve RMSE

degerleri
Parametre a
" a [ ML LS RR OBR
. Bias(@ 00122  -00322  -0,0312 _ -0,0038
: RMSE(@) 00328 00451 00444  0,0340
. ,  Bias(@ 03692 0313l 03121 04717
RMSE(#) 03742 03267 03258 02013
. o, Bis@ 03710 03138 03140 0,184
: RMSE(@) 03751 03251 03252  0,2064
25 - 5 Bis@ 02720 02329 02448  -0,1240
: : RMSE(@) 02773 02469 02566  0,1527
0o oic  Bies(@ 0302 02565 02654  -0,1427
: : RMSE(@) 03091 02693 02760 01684
s | Bis@ 02726 02320 0243 0,12
: RMSE(@) 02774 02445 02544 01499
. ,  Bis@ 00282 00308 00290  -0,0080
: RMSE(#) 00317 00376 00366 00236
. ,  Bias@ 04034 0313 03106 -02143
RMSE(#) 04055 03200 03171 02242
. o, Bis@ 04018 03118 03104 0,208
! RMSE(#) 04037 03177 03164 02296
50 v ,,  Bis@ 03040 0236 02490  -0,1588
: : RMSE(&) 03060 02408  0,2546  0,1681
y i Bies(@ 033 0250 02732 -0,1784
: : RMSE(&) 03357 02656 02791 01879
s , Bis(@ 07603 06068 04362  -04862
: RMSE(@) 07616 06106  0,6100 04914
. ,  Bes@ 00316 0085 00269 -0,0048
: RMSE(&) 00351 00326 00318 00173
. ,  Bias@ 04116 02954 02879 -0,2023
RMSE(&) 04127 02988 02921 02078
. o, Bis@ 0417 02083 02049 02130
: RMSE(&) 04126 03012 02986 02173
100 - 5 Bis@ 03099 02169 02271  -0,1456
: : RMSE(@) 03111 02207 02312 01515
Bias(d)  -0,3432  -02446  -0.2544  -0,1696
0.9 035 RpMsE@@) 03442 02478 02581 01742
. | Bis@ 07658 0578 05717 -04656

RMSE(@) 0,7665 05805 05743  0,4685

Dipnot: Tablo 4.3.’de koyu olarak yazilmis degerler simiilasyon sonucunun en iyi oldugu parametre
tahminini gostermektedir.
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Tablo 4.4. Aykir1 degerin varliginda farkli 6rneklem hacimleri i¢in 8 parametresinin, yan ve RMSE

degerleri
Parametre 8
n a B ML LS RR OBR
02 Bias(3) ~ -0,6880  -10428  -10169  -0,1751
' RMSE(3)  1,0120 1,2131 1,1951 0,9989
. ) Bias(f) ~ -05575 05765 05508  -0,2868
RMSE(3) 05793 0,6009 0,5852 0,3820
. 07 Bias(R) 00528 0,0052 0,0171 0,0331
: RMSE(3)  0,1009 0,0968 0,0949 0,1214
25 0.85 03 Bias(f) ~ouel 0,0843 0,0957 0,0533
’ ' RMSE(3) 0,1344 0,1170 0,1249 0,0994
09 035 Bias(f) 01210 0,0820 0,0922 0,0570
' : RMSE(3)  0,1408 0,1171 0,1228 0,1059
L5 L Bias(f) o 0162 0,0831 0,0943 0,0533
' RMSE(3)  0,1345 0,1160 0,1235 0,0992
03 A Bias(B) 10884  -11885  -1,1655  -0,4625
’ RMSE(3)  1,1668 1,2542 1,2352 0,7475
) ) Bias(f) 06212 06319 06192  -04278
RMSE(3)  0,6286 0,6417 0,6293 0,4534
' o Bias(f) 00415 -00264  -0,0187  -0,0025
: RMSE(3)  0,0717 0,0731 0,0683 0,0767
50 ol od Bias(B) 01240 0,0669 0,0801 0,0498
’ : RMSE(3)  0,1321 0,0862 0,0975 0,0741
09 035 Bias(B) 01246 0,0640 0,0779 0,0503
’ : RMSE(3)  0,1334 0,0856 0,0966 0,0767
r L Bias(B) - -0,0765 -0,1570  -0,1508  -0,0953
' RMSE(3)  0,0955 0,1707 0,1639 0,1252
00 A Bias(f) ) -1,2170  -1,1866  -1,1801  -0,4886
' RMSE(3)  1,2499 1,2202 1,2149 0,6284
. ) Bias(B) 06344 06406 06305  -0,4466
RMSE(3)  0,6377 0,6453 0,6354 0,4582
. 07 Bias(B) 00381 -003%4  -0,0323  -0,0160
: RMSE(3)  0,0716 0,0633 0,0573 0,0587
100 0.85 03 Bias(B) - 01240 0,0518 0,0622 0,0368
' : RMSE(3)  0,1321 0,0647 0,0739 0,0542
09 035 Bias(B) 0129 0,0507 0,0622 0,0398
' : RMSE(3)  0,1337 0,0634 0,0739 0,0560
r L Bias(B) A -0,0761  -0,1679  -0,1634  -0,1089
' RMSE(3)  0,0858 0,1746 0,1696 0,1229

Dipnot: Tablo 4.4.’de koyu olarak yazilmis degerler simiilasyon sonucunun en iyi oldugu parametre

tahminini gostermektedir.
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4.2. Gercek Veri Uygulamasi

Calismanm bu boliimiinde, Cooray ve Ananda (2008) tarafindan kullanilan veri seti
incelenecektir. Ayrica, bu veri seti Dogru ve ark. (2017) tarafindan genellestirilmis
half-normal  dagilimmin  parametrelerinin  OBR  tahmin  edicilerinin
uygulanabilirliginin gosterilmesi i¢in kullanilmistir. Bu veri seti % 90 stres
seviyelerinde Kevlar/49 epoksi iplik kopuslarinin  gerilim-kopma Omriini
icermektedir. Veri seti Tablo 4.5.°te verilmistir (veri seti i¢in bkz. Andrews ve
Herzberg (1985), Barlow ve ark. (1984)).

Tablo 4. 5. Gerilim-kopma 6mrii
0,01 0,01 0,02 0,02 0,02 0,03 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,07 0,08 0,09 0,09 0,10 0,10 0,11
0,11 0,12 0,13 0,18 0,19 0,20 0,23 0,24 0,24 0,29 0,34 0,35 0,36 0,38 0,40 0,42 0,43 0,52
0,54 0,56 0,60 0,60 0,63 0,65 0,67 0,68 0,72 0,72 0,72 0,73 0,79 0,79 0,80 0,80 0,83 0,85
0,900,920,950,991,001,011,021,031,051,101,101,11 1,151,18 1,20 1,29 1,31 1,33
1,341,401,431,451501,511,521,531,541,541,551,581,601,631,641,801,801,81
2,02 2,05 2,14 2,17 2,33 3,03 3,03 3,34 4,20 4,69 7,89

PL dagilim1 bir yasam modeli dagilimi oldugundan, bu dagilim i¢in elde edilen tahmin
edicilerin gercek veri tistiinde uygulanabilirligini test etmek i¢in Tablo 4.5.’te verilen
veri seti kullanilacaktir. PL dagiliminmn parametreleri igin ML, LS, RR ve OBR tahmin
edicilerinin performanslar1 karsilastirilacaktir. Bu veri seti kullanilarak elde edilen
tahmin sonuglar1 Tablo 4.6.”da verilmistir. Bu tabloda ML, LS, RR ve OBR yontemleri

kullanilarak elde edilen parametre tahmin sonuglar1 yer almaktadir.

Tablo 4.6. Gerilim-kopma 6mrii i¢in elde edilmis ML, LS, RR ve OBR tahminleri
Estimation Method

Estimate ML LS RR OBR
a 0,8616 0,7940 0,8145 0,9315
/2 1,4579 1,4402 1,4463 1,6495

Sekil 4.1. (a)’da gerilim-kopma 6mrii verisinin kutu grafigi yer almaktadir. Veri
setinin kutu grafigine gore veri setinde 4 adet potansiyel aykir1 gézlemin oldugu
goriilmektedir. Ayrica Sekil 4.1. (b)’de ML, LS, RR ve OBR yontemlerinden elde

edilmis uydurulmus yogunluk fonksiyonu grafikleri ile verinin histogrami
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bulunmaktadir. Sekil 4.1. (b)’de verilen grafikte ML, LS ve RR tahmin degerleri
birbirine ¢ok yakin oldugundan grafikleri neredeyse iist {iste ¢izilmistir. Bu tahmin
edicilerden farkli olarak OBR yontemi ile elde edilen uydurulmus yogunluk grafigi

veri i¢in en iyi uyumu saglamistir.
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011

(a) (b)

Sekil 4. 1. (a) Gerilim-kopma veri setinin kutu grafigi; (b) ML, LS, RR ve OBR'den elde edilen uygun
yogunluklara sahip histogram grafigi

Bu tahmin edicilerin performanslarini karsilastirmak i¢in kullanilabilecek alternatif bir
yontem ise Q-Q grafikleridir. Sekil 4.2.’de ML, LS, RR ve OBR yontemlerinden elde
edilmis uydurulmus dagilimlarin Q-Q grafikleri verilmistir. Bu grafige gére ML, LS
ve RR yontemleri sonucunda elde edilmis olan tahminler aykir1 degerlerden oldukga
etkilenmektedir. Bunun aksine OBR yontemi ile elde edilen tahminler aykiri
gozlemlerden etkilenmemistir. Sekil 4.2.’de yer alan grafige gore gerilim-kopma verisi

icin en iyi uyumu OBR tahmin edicilerinin verdigi gézlenmistir.
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2. ML, LS, RR ve OBR yontemlerinden elde edilmis uydurulmus dagilimlarin Q-Q grafikleri
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez calismasinda PL dagilimmin parametrelerini tahmin etmek igin OBR tahmin
yonteminin kullanilmasi nerilmistir. Onerilen bu yontem ile elde edilen tahmin
edicilerin performans olarak tistiin oldugunu gosterebilmek igin ayrica ML, LS ve RR
yontemleri kullanilarak tahmin ediciler elde edilmistir. Tahmin edici yontemlerinin
performanslarini karsilastirmak igin simiilasyon ¢alismasi ve gergek veri uygulamasi
yapilmistir. Simiilasyon sonuglarina gére veride aykiri gozlem olmadiginda klasik
tahmin edici yontemlerinden ML en iyi sonucu verirken diger tahmin edici
yontemlerinin (LS, RR, OBR) yan ve RMSE degerleri ML tahmin edici yonteminden
elde edilen sonuglara yakin ¢ikmistir. Ancak veriye aykir1 gézlemler eklendiginde
diger yontemlerin aksine OBR tahmin yonteminin yan ve RMSE degerleri ¢cogu
durumda daha kiiglik ¢ikmistir. Bunun sebebi diger tahmin edici yontemlerinin
eklenen aykir1 gézlemlerden oldukca fazla etkilenmesidir. Bunlara ek olarak onerilen
OBR tahmin yonteminin uygulanabilirligini géstermek i¢cin ger¢ek veri uygulamasi
yapilmistir. Gergek veri uygulamasi kendi igerisinde aykir1 deger iceren gergek veri
seti kullanilarak ML, LS, RR ve OBR tahminleri elde edilmistir. Elde edilen bu
tahminlerin performanslarini karsilastirmak i¢in Q-Q grafiklerini olusturulmustur. Bu
grafige gore aykir1 degerlerden en ¢ok ML, LS ve RR yontemlerinden elde edilen
tahmin ediciler etkilenmistir. Ancak OBR yonteminden elde edilen tahmin edicilerin

Q-Q grafigi bu veri seti i¢in en 1yi uyumu saglamstir.

Sonug olarak bu ¢alismada elde edilen sonuglara gore veri aykir1 gézlem igerdiginde,
PL dagiliminin parametreleri i¢in daha giivenilir sonuglarin elde edilmesinde
literatiirde var olan klasik tahmin edici yontemleri yerine alternatif olarak OBR tahmin

yonteminin kullanilmas: 6nerilmektedir.
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