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Bu tezde, hiperbolik tip baslangig-sinir deger problemi igin bir optimal
kontrol problemi ele alinmigtir. Kontrol fonksiyonu durum denkleminin katsayisinda
olup Sobolev uzayindan segilmistir. Oncelikle hiperbolik kismi tiirevli denklemin
genellestirilmis ¢0ziime sahip oldugu gosterilmis daha sonra optimal kontrol
probleminin ¢éziimii i¢in varlik ve teklik teoremleri verilmistir. Son olarak optimal

¢Oziim i¢in bir gerek sart elde edilmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis
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In this thesis, An optimal control problem for a hyperbolic type of initial-
boundary value problems are considered. Control function which is coefficient of the
state equation are selected from Sobolev spaces. First hyperbolic partial differential
has been shown to have a generalized solution then the existence and uniqueness
theorems for the solution of the optimal control problem is given. Finally, a

necessary condition is obtained for the optimal solution.
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SIMGELER DiZiNi

Bu boéliimde tezde kullanacagimiz bazi sembolleri tanitacagiz:

v Hemen hemen her yerde

v Her

R™ n —boyutlu Oklit uzay1

H Hilbert uzay1

B Banach Uzay1

H Hamilton- Ponrtayagin fonksiyonu
[>0 Verilen say1

T>0 Verilen say1

Q R"™ uzayinda sinirlt bolge

Vi



1. GIRIS

Glinlimiizde kurulmaya calisilan sistemlerde kazang ve menfaatin en st
diizeyde oldugu ve ayn1 zamanda sistemin ¢alismasi i¢in gereken zamanin ve {licretin
en aza indirilmesi Oncelikli unsurlardir. Bu egilim optimal kontrol unsurunu ortaya
cikarmigtir. "Optimal™ kelimesi Latin kokenli olup "en iyi, en milkemmel" anlamini
tasir. Glinlik yasamin her alaninda karsimiza optimal kontrol problemleri
cikmaktadir. Bundan dolay1 tarihi c¢ok eskiye dayanmaktadir. Tarih boyunca
karsilasilan sorunlara ¢oziimler aranmistir. “Hatta bir efsaneye gore, Tyrian prensesi
Dido, Kartaca sehrinin bulundugu alanit maksimize etmek i¢in cember yay1 formunda
s1gir derisinden bir ip kullanir. Kartaca’nin bulunma hikayesi hayali olsa da, yeni bir
matematik kuralina esin kaynagi olmus, varyasyon hesabi ve uzantilari ile optimal
kontrol teori olusmustur” (Naidu 2002). Son yiizyilda teknoloji hizla gelistiginden
dolay1 bazi problemler klasik varyasyon hesabi metotlariyla ile ¢oziilememistir.
Bunun sonucu olarak yeni metotlar gelistirilmis ve bu siirecin sonunda modern

olarak optimal kontrol probleminin temelleri atilmustir.

Optimal kontrol verilen bir siirecin kontrol kanunlarinin bulunmasiyla
ilgilidir. Bir optimal kontrol problemi maliyet(gézlem) fonksiyoneli igerir. Ayni
zamanda bazi fiziksel sartlar/sinirlar altinda maliyet fonksiyonelinin en biiyiik veya
en kiiglik degerinin bulunmasidir. Uygulamalarinda ortaya ¢ikan bu tiir problemlere

baz1 6rnekler sunlardir:
e Aya roket gonderilirken en az miktarda yakit kullanimia,
e Kisa siirede kimyasal tiretmek i¢in minimum miktarda katalizor kullanima,

e En az maliyetle yeni bir {iriinlin reklamini1 yaparak satisin istenen seviyeye

getirilmesi,

e Belli kapasiteli bir iletisim kanalindan maksimum diizeyde dogru bilgi
iletmek (Liberzon 2002).



Optimal kontrol problemini olusturmak i¢in kontrol edilen amacin bir
matematiksel modeli, maliyet ya da gozlem fonksiyonelinin belirlenmesi, durum ve

kontrollerdeki bazi fiziksel sartlarinin bir ifadesi gereklidir (Naidu 2002).

Optimal kontrol teorisinin gelistirilmesinde diinyaca iinlii matematikgilerden
L. S. Pontryagin ve J. L. Lions’ un Onemli katkilar1 olmustur. Ayrica A. G.
Butkovskiy, A. 1. Yegorov,M. Goebel,R. Bellman, Yu. V. Egorov, K. A. Lurye, F. P.
Vasilyev, V. I. Plotnikov, G. T. Ahmedov,C. Sokolowski,T. Zolezzi, M. G. Bidout,
A. D. iskenderov, G. Yagubov , ve diger bilim adamlarinin bu teorinin gelismesinde
onemli rolleri vardir. Literatiir tarandiginda optimal kontrol sistemlerine en 6nemli
katki hi¢ stiphesiz 1956’da L. S. Pontryagin ve ortaklarinin maksimum prensibini
bulmalart ile olmustur. R. Bellman ise 1957°de ayrik-zamanli optimal kontrol

sistemlerinin ¢oztimleri bulmak igin dinamik programlama teknigini geligtirmistir.

Optimal kontrol problemleri incelenirken karsimiza gesitli sorular ¢ikar. Bu

sorular,

1. Optimal kontrol probleminin iyi konulup (Well-posedness) konulmadigidir.
Bu arastirilirken, probleminin ¢6ziimiiniin varligi, maliyet fonksiyonelinin
alttan sinirlt olup olmadigi ve herhangi minimallestirici dizinin minimum
noktalar kiimesine yakinsayip yakinsamadigi incelenir.

2. Probleminin ¢6ziimii i¢in gerekli ve yeterli sartlar nelerdir?

3. Probleminin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in hangi hesaplama yontemlerinin

kullanilacagidir.
seklinde 6zetlenebilir.

Dogada karsilastigimiz siireglerin birgogunun matematiksel modeli adi ve
kismi tlirevli denklemlerle ifade edilir. Bundan dolayr optimal kontrol
problemlerinde kontrol edilmek istenen siirecler diferansiyel denklem olarak

karsimiza ¢ikar. Bunu basit bir 6rnekle agiklayalim:

Ornek:t = 0 zamaninda uzay da A noktasindaki bir arag¢ diiz bir ¢izgi boyunca
hareket eder ve bu c¢izgi iizerinde baska bir B noktasinda T > 0 zamaninda durur.

Aracin maksimum giicii her iki yonde aym oldugu, degisken bir kuvvet tarafindan



her iki yonde ¢izgi boyunca hizlandirilabilir oldugunu varsayalim. Bu durum ileri ve
geri itme kuvveti arasinda degistirilebilir bir jet motorunu temsil edebilir. t
zamaninda f(t), —1 < f(t) < 1, mevcut itme kuvveti olmak fiizere seyahat i¢in
gerekli olan minimum T > 0 zamam nedir? Burada f(t) = +1 (sirasiyla, f(t) =

—1) maksimum ileri (sirasiyla, geri) hizlanmaya karsilik gelir.

Bu durumun modeli, x(t), t zamaninda aracin konumunu, m aracin kiitlesini
(islem sirasinda sabit kaldig1 varsayilmistir.) ve xq, x; € R, A ve B pozisyonuna bagh

noktalar olmak iizere matematiksel problem asagidaki gibi formiiliize edilir:

mx"(t) = f(t)

x(0) = x,
x'(0) = 0,
x(T) = x7
X' (T) =0

If(®H| <1 Vtel0,T]

sartlar1 altinda T > 0’ 1n minimum degerinin bulunmasidir. Bu problem bir

optimal kontrol probleminin tiim gerekli 6zelliklerini gosterir:

e Maliyet fonksiyonelinin minimize edilmesi (Burada, seyahat i¢cin T >0
gereklidir.)

e Bir diferansiyel denklem igin baslangi¢ deger problemi x’ in durumunu
belirlemek icin hareketi tanimlar. (Burada, mx" = f, x(0) = x,,x'(0) = 0)

e Bir f kontrol fonksiyonu ve gesitli kisitlar (Burada,x(T) = x5, x (T) = 0,

|f] < 1) saglanmasi gerekir.

Durum denklemi, diferansiyel denklem ve baslangi¢c kosullar ile tek olarak
belirlenirken f kontrolii verilen kisitlamalar icinden serbestce segilebilir. Adi
diferansiyel denklemlerin optimal kontrolii hava ve uzay teknolojisinin yaninda farkli

alanlarda da kullanilir. Bu tiir problemler, ayni zamanda robotik, spor hareket



dizileri, kimyasal siire¢ler ve enerji santrallerinin kontrolii gibi alanlarda karsimiza
cikar. Bazi durumlarda, siireglerin yeterince optimize edilebilmesi adi diferansiyel
denklemler tarafindan modellenebilir. Ancak bunun yaninda bir¢ok sistem kismi
tiirevli denklemler ile gosterilir. Ornegin, 1s1 iletimi, difiizyon, elektromanyetik
dalgalar, akigkanlar, donma siiregleri ve diger bir¢ok fiziksel olaylar i¢in kismi

diferansiyel denklemler tarafindan modellenebilir (Troltzsch 2010).

Miihendislikte bir ¢ok sistem hiperbolik kismi diferansiyel denklemler ile
gosterilir. Ornek olarak, su tasima aglar1, gaz boru hatt1 aglar1 ve elektrik hatlar1 vb.
verilebilir. Ayrica trafik akisi hiperbolik kismi diferansiyel denklemler tarafindan
modellenebilir. Bu modeller sistemdeki durumlarin kontrol hareketlerinden nasil

etkilendigini incelemege izin verir (Troltzsch 2010).

Literatiirde, bir ¢ok yazar tarafindan hiperbolik denklemler i¢in optimal

kontrol problemleri incelenmistir. Bu calismalardan bazilar1 sunlardir:

(Beyhan 2007) tez calismasinda hiperbolik tipli bir denklem i¢in Lions

fonksiyoneli ile optimal kontrol probleminin iyi konulmasini aragtirilmistir.

(Tagiyev2012) makalesinde hiperbolik tipli bir denklem igin optimal kontrol
problemini incelenmistir. Burada yer alan kontroller yiiksek mertebeden tiirevlerin

katsayisinda ve durum denkleminin katsayisinda yer almaktadir.

(Sara¢ 2012) tez galismasinda hiperbolik bir problem igin verilen iki final
degerinin birini veya ikisini kullanarak sistemin baslangi¢ konumunun belirlenmesini

arastirmistir.

(Boli vd. 2012) yari lineer hiperbolik kismi tiirevli diferansiyel denkleminin

bir optimal kontrol problemini gz 6niine almistir.

Biz bu calismada verilen bir final degerini kullanarak sistemin katsayisinin
W2(0,T) uzayinda belirlenmesi problemini ele aldik. Bu ¢alisma kontrol
fonksiyonun arandigi uzay ve problemin olusturulmasi bakimindan diger

caligmalardan farklidir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde, arastirmada kullanilacak olan bazi matematiksel kavramlara
(tamim, teorem, lemma) yer verilecektir.

Tammm 2.1: A, R iizerinde bir lineer uzay olsun. A iizerinde bir norm olarak

adlandirilan ||. || : A - R doniisiimii, her x,y € Ave A € R igin,

i. Jlx[l=0,vellx|][=0ex=0

il +yll < llixll + Iyl (liggen esizsizligi)
iii. || )lx|| = | /1|||x|| (homojenlik)
sartlar1 saglaniyorsa, ||.|| ifadesine X tizerinde bir norm, {X,||.|]} ifadesine ise

normlu uzay denir.
Tanmm 2.2: {X, ||. ||} normlu bir uzay ve {x,},—; < X bir dizi olsun,

i. Dizinin lim, ellx, —x|| =0 i¢in bazi x € X varsa yakinsak oldugu
sOylenir.
ii.  Herhangi bir € > 0 i¢in ny = ny(e) € N 6yle ki her n > ny(e) ve m >

ny (&) icin ||x,, — x,,|| < € varsa diziye bir Cauchy dizisi denir.
Normlu uzayda herhangi bir yakinsak dizi ayrica bir Cauchy dizisidir.

Tamm 2.3: {X, ||. ||} normlu bir uzay X de her Cauchy dizisi yakinsiyor ise yani X de
limiti varsa tam oldugu soOylenir. Tam bir normlu uzay Banach uzay1 olarak

adlandirilir.

Tanim 2.4: H reel lineer uzay olsun. Eger her x,y,x,,x, € H ve A € R igin
asagidaki sartlar gergeklesirse (.,.) : H = R doniisiimiine H tizerinde skaler ¢arpim
denir.
i. (x)=0,ve(x,x)=0x=0
i. (xy) =wuw
i, (g +x2,5) = (0, 9) + (x2,9)
iv. (Ax,y) = A(x,y).



Eger (.,.), H lizerinde skaler c¢arpim olur ise, o zaman {H,(.,.)} ifadesine On

Hilbert uzay1 denir.

Tanmmm 2.5: {H, (.,.)} bir 6n Hilbert uzay1 ||u|| : = y/ (4, u) normuna gore tam ise
Hilbert uzay1 denir.

Tamm 2.6: L, (0, ) Hilbert uzayr olup mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir
ve elemanlar1 (0,!) araliginda Olgiilebilir (Lebesgue anlaminda) fonksiyonlar

uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki esitliklerle tanimlanir:

. Do = f F()g()dx,
0

I llpc00 = f(f, Fraon

Tanmm 2.7: L, (1) Hilbert uzay1 olup mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir ve
elemanlart Q = (0,0) X (0,L) bolgesinde Olgiilebilir (Lebesgue anlaminda)

fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki esitliklerle tanimlanir:

Dy = j £(x, 09 (x, Ddxdt,
9]

If 1Ly = /(f'f)Lz(Q) :

Tamm 2.8: W,1(0,1) Sobolev uzayidir. Bu uzay ayni zamanda Hilbert uzayidir.
Elemanlarinin kendisi ve I. mertebeden genellestirilmis tiirevi (x'e gore) L,(0,1)’den

uzayindandir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki esitliklerle tanimlanir:

f, Duon = f[f(X)g( x) + af (x )dg(x)]d

”f”wzl(o,l) = (f' f)Wzl(OJ) )



Tanm 2.9: Vlzl(O, ) uzay1 W}(0,1) uzaymin alt uzayidir. Elemanlar1 0 ve [
noktalarinda sifira esittir.

Tanmm 2.10: W, (0,T) Sobolev uzayidir. Aym zamanda Hilbert uzayidir.
Elemanlarinin kendisi ve 1. mertebeden genellestirilmis tirevleri (t ye gore)
L,(0,T) ’den uzayindandir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki esitliklerle

tanimlanir;

d d
(f'g)wzz(o,l) f[f(t) ® + ,;(tt) Zit) dx,

”f”WZZ(O,l) = ’(f'f)wzz(o,l)'

Tanmim 2.11: Wzl'1 () Sobolev uzayidir. Ayn1 zamanda Hilbert uzayidir. Elemanlari

af 0o
Q bolgesinde tanimlanan dyle f(x,t) fonksiyonlaridir ki, f ,d—i,a—: € L,(Q) dur.

Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki esitliklerle tanimlanir:

df (x,t) dg(x,t)  0f(x,t) dg(x,t)
(f,g)sz,lm)=f[f(x,t)g(x,t)+ S S S dxde

Q
”fllwzl'l(g) = /(f; f)Wzl'l(Q)'

0
Tamm 2.12: Wzl'l(ﬂ) uzayl1 Wzl’l(ﬂ) uzaymin alt uzayidir. Elemanlart Q

dikdortgeninin yan taraflarinda sifira esittir.

Tamm 2.13: {x,} dizisi B Banach wuzayma ait olsun. Eger Vc € B*,

Ilim(c, x.) = {c, x)

sarti saglaniyorsa bu taktirde {x; } dizisi u € B noktasina zayif yakinsiyor denir.

Tanmm 2.14: {x,}, H Hilbert uzayma ait bir dizi olsun. Eger Vy € H i¢in
’l(i_r)l;lo(xk' y)H = (x' y)H



oluyorsa {x; } dizisi x € H elemanina zay1f yakinsiyordur denir.

Tanmm 2.15: {x;} , (X,|| |) normlu uzayma ait bir dizi olsun. Eger
Jim [l = x| = 0

oluyorsa {x; } dizisi u € X elemanina kuvvetli yakinsar denir.

Tammm 2.16: V, lineer X uzayinin bir alt kiimesi olmak iizere eger u,v € V ve
a € [0,1] i¢in au + (1 — a)v €V ise, V kiimesine X kiimesinde konveks kiime

denir.

Tamim 2.17: C*(Q), Q’ da k. mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin

kimesidir.

Tanmm 2.18: K € R olmak iizere X,K iizerinde bir vektér uzayr olmak iizere

J: X = K operatoriine fonksiyonel denir.

Tamm 2.19: f konveks bir X kiimesi {izerinde tanimli ve reel degerli bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y € X ve a € [0,1] igin
flax+ (1 —a)y) <af(x) + (1 -a)f ()
sart1 saglaniyorsaf’ ye konveks fonksiyon denir.

Tammm 2.20: (X,|| ||) normlu bir uzay olsun. 0 < € < 2 sartin1 saglayan her &
sayist icin eger x,y € X icin [|x]| = |lyll = 1 ve |lx — y|| = ¢ iken ||"+Ty|| <1-

&(¢e) olacak sekilde bir 6(¢) > 0 sayis1 varsa; (X,|| ||)uzayma diizgiin konveks
uzay denir.1 < p < o igin L, () uzay: diizgiin konveks uzaydir.

Tamm 2.21: (X, || |) normlu bir uzay ve A c Xverilsin. A kiimesindeki her dizinin

A’da bir limit noktas1 varsa A kiimesine X *de kompakt kiime denir.

Tamim 2.22: X normlu uzaymda bir 4 kiimesi verilsin. Eger A daki biitiin yakinsak

dizilerin yakinsadigi nokta A kiimesinde ise A kiimesine X de kapali kiime denir.

Tamm 2.23: X Banach uzay1 olmak {izere ve A C X olsun. Eger {x,} € Adizisi bir x



elemanina zayif yakinsadiginda x € A ise A kiimesine X ’de zayif kapalidir denir.

Tammm 2.24: X, B Banach uzaymin bir kiimesi olsun. Eger V {x;} € X dizisinden
zay1f yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu takdirde X kiimesine

B’de zay1f kompakt kiime denir.

Tamim 2.25: X, bir normlu uzay ve A c X olsun. Eger X * in her bir X elemani, A’ nin

elemanlarinin bir dizisinin limiti ise A ya X > de yogundur denir.

Tammm 2.26: B Banach uzayr olmak iizere J(v) fonksiyoneli V ¢ B kiimesinde

tanimlansin. Eger v € V' noktasina kuvvetli yakinsayan {v,} €V  dizisi igin
lim J(v) 2 J(v)

sartt saglaniyorsa J(v) fonksiyonelinev noktasinda alttan yar1 siirekli fonksiyonel

denir (Vasilyev 1981).

Tammm 2.27: B Banach uzay1 olmak tizere J(v) fonksiyoneli V c B kiimesinde

tanimlansim. Eger u € V noktasina zayif yakinsayan {u,} € U  dizisi i¢in
lim J(v) 2 J(v)

sart1 saglantyorsa J (v) fonksiyoneli v noktasinda alttan zayif yari siirekli denir.

Tanmm 2.28: B Banach uzayi, J(v) fonksiyoneli ise v noktasinin herhangi bir
w(u,y) = {v:v € B,||lv —ul| <y} komsulugunda tanimlansin. Eger fonksiyonelin

artis1 i¢in

o(h,v) _

im
Inliz=o ||R|l5

olacak sekilde AJ(v) =J(w+h)—J(w) = {'(v),h)g + o(h,v) sartin1 saglayan
J'(v) € B* elemam varsa bu taktirde J(v) fonksiyoneli Fréchet anlaminda

diferansiyellenebilirdir denir.

Teorem 2.1: V, B Banach uzayinda konveks alt kiime, J(v) fonksiyoneli bu kiimede

1. mertebeden siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonel ve

V.={weV:J(w) =] =inf](v)}



kiimesi J(v) fonksiyonelinin minimum noktalar kiimesi olsun. Bu taktirdeVv, € V,

ve Yv €V i¢in (J'(v,), v — v,) = 0 sart1 saglanir (Vasilyev 1981).

Teorem 2.2 (Weierstrass Teoremi): V, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime
olmak tizere J(v) fonksiyoneli bu kiimede tanimli sonlu degerlere sahip ayni
zamanda alttan yar1 siirekli fonksiyonel olsun. Bu taktirde J, = inf]J(v) > —oo’dir.
V.={ueV:Jv) =/} #® zayif kompakttir ve V kimesindeki herhangi

minimallestirici dizi minimum noktalar1 kiimesine zay1f yakinsar (Vasilyev 1981).

Teorem 2.3 (Goebel): X diizgiin konveks uzay, V kiimesi X uzaymn kapali sinirh
kiimesi olmak ftizere J(v) fonksiyoneli V kiimesinde alttan yar1 siirekli fonksiyonel
ve @ > 0, 8 = 1 verilen sayilar olsun. Bu taktirde X uzayinda her yerde yogun G alt

kiimesi vardir 6yle Ki, Vw € G i¢in
Ja@) = 1) + allv - wlig

fonksiyoneli V kiimesi iizerinde minimum degerini alir. Eger > 1 ise J,(v)
fonksiyoneli minimum degerini V kiimesi lizerinde bir tek noktada alir (Goebel
1979).

Lemma 2.1 (Cauchy- Bunjakovski- Schwarz Esitsizligi): f, g € L,(Q) elemanlari

i¢cin
ffgdxdr < (f|f|2dxdt)§(f|g|2dxdt)§
Q

esitsizligi gecerlidir (Ladyzhenskaya 1973).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

Ikinci dereceden bir lineer kismi diferansiyel denklemi n-boyutlu bir Q

bolgesinde
n n
LU = Z al-,j(x)le.xj + z a;(x)Uy, + a(x) + v(OHU = f(x) (3.1.1)
ij=1 i=1

seklinde yazabiliriz.

Burada a; j(x), i, j = 1, ...,n katsayilar1 reel degerli ve (3.1.1) denkleminin

¢oziimleri C2(Q) ya ait oldugu varsayilir.

L operatdriiniin yiiksek tiirevlerinin katsayilarindan olusan A(x) = ||a; i )|

matrisi simetrik olarak kabul edilebilir.

Z @i jUxi; = Z @i jUxi; + Z % Uxizs

dir. Burada

: 1 p 1
Aj =5 (aij + aji) a;; = > (aij — a;1)

dir. Usix; = Uxjx, oldugundan,

z a1, Usix; =

olur. ||a; j(x) | simetrik oldugundan,

Z ai,jle-xj = Z ai,jle-xj
dir.

x%, Q’ nun keyfi bir noktast ve A;(x°),..,2,(x%), A(x®) matrisinin

ozdegerleri olsun. Negatif dzdegerler n_ = n_(x°) ile pozitif 6zdegerler sayisi
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n, = n,(x%) ile ve sifir 6zdegerler sayisi ny = ny(x°) ile gosterilirken, n = n, +

n_ + ng gosterilir.

Eger n, = nveyan_ = nise (3.1.1) denkleminex® noktasinda eliptik tip bir
denklem ( x° noktasinda eliptik) denir. Bu denklem E,E c Q , kiimesinin her

noktasinda eliptik ise E kiimesinde eliptiktir denir. R™de eliptik denkleme bir 6rnek;

AU = f,
Poisson denklemidir. Burada
K K
A= —— oo b ——
0x? Y 0x2

Laplace operatoriidiir.

Egern, =n—1ven_=1veyan, =1ven_ =n—1ise (3.1.1) denklemi
x° € Q noktasinda hiperboliktir denir (x° noktasinda hiperbolik tip bir denklem).
Denklem E,E c Q, kiimesinin her noktasinda hiperbolik ise o zaman E ’ de

hiperboliktir denir.

X1, -, X, degiskenler olmak iizere R™ uzaymin tamaminda hiperbolik

denklemin bir 6rnegi;
Ux1x1 ot an—lxn—l - anxn = f
olan dalga denklemidir.

(8.1.1) denklemi ng=0 ve 1<n,<n-—1 ise x° noktasinda ultra
hiperbolik olarak adlandirilir. (3.1.1) , E nin her noktasinda ultra hiperbolik iseE E c
Q, de ultra hiperboliktir.

UX1X1 + UXZXZ - UX3X3 - UX4,X4 = f(x)

denklemi R* {in tamaminda ultra hiperboliktir.
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(3.1.1) denklemi de ny > 0 ise x° € Q noktasinda paraboliktir (parabolik tip
bir denklem) denir. (3.1.1) denklemi E nin her noktasinda parabolik ise E C Q

kiimesinde paraboliktir denir. Is1 denklemi
Ux1x1 + -t an—lxn—l - an = f(x)
R™ uzayinin tamaminda parabolik olan bir denklem 6rnegidir.

Bir denklem bir bolgenin tiim noktalarinda ayni tip olmasina gerek yoktur.

Ornegin; Chapligin denklemi (n = 2) i¢in
lexl + T(xl)UxeZ = f(x)

x; >0, T(x;) >0 durumunda denklem eliptik, x; < 0, T(x;) < 0 durumunda
denklem hiperbolik ve x; =0, T(x;) =0 durumunda denklem paraboliktir
(Mikailov 1983).

3.2. Genellestirilmis Tiirev ve Genellestirilmis Coziim Kavrami

Qc R™ de integrallenebilir tim yerel fonksiyonlarin kiimesi yani Q nin her
kompakt alt kiimesi {izerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir olan tiim

fonksiyonlarin kiimesi L. (Q) ile gdsterilir.
Tamm 3.2.1: h(x) € L},.(Q) ve baz1 ¢ok indeksli a verilsin. Eger q(x) € L1 .(Q)

fonksiyonu

] h(x)D%%(x)dx = (—1)!¢ J q()k(x)dx, Vk € CF ()
0 0

esitligini saglarsa, o zaman q(x) ye h(x)'in zayif tiirevi denir (Troltzsch 2010).
Ornek 3.2.1: O = (—1,1) de h(x) = |x| fonksiyonunun genellestirilmis tiirevinin

-1, x € (—1,0)

h'(x) := q(x) = sgnx = { 0, x=0
+1, x € (0,1)

oldugunu gosterelim.
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Her k € C5°(—1,1) igin

1 0 1
f |x|k’(x)dx=f (—x)k’(x)dx+f xk'(x)dx
-1 -1 0

0

(—Dk(x)dx + xk(x)|3 — J (+Dk(x)dx

0

= —xk(x)|°, —f

-1

1
= —f q(x)k(x)dx
-1

elde edilir (Troltzsch 2010).

Simdi genellestirilmis ¢oziim kavramini inceleyelim. Asagidaki baslangig

deger problemini géz oniine alalim:

22U ZOZU
=a
ot2 0x?
U| 0 dl F(x)
t=0 =0, ——72 = X
0x =0

Bu denklemin ¢dziimiiniin asagidaki fonksiyon oldugunu biliyoruz.

x+at

J F(z)dz

x—at

f(x—at)+f(x+at)+i

Ulx,t) =
(. 6) 2 2a

Yukarida verilen ¢6ziim bagslangic deger problemi igin klasik ¢oziimdiir.
Burada F(x)’in ikinci tiireve kadar stirekli f(x)’in ise birinci tireve kadar siirekli
oldugunu kabul ederiz. Ancak bu tiir fiziksel problemlerde her zaman baslangi¢

kosullarina yeterince uygun ve diizgiin ¢éziimler var olmayabilir.

Eger baslangic verileri yeterince siirekli tiirevlere sahip degilse problemin
diferansiyellenebilir ¢cozimi bulunamaz. Boyle durumlarda

"genellestirilmis ¢oziimler'' adi verilen ¢oziimler kullanilir.
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Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in genellestirilmis ¢oziimler teorisi S.
L. Sobolev tarafindan 1930’lu yillarda incelenmistir. Boyle ¢o6ziimler klasik

¢Ozlimler dizilerinin smir1 olarak tanimlanabilir ve integrasyon baglantilarda

kullanilabilir.

Denkleminin baslangi¢ kosullarina uygun U(x,t) fonksiyonuna ki bu
fonksiyon
n

au
Unlt=o = fu (), % o = F,(x)
t=

baslangi¢ kosullarina uygun U, (x, t) diizgiin siirekli ¢6ziimler dizisinin bir siniridir.

Eger ikinci dereceye kadar siirekli tiirevlere sahip olan f;,(x) fonksiyonlar
dizisi f(x)’ e diizgiin yakinsiyorsa ve ayn1 zamanda birinci dereceye kadar siirekli
tiirevlere sahip olan f;, (x) fonksiyonlar dizisi f(x)’ e diizglin yakinsiyor ise U(x,t)

fonksiyonuna baslangi¢ deger probleminin genellestirilmis ¢6ziimii denir.

Genellestirilmis ¢o6zliimii kullanmamizin 6nemli sebeplerinden biri sudur:
Baslangi¢ deger probleminin klasik ¢6ziimiiniin var olmasi i¢in, verilen f(x) ve F(x)
fonksiyonlar1 diizgiin olmalar1 i¢in pek sert kosullar saglamak zorunda, ancak
genellestirilmis ¢oziimiin var olmasi i¢in bu fonksiyonlar diizgiin olmak zorunda
degildir. Ikincisi ise belirli fizik problemlerinde f(x) ve F(x) fonksiyonlar1 bize
yaklasik olarak verilir. Dolayisiyla yukarida verilen ¢oziim fonksiyonu U(x,t) de

gercek ¢ozlime yalnizca bir yaklagimdir.

Bu yaklagimin klasik ¢oziim veya genellestirilmis ¢6ziim olmasi hi¢ 6nemli

degildir. Onemli olan bu yaklagimin gercek ¢dziime yakin olmast icin f(x) ve F(x)

oU(x,0)
x

fonksiyonlarmin gergek U(x,0) ve baslangi¢c kosullarina yeterince yakin

olmasidir (Garibanoglu 1995).
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3.3. Hiperbolik Denklem i¢in Genellestirilmis C6ziim

n n+1

0
LU = U, — .Zla—xi(ai’j(x, t)ij) + Z a;(x, )Uy, + a(x, t)U
i,j= i=
= f(x,t) (3.3.1)

Bu boliimde yukaridaki baglangic sinir deger probleminin ¢oziimiinii
inceleyecegiz. Yani, Q; = Q X (0,T)’ de U(x,t) fonksiyonunu bulacagiz. Burada
Q, R™ de keyfi bir sinirli bolgedir. Asagidaki baslangi¢ deger problemini g6z oniine

alalim.
LU = f(x,t) € Qr (3.3.2)
Ult=0 = ¢ (x), Uelt=0 = U(x)x € Q (3.3.3)
Uls; =0, (x,t) € Sy =90 x [0,T]. (3.3.4)
Burada
f € L(Qr), ¢ € W3,(Q), U € L(Q) (3.3.5)
ve

ai; = aj; , v&? < a;;(x, 08§ < pé? v >0
(3.3.6)

Oaij
ot vt

aaij
axi

< 1, |SM

sartlar1 saglansin.

0 0
Tamm 3.3.1: Eger U(x, t) W, (Q)'ye ait U(x,0) = ¢ ise ve her ¢ € W1(Q7) i¢in
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f (—Utat + a;;Uy 0, + a;Uy0 + aUa) dxdt — f Uo(x,0)dx
)

or (3.3.7)

= f fodxdt
Qr

esitligi  saglaniyorsa (3.3.2) problemini W3 (Q;) uzaymmdan olan U(x,t)
fonksiyonuna bir genellestirilmis ¢6ziim diyecegiz. Simdi ¢6ziimiin varlig1 ve tekligi

icin asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 3.3.1 (Coziimiin Varhg): (3.3.2) denkleminin katsayilar1 (3.3.5) sartlarin

saglasin ve

aaij
dat

y A, Cq < 251

0
olsun. O halde (3.3.2) problemi W(Qr) uzayma ait f € L,(Qr), ¢ € W(Qr),
U € L,(Q) igin genellestirilmis ¢6ziime sahiptir.

0
Ispat: Ispat icin Galerkin metodunu kullanalim. {¢ (x)}, (@x, @1) = 6} ile W3 (Qr)

uzayinda temel sistem olsun.

N
NG
k=1

formunda bir yaklasik UN(x,t) ¢oziimiinii ariyoruz. UM(x,t), (3.3.2)-(3.3.4)

probleminde kullanilirsa

o2uN
<W,<pl> + J (aijU,ICVj T o, + a;Ugo + aUN<pl) dx

N

= (f,(pl)l = 1,...,N

(3.3.8)
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d
2 Ole=o= U0, G (0) =a (3.3.9)

elde edilir. Burada ay,
N
AOEPWHTNES
k=1

toplaminda katsayilardir.

eN(x), N > o, W (Q)’ nin normunda ¢(x)’ in yaklagimlaridir. (3.3.8)
denklemi ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemidir. Sistemin
katsayilar1 sinirh fonksiyonlar ve f, = (f( ,-),¢(.) € Li(0, T)) serbest terimleridir.
(3.3.8) denkleminin her iki tarafini

d
N

ile carpip [ = 0 dan [ = N ye kadar toplarsak

2%UN guN
dat? ' ot

) + J (ayUBUE, + a,URUY +aUNUY ) dx = (f, UD)
Q

elde edilir. Buradan

j [(UM)?2 + (UM?2 + (UM)?]dx < ct € [0,T] (3.3.10)
Q¢
ve
”UN”W21(QT) sS4 (3.3.11)
elde edilir.
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0

(8.3.11) esitsizliginden faydalanarak, U € W, (Qr) elemanina W3 (Qr)
uzayinda zayif yakinsayan (t € [0, T]'de L,(€) normunda) bir {UN}, N = 1,2, ... alt
dizisi segebiliriz. (yani U, UY ve UYL,(9;) de zayif yakinsar.)

U(x,t) fonksiyonunun (3.3.2) probleminin bir genellestirilmis ¢oziimii

oldugunu gosterecegiz. Baslangig sarti

U|t=0 = (P(x):

UN(x,t) > nin L,(Q) da U(x,t) ye yakmsamasindan ve ( UN(x,0) —
¢@(x), L,(Q) da) saglanir. Simdi (3.3.7) esitliliginin sagladigini gosterelim.

Bu esitligin her iki tarafini
di(t) eW;(0,T), d@®) =0

ile garpalim. [ = 1 den ! = N ye kadar toplayip 0’ dan T’ ye integralleyelim. Sonra

N 2
U denatyl

N
0= di(O)eG)
=1

ya tagtyarak ilk terime kismi integrasyon uygularsak asagidaki esitligi elde ederiz.

f (—U{Vat + aijU,’C\i.axi +a;Ugo + aUNa) dxdt — f UNo|epdx
Q Q
’ (3.3.12)

= j fodxdt
Qr

Bu esitlikte limite gegersek (3.3.7) esitligini elde ederiz. o seklindeki tiim
0
fonksiyonlar1 Ry seklinde gosterelim. Ug— Ry kiimesi W, (Qr) kiimesinde yogun

0
oldugundan (3.3.7) her 0 € W3 (Qr) icin saglanr.
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Boylece U(x,t)’ nin W}(Qr) uzayinda genellestirilmis ¢dziim oldugunu
gosterdik. (3.3.11) esitsizligi U(x, t) ¢6ziimii i¢in saglanir. Bu U(x, t) ¢oziimii i¢inde

asagidaki kestirim ayni islemlerle elde edilir.

10l 0y < €O (Illg, o+ 1010 + Ifllen)

teorem ispatlandi (Ladyzhenskaya 1973).
Simdi ¢oziimiin tekligini ispatlayalim.

Teorem 3.3.2 (Coziimiin Tekligi): (3.3.2) denkleminin katsayilar1 (3.3.5) sartlarini
saglasin ve
aaij (?ai

max ,—,a;, 01| <
QT at axl L 1 nul

olsun. O halde (3.3.2) problemi W, (Q7)uzayina ait bir tek ¢éziime sahiptir.

Ispat: (3.3.2) denkleminin U; ve U, seklinde iki genellestirilmis ¢dziimii olsun.
U=U; —U, € W},(Qr) farki t = 0 i¢in ve f = U = 0 i¢in (3.3.7) esitligini saglar.

Asagidaki fonksiyonu goz oniine alalim:

0 , b<t<T
t

o(x,t) = j Ulx,T)de, 0<t<b (3.3.13)
b

genellestirilmis tiirevin tanimindan o(x,t)’ nin tanimindan Wzl,o(QT) smifindan
oldugunu ve o, = U, genellestirilmis tiirevine sahip oldugunu kolaylikla
soyleyebiliriz. Dahas1 o, g, ve U elamanlar1 t € [0,T] tizerinde siirekli bagiml
L,(Q) uzaymin elamanlaridir. (3.3.7) denkleminde, (3.3.13) den yararlanilarak
U = o; alirsak f = U = 0 ile asagidaki denklemi elde ederiz.

f [atatt = 0j0tx;0x; — A;0px,0 — aata] dxdt (3.3.14)
Qp
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Bu denklemde ilk {i¢ terimi integrallersek o;|;—g = Uli=g = 0 V€ 0y |t=p = 0

icin asagidaki esitligi elde ederiz.

1 2
Ef [at (x,b) + aijle-ijh:o] dx
0

(3.3.15)

1 aaij aai
= — J. [Ewaxiaxf + a;0.0,, + (axi — a) o+ 0] dxdt
Qb

teoremin sartindan

f [crtz(x, b) + aijUinxj|t=0] dx <c f(a,? + of + 0%)dxdt
0 Qb

esitsizligi elde edilir. Simdi

0

V(x,t) = f Uy, (x, T)dt = Vi(x, 1)
t

fonksiyonunu tanimlayalim. (3.3.13)” yi kullanirsak

t
oy, (x,t) = f Uy, (x,T)dt = V; (x,b) — Vi(x,t), t<bh

b
ve Vx € () igin,

b b/t 2 b b b

jazdt=J JUdT dtSj(b—t)JUzdrdtszfUsz

0 0 \o 0 t 0
esitsizligini elde ederiz. (3.3.15) esitsizligini kullanirsak

U?(x,b) + a;;(x,0)V:(x,b)V:(x, b)|dx
[ 107G + iy, 00Vicx, bV G )] 0316

Q
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n

Z(Vi(x, b) — Vi(x, )’ + (1 + b2)U?

f lzzn: VZ+ (14 b*)U?

=1
Qp i=1

<c f dxdt

Qp

dxdt

n
< 2ch f Z VA(x,b)dx + ¢
O i=1

ve

f U2(x, b)dx + (v — 2bc) f i V2(x, b) dx
Q QO i=1

<c f <§n: v, + U2> dxdt 8340

Qp ‘i=1

elde edilir. Burada

¢, =c(2 +b?)
dir. b € [0,v/4c] i¢in

v—2bc = -,

ve
U(x,b) =0,V;(x,b) =0
olur. t € [v/4c,v/2c] igin
U(x,t) =0
olur. Sonug olarak
U=U,—U,=0

Buradan U; = U, oldugu elde edilir. Yani ¢6ziim tektir (Ladyzhenskaya 1973).
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3.4. Optimal Kontrol Problemin Olusturulmasi

Hiperbolik tipli denklemler icin optimal kontrol problemleri mekanik
sistemlerin titresimleri ve gesitli dalga siireclerinde ortaya ¢ikar. Bu problemler de
kontroller baslangi¢ kosulu, sinir kosulu, durum denkleminin katsayilar1 veya
denklemin sag tarafindan segilirler. Bu tiirde problemler literatiirde bir¢ok bilim
adami tarafindan 6rnegin (Lions 1971; Tagiyev 2012; Sara¢ 2012; Beyhan 2012;

Gugat 2015) ¢alismalarinda incelenmistir. Bu tez ¢alismasinda

l
Ja@) = [ 10 T3) = y@Pdx + allo = wil o1, (3.4.1)
0

fonksiyonelini

V= {v — v(8): v € WA(O,T), [v(D)] < by, d”(t)‘ < b, Vte o, T]}
dt
kiimesinde
?:TIZJ — aOgZTIZJ +a(x)U+v()U = f(x,t),(x,t) €EQ (3.4.2)
U(x,0) = p(x), w = h(x), x€(0,D) (3.4.3)
Ut _oue) 0,t € (0,T) (3.4.4)

dx dx
sartlar1 altinda minimum yapacak olan v(t) fonksiyonu belirlemek istiyoruz. Yani

amacimiz

inf Jo(v) (3.4.5)

VvEV

problemini ¢6zmektir.
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Burada x € [0,1], t € [0,T], Q=(0,1) X (0,T) . ap>0,l>0 ve T>0

verilen sayilardir.

(3.4.2) denklemi hiperbolik kismi tiirevli denklemdir. Bu denklem
homojen! uzunlugunda olan bir telin titresim islemini verir. f(x, t) birim kiitleye
uygulanan kuvvetin yogunlugudur. U(x,t), t zamaninda x noktasindaki telin
konumunu verir. v(t) katsayis1 control fonksiyonudur ve W3}(0,T) uzayma
aittir. ¢ (x) fonksiyonu t = 0 zamaninda telin baslangic durumunu verir ve h
fonksiyonu t =0 zamaninda sistemin baslangic hizin1 verir. Ayrica a = 0
diizgiinlestirme parametresi, a(x) 6lgiilebilir smirli fonksiyon olup y(x) € L,(0, ),
w € WL(0,T) dir.

Oncelikle (3.4.2)-(3.4.4) baslangic smir deger probleminin ¢dziimiiniin

varhigini ve tekligini inceleyelim.

Tamm 3.4.1: V{ € W,"Y(Q) i¢in
2

9vg9 + a()US + v(DUQ)dxdt

] auac U 9¢
( ot ot T 235 ox

(3.4.6)
:f U((x,O)dx+f fqdxdt
0 Q

integral  6zdesligini  ve U(x,0) = @(x) baslangig sartim1  saglayan U €
w1 (Q) fonksiyonuna (3.4.2)-(3.4.4) probleminin genellestirilmis ¢oziimii denir.
(3.4.2) denkleminin her iki yanini {(x,t) test fonksiyonu ile garpip Q bdlgesinde

integrallenir ve kismi integrasyon kullanilirsa (3.4.6) esitligi kolaylikla elde edilir.

Ayrica (3.4.6) integral esitligini kullanarak bu U(x,t) ¢oziimiin var olmasi
icin @ € W,(0,1), h(x) € L,(0,1), f € L,(Q) secebiliriz.

Simdi (3.4.2)-(3.4.4) probleminin genellestirilmis ¢6ziimiiigin varlik ve teklik
teoremini verelim. (3.4.2)-(3.4.4) bilindigi gibi ikinci ¢esit sinir deger problemidir.
Genel halde birinci gesit sinir deger probleminin ¢éziimii i¢in verilen Teorem 3.3.1.
ve Teorem 3.3.2. yi kullanirsak (3.4.2)-(3.4.4) probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki

teoremi yazabiliriz.
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Teorem 3.4.1: ¢ € W}(0,1),h(x) € L,(0,0) ve f € L,(Q) kosullarmin saglandigim
kabul edelim. Bu durumda herv € V igin (3.4.2)-(3.4.4) baslangi¢ simir deger
probleminin genellestirilmis bir tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim igin asagidaki

degerlendirme gegerlidir:

NUllyp2iy < € (“(p”Wzl‘l(Q) + “hlle(o,z) + “flle(Q)) (3.4.7)

3.5. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

Bu boélimde, a = 0 ve a > Oigin (3.4.5) optimal kontrol probleminin varligi

ve tekligini inceleyecegiz.

Teorem 3.5.1: Teorem 3.4.1° in sartlar1 saglansin. Bu taktirde (3.4.5) optimal kontrol

probleminin a = 0 i¢in en az bir ¢dzimii vardir.

Ispat: (isgenderov vd. 2002; Beyhan 2007) calismalarindan V kiimesi ve
J.(v) fonksiyonelinin Weierstrass teoreminin (Teorem 2.2.) sartlari1 sagladigi

gosterilebilir, Teorem3.5.1’nin gegerli oldugunu kolaylikla ispatlanabilir.

Teorem 3.5.1. bize a > 0 i¢in ¢dziimiin varligimi garanti eder. Ancak tekligi

garanti etmez.

Teorem 3.5.2: W;(0,T) uzaymnda her yerde yogun dyle bir G kiimesi vardir Ki
Vw € G ve a > 0(3.4.6) optimal kontrol problem tek bir ¢6ziime sahiptir.

Ispat: W1(0,T) uzayr (Yasida 1980; Tagiyev 2012) calismalarindan diizgiin
konveks uzay, V kiimesi ise bu uzayda kapali sinirli kiimedir. ], (v) foksiyonelinin
ise bu kiimede sonlu degerlere sahip ve alttan yar1 siirekli oldugunu (Beyhan 2007)
caligmasindan yararlanarak elde edilir. Bu halde Goebel teoreminin (Teorem 2.3.)

sartlar1 saglanmis olur. Boylece Teorem 3.5.2. ispatlandi.

3.6. Optimal Coziim icin Gerek Sart

Bu alt bolim (Kocak ve Dokuyucu 2016) calismasindan yararlanarak

olusturulmustur. Burada fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugunu gdstererek
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problemin ¢6ziimii igin bir gerek sart elde edilecektir. Bunun igin 6ncelikle adjoint

problem tanimlayacagiz.
Lagrange fonksiyonu yardima ile
0%Z 0%Z

o7 ~ %3z T aZ +v(0)Z = 2[UCx T:v) -yl x € (0,1) (3.6.1)

Z(X, t) = 0, aZSCt, T) = le € (0' l) (362)
02(0,5) _9Z(bD) _ oo o 1 663

0x 0x

Adjoint problemini olusturalim. Bu adjoint problem (3.4.2)-(3.4.4) problem ile ayni
tiptir. Bu problemin genellestirilmis ¢oziimiiZ € W,""(Q)) fonksiyonudur. Simdi
optimal kontrol problem icin asagidaki Hamilton Pontryagin fonksiyonunu

tanimlayalim.

H(v(®),n®),U(xt),Z(x,1)) =nO)vt) + a(v(t) — w(t))z. (3.6.4)
Burada n(t) fonksiyonu

T
n -y = f UZdx, 1'(0) = n'(T) = 0
0

problemin ¢6ziimudiir.

Teorem 3.6.1: Teorem 3.3.1. in sartlarinin saglandigimmi kabul edelim ve w €
W2(0,T) verilen eleman olsun. Bu durumda J,(v) fonksiyoneli V kiimesinde

Fréchet tiirevi vardir ve bu tiirev i¢in asagidaki formiil gecerlidir:

Ju) = 2% (3.65)

Burada #, (3.6.4) ile tanimlidur.
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Ispat: J,(v) fonksiyonunun artisin1 bulalim. v + Av € V i¢in fonksiyonelin artist

l
Ja@) = Jo(w + Av) — J(v) = 2 f UG, T:v) — y(0)|AUdx

0

(3.6.6)

T
+2af [(v —w)Av + (v, — wo)Av,]dt + ||AU||§2(O‘L) + ||Av||§|,21(0,T)
0

seklinde yazilabilir.

Burada AU (x, T) fonksiyonuv + Av € Vartigina karsilik gelen asagidaki fark

probleminin ¢éziimiidiir.

90%AU 0%2AU

W — Qg W + a(x)AU + (U + AU)AU = —-AvU

dA(x,0)
AU(x,0) = O'T =0, x€ (0,])
JdAU(0,t JAU(l,t
( )= ( )=O,tE(O,T).
0x 0x

Bazi temel islemleri yaparak;

l
Zj |U(x,T) — y(x)||AU|dx =J AVAUZdxdt +f AvUZdxdt
0 Q Q

elde edilir. Bu esitsizligi kullanarak (3.6.6) formiiliinde yerine yazarsak

fonksiyonelin artisi i¢in asagidaki esitligi elde ederiz.

T
A, = f AvUZdxdt + Zaf [((v—=w)v + (v, — w)Av,]dt + R.
Q 0

Burada R, asagidaki gibi tanimlanir.

R = ||AU||§2(0,L) + ”AUHIZ/Vzl(O,T) +J AvAUZdxdt.
Q

Ayrica R asagidaki esitsizligi saglar.

27



R < 1AV 150 1y (3.6.7)

Sonug olarak, fonksiyonelin artis1 asagidaki esitsizlik ile tanimlanir.

T/ pl
(f UZdx + 2a[(v —w) + (v, — Wt)]> Av(t)dt
0

+ O(”Av”WZl(O,T))'

Y = |

0

(3.6.8)

(Subas1 ve Durur 2014) calismas: kullanarak W3 (0,T) uzayinda i¢ garpim

elde etmek i¢in asagidaki adjoint problemi tanimlayalim.

l
n'—n= f UZdx, n'(0) =n'(T) = o.
0

Buradan yukaridaki ifade (3.6.8) esitliginde dikkate alinirsa fonksiyonelin
artisi
T
Ao() = f (Mm(@®Av(E) + 1 DAV (t) + 2a[(v — w) + (v, — we)]Av(E))dt
0

+o (“Avllwzl(o,r))

seklinde yazilir. Burada Fréchet tiirevinin tanimi kullanirsak

Je@) =n+2a( —w) (3.6.9)

elde edililir. Hamilton Pontryagin fonksiyonu igin olan formula kullanirsak
) o0H
Jo() = 5, =Nt 2a(v —w)
elde ederiz. Teorem 3.6.1. ispatlandi.
Simdi optimal ¢6ziim i¢in gerekli bir kosul verelim.

Teorem 3.6.2: Teorem 3.6.1. iin sartlarinin oldugunu ve (3.4.5) optimal kontrol
probleminin v* € V ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki esitsizlik

Vv € V igin saglanir:
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T / rl
f (f U*(x, ) Z*(x, t)dx + 2a[(v*(t) —w*(t)) + (v} — w,?)]) (v(t) — v*(t))dt
o \Jo

= 0.

Burada (3.4.2)-(3.4.4) ve (3.6.1)-(3.6.3) problemlerinin ¢oziimleri sirasiyla
Ulx, t:v*) =U*(x, t) ve Z(x, t:v*) = Z*(x, t) olur.

Ispat: Biz J,(v) ve J,(v) nin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu kolayca
gosterebiliriz. V kiimesi konveks kiimedir (Yasida 1980). Bu yiizden J,(v), V kiimesi
tizerinde stirekli  diferansiyellenebilir bir  fonksiyoneldir. (Vasilyev 1981)
calismasindaki teoremi (Teorem2.1) kullanirsak J,(v), v* € V de bir minimuma

sahip olur. Sonra biz her v € V igin (J,(v*),v — vV )wior = 0 elde ederiz.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tezin iiclincii bolimiinde hiperbolik tipli bir denklem i¢in optimal kontrol
problemi incelenmistir.

Ilk olarak kontroliin Wy (0.T) uzayindan secilmesi durumunda hiperbolik
denklemin genellestirilmis ¢oziimiiniin varligi ve tekligi ile ilgili teoremler
verilmistir. Sonra ele alinan optimal control probleminin ¢6ziimiinin varhigr ve
tekligi bilinen Weierstrass ve Goebel teoremleri kullanilarak ispatlanmistir. Son
olarak W3 (0.T) uzayinda i¢ carpimi elde etmek icin ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklem seklinde ek problem tanimlanarak fonksiyonelin Fréchet tiirevi

elde edilmis ve optimal ¢oziim i¢in bir gerek sart verilmistir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu caligmada hiperbolik denklemde katsay1 kontroliine ait teorik sonuglar
elde edilmistir. Hiperbolik denklemin genellestirilmis ¢6ziim kavramindan yola
cikarak aday kontrol kiimesi belirlenmistir. Verilen bir final kriterinden yola ¢ikarak
denklemdeki katsayinin W3 (0,T) uzayindan belirlenmesi igin gerek sart elde
edilmistir. Elde edilen sonuclar literatiirde yer alan benzer c¢alismalardaki

sonuglardan farklidir.
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