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Bu tezde, Caputo kesirli tiirevi ve Riemann-Liouville integralinin lineer
kombinasyonu olarak elde edilen Oransal-Caputo hibrit operatorii ele alinmistir. Tez bes
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integral gibi konularin tarihsel gelisimi ve 6nemi vurgulanmugtir. Ikinci boliimde, bu
konularla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, literatiirde var olan
bazi kesirli tiirev ve integral operatorleri ile bazi teoremler sunulmustur. Dordiincii boliimde,
Oransal-Caputo hibrit operatorii ile elde edilen bazi yeni esitsizlikler ortaya konulmustur.
Bulgular elde edilirken oncelikle Oransal-Caputo hibrit operatdr yardimiyla farkli konveks
fonksiyon tiirleri i¢in bazi esitsizlikler ortaya konmustur. Ardindan bir integral 6zdesligi
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

The Proportional-Caputo Hybrid Operator and Some Inequalities Obtained with This
Operator

Coskun YALCINKAYA

Damsman: Doc. Dr. Mustafa GURBUZ

In this thesis, The proportional-Caputo hybrid operator obtained as a linear
combination of the Caputo fractional derivative and the Riemann-Liouville integral is
examined. The thesis consists of five main sections. In the first section, the historical
development and significance of topics such as inequality, convexity, fractional derivatives,
and integrals are emphasized. The second section provides the fundamental definitions
and theorems related to these topics. The third section presents some existing fractional
derivative and integral operators along with certain theorems found in the literature. In the
fourth section, new inequalities obtained using The proportional-Caputo hybrid operator are
presented. In the process of obtaining the findings, inequalities are initially established for
different types of convex functions using the definition of The proportional-Caputo hybrid
operator. Then, new inequalities are generated using an integral identity. Finally, some
new results are obtained for bounded functions. In the fifth chapter, the conclusions and

recommendations are shared.

2023, 65 pages
Key Words: The proportional-Caputo hybrid operator, convex functions, integral

inequalities.
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1. GIRIS

Matematik, diinya tarihi boyunca insanlarin giinliik hayatta kullandiklar1 hesaplama,
Olgme ve analiz iglemlerinin yam sira; bilim, teknoloji ve diger bir¢ok alanda biiyiik bir
oneme sahip olmustur. Matematik bilim dalinda esitsizlik teorisini, matematiksel igslemlerde
esitsizliklerin nasil ifade edilece8ini, c¢oziilecegini ve analiz edilecegini inceler.
Esitsizlik teorisi, Newton ve Euler’dan giintimiize dek ekonomi, miihendislik, igletme, sosyal
bilimler ve 6zellikle matematiksel modelleme, ortalamalar teorisi gibi alanlarda kullanilan
cok etkili ve giiclii bir bilim dali haline gelmistir. Bu teori, matematik bilim dalinin temel
unsurlarindan biridir ve matematiksel diisiinceyi gelistirme ve uygulama agisindan biiyiik bir
Oneme sahiptir.

Esitsizlik kavrami 18. yiizyila kadar cok az gelisme gostermis, iicgen esitsizligi
aritmetik ve geometrik esitsizlik gibi sadece birkag¢ esitsizlik elde edilmistir. Fakat bu
yiizyildan itibaren ¢aligmalar hiz kazanmig Chebyshev, Griiss, Holder, Minkowski, Hadamard,
Cauchy-Schwarz, Stolz, Hilbert, Gronwall, Young, Opial, Jensen, Simpson, Ostrowski gibi
bircok esitsizlik litaratiirde yerini almistir. Holder, Minkowski, aritmetik ve geometrik
ortalama esitsizligi baskin roller oynamis ve kendilerine yaygin kullamim alanlari
bulmustur.

Esitsizliklerle ilgili ilk kitap 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Pdlya’nin
"Inequalities" ad1 ile yaymlanmistir (Hardy et al., 1952). Bu ¢alismay1 1961 yilinda yazarlar
Beckenbach ve Bellman olan ayni isim ile yeni bir eser takip etmistir
(Beckenbach and Bellman, 1965). Mitrinovi¢’in 1970 yilinda "Analytic Inequalities" isimli
yayini ile de bu alandaki ¢caligmalar desteklenmistir (Mitrinovic and Vasic, 1970). Bu tarihten
itibaren esitsizliklerin genellestirilmeleri, gelistirmeleri ve yeni uygulamalart matematigin
cesitli dallarindaki aragtirmacilar tarafindan verilmistir.

Esitsizlikler teorisi, matematiksel analizin temel taglarindan biridir. Siirekli bir gelisim
siirecinde olup giderek artan uygulamalariyla hizla biiyiiyen disiplin haline gelmistir.
Esitsizlikler teorisiyle yakindan iligkili olan konvekslik kavraminmn kokleri de M.O. 2000
yillarina kadar uzanmakta ve Eski Yunan, Misir ve Babil donemlerinde bu kavramin
izlerine rastlanmaktadir. Konveksligin tarihi ¢ok eski bir altyapiya sahiptir. Konvekslik

M.O. 250 yilina dayanan Archimedes’in 7 degerini hesaplamasina kadar uzanan basit ve
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bilinen bir kavram olarak karsimiza ¢ikar. Hermite’in 1881°de buldugu ve 1883’te Mathesis
dergisinde yayinladigi bir sonug, “konvekslik” kavramini ortaya cikarmistir. Hermite,
Mathesis dergisine konveks bir fonksiyonun asagidaki esitsizligi sagladigini ifade eden

calismasin1 gondermistir.

v+ d(v) + 6()

>§/¢5(§)d§§(¢—v)#

-

S6z konusu esitsizlik Hermite esitsizligi olarak degil, Hermite-Hadamard esitsizligi
olarak literatiirde yerini almistir. E.F. Beckenbach bir caligmasinda Hermite adu ile litaratiire
girmeyen bu esitsizligi ilk ispatlayanin Hadamard olduunu yazmustir. Bu esitsizlik
onemlidir. Ciinkii belirli kosullar altinda konvekslik tanimu ile denktir (Hardy et al., 1952).

Konveks fonksiyonlar 1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan sistematik bir
sekilde incelenmigstir.  Ancak konveksligin matematikteki 6nemi Hadamard’in 1893
yilindaki c¢alismasinda ortaya cikmugtir.  Danimarkali matematik¢i Jensen tarafindan
yaymlanan iki makaleden sonra konveks fonksiyonlar teorisi hizli bir gelisme gostermistir.
Bunun nedenleri sunlardir: Birincisi, konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisiyle yakindan
iligkilidir, ikincisi ise modern analizde bir¢cok alan dogrudan veya dolayl olarak konveks
fonksiyonlarin uygulamalarini igerir (Pecari¢ and Tong, 1992).

Niculescu, konveksligin ¢ok yaygin bir sekilde kullanilmasinin iki ana nedenini soyle
acikliyor: “Maksimum degerin sinir noktasinda olmasi1” ve “Her konveks fonksiyonun en az
bir minimum noktast olmasi ve her yerel minimumun da mutlak minimum olmas1”
(Niculescu et al., 2018). Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizler konusunu ele alan Pecari¢’in
1987 yilinda yayimladigi "Convex Functions:Inequalities" adli kitabi, bu alandaki
temel kaynaklardan biri olma niteligi tasimaktadir (Pecari¢, 1987). AG (Aritmetik-Geometrik)
esitsizligi, Holder esitsizligi ve Minkowski esitsizligi  konveks fonksiyonlarin
uygulamalarindan elde edilen ©Onemli esitsizliklerden bazilaridir. Ayrica konveks
fonksiyonlarin klasik tanimi ile diger fonksiyon smiflarinin bazilari i¢cin daha genel
esitsizlikler elde edilir. Cesitli konveks fonksiyon siniflarinin esitsizlikler iizerindeki roliiniin
biiyiikliiglinden giiniimiizde de bu konu iizerinde caligmalar yapilmaktadir. Bu ¢aligmalar
ozellikle son yillarda kesirli hesaplamalarin da dahil edildigi yone evrilmistir.

Kesirli hesaplamalarin baglangici, n. mertebeden bir tamsay1 i¢in tiirevin anlaminin
"n tamsay1 olmadiginda da miimkiin olup olmadig1" sorusuna dayanmaktadir. 30 Eyliil 1695
tarithinde L’Hospital’ in Leibniz’e yazdig1 mektupta n. dereceden Z;—L}{ tiirev notasyonunda

S o . .. P ..
n = 5 igin sonucun nasil olacagini sormustur. Leibniz ise “Bir giin faydali sonuglar ¢ikacak



actk bir paradokstur.” diye cevaplamistir. Boylelikle kesirli analiz kavrami ortaya ¢ikmis ve
bu alanda 300’ii askin y1l boyunca bir¢ok ¢alisma yapilmustir. Oyle ki 21. yiizyilin en énemli
analiz konularindan biri olmustur.

Dinamik sistemlerin ¢alisma prensiplerini anlamada arag¢ olarak kullanilan tiirev ve
integral operatorleri, matematiksel modellemenin temelini olusturmaktadir. Oneminin bu
denli biiyiik olmasi konu iizerinde derin calismalara itmis, tamsay1 mertebeli operatorlerin
genel hali olan kesirli operatorlerin bulunmasini saglamigtir. Kesirli tiirev ve integralin klasik
tirev ve integralden en 6nemli farki, problemin tiiriine gore en iyi ¢oziimiin elde edilmesi
adina birden ¢ok taniminin olmasidir. Fakat bu tiir operatorlerin ilk tanimlandig1r zamanlarda
neredeyse hi¢ pratik uygulamasinin olmamasi, sadece matematiksel islemler iceren soyut bir
alan olarak kabul edilmesine sebep olmustur.

Yaklagik yarim asir 6nce bu paradigma, piir matematiksel formiilasyonlardan cesitli
alanlardaki uygulamalara gecmeye baglamis ve son 20 yilda kesirli operatorler bilim,
miihendislik ve matematigin hemen hemen her alanina girmistir. 1823 yilinda N.H. Abel
tarafindan Tautochrone problemin ¢oziimiinde kesirli operatorler kullanilmigtir.
J. Liouville kesirli analiz tanimlarin1 1832 yilinda teorik problemlere uygulamis ve bu alanda
ilk onemli calismayr yapmustir. 1867 yilinda A.K. Griinwald kesirli operatorler alaninda
bir¢ok calismalar yapmistir. G.F.B. Riemann uzun yillar ¢alistig1 kesirli integrasyon teorisini
yaptig1 calismalarla gelistirmistir. A.V. Letnikov yine bu alanda 1868-1872 yillar1 arasinda
cok sayida makale yayinlamistir. Kesirli analiz alaninda 1900-1970 yillar1 arasinda birgok
bilim insan1 Onemli katkilarda bulunmustur. ~ H.H. Hardy ve M. Riezs 1915te
raksak serilerin toplami igin kesirli integrasyon iizerine, H. Weyl 1917°de periyodik
fonksiyonlar icin uygun kesirli integrasyon iizerine ¢aligmalar yapmislardir. S. Blair ve
S. Samko da bu konuda 6nemli katkilar saglayan isimlerdir. Literatiirde tarihsel asamalariyla
birlikte bu konunun ele alindig: ilk kitap, Oldham ve Spainer tarafindan 1974 yilinda
yazilmistir (Oldham and Spanier, 1974).

Kesirli hesaplamalar diferansiyel denklemlerdeki ¢oziimler i¢in ciddi yarar saglamistir.
Bir¢cok matematik¢i yillar boyunca kendi notasyonlarim1 ve yaklasimlarimi kullanarak tam
say1 olmayan mertebeden integral ve tiirev kavramina uygun bircok tanim yapmiglardir.
Riemann-Liouville kesirli integral operator, Hadamard kesirli integral operator, Erdely
kesirli integral operator, Kober kesirli integral operatdr ve uyumlu kesirli integral operator
tanimlar1 bunlardan birkacidir. Kesirli tiirevi tanimlamanin bir¢ok yolu vardir. Bunlardan
bazilar integral formunu esas alir. Riemann-Liouville ve Caputo’nun tanimlar1 bu gruba

girer. Diger taraftan Grunwald-Letnikov limit formuyla farkli bir yaklagim sergiler. Lineer



olma 0Ozelligi bu ve benzeri biitiin kesirli tiirev tamimlarinda tek ortak ozelliktir
(Khalil et al., 2014). Diger o6zelliklerle cok uyustugu soylenemez. Ornegin sabit
fonksiyonun 1. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir degildir. Ayrica klasik
tiirevdeki ¢arpim kurali, boliim kuralt ve zincir kurali gibi 6zellikler kesirli tiirevler i¢in her
zaman gecerli olmaz. Riemann-Liouville kesirli integralinin bagka bir eksikligi de baslangi¢
veya smir deger problemleri s6z konusuyken fiziksel baslangi¢ veya sinir kosullar ile
tutarli olmamasidir. Bu giicliigiin iistesinden gelmek ic¢in Riemann-Liouville kesirli
integralini kendi versiyonuyla degistiren M. Caputo ve litaratiirde Caputo veya

Dzherbashyan-Caputo kesirli tiirevi olarak bilinen

C Nna _ 1 / 5(m) (90)
Dedl) =t =) / = g ¥ (¢ >v)

tanimim vermigstir (Katugampola, 2014). Bu operator ise tam mertebeden tiirevlenemeyen
fonksiyonlar i¢in sonu¢ vermez.

Bunun diginda esitsizlikler arasinda énemli bir yere sahip olan Hermite-Hadamard
esitsizliginin Riemann-Liouville integral operatorii kullanilarak elde edilen versiyonunun
ortaya konulmasi kacinilmaz olmustur (Sarikaya et al., 2013). Bircok calisma bir sonraki
calisma i¢in basamak olmustur. Literatiirdeki bilgiler arttikca Riemann-Liouville kesirli
integrali ve Hadamard kesirli integralini tek bir formda veren Katugampola kesirli integrali
tanimlanmugtir (Katugampola, 2011). Riemann-Liouville kesirli integralinin yetersiz kaldig1
noktada tanimlanmis olan uyumlu kesirli integral operatoriiniinde keyfi derece i¢in integrali
tanimlanmugtir (Khalil et al., 2014). Hermite-Hadamard esitsizligi, uyumlu (conformable)
kesirli integral operator icinde genellestirilmistir (Sarikaya et al., 2019). Bu yeni operator,
belirtilen benzer 6zelliklerinden dolay: arastirmacilarin ilgisini ¢ekmis ve kisa zamanda yeni
calismalar litaratiire eklenmistir. A. O. Akdemir, M. Giirbiiz, M. E. Ozdemir, M. Z. Sarikaya,
E. Set, T. Abdeljawad, S. I. Butt, G. Farid, F. Jarad, M. A. Noor, S. Rashid son yillarda
kesirli operatorler iizerine makaleler, bildiriler, lisansiistii tez calismalar yapip yeni sonuglar
sunarak konuya 6énemli katkida bulunan arastirmacilardan bazilaridir.

Bu tezdeki amacimiz, Oransal-Caputo hibrit operatoriinden yararlanarak konveks

fonksiyonlar i¢in elde edilmis yeni bazi esitsizlikleri literatiire katmaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez calismasi kapsaminda gerekli olan tanim, teorem ve Onemli bazi

temel ozelliklere yer verilecektir.
2.1. Genel Kavramlar

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve C C L olsun. Eger ¢,n) € C' olmak iizere
N={wel:w=¢pc+(1—¢)n, 0<p<1}CC

ise C' kiimesine konveks kiime denir. Geometrik olarak N kiimesi u¢ noktalart < ve n olan bir
dogru parcasidir. Ovyle ki, konveks kiime bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren

dogru parcasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar, 2000).

Tanmim 2.2 (Konveks Fonksiyon): I, R 'de bir aralik ve 6 : I — R bir fonksiyon olsun. Her
s,nel vepe|0,1]icin

d(ps+ (1 —¢)n) < @d(s) + (1 —p)d(n)

sarti saglanirsa 6 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger ¢ # nve ¢ € (0,1) icin

fonksiyon
0(ps + (1 —¢)n) < @d(c) + (1 —»)d(n)

sartt  saglanmiyorsa  bu  fonksiyona da  kesin  konveks  fonksiyon  denir

(Niculescu and Persson, 2000).

Tanim 2.3 (Gama Fonksiyonu): T : (0,00) — R tamumli fonksiyon ve ¢ > 0 igin

(e 9]

I'()= / p e Py 2.1)

0
seklinde parametreye bagl genellestirilmis integrale Gama fonksiyonu veya ikinci cegit

Euler integrali denir (Kannappan, 2009).



(2.1) ile ifade edilen fonksiyon
i) 0 < ¢ < oo yakinsak
i1) ¢ < 0 i¢in raksaktir.
Gama fonksiyonuna ait bazi 6zellikler
i) ¢>0i¢in'(c+1) =< ()
i) I'(c) = (¢ —1)!
i) (1) =0l=1
W)L (3) = v
Tanim 2.4 (Beta Fonksiyonu): s,n € RY icin

1

B(s,n) = /sff‘l (1—p)" " dp (2.2)

0

integrali ile tanimlanan (3 : (0, 00) X (0, 00) — R fonksiyonuna Beta fonksiyonu veya birinci

cesit Euler integrali denir (Kannappan, 2009).

(2.2) ile ifade edilen fonksiyonu icin

i) ¢ > 0ven > 0i¢in yakinsaktir.

1) ¢ < 0ven < 0 icin raksaktir.

Beta fonksiyonuna ait baz1 6zellikler

i) B(s,n) =Bn,5)
it)s,m>0i¢in B (¢ +1,n) = ﬁﬁ(q,n)
ii1) B (s, n) fonksiyonu igin

o0 (pg_]_
B(s.m) = / o dy 2.3)
/ (1+¢)

bi¢ciminde de ifade edilebilir.

Gama ve Beta fonksiyonu arasinda

B(s,m) = Z—n s,nE€RT (2.4)

iligkisi vardir.
Erdelyi (Erdélyi et al., 1981), Whittaker’in 1904’te ortaya cikardig1 hipergeometrik

fonksiyon tanimini asagidaki gibi yapmustir.

Tamim 2.5 (Hipergeometrik Fonksiyon):

1

) /ww‘l 1—) " (1—wp) ™ dp, €>9>0, |w<Ll.

2F1 (0, ;65 w) = m
0



2.2. Farkh Tiirden Bazi1 Konveks Fonksiyonlar

Bu boliimde bazi konveks fonksiyon ¢esitleri tanitilacaktir.

Tanim 2.6 (AG-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve 6 : I — (0,00) bir fonksiyon
olsun. Eger § fonksiyonu her ¢,n € I ve ¢ € [0,1] igin,

8(ps + (L —@)n) < 69(<)8" % (n)

sartiu saglyorsa O fonksiyonuna AG-konveks fonksiyon veya log -konveks fonksiyon denir

(Niculescu, 2000).

Tamm 2.7 (GA-Konveks Fonksiyon): 6 : I C Rt — R fonksiyonu verilsin. Her ¢,n € 1
ve p € [0, 1] igin,
3(s*n' %) < 9d(<) + (1 = v)d(n)

sartint saglayan 6 fonksiyonuna G A-konveks fonksiyon denir (Niculescu, 2000).
Tamm 2.8 (GG-Konveks Fonksiyon): 6 : [ C Rt — R fonksiyonu verilsin. Her ¢,n € [
ve p € [0, 1] igin,
3(s#n' =) < 187 [6(m)]' 7
sartint saglayan 6 fonksiyonuna GG-konveks fonksiyon denir (Niculescu, 2000).

Her GG-konveks fonksiyon ayni zamanda GA-konveks fonksiyondur.  Bu

gerektirmeyi literatiirde iyi bilinen AM-G M esitsizligi kullanilarak

5(sPn' %) < [6(<))7 + [6(m)]' ™% < 9d(c) + (1 — ©)d(n)

kolayca goriilebilir. Fakat bu gerektirmenin tersi genelde dogru degildir.

Tanim 2.9 (Quasi-Konveks Fonksiyon): 6 : I — R bir fonksiyon olsun. Her ¢,n € I ve
¢ € 0, 1] igin,

0(ps + (1 —¢)n) < max{0(c),d(n)}
kosulunu saglayan ) fonksiyonuna quasi-konveks  fonksiyon denir

(Dragomir and Pearce, 1998).

Tanmm 2.10 (m-Konveks Fonksiyon): § : (0,1 — R ve 1) > 0 olsun. Her ¢,n € [0,7] ve
o, m € [0,1] igin
(s +m(l — p)n) < pd(s) +m(l —)i(n) (2.5)
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esitsizligini saglayan ) fonksiyonuna m-konveks  fonksiyon denir
(Dragomir and Pearce, 2000).
(2.5)de m = 1 segilirse, [0,v] arahgimda m-konveks fonksiyon bilinen konveks

fonksiyona indirgenir.

Tanim 2.11 ((«, m)-Konveks Fonksiyon): § : [0,1)] — Rve ) > 0olsun. Her ¢, n € [0,1)),
¢ € [0,1] ve (o, m) € [0,1]% igin

(s +m(l —p)n) < ©*0(c) +m(1 — ¢*)d(n) (2.6)
sartin saglayan fonksiyona (o, m)-konveks fonksiyon denir (Mihesan, 1993).

Tamim 2.12 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): RT = [0,00), 6 : RT — R ve

0 < s < 1olsun. o + 3° = 1 olmak iizere her ¢, € R™ ve her «, § > 0 icin
6(as + fBn) < a®6(c) + 5°6(n)

esitsizligini sagliyorsa 0 fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Birinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin siifi K' ile gosterilir (Orlicz, 1961).

Tamm 2.13 (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): § : I C [0,00) — Rve s € (0,1]

olsun. a,, B > 0 ve a+ 8 = 1 olmak iizere her ¢,n € [0, 00) icin
§(as + Bn) < a®s(s) + B°5(n) (2.7)

esitsizligi saglantyorsa § fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin sinifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978).

Not 2.1 : Birinci anlamda s-konveks fonksiyon ve ikinci anlamda s-konveks fonksiyon

tammmlarinda s = 1 alimirsa, bilinen konvekslik taninina indirgenir (Breckner, 1978).

Tamim 2.14 (h-Konveks Fonksiyon): h # 0ve h : J C R — R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. § : I — R negatif olmayan fonksiyonu her ¢,n € I ve ¢ € (0, 1) icin

6(ps + (1 —¢)n) < h(p)d(s) + (1 —)d(n) (2.8)

esitsizligini sagliyorsa O fonksiyonuna h-konveks fonksiyon veya SX(h, 1) simifina aittir

denir (VaroSanec, 2007).



(2.8) esitsizliginin tersini saglayan § fonksiyonuna h-konkav fonksiyon veya SV (h, I)
siifina aittir denir.

(2.8)’de acikca goriilmektedir ki;

i) h(¢) = ¢ segilirse, tiim negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I)
sinifina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h, I) sinifina aittir.

i1) h(p) = %0 secilirse, SX (h, I) O Q(I) (Godunova-Levin sinifi)’dir.

iti)  h(p) = 1segilirse, SX(h,I) O P(I) (Kuvvet fonksiyonu sinifi)’dir.

i) h(p) = ¢* segilirse, SX (h,I) O K2(Ikinci anlamda s-konveks fonksiyon
sinifi)’dir. Burada, s € (0, 1) dir.

Tamm 2.15 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I C R* reel bir aralik olsun. 6 : I — R

fonksiyonu ¢,m € I ve ¢ € [0, 1] icin

SN
6<%+wy_@n)éwﬂm+%1—wﬁ@) (2.9)

esitsizligini saglarsa ¢ fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eger bu esitsizligin

tersi alimirsa harmonik konkav fonksiyon elde edilir (Iscan, 2014).

2.3. Konveks Fonksiyonlar ile Ilgili Onemli Integral Esitsizlikler

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, v,v) € I ve v < 1) olmak
iizere 6 : I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda
O\ 1] 5(0) + (%)
v+ v)+
) < 0(Q)de < —~L— 72
(2 )—w—U/(QC— 2

v

esitsizligi gecerlidir (Pearce et al., 1998).

Ispat (1.Yontem) Hermite- Hadamard esitsizliginin litaratiirde varolan iki ispati asagida
verilecektir. ¢ fonksiyonu [v, )] aralifinda konveks yani (v, 1)) araliginda siirekli ve [v, 9]
araliginda smirli oldugundan integrallenebilirdir. Konveksligin geometrik yorumundan

esitsizligin sag tarafinin ispat1 agiktir. ¢ = v + (1 — @)y ve ¢ € [0, 1] i¢in

W 1
o [ 6 - / (v -+ (1 - )0)dy
< 5() / odip + 5(1) / (1 - )y
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(v) +0(¢)
2

esitsizligi gecerlidir. Ayrica belirli integralin pargalanigindan

. X = ¥
0(¢)ds = o(s)d 0(s)d
o i == | [ i+ [ a0
v v v+
2
olarak yazilabilir. Burada esitsizligin saginda ¢ = v + M icin

[ st =5 [ (o 200 g,

S DAV (PRS0 Wy R0

v+
()

esitsizligi elde edilir. Boylece her iki esitsizlikte ispatlanmis olur.

Hermite-Hadamard esitsizliginin farkli bir ispati ise asagidaki gibi verilebilir:

Ispat (2.Yontem) & fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alinan
herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasinin fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu

bilinmektedir. Buna gore

(1)) — 6(v)
Y —v

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikte her iki taraf [v, )] aralig1 tizerinde ¢ degiskenine gore

0(¢) < o(v) + (€ =)

integre edilirse

¢ ¢ ¥
() —d(v
/5(§)d§ < /5(U)dg+ M/(g—v)dg
Y —v
_5() +6()
2
olur. Ayrica sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla ¢ = “H’+w_v) ve ¢ = ”+¢++M’_”)
degisken degistirmesi yapilirsa
¥ 5 ¥
! /5()d S /6()d T /6()d
@ZJ i ¢)as = W — v G)as ¢ i <)as
v v vt

2
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v+
> 9
= ()
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.2 (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + é = lolsun. § ve o, [v,]
araliginda tammli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |0|" ve |o|% [v,1] araliginda

integrallenebilen fonksiyonlar ise

v/
/|6 Ol ds < /|5 @ras| | [lera

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

1
q

Ispat p > 1 icin ¢ — ¢” fonksiyonu (0,00) araliginda konvekstir. Boylece Jensen

[ (o)

yazilabilir. Burada v, herhangi bir olasilik dagilimi1 ve h herhangi bir v -06l¢iilebilir bir

esitsizligine gore

fonksiyondur. u herhangi bir 6l¢ii olsun ve v asagidaki sart1 saglayan bir dagilim olsun.

o1
[ otdu

Ote yandan % + % = 1 sart1 kullanarak p (1 — ¢) + ¢ = 0 elde edilir ve ¢ = §o' 9 yazilabilir.

/(5Qdu =

dv = du

Boylece

VAN
TN N NN
\\\\
QQ
=
N~ N
VR
\
(@9
i
S
=
|
2
—
SNES
QL
IS
S~
|

esitsizligi elde edilir. Buradan

[ooinz ([ my (] quu)i

yazilabilir. Bu durum 0 ve o’nin gercek oldugunu ve negatif olmadigini varsayimiyla
yazilabilir ve karmagik fonksiyonlarin genisletilmesi dogrudan elde edilebilir. Ayrica [|d]],

ve |||, ne sifir ne de sonsuzdur ve p, ¢ > 1 i¢in gegerlidir.
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Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi agsagidaki gibidir.

Sonug 2.1 (Power Mean Egitsizligi): 0 ve o, [v,v] araliginda tanumli ve integrallenebilen

1 [v, ] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

ve

1—-1
q

/” W“<L/W )l ds iw@mm®V@

esitsizligi gecerlidir.

1
q

Teorem 2.3 (Ostrowski Integral Esitsizligi): 6 : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, v, € I ve v < ) olsun. Eger her ¢ € [v,v)] icin
|0"(p)| < M ise, bu takdirde asagidaki egitsizlik saglanir:

p

/b«M<5Aﬂw—m

v

1
Y — v

() —

Burada, 1 sabiti en iyi katsayidir ve daha kiiciik bir katsayi ile yer degistiremez

4
(Ostrowski, 1937).
p
Bu egitsizlik litaratiirde ¢ € [v,v] noktasinda 0(p) degerinin ﬁ [ 6(c)ds
integral ortalamasina yaklasumi icin bir iist sinir veren Ostrowski integral esitsizligi olarak

adlandirilir (Baloch and Iscan, 2015). Ostrowski integral esitsizligi baska formda da
asagidaki gibi verilebilir (Iscan, 2016).

() - — /5(<)dg s@/‘fu [(w_”) +(¢_¢)]

2

Ispat Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki esitlik kullamlacakti. 6 : 1 € R — R

fonksiyonu (v, ) C I’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon oldugundan ¢ € (v, ) i¢in

olmak tizere

<

(¢ =)' (s)ds

A



yazilir. Bu durumda yukaridaki esitligin her iki tarafimin mutlak degeri alinip iicgen

esitsizligi uygulanirsa

%) P
30) = o [ 60| = |2 [= 08+ = [0
Y ® Y
(o) = 5 o] < 2 [lo=ellg@lds+ o [ - vl ds

elde edilir. Ayrica |0'(¢)| < M oldugundan

© Y
1 M M
S(e) - o [ 60| < m/lc—vldwm/k—wldc
4

%
_ J‘fu /g—vd§+/(¢—§)d§
L) g )
M (s@ (w 0)*
= 7|

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

2 2
(p—0)+[W—9) = <¢_v;w+v;w_v) +<¢—U;w+vgw—s@>

- (-5 (-5 (5 (5
) () () (52

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.4 (Simpson Integral Esitsizligi): I = [v,¢)] ve 0 : [ — R, (v,%) iizerinde
dordiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve H5(4) H = SUPce(v,0) ‘5(4)| < 0
olsun. Bu durumda,

! Mwacgwﬂ—ﬁﬁ(g)d

54 1
= 2880 169 oo (=)

esitsizligi gecerlidir.  Bu egitsizlik literatiirde Simpson egitsizligi olarak bilinmektedir

(Dragomir et al., 1999).
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Ispat [ = [v,]ved: I — R (v,1)) iizerinde dordiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir

fonksiyon ve | |6 || = sup.c (4 [6*| < 0o olmak iizere C(<) fonksiyonunu
O(C) — i(g—v)?’ (g_#)’ S €< [U’ U;¢)
alc— v’ (=2%),  ce[hy]

Y gy
1 + 2
/0(05(4)(@)61@ = /—(%‘—U)B ¢ — L2 50 (6)dg
24 3
’ 1 2v 4+
3 v (4)
—(¢ — — ) d
+/24(€ ) (€ 3 ) (S)ds
v+
2
yazilir. Yukardaki integraller i¢in mutlak deger 6zelligi dikkate alinirsa
%
[ ewsoi
v Y
1 3 U+21/} (4) / ]. 3 2U+'[p (4)
< e — il e — -
< /24!< IS 2 ‘|5 (<)] ds + sals — ¢l 2 169 (¢)| ds
v v;w
v+ 1/)
1591 | 3 v+ 2 2 + 1)
< = — — d — )P (- d
< 51 /(gv)(§+3)§+/(@/}§)(< 3>§
v vty
2
0] 5
< Togg W)
elde edilir. Boylece
o 1 21) ’ 1 2 Y
R SRR LA W0 /__3_’U+ o)
/24(€ v) (< 3 )5 (s + [ 5 (c=¥)" < 5 )0 (C)ds
v vty
2
- 2880

yazilir. Bu esitsizligin sol kisminda kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

v+
2

/ i (c—v)° (g — %) 8 (<)ds + /w i (s — )’ <§ - 2vgw> 0 (¢)ds

v v+

1
= -0 (1) - fw- 0B + o] + [ o




151}
<
= 2880

© (¢ —v)°

esitsizligi yazilir. Son durumda

P
2 w-0s () < -+ swl+ [ a6
TR
- 2880

olup esitsizligin her iki tarafi (¢ — v) ile boluiniirse

v
11o(v)+06 v 1 5 4
3 ( ); (¢)+25< gdj)} _@D—v/é(g)dg —2880H 5o (@ —v)

(¥

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 2.5 (Chebyshev Egsitsizligi): 0 ve o fonksiyonlar: integrallenebilir ve senkronize

fonksiyonlar olsun. O halde

esitsizligi gecerlidir. Eger & ve o farkli monotonluga sahip ise esitsizlik yon degistirir. ¢

ve o fonksiyonlart sabit ise esitlik saglanir (Chebyshev, 1882).

Ispat & ve g, senkronize fonksiyonlardan oldugundan

(6(s) —d(n)) (o(s) —o(n)) =0

yazilabilir. ki tarafin cift katl integrali alinirsa

U

[ [ 66 =) (e(©) ~ ety asan = 0
J i
1#) TZ)

= / / o(c)e(n)dsdn +

elde edilir. Buradan

\@
oq
Q.
)
oW
3
+

ve devaminda




elde edilir. Boylece

" v "
wi@/ﬁc)@(c)dc > 2 (wlv/5(<)d<) (wlv/g(dck)

v v

bulunur. Son ifadeden istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.6 (Griiss Esitsizligi): § ve o fonksiyonlari [v, )] araliginda integrallenebilen iki
fonksiyon olsun. Her ¢ € [v,9] ve ¢c,Cin,N € Rigcinc < § < Cven < o < N sartlar

altinda

(C—c¢)(N —n)

AN

¥ " .
wiy/5(<)0(<)d§—d}iv/ék)dg ! /Q(g)dg <

esitsizligi gecerlidir (Griiss, 1935).

ispat
¢ (s,m) = (d(s) —d(n)) (o(s) — e(n))

fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyonun [v, ] araliginda ¢ ve 1 degigkenleri i¢in her iki

tarafinin ¢ift kath integrali alinir ve diizenlemeler yapilirsa

¥

f f 6 (5. dsdn = 2(0 —v) [ (o) ()~ 2 /w () /w o)y

v

olur. Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi uygulanirsa

¥ ¥ 2

(- v) f 60 (e~ [ )ds [ o)

Y P
=) [ e~ ( / @(@)dSO)

v v

2

IA
=
|
=
\@
>,
[\~]
)
QL
S
|
~
\@
=<
Sy
QU
AS)
~—_

(2.10)
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ve
P

(4 — v) / (N — 0(9)) (olg) —n) dp > 0

v

olur. Diger taraftan ¢ fonksiyonu icin

(C =4(5)) (6(n) —c) + (C = 6(n)) (0(s) = ¢)
—(C =0(c)) (6(s) —¢) = (C —=6(n)) (6(n) —¢)
= 6%(q) +0%(n) — 26(5)d(n)

esitligi saglanir. Son esitligin her iki tarafinin [v, ¢)] araliginda 6nce < igin daha sonra 7 i¢in

integrali alinir diizenlenirse

P P
(¢—v)/52(s0)d90— (/ 5(9@)6&@)
’ P : P
- (w Yo / 6(w>dw> ( / 5()dip — i) — v>)
P

() / (C = 8(2)) (6(p) — ) dy @.11)

v

2

sonucu elde edilir. Benzer sekilde o fonksiyonu i¢in

" ¥ 2
(¢ — v) / P (p)dp — ( / Q(w)dw)
’ P ’ P
- (w —U)N - / Q(@O)dsO) ( / o) — n(th — v))

v v

P
(6~ ) / (N = o(9)) (o(g) —n) dg 2.12)

v

bulunur. (2.10), (2.11) ve (2.12) kullanilirsa

VAN
=
|
=
Q
|
\@
=
&
QL
AS)
~—
~
\C\
=<
&
QA
AS)
|
o
~

P P
x (w _ V)N - / Q(@)dw) ( / o(p)dp — n) 2.13)



elde edilir. u,v € R i¢in 4uv < (u + v)” esitligi kullanilirsa

P P
i @w-vyo- / 5(p)dy / oo —c| <(@—v)(C - @14

ve

L P
t{w-0n- [aoo| | [erto—n|<@w-v-m? @13
bulunur.(2.13), (2.14) ve (2.15) kullanilirsa istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.7 (Cauchy-Schwarz Integral Egsitsizligi): 6 ve o, [v,)| kapali aralig1 iizerinde
stirekli iki fonksiyon olsun. Bu durumda

¥

/5(§)Q(§)d§ 2 < 752(§)d§/wg2(<)dg

v

esitsizligi vardir. Bu esitsizlik Cauchy-Schwarz integral egsitsizligi olarak bilinir

(Samko et al., 1993).

Ispat Her ¢ gergel sayist icin 0 < (pd(s) + Q(g))2 "dir. Her iki tarafin [v, 1] kapali aralig1

tizerinden integrali alinirsa
¥

0 < / (06(c) + 0(<))? ds

v

¥

P P
= ¢ /52(<)d<+2¢/5<<)@(<)d<+/@%)dg

v

= Ap*+Bp+C

olsun. Burada

v
A = / 52(c)de

¢

B = 2/5(<)9(<>d<

C = /Q%)dc

esit olsun. Her ¢ gergel sayist i¢in 0 < Ap? + Bp + C <= A = B%? — 4AC < 0 ’di.
Burada A, B, C, yerine tekrar integral esitlikleri yazilarak
¥ 2 v

/5(§)Q(§)d€ < /52(C)d§/92(§)d§

v v v
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sonucuna ulagilir. Ayrica Cauchy-Schwarz integral esitsizligi R™ ’nin bir alt bolgesinde
tanimli ve siirekli fonksiyonlar i¢in yazilirsa, ¢cok katli integrallerde de gecerli oldugu goriilebilir.

Bunun ispat1 da yukaridaki gibi yapilir.

Teorem 2.8 (Integraller Icin Minkowski Egitsizligi): § ve o, [v, )] kapali araligi iizerinde

tammly reel degerli iki fonksiyon ve p > 1 icin,

P
/ 5O de < oo

ve
¥

/|@<g>|pd<< %

v

olsun. Bu halde,

3=
RSl

P
" /|g<<>!pd<

esitlik icin gerek ve yeter sart hemen hemen her yerde 0(c) = 0 olmasidir

¥ v y
/!5(€)+@(€)!”d< < /\5(€)l”d€

(Mitrinovic and Vasic, 1970).

Teorem 2.9 (Young Egsitsizligi): v,1) > 0 ve %—i—% = 1 olacak sekilde 1 < p,q < oo olsun.
O halde,
1 1
i < —oP 4~y
p q
esitsizligi gecerlidir (Young, 1912).
Teorem 2.10 (Ucgen Egitsizligi): v ve 1 reel sayi olmak iizere
v+ 9] = [v] +[¢]
ve tiimevarim yoluyla
|v1 + Vo + oo + 0| = 1]+ o] . [ HUs]

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.11 (Integraller icin Ucgen Esitsizligi): 6, [v,v)] araliginda siirekli reel degerli

" v
/5(§)d§ §/15(§>|d§

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,
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3. MATERYAL VE YONTEM

Tamim 3.1 (Riemann — Liouville Kesirli Integral Operator): 5 € Lv, 1] olmak sartiyla

J5 0 ve Jg,(S Riemann - Liouville kesirli integrallerinin v > 0 ve o > 0 i¢cin tammlart

strastyla

Jo8(s) = ﬁ / (c — )@ Vé(p)dp (> v)
ve 1 "

I35 = o / (0 — )@ Vé()dp (6> <)

<

olarak tamimlanmir (Samko et al., 1993).
Burada T'(a)) = [ e=?u®"*du olarak bilinen gama fonksiyonudur ve oo = 1 segilirse
0
Riemann — Liouville kesirli integrali klasik integrale doniigiir. Ayrica Riemann — Liouville

tamiminda o = 0 alimirsa,

J6(s) =8 (s)

Jp-6(<)=4(s)

esitlikleri elde edilir.

Tamim 3.2 (Hadamard Kesirli Integral Operator): 6 : [v,] C Rt — R fonksiyonu [v, 1]

araliginda integrallenebilir bir fonksiyon, o > O ve 0 < v < ) icin

1J0(5) = F(la) / (hj;;p 21_&)%@ (6 >v)

Jy-0() = F(la) / <]n6£(;0()1a) d?go (¥ >¢)

ve

integrallerine ov. mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada HJSi(S =g Jﬁé ve

aJe_0 =y J2O dr (Samko et al., 1993).

Tamim 3.3 (Katugampola Kesirli Integral Operatir): [v,] C R swurl bir aralik,

v < <tYvep > 0olsun (a > 0)ved € XP (v,1) icin sol ve sag Katugampola
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kesirli integralleri

bra _pe !
196 () = e U/ . ¢p)(1,a)5 () de (€>wv)

ve 5 " »
IS5 (c) = 1'2(@) / o _Zp)(la)‘S () de (¥ >)

olarak tamimlanir (Katugampola, 2014).

Tanim 3.4 (Caputo Kesirli Tiirev Operator): § € L(v,y) vev < ¢ < 1 olsun. Bu durumda
a > 0, [a] &’min tam degeri olmak iizere m = [a] + 1 i¢in sirasiyla . mertebeden sol ve
sag Caputo kesirli tiirevleri

S

N 3™ ()
CDU+5(§) - F (m il Oé) / (§ . ¢)a+17m dSD (§ > U)
C’Da 5(§) _ (_1)m /w 5(m)(90) d (w > C)
’L/)_ F (m _ a) / ((’0 _ g)a+177n 90

seklindedir (Caputo, 1967).

Tamim 3.5 (Caputo-Fabrizio Kesirli Integral Operator): 6 € L(v,¢) ve v < ¢ < 1)

olsun. Bu durumda, o € [0, 1] olmak iizere o.. mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli

integralleri

TIH6) = G d6) + iy [ SRMe (6> 0)
ve 1 B "

TI86) = g0 + gy [ e w9

olarak tamimlamir. Burada B(«) > 0 normallestirme fonksiyonu olup B(0) = B(1) =1
seklindedir (Caputo and Fabrizio, 2015).

Tanmimm 3.6 (Oransal-Caputo Hibrit Operator): 6 : I C Rt — R fonksiyonu I° kiimesi
iizerinde tiirevlenebilir olsun. Ayni zamanda 6, ' € L' [I] olsun. O halde, Oransal-Caputo
hibrit operatorii su sekilde tanimlanabilir (Baleanu et al., 2020).

S

[t @@+ m@d @) -0 "de G

0

1

CPCDa —_
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burada o € [0, 1] araliginda ve ky , k1 ise uygun fonksiyonlardur.

lim ko (o) = 0; limkg(a)=1; kKo(a)#0, «a€(0,1]; (3.2)
a—07t a—1—
lim k(o) = 1;  limk () =0; ki(a)#0, «a€0,1). (3.3)
a—0t a—1-

Lemma 3.1 0 : [ C R — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir
olsun. Aymi zamanda 6, §' € L' [I] olsun. Bu durumda,

1

1 () / S8 (pu + (1— ) <) dip + mo (@) / P8 (v + (1 — @) <) dip

— / S (6 + (1 — ) ) dp + o (@) / S (s + (1 — @) ) dyp

__m(@)d () + (@) (v) k1 (@)d(s)+ ko ()8 ()
S—v Y —g
D, C’PUCDgé (g‘) CP«;CD;Z(S (w))
+F (2 ) ( <§ r U)Q—a + (d} . g>2—a

esitligi a € [0,1], v,¢ € I°, v < ¢ < P ve (3.2) ile (3.3) sartlarim saglayan ry ile Ky

fonksiyonlart icin gecerlidir (Giirbiiz et al., 2022).

Ispat Yukaridaki varsayimlar ile

1
/ ' (v + (1= p)s) dop
0

a0 (v + (1 = ¢)9)

1_/15(90v+(1—90)<)(

= 1—a)p “dy
v—g v—g
0
1
= - / J (v + (1 —p)s) dp
S o
0
_ _4(v) +1—a/<§—u) 5(u) du
S—U  §—uv ¢ —v v—g
) l—« /U _ \-a
= + o U)Q_a (¢ —u) " d(u)du (3.4)

S
yazilabilir. Benzer sekilde

1 v
[ -9 dp = -2 W 1-a [ sa 6
0 cTv oY) S
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ifadesi gecerlidir. (3.4) ve (3.5) sirasiyla r(1( a Ve r(1( @) ile carpilir ve sonuclar taraf tarafa

toplanirsa

l—a g/ 1_ 1—a s 1 —
1_@/ (g + ))dw“_&/ " (g + (1= p)) dp
0

0

w6 . 1-a ] st
N F(la)( <—v+(<—v)2_a/(g ) ol )d)

+F2 (—a)a) (f/(vl e 1_;; / (c—u)™ 5’<u>du)

T (c—v) ; (1—a) (K1 (@) 6(v) + Ko (@) §'(v))

N —r [/ (k1 (@) 6(u) + Ko (@) &'(w)) (¢ —w) ™" dUI

(c—v)"T(l-a)

v

1 i
_ _(g—U)F(l—a) (k1 (@) 6(v) + Ko (o) 8" (v))
11— 024701 CPC Peg (o) (3.6)
(c—v)

elde edilir. Ayrica basit bir hesaplama ile

1

/sol‘aé’ (s + (1 = p)) de

0

1-a0 (ps + (1 = ))

.1
o . J (QD§ + (1 - (P)@Z)) . —a
B S— 0 / S—v Hma)eds
1
(<) 11—« _
- + 0 (ps + (L —)¥)dp
Yp—¢ Y—g 0/
) 1-a / AN du
- w—c+¢—<!<w—<> M
P
yazilabilir. Benzer sekilde
1 5 1 v
/901“”‘5” (ps+ (L)) dp =~ (_g)g @ __g;;a /(@/) —u) " (u)du (3.8)
0 S

ifadesi gecerlidir. (3.7) ve (3.8) sirasiyla I‘(l( )) ve F(l( )) ile carpilir ve sonuglar taraf tarafa
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toplanirsa

1
/ o (s + (1 — ©)) dop + L_a)a /901‘“5” (g5 + (1 — )b) dg
0

0

P
R (<)) _5<§> l—a — W) S (w)du
- e (2 o fo-uon)

1—Oz

P
1-a | 3
+(¢ — g)2*°‘F (1—a) L/ (k1 (@) 6(u) + Ko () 0" (u)) (¥ — ) du]

_X¢—<ﬁa1—a)WM®W@%+%@@y@»

1 b

bulunur. (3.6) ve (3.9) toplanarak istenen sonug elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

+

Teorem 3.1 §: 1 C RT — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir
olsun. Aymi zamanda 6 ,8' € L' [I] olsun. § ' ve &", I kiimesi iizerinde konveks fonksiyonlar

ise,

‘_Kl (@) 6(v) + ko (@) 8" (v) k1 (a)d(s) + Ko (@) 0'(s)
S—uv Y=g

CPpes(s)  “PCDgs <w>> '
I'2—«
i )<@—Ufﬂ<+(¢—Q%a

< R (@) [0'(W)] + Ko (@) [6"(v)]
B (3—a)

k1 (@) [0"(¥)] + ko (@) [6" ()]

B—a)(2—a)
k1 (@) [0"(S)] + ko (@) [6"(<)]
(2—a)

esitsizligi o« € [0,1], v,¢ € I°, v < ¢ <Y ve(3.2)ile (3.3) sartlarini saglayan kg ve Ky

fonksiyonlart icin gecerlidir (Giirbiiz et al., 2022).

Ispat Lemma 3.1 ve mutlak degerin 6zellikleri kullamlarak
‘_m (@) 6(v) + Ko (@) 0"(v) _ £ (@) 6(s) + ko (@) §'(<)
c—v Y=g
rED(s) | D ()
(=)™ (=9




1

< m«w/wlﬂ&wv+a—wxww

0
1

-mwmjpkﬂwwv+u—w@w¢

0
1

4%M®/Q1H&val—@WM¢

0
1

o @) [ #7018 (o + (1= )0l d (3.10)
0
bulunur. § ' ve 6" fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak
(@) 0(v) + ko (@) 8'(v) k1 () d(s) + Ko (@) (<)
c—wv Y=g
CPC Dag CPC pag
+P (2 o Oé) v S 2Ei) S P 2(_#;)
(s —v) (¥ —<)
1

< m&@/wkﬂwWwN+ﬂ—¢H5kmdw

0

+rg () [ @7 (0]0" ()] + (1 — ) 0" (5)]) d

P (el () + (1 = @) 8" (¥)]) de

+l€1 (a)

+g (@) [ @7 (9 [0"(S) + (L= @) [0" ()] di

S O~ O~ _

elde edilir. Basit hesaplamalarla
_F1 (@) 6(v) + Ko (@) &'(v) ki (@) 0(<) + o (@) 0(5)
c—w Y=g

+T(2- ) (CP”CD?(S ©) 4 i M) ‘

(§ o U)Qfoz (w . §>27a

1

= (51 (@) [6°(S)] + 0 () [0" (< )|)/(s01_“(1—90)+902‘“) de

1
T (k1 (@) 18/0)] + ro (@) |6 (v /w%ww
0

1

T (k1 (0) 18 ()] + o (@) 18" (¢ /¢1“
0

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.2 § : I C RT — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir

Aym zamanda 6 0 € L'[I] olsun.|5'|? ve

olsun.

fonksiyonlar ise,

k1 (@) (V) + Ko (@) §'(v)

‘5//11

k(@) 8(s) + Ko (@) 0'(s)

§—v Y —g
N Ot
+I (2 ) < <§ . U)Q—a (d} o g>2—oz )'
1 1
— [k1 () (|6" ()| + 16" ()]?) @
S e nra @ e e

+ig (@) (0" ()" +18"(S)[)

Q=

i1 () (10(5)[7 + |6/ ()[7)

+rio (@) (10"(S)]* + [6"()]%)

esitsizligia € [0,1], v,p € I°, v < ¢ <, p,qg> 1,

J

saglayan kg ve k1 fonksiyonlari icin gecerlidir (Giirbiiz et al., 2022).

Ispat (3.10) ve Holder esitsizligi yardimiyla

F1 (@) 6(¢) + Ko (@) 0'(<)

‘_lil (@) 6(v) + ko (@) 6" (v)

§+§:1 ve (3.2) ile (3.

, 1 kiimesi iizerinde konveks

c—w Y=g
oy [SEDe (o) | DS (@D)) ‘
+F (2 ) ( (C . U)Q—a (1/} . C)Q—a
< k() / (1~ ‘”’dso) (/5 v+ (1 - )<>qu0>
o (@) ( / sowpdgo) ( JLACE ><>"d¢)
+r1 (@) ( / w(la)pdso) ( / 10 (s + (1 — ))| d@)
o (@) ( / go““)pdgo) ( JLACEE @)w)qdw)

yazilabilir. |0'|?

ve |9”]? fonksiyonlarimin konveksligi kullanilarak

k1 (@) 6(0) + ro (@) 8'(v)

F1 (@) 6(<) + Ko (@) 8'(<)

¢—v (S
. CPUCng <g) CPSD;Z5 (w)
Hemo ( T T ) |
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1
1 q

1
- < K (a 8 (v)]* — )6 ()Y d
<ucwp+np{ <>(/Kw<>+<1 @I(Q)w)

0

IN

+ho () / (10" @)+ (L= @) [0" ()I) d@)

0

+ra (@) / (0" + (L =) o' (¥)]") dw)

0

+ro (@) /(90!5"(€)!q+ (1 =) 10" (V)I) dﬂﬂ) }

0

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

k() 6(v) + ko (@) 8'(v) K1 (@) d(s) + Ko (@) I'(s)

c—w Y —g

dr CPED?5 (§) C’PgCDg(S (w)
P )<@—vfﬂ'+<w—@%a>'

1 oy (@I 18 @1\ 7
: «1—mp+ni{1()( 2 )

+w«@(”“@V+M%@P)é

2

+MQQC&@PZMwa)3

+ro (@) (|5”(<)|q +]o” (w’q) ‘11}

2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 6 : I C RT — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde ikinci mertebeden tiirevienebilir
olsun. Aym zamanda 6 ,§' € L'[I] olsun. |§'|? ve |6"|%, I kiimesi iizerinde konveks
fonksiyonlar ise,
k1 (@) 6(v) + ko (@) 8'(v) Ky (@) (<) + Ko () 0'(<)

¢—v =g

N i IO I COA
4T (2 ><@_Ufa-+(¢_02a>‘x@ )

1§ (0)]° 5 ()" \ 18" (v)]? 5" (<)
= {““”(@—aY*@—a<3—>) 0 (G20 G a@ =)

) 1o}
(o ’5/(§)|q ’5/ (w)r] % . (a ‘5//(<)|q ‘5// (7/})’(1 %
0@ (ot amagoa) @ (goe e aE-a) }

Q|

Qe
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esitsizligi a € [0,1], v, € I°, v << <, q > 1ve(3.2)ile(3.3) sartlarini saglayan K

ve k1 fonksiyonlart icin gecerlidir (Giirbiiz et al., 2022).

Ispat (3.10) ve Power Mean esitsizligi yardimiyla
‘_ F1 (@) 6(v) + Ko (@) 0'(v) i (@) 6(<) + Ko (@) 0'(s)
c—v Y=g
CPC pag (g) Cpch%(; (1/1)> ‘

(¥ —¢)*®

< k1 (a) (/ soladsé?) (/ '8 (pv+ (1 — 90)€)qu0)

0

Q=

1 1-7 1
+ro (@) /wl‘“dso /901“"|5” (pv+(1 sﬁ)c)qué?)
0 0
1 1-7 1 3
+r1 (@) /wl‘ads@ /901“"|5’ (ps+ (1 ¢>¢>qu0)
0 0
1 1-7 1 3
+ro () / o' dy / e 16" (ps + (1 w)¢)qdw)
0 0

yazilabilir. |¢’|? ve |6”|? fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak

‘_m (@) 6(v) + o (@) 0"(v) 1 (@) 6(<) + Ko () 0'(<)

S —v v —g

o (2, T

=0 (W—q¥"

(1) e ( [ e+ a-aw o) dgo)

1
q

ko (@) / S (06" W)+ (1 - ) |8 (¢ )
— / A (R IF O+ (1= @) 8 (0 )
ko (@) / A (181 + (1 ) |8 (¢ )

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

‘_m (@) 6(v) + ko (@) 8" (v) K1 (@) 8(s) + Ko (@) I'(s)

c—w UV —g
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o (2 )
() oo (52 i)
ot (5 o)

i (s

+ko (@) (qu +

(3—a)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

5)
10" ()

2-a)(3- >);}

Teorem 3.4 6 : I C RT™ — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde ikinci mertebeden tiirevienebilir

olsun.

fonksiyonlar ise,

Aymi zamanda 6 ,0' € L'[I] olsun.|5'|? ve |&"

9 [ kiimesi iizerinde konveks

F1 (@) 0(s) + ko (@) 9'(<)

‘_Hl (@) 8(v) + Ko () &' (v)

¢—uv Y-
o (D) | PEDg w)) l
V' )<<<—v>“ F o
< 2 (k1 (@) + Ko ()
- pP(l-a)+p

+

2q

L@ 5+ 2| () 4+ 10 ()])

+'i“2—<f) (18 (0)[7 + 218" ()| + 18" (4)[%)

esitsizligi a € [0,1], v, € I°, v < ¢ < 1Y, 112 + % =1, q>1 ve(3.2)ile(3.3) sartlarim

saglayan ko ve k1 fonksiyonlari icin gecerlidir (Giirbiiz et al., 2022).

ispat (3.10) ve Young esitsizligi <mn <m oy g—“’) yardimiyla

F1 (@) 8(s) + Ko (@) 9'(<)

‘_/41 () 6(v) + Ko (o) 0" (v)

S —vU

“PYD4 (<)

Y=

+F(2—a)<

1
1

(c—v)

2—« ('l/} _ g)Zfa

| Dy <w>> ‘

< (o) []; / ) dg 1 3 / 15 (v + (1— @)o)* d@]

0

1 1
1 1 "
+0 0) []; Joaos 2 [18 o1 w)g)qdwl
0 0
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p
L 0

B 1 1
1 .
+r1 (a) —/sop“a)dswg/w (s0<+(1s0)w)qd90]
0
1

B 1
1 1
+hg () | = /sop“‘“)dsoJr p / 10" (s + (1 — w)zb)quo]
0

p
"0
yazilabilir. [6’|? ve |§”|? fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak

K1 (@) 0(v) + Ko (@) 0'(v) K1 (@) 8(s) + Ko (@) 8'(<)
¢—v (S

. CPvCDgad <g) CPgCng (w)
e )<@—Ufﬂ4+(¢—0%a>|

O\H

<m<a>[ et NCLIOlE w>5’<<>q>d¢]

1 1 1 ") 4 " q
+ko () mﬂLg/(@w( V)" + (1 =) 0" (5)] )d90]
+h (a) 1_@ +$/ (¢ 10"(<) — @) 0" ()" dw]
1 1 / 1! q i q
+ro () 1?2(1_—W+50/(90I5 OF + (1 =) 6" (¥)| )dwl

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

F1 (@) 6(v) + ko (@) 0"(v) k1 (@) 8(5) + ko (@) 0'()

a ¢—uv - (NS

D25 () CPSD;W))'
I'2 -«

+ ( ) < (§ . U>2—a + (¢ . g)?—a

1 10" (V)| + 0" (5)]*

p*(1—a)+p " 2q }

| 1 10" (V)" 4 [6" (5)|*

_pQ(l—a)+p+ 2q }

[ 1 n 10"()]" 4 |¢" <w>|‘1]

P?P(1—a)+p 2q

[ 1 n 10" (s)|" + [0” (W}

p*(1—a)+p 2q

< "61(@)[

+/€1 (Oé)

+/€0 (Oé)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bdliimde, (3.1) ifadesinde verilen birlestirilmis cift tarafli integral operator yardimiyla

bazi yeni esitsizlikler elde edilmistir.

4.1. Oransal-Caputo Hibrit Operator Yardimiyla Farkli Konveks
Fonksiyon Tiirleri icin Elde Edilen Bazi Bulgular

Teoremd4.1 6 : I C Rt — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir olsun. Aym

zamanda 6, ' € L' [I] olsun. & ve &', I kiimesi iizerinde konveks fonksiyonlar ise,

D0 (u)

= (?(1—)04) (2—a+(w )1(@5& ) >
[ ( ) )+ K ( ) 8" (v)]
( ur B (¢ —u)ul™™ )
1—a l—a —0)’@2-a) @W-v)(1-a)

X [k (@) 6 () + ko () 0 w)]

esitsizligi « € [0,1), v,0 € I° ¥ # v ve (3.2) ile (3.3) sartlarim saglayan kg ve Ky

fonksiyonlart icin gecerlidir.

Ispat Oransal-Caputo hibrit operatorii, mutlak deger fonksiyonu ozellikleri ve

¢ = v+ (1 — )1 degisken doniisiimii yardimiyla

CPCDQ(S()

- 1_a/ ) Ko ()8 (6)) (u— <) ds
Y- F k@t (- 9)v) .
T — A u— (v + (1 — d
”““M_/u (+no(@)5'(¢v+(1<ﬁ)¢))( el
S e / 5 (v + (1— 9)6) (u— (pu + (1 — ) ) dp
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e

(¢ —v) Ko (@)

+ I'(l—a)

O (v 4+ (1 =9)P) (u—(pv+ (1 —p)Y)) " dp (4.1)

<

<

N

yazilabilir. § ve ¢’ fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak

D0 (u)

P

< % / (06 (W) + (1 — ) 6 () (1 — (ov+ (1 — 0) )~ doo
"‘% / (90(5’ (U) + (1 - SO) o (¢)) (u — (gpv + (1 _ (,0) 1/)))704 dgp

CPOCDgé (u>
W —v)r(a) [ (V) W (=) (Y —u)ule
= I'(l—a) [( —U)47°‘ (2—a 1—a )
dip” y u2~e @ wut
%ﬁonw—Wbﬂl—w (W =v)""(2~a) <w—w*%1—@)}

+(¢—v)f@0§a{ & (v) (u2°‘+(¢—v)(¢_u)ula)

- R e )
@0 (l-a) -0 "2 @ (1 a

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem4.2 § : [ C RY — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir olsun. Ayni
zamanda 0, &' € L'[I] olsun. & ve &', I kiimesi iizerinde ikinci anlamda s-konveks

fonksiyonlar ise,

IS D20 (u)
(6~ w) ule g
= F(2—a)(1/)—v)28_a(2]:1{ oo ’<w—v><¢—u>D
x [K1 (@) 6 (v) + Ko (@) &' (V)]
(u—v) ute g
+F(2—a)(¢—v)2‘9_a(2}—1[ e ’(w—v)(u—v)b
X [k1 (@) 0 (1) + Ko (@) &' ()]

esitsizligi s € (0,1], & € [0,1], v, € I°, ¥ £ v # 1, ‘

sartlarini saglayan kg ve K, fonksiyonlari icin gecerlidir.

(w—v)u(u_u)‘ < 1lve(3.2)ile(3.3)
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Ispat (4.1)ile § ve ¢’ fonksiyonlarimin s-konveksligi kullanilarak

CPOCDgé (u)
y

—v

L C))
B ['l—a /

<

0 (pv+ (1 =) ) (u—(pv+ (1 —p)9)) " dy

w_

e

v

(¥ —v) o (a)
+ I'(l—a)

0" (pr+ (1 =) ) (u—(pv+ (1 —)¥)) “dp

P—

(Y —v) k1 (a)
< Sl

+% / (¢ (0) + (L= 9)" 8" () (u — (pv + (1 =) ¥)) " dp

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

D0 (u)
W —v)r(a) [ (¢ —u)u™
= I'(l-—a) {5( )(w_v)%—a“u—a)

o Gl e =),
+5 (1) v

(¥ —(?»_2:2“*?(1 ~a)
. <2f1 {‘3’1““2‘“ w—v)uw—v)m
(¥ =v) ko () [, (¢ —u) ul®

T(1l—a) { (v) (b — U)Qs—a—i-l (1—a)

" <2f1 [_5’1 SRl ey u)D
8 () ot

(u—0)u
" (Jl {‘5’1““2““ w—vf(u—v)])}

(¢ . U)QS*OH’I (1 . O[)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

_|_

Teorem 4.3 § : I = [a,00) C RT — R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir olsun.

Ayni zamanda 6, &' € L' [I] olsun. § ve &', I kiimesi iizerinde m-konveks fonksiyonlar ise,
e DGO (u)
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(=) (u* (W —v) (P —u)ul
= I'(l—a) (2—a+ -« >
x [k (a) 6 (v) + Ko (@) &' (V)]
e u? e W —wul
+r(1—a) <1—a (b —v)* (2 — @) (@b—v)(l—a))

Joarms (2) s sotarms (2)]

esitsizligi (o, m) € (0, 1)2, v, € I°, 9 # v, ve (3.2) ile (3.3) sartlarum saglayan kg ve Kk,

fonksiyonlart icin gecerlidir.
Ispat (4.1)ile 6 ve & fonksiyonlarinin m-konveksligi kullanilarak

D0 (u)

W—v)ri(@) [

_ W/5(90v+(1—90)¢)(u—(¢U+(1—90)¢))adso

Fl-a)
< Urpm / (0 +mi1=0 (L)) (= oo+ - dp
i 7(@' @) +m =98 (L)) (ot (1= )" dp

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

I D0 (u)
bt (2 ooy
ule u—o (W — u)ul— )}
a)

<(¢ —0) " (l—a) @-0)""2-a) (@-v)""(1-
(@[ 0 (v @—v)@—uwu™
I'(l-a) (zp_v)4_a<2—a+ l—a >

i () (o=~ e o)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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4.2. Bir Integral Ozdesligi Yardimiyla Elde Edilen Baz1 Sonuclar

Teorem 4.4 6 : I C R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde iictincii mertebeden tiirevlenebilir

olsun. Aym zamanda 6, &', 8", 8" € L' [I| olsun.

fonksiyonlar ise,

|0”| ve 0", I kiimesi iizerinde konveks

- ki ()8 (V) + ko (@) &' (V) K1 ()8 (<) + o (@) & (<)

(2-0) S—v (S
o (R )

+F (2 ) ( (§ B U)Q—a (w . g)Qfa

< wata) (0@ + - (104 2L ))
o) (19" @)1+ (s =) (2004 L))
rata) (1961 + -9 (1204 L)
o169 (0 )

esitsizligi a € [0, 1], v,v,6 € I°, v < ¢ < Y ve (3.2) ile (3.3) sartlarim saglayan kg ve K

fonksiyonlart icin gecerlidir.

Ispat Lemma 3.1 ve kismi integrasyon kullanilarak

_ki(a)d(v) + Ko (@) (v)

F1 (@) 6 (s) + Ko (@) 0" (<)

¢—w Y —q
o [P () rEDO (1)
e ( T T )
= 5 (@) (;225’ (pv+ (1 —)9) i - (U__;) /902“"5” (pv+ (1 —)9) dw)
(o) | o a ot (1)) - ) [eesm oot a-e)9) ds@)
+r1 (@) ;02_15’ (s + (L =) v) i - (; - z) / 27" (s + (1= ) ¥) dso)
+Ho () %5" (ps+ (1 —9)¥) — / T (s + (1= 9) ¥) ds@)

elde edilir. Buradan

k1 (@) d (V) + kKo () 0" (V)

~ m(@)8(s) + ko () (5)

S —v
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. CPED?5 (g) CPngé (w)
e ( GoF " oo )

- w0 (;”(1 PEY [ oot 1)) dw)

0

+ro () W) + 2 / P> 6" (pv + (1 — ¢)<) dw)

2—a 2—«
0

&' (s) LYo /

LA Py s /90““5” (s + (1 =) 9) dw)

0

2—a 2—«
0

+ro () (9 oo /902‘“5’” (s + (1 —p)v) dw)

yazilabilir. Integraller icin iicgen esitsizligi kural yardimiyla

k1 (@) d (v) + Ko () 0’ (V) K () d(s) + ko () & ()
S—v P —g

Lo (SR (s) DY (W)
+I' (2 - @) <(§_U)M T )‘

k1 () (;”“(1 t5 e / 18" (pv+ (1 )<)d90)

1
6// //I
+Ho (@) — /wQ 10" (v + (1 — )<)d<p)
0
1

IN

(o) | 5 ‘2”__ ¢ [o=ew et a =) d@)

0

1
5" o
POl 2=t [ s+ - 0w dso) “2)

0

—Hio (Oé)

bulunur. |0”| ve |§"”| fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak

F1 (@) 0 (V) + Ko (@) 0" () K (@) (<) + ko (@) 0" (<)

c—v Y-

o (. )

e ><<<—v>2“ F o

< k(o) (3/_(?2 T ;:2/902_“ (" (V)] + (1 =) [0 (C))dw)
— (Za e / (18" W) + (1= ) |6” (c))dga)

36



2—« 2—«

o (0) (5" Ol 22 [ 1" (1 + (- ) 8" W) dso)

1 (a) (‘5' Ol 225 [l @1+ 00— 90" @) dso)

2—a  2-—
elde edilir. Basit hesaplamalarla

k(@) 8 (v) + ko (@) 8" (V) K1 (@) (S) + Ko (@) 8 (<)

¢—v (S
C’PCDa(S(g> CPngé W))
(¢ —¢)™°

< m (505 (0 oo at=a)
_Mbm)!&fﬁw+<:z M($y+, Ji%dla
e (a) EE ©l ;f — (%@) . 3(36" <3£>4 5)))
st (£ s i)
2—a 2—al\d—a  (B-—a){d—a)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 4.1 Teorem 4.4 sartlart altinda o = % secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

K1 (%) d (v) + Ko (%) ¢ (v) Kl (%) 0 (s) + Ko (%) 8 (<)
S—v Y —g

VE (CP5D36<<> LD <w>) |

(Y —¢5)2
mw'y+qm U

(AN

0
/_\ [\.)
DN | —

Teorem 4.5 6 : I C R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde iiciincii mertebeden tiirevlenebilir
olsun. Aymi zamanda 6, 0', 8", 6" € L' [I] olsun. |8"|" ve |6"|%, I kiimesi iizerinde konveks
fonksiyonlar ise,

F1 (@) 6 (V) + ko (@) 0" (V) K1 (@) 0 (<) + Ko (@) 0" ()

(2—a)|— p— —
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. CPUOD?5 (g‘) CP«;CD;Z(S (w)
e )<@—vfﬂ'+<w—¢%“>‘

S ’431<05) <|5,(’U)|+C(§—U)(’5/,( ’q+|5// >

|q + |6//I

+w«o|wwn+c«—w(”m )

b ) W«M+OW—q(W“”“y” )j

1 () MW¢L+Cw~«>CM%Q|;WWWN)q>

1
esitsizligi C = <m)p, ae€l0,1],p>1, %Jr 5 =LuviY,cel,v<g<ive(32)

ile (3.3) sartlarint saglayan kg ve Ky fonksiyonlart icin gecerlidir.

Ispat (4.2) ve Holder esitsizligi yardimiyla
F1 (@) 0 (V) + Ko ()" (v) k1 (@) d(S) + Ko (@) ' ()
S—wv Y=g
CPCDa5 CPCDOt(S
+F (2 i Oé) ( v S (§) + S P <¢>

c—v)**  (W-¢¥"

< o) (;5'(12) N ;:Z (/190@«1)10%); (/16” (pv+ (1 =) C)ngo) é)

o (o) Ig"_a ;:Z (/1‘92 a)pd90> (/5”’ pv+(1—p)s)|"d )1)
(@) ‘5,—(? +g_—; (/w apdgp) (/5” o+ (1—p)v)|'d ))
o (@) |(2$”—(go)¢’ N 12/1_—; (/90(2 apdgo) (/6’” ps+(1—¢ )qdw)é)

0

yazilabilir. [0”|? ve |6”|? fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak

‘— 1 () 0 (V) + Ko () 8 (V) k1 (@) 8(S) + i (@) & (<)
c—wv V=g
CreDes(s) | CTEDy <w>> ‘

(p—q)"

5 ()] <—v ! :
< Hl(@)<2_a +2—a(1+P(2_O‘)>
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x(/wéwmq -1 (s

0

0" (v —
+H0(a><|2—(o)z|+2—a(1—|—p

)

| )
x(!@mwww (- )" (s )
5)

)

)

S =

Q=

0" (), =5
+Kl(a)<2—a +2—a(1+p

X</@5W®q( ) [6" (1

+£o (@) (W Ol L P =S

2—a 2—a(1+p2—
K ( /1 (1" @I + (L = ¢) [6" (¥ )

0

Q=

D=

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

IN

%ﬁd®5@VH%@W%W_RM®5@+%M®&@)
¢—v (S
CPC pag <g) CchDg(; (1/})) |
(¥ =)™

oo (T 57 () (e ey’
e (10 () ()
+rir (@) lj_(ij + ;p_—; (1+p(12_a));’ (|5”( )qulé” ) )

e (I LI

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.6 6 : I C R fonksiyonu I° kiimesi iizerinde iiciincii mertebeden tiirevlenebilir

olsun. Aymi zamanda 6, 0', 6", 6" € L' [I] olsun. |8"|" ve |6""|%, I kiimesi iizerinde konveks

fonksiyonlar ise,

F1 (@) 6 (V) + ko (@) 0" (v) K (@) 0 (<) + Ko (@) 0" ()

(2—a)|— p— .
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CPC pag (g‘) . CP«;CD;Z(S (w))

) T
< (@) (9 @)+ (6= o) [ LT EITOF]
+w«w(wwwuw<—m[N+“W“NtyWWWT)
4%M@(w@”+w Q{ +w%@W;wwwq>
(@) (1970 + (0 = ) [ P

esitsizligi N = m,a c0,1,p>1, 1+ =Luvgcel’v<s<yveB3ile

(3.3) sartlarini saglayan x( ve x; fonksiyonlar: icin gecerlidir.
Ispat (4.2) ve Young esitsizligi yardimiyla

’_51 () d (V) + Ko () 0" (V) K1 (@) d(s) + Ko () & (s)
S—v Y —g

c—v)*  (@W—¢¥"

< m@w(§§y+;_z{%/@2“W¢+Q/MWWJH1)QF@{)

1 1
0" (v ¢—uv |1 —a 1 "
%mm)2<i+2a[5/¢@)ww+5/5 WU+O¢MWd4)
0

o 2 i)

0
1 1
‘5/ (§)| ¢ —S 1 (2—a)p 1 11 o q
+r1 () 2_a+2_a[p0/90 d90+q/|5 (s + (1= ¢) ) dw])
1
5" —¢ |1
- 2<2+§j{p/'2apd%(/wmwg+u>www%)
0

yazilabilir. |0”|? ve |§"|? fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak
‘_lﬁ (@) 0 (v) + Ko (@) 0 (v) _ K1 (@) (<) + o (@) &' (5)
§—v Y=g
C’PCDoc(s CPCDOé(;
b (206 P
(=) (¥ —5)

0" (V)]  s—w 1
= :‘11(04)(2_a +2—a [p+p2(2—a)

+1/ ()" (v — ) [0 ()I) ds&])

0" (V)|  s—w 1
+K0(a)(2—a +2—a {p+p2(2—a)
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- / (918" (@)1 + (1= 9) 15" (O)I") deo} )

!5’(€)!+¢—c[ 1
2—a 2—a|p+p*(2—a)

trafa)

+ / (18" () + (1= 9) 18" (4)[) dso] )

0" ()] ¥ —¢ 1
+H0(a)(2—a +2—a [p—i—pQ(Z—a)

" / (18" (1 + (1 = 9) 15" @)I) dso] )

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

‘_"1 (@) 0 (v) + ko (@) 0" (v) K1 (@) 3 (<) + Ko (@) 0" (<)

c—wv Y —g

oo )
< m@(Z sy L W or)
oty (B0 = [ L 9
ooy (S =S L O )
oty (0 2 L W)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

4.3. Smirh Fonksiyonlar icin Baz1 Sonuclar

Teorem 4.7 6, 01, 0> : I C RT — R fonksiyonlart I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir olsun.

Aynmi zamanda 6, &', 01, 02 € L' [I] olsun. Bununla birlikte

01 (¢) 5 (¢) < 02 () (4.3)

o1(p) < 8 (0) <02(p) (4.4)

IN

sartlart saglansin. Bu durumda

(€P€ D2 (u) ( / 01 (S) (u— ¢)™de + / 02() (u— )™ dc)

0
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esitsizligi o € [0,1), ¢, 0 € I° ve (3.2) ile (3.3) sartlarin saglayan kg ve k1 fonksiyonlart

icin gecerlidir.
Ispat ¢ > 0, n > 0icin (4.3) yardimiyla

(02(5) =6(s)) (0(n) — 01 (n)
02(5) 0 (n) +4(s) o1 (n)

ile (4.4) yardimiyla

(02(s) = 0" (5)) (8" (1) — 01 (n))
02 (6) 0" () + 0" () 1 (n)

r1(a)(u=¢)"*

yazilabilir. (4.5) ve (4.6) sirasiyla

A%

0
01 (1) 02(s) +3(s)d(n) (4.5)
0
01(n) 02 (s) + 6" ()& (n) (4.6)

ro(a)(u—¢) "

I'(l—a)
tarafa toplanirsa

k1 (@)
I(

Ko (@) (u—=¢)™"

(u—¢)®
1—a)

elde edilir. Buradan

ve

T (—a) ile carpilir ve sonuglar taraf

[02(5) 0 (1) +6(s) 01 (n)]

[02(5) 0" (1) + 0" () o1 ()]

4.7)

02 () (=) " 1 )6 () + ko (@) 8 ()]

I'(l—a)
o () (u—9)"
I'(l—a)

o1 () 02 (¢) (u—<)"
I'l—oa)
(u—9)"
r'l—a)

_|_

+

(k1 (@) 0 (<) 0 (n) + ko () ' (<) 0" (n))

[F1 (@) 6. () + ko (@) 0" (<))

(k1 (@) + Ko ()

(4.8)

yazilabilir. Ifadenin her iki yaninin ¢ degiskenine gore 0°dan u’ya integrali alinirsa

1 (@) 8 () + #i0 () & ()] [

r'i-a
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+o1 (n) (75 D6 (u))

. a <g1(§a_> L (@) [e@u-9d

r'l—a)
+W / 6 (s) (u—¢) “ds 4.9)

bulunur. (4.9) ifadesi (u — 1)~ “ ile carpilir ve 1) degiskenine gore 0’dan u’ya integrali alinirsa

(CP(?DSfS (u)) /92 (¢) (u—¢) “ds

0
u

(D5 w) [0 ) a= )" dy

0

> 20 ) o=t [ )

+F’zi—%/5(g)(u—g)adc/6( ) (w— )" dn

/5’ (u—c¢)" dg/d’ (u—m)""d (4.10)
1—a

elde edilir. (4.10) ifadesi yeniden diizenlenirse

(CPOCDSCS (U)) (/ 01 () (u—¢)™“ d§+/ 5 (¢) (u—¢) dg)

0

Kll(Oé>
+F(1a)( (u=c)" )

1—a (/5 u—g

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

A.11)

Sonuc 4.2 Teorem 4.7 sartlart altinda o = % secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:




Teorem 4.8 6, ¢, 02, V1, 72 : I € RT — R fonksiyonlari I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir

olsun. Aynt zamanda 6, §', ¢, ¢', 02, 71, v2 € L' [I] olsun. Bununla birlikte

1n(p) < d(p) <72 (0) (4.12)

Mn(p) < ¢ (9 <nlp) (4.13)

ile (4.3) ve (4.4) sartlart saglansin. Bu durumda

u

(CF DL (u) / 02 (¢) (u — ¢) ™ de

0
u

+ (CFE D25 (u)) / 0 () (1 — <) de

0
U U

> (K1 ;aglt”;)(a)> / 02 () (u—¢) *ds / M (s) (u—¢) " ds

0 0

el [5© =9 ds [ o0 w7 d

u

+sz(1) <_OZL) /5l (<) (u—c)_ack/qb’ (¢) (u—¢) “ds

esitsizligi o € [0,1), ¢, 0 € I° ve (3.2) ile (3.3) sartlarin saglayan kg ve k1 fonksiyonlart

icin gecerlidir.

Ispat ¢ > 0,7 > 0icin (4.3) ve (4.12) yardimiyla

V
o

(02(5) =0d(s)(@(m) —m(m) =
02()(n) + 7 (n)d(s)

v

Y1 (1) 02 (s) +0 () ¢ (n) (4.14)
ile (4.4) ve (4.13) yardimiyla
(02(s) = 0" () (¢ () =1 () = 0
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02 M)+ (m)d(s) > mm) o)+ (s)d (n) (4.15)

yazilabilir. (4.14) ve (4.15) sirasiyla ”1(?)((1“_;3)7(1 ve ”“O(?)((f:f))ﬂ ile garpilir ve sonuglar taraf

tarafa toplanirsa

DY a0+ (5 )

(@) (-9
-

> B b (9 +56) o ()

+= (? )(1(16__04?)_6v b1 (n) 02 (<) +8"(<) &' (1) (4.16)

+ 02 ()& (1) + 71 () & (5)]

elde edilir. Buradan

02(¢) (u—¢)"

T e (@6 + ()¢ (0)

+ 2 (g)(iu—_ag))a k1 (@) 6 () + Ko (@) 0" (5)]

71 (n) 02 (<) (u—<)~
> T —a) (K1 (@) + Ko (@)

%\U(Ij);:; (k1 (@) 0 ()& (n) + Ko () d' () @' (n)) 4.17)

+

yazilabilir. Ifadenin her iki yaninin ¢ degiskenine gore 0’dan ’ya integrali alinirsa

u

[/11 (Oé) ¢ ?zl‘i‘_/i;)(a) ¢, (77)] / 05 (§) (U . g)fa dc
+7 (n) (“T5 Dgé (u))
> n 1_21{0(& /92 (u—2¢)"

+o i‘f)jbé’;) / 5(6) (u—<) ™ ds

/6’ (u—¢) “d (4.18)
1—a

bulunur. (4.18) ifadesi (u —n)~“ ile ¢arpilir ve 1 degiskenine gore 0’dan u’ya integrali

alinirsa

(D36 (u / 2 (6) (u—)”

0

CPCDa(S /'71
0
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- 1—a
1_@ /5 d</¢(n)(u—7i>_ad77
+Flzi—%/5’ (€) (u—¢)~ ad§/¢/ (n) (w—mn)""dn (4.19)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.9 6, 01, 0> : I C R™ — R fonksiyonlart I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir olsun.
Ayni zamanda 6, 0', 01, 02 € L' [I] olsun. Bununla birlikte (4.3) ve (4.4) sartlart saglansin.

Bu durumda

(“T5 Do () <1UI__;Z)% (/“ 01 (<) d<) 5 + (/“ 03 (<) d€)2

u u

0 0
2

U

el /y@mqax>

esitsizligi € [0,1), a # 3, ¢ € I°ve (3.2) ile (3.3) sartlarint saglayan ro ve Ky

fonksiyonlart icin gegerlidir.

Ispat (4.11) denklemi ve Cauchy-Schwartz esitsizligi kullamilarak

u u

@%D%w»!/m@m—oﬂ@+/@@MWﬂrwg

0 0

IN

(75 D5 (u))

X (/u@f (€)d€)2 (/H(UC)QadC)

_ (CPC’Da(S (u)) / 92 (§) dg u1—20< 3 N / Qz (g) dg u1—2a 2
0 Fu ! 1— 2« 2 1— 2«
0 0

[
_I_
~
o\ﬁ
i)
S
—~
2
o8
S
SN——
NI
~
=)
—s
=
|
o
S~—
)
Q
=N
S
v

N
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bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.10 5, ¢, 05,71 : I € R — R fonksiyonlar: 1° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir
olsun. Aymt zamanda 6, 8, ¢, ¢, 02, 71 € L' [I]| olsun. Bununla birlikte (4.3), (4.4), (4.12)

ve (4.13) sartlart saglansin. Bu durumda

(fﬂ__;); (V5D (w) / &3 (<) ds %+ (CPS D25 () / 22 (<) de %
> el [o@u-9d [r0-g7a

R %/W <u—c>‘“d</u¢<<> (u—<)""ds

+r?§ <_a)a)/u5’ (¢) (u <)_ad</u¢’ (€) (u—<) " ds

esitsizligi a € [0,1), a # %, ¢ € I°ve (3.2) ile (3.3) sartlarini saglayan kg ve Ky

fonksiyonlaru icin gecerlidir.

Ispat (4.19) denklemi ve Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak

u u

(°75 Dy (u)) / 02 (<) (u—<) " ds + (“F5 D36 (w) / 7 (5) (u—¢) ™" ds
< (" Do (u)) / 05 (<) ds / (u—<)*ds
T (CFE D26 (u) ( [rrod) | [u-9a

+
~
3
°eaqQ
T
IS
<5
=
S~—
SN—"
o\
i)
Lol NV}
>
QL
2}
VR
T
|
g ¥
~
D=

[N
<
[N

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.11 §,w, 01 02 : I C Rt — R fonksiyonlar: I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir

olsun. Aymi zamanda 6, 8, w, W', 01 0o € L' [I] olsun. Bununla birlikte

01 (¢) 5 (p)w(p) < 02 (p) (4.20)

01(p) < 0 (p)w' (p) < 02(p) (4.21)

IA

sartlari saglansin. Bu durumda

1
2

(CPE DS (u))* (°7C Dew? (u))

X (/91 (<) (u—<)_“d<+/92 (€) (u—¢)™ d<)

> (K1 ;oz()lt/f;)(a)) / 01 (<) (u—¢) “ds / 02 (5) (u— )~ ds
+F2—(_a)a) /5 (Qw(s) (u—¢)™ d<)
e (Jrawoncaral

esitsizligi o € [0,1), ¢, 0 € I° ve (3.2) ile (3.3) sartlarin saglayan kg ve k1 fonksiyonlart

icin gecerlidir.

Ispat ¢ > 0,7 > 0igin (4.20) yardimiyla

Vv
o

(02(s) =6 (s)w(s)) (6 (n)w(n) — o1 (n))
02(5)0 (M w(n) +d()w(c)or(n) = 01(n)o2(s)+6(s)d(n)w()w(n)
(4.22)

ile (4.21) yardimiyla

Vv

(02(5) =& (s)w' (€)) (6" (m) ' () — 01 (n)) 0

02 ()" (Muw () +0" (' () or(m) = o1(n)eals)+d(s)d (n)w (¢)w' (n)
(4.23)

yazilabilir. (4.22) ve (4.23) sirasiyla ”1(?1%5{;3)7& ve KO(i'f)((lu_;g))w ile carpilir ve sonuglar taraf

tarafa toplanirsa

—Q

- (? >(1(u—_a§) [02 (<) & () w(n) + 6 (5) w(s)er (n)]
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=9 o 8 ) )+ (9) & (<) a ()

I'(l—a)
> 2% >(1(u—_oz§) o1 () 22 (6) + ()6 () w(s)w(n)]
i )(1(u—_oz§) o e @8 ©F M @' )] @24

elde edilir. Buradan

02 (¢) (u—¢)™°
I'l—a)

Lo (g)(iu_—;))a [k1 (@) 6 () w(s) + ko () &' (¢) w' ()]

> ame() (=9 (k1 () + Ko ()

K1 (@) 6 () w(n) + ko () &' (n) ' (n)]

- I'(l—a)
T (010) (98 () (€)etn) + k()8 (68 () () ()
(4.25)
yazilabilir. Ifadenin her iki yaninin ¢ degiskenine gore 0’dan u’ya integrali alinirsa
[/{1 (O[) 5(”) (I,'?)(l—}__’ioa( )5 (77) W/(n)] /Q2< )(U i g)—a de
+Q1 (CPC’Da u)
> o1 ( 1_2:50 )/Q2 (u—c¢)
(r)(1(_n)a,(n)/5/(> () (u— <) ds (4.26)

bulunur. (4.26) ifadesi (u —n)~“ ile ¢arpilir ve n degiskenine gore 0’dan u’ya integrali

alinirsa




11—«

T / 5 (6) ) (u—6) " ds / () () (w— )"y @427
elde edilir. (4.27) ifadesi yeniden diizenlenirse
(7§ D3 (3w) (w) ( [eo@-97d+ [a@u-9 dc)

(51 (@) + Ko (@)

> SO [ = ds [ a(6) (u= )"

+F’8—(—QL) (/5 (Qw(<) (w—¢)™ d€)
+F/§i—% ( / 8 () w' (¢) (=)™ d<) (4.28)

yazilabilir. (4.28) ve Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla

(75 D5o” (u)* (75 Dyw? (u)”

X (/91 (<) (u—<)ad<+/@z (<) (U—G)”ck)

0 0

> (K1 ;a()ltm;)(a)) / 01 (6) (u—¢) “ds / 02 (<) (u—¢) “ds
+F’a—<_“>&) JEGECIEDN dc)
el (frowoumoal

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.12 5, w, ¢, 0, 02,71,: I € RT — R fonksiyonlar: I° kiimesi iizerinde tiirevlenebilir

olsun. Aymi zamanda 6, &', w, W', ¢, ¢', 9, ¥, 0o, v1 € L' [I] olsun. Bununla birlikte

IN

7 () ¢ (p) 9 (p) <72 (p) (4.30)

n(p) < ¢ (@) (p) <7l(p) (4.31)

ile (4.20) ve (4.21) sartlar saglansin. Bu durumda
(D30 () (TF D50 () [ ea(6) (w—0) s
0

50



u

+ (CFE D26 (u)) (CFEDRw? (u)) / () (1 — <) ds

[e=]

esitsizligi o € [0,1), ¢, € I° ve (3.2) ile (3.3) sartlarin saglayan kg ve k1 fonksiyonlart

icin gecerlidir.
Ispat ¢ > 0, > 0icin (4.20) ve (4.30) yardimiyla

(02(s) =0 (w () (@(m)V(n) =7 (M) 0
02 ()M I+ (Md(s)w(s) > m(n)oa(s)+d(s)w(s)g(n)d(n)

(4.32)

v

ile (4.21) ve (4.31) yardimiyla

(02(5) =0 () () (@ (M (n) =7 (n) = 0
02 ()" (M (M) +m ()" (' (s) = 7 (n)o2(s)+0 ()w' ()¢ () (n)
(4.33)

yazilabilir. (4.32) ve (4.33) sirasiyla ”1(?)((171;3)% ve '{0(?)((11;’;))_& ile carpilir ve sonuglar taraf

tarafa toplanirsa

(1—a) - [ () 02 () + 6" () ' (<) ¢ (m) V' (m)] (4.34)

elde edilir. Buradan

«

02 <1i)(§u__of)) [ffl (a) Qb (77) 9 (n) + Ko (a) gb' (,'7) 9 (77)]
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—

=y k1 () 6 () w (<) + ko () &' () w' (<)]

I'(l—a)
Mo () (u—9)"
> Iy () 4 ko (0)
+ (pu(zj)a) (k1 (@) 0 (s)w (s) @ (n) 0 (n) + Ko (@) &' () W' (5) @' () ()
(4.35)
yazilabilir. Ifadenin her iki yaninin ¢ degiskenine gore 0’dan «’ya integrali alinirsa
OLLLAES LA O/Q2 ) =
+m () (“75 D3 (6w) ( u))
> 1 ) (lgl(iaj Z)KO ) 02 () (u—¢)“ds
1 o) /5 (u—¢) “ds
(F)g(_)a)”/(s'() () (u— )" ds (4.36)

bulunur. (4.36) ifadesi (u —n)~“ ile ¢arpilir ve 1 degiskenine gore 0’dan u’ya integrali

alinirsa

(CPE D2 () (u)) / 02 () (1 — <)~ de

=]

[0©w© =g [¢@dmu—n=d @3

elde edilir. (4.37) ifadesi yeniden diizenlenirse

u

(7€ D2 (69) (u)) / 02 () (11— <) de

0
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> (Fa()ltiz)(a)) O/Qz (<) (u—5) adcﬁ/% (€) (u—<¢)"ds
e (_O‘L) [3@w© -9 [ 60w -9 d
+FIZ(1) (_alz)/5’ (§)w' (<) (u—<)_adg/¢>’ () w'($) (u—=¢) " ds

(CPEDag? (u))* (OFF Dev? () / 02 (<) (1 — &) de
+ (T D22 () (CFE DLW (u)

(51 (@) + hio (e /g2 (u—c5)" / 1() (u—¢)*ds

1—a
0
k1 (@) r
+F(1—a)/6 (u—2g)" d§/¢ (u—2g)"
0
w0 (@) [
0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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(4.38)

(4.39)



5. SONUC

Bu calismada alanyazinda mevcut iki kesirli operatoriin bir kombinasyonu olarak
tanimlanmig Oransal-Caputo hibrit operator yardimiyla bazi esitsizlikler elde edilmistir. S6z
konusu operator, farkli kesirli operatorlerin bir kombinasyonu oldugundan daha genis bir
yelpazede gercek verilerin modellenmesinde kullanilabilir. Dileyen arastirmacilar, tercih
edilen fonksiyon smiflar1 i¢in, bu ¢aligmada elde edilen iist sinirlart diger kesirli integral
operatorleriyle elde edilen iist sinirlarla kargilastirarak hangi esitsizliklerin daha verimli oldugu
sonucuna varabilir. Ote yandan bu tez calismasinda kullanilan hibrit operatdriin nemi
ve etkisi sebebiyle arastirmacilarin bu konu iizerine yeni sonuglar ve genellestirmeler elde

etmeleri bilim diinyasi a¢isindan oldukca faydali olacaktir.
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