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Bu tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tez konusunun 6nemini ve tarihi gegmisini anlatan genel bir literatiir
bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, literatirde mevcut ve tez calismasmin daha iyi
anlasilabilmesi igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve tanimlardan bahsedilmistir.
Ugiincii boliimde ise, bir L toplamsal sistemdeki y metrigi hatirlanarak metrik ile iligkili
bazi 6zelliklerden bahsedilmistir. Bu akilda tutularak, metrik toplamsal sistem (L, y) da
order istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip bununla ilgili elde edilen bazi sonuglar
incelenmistir. Dordiincti boliimde, bir (L,y) metrik toplamsal sistemde order ideal
yakinsaklik kavrami ve bu kavram ile ilgili baz1 genel 6zellikler ele alinmistir. Bu
anlamda oncelikle order ideal yakinsak kavrami tanitilmis ve o6rnekler verilmistir. Daha
sonra order ideal sinirlilik ve 0J*-yakinsaklik kavramlari tanitilarak bu kavramlarin 0J-
yakinsaklik ile iliskileri incelenmistir. Son boliim olan besinci bdliimde ise, calisma

stiresince yararlanilan literatiirdeki kaynaklar listelenmistir.
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ON ORDER STATISTICAL AND
ORDER J7-CONVERGENCE TYPES
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This thesis consists of five main chapters.

In the first chapter, a general literature information about the importance and historical
background of the thesis subject is given. In the second part, some basic concepts and
definitions available in the literature and necessary for a better understanding of the thesis
work are mentioned. In the third chapter, some features related to the metric are
mentioned by remembering the y metric in an L additive system. Keeping this in mind,
the concept of order statistical convergence in the metric additive system (L,y) is
introduced and some related results are examined. In the fourth chapter, the concept of
order ideal convergence in a (L,y) metric additive system and some general properties
related to this concept are discussed. In this sense, firstly, the concept of order ideal
convergent is introduced and examples are given. Then, the concepts of order ideal
constraint and 0J*-convergence were introduced and their relations with 0J-convergence
were examined. In the fifth section, which is the last chapter, the sources in the literatiire

that we use during our study are listed.
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SIMGELER DiZiNi

Ost-yakinsak
|K| = cardK
F@)
07J-yakinsaklik
07*-yakinsaklik
Ost-limit
0J-limit

h.h. k

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
x = (xx) Reel say1 dizisi
loo Sinirli reel veya kompleks diziler kiimesi
2N Dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi
Ir Sonlu elemanl kiimelerden olusan ideal
(L,v) Metrik toplamsal sistem
O-yakinsak Order yakinsaklik

Order istatistiksel yakinsaklik
K kiimesinin kardinalitesi
Ideale karsilik gelen siizgeg
Order J-yakinsaklik

Order J*-yakinsaklik

Order istatistiksel limit

Order ideal limit
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1. GIRIS

Toplanabilme Teorisinde yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik
kavramlari, Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi alaninin temel kavramlarindan olup, son
zamanlarda ¢ok farkli metrik uzaylarda calisilmaktadir. Temeli pozitif tamsayilarin dogal
yogunlugu kavramina dayanan ve Yyakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan
istatistiksel yakinsaklik kavrami Toplanabilme Teorisinde farkli metrik uzaylarda
incelenmektedir. Istatistiksel yakinsak kavrami Fast (1951) in tanitmasindan sonra basta
Schoenberg (1959), Salat (1980), Fridy (1985) olmak iizere bir¢ok arastirmaci tarafindan
bu kavramin uygulamalar1 ve bazi genellestirmeleri ile birlikte bazi 6zellikleri giintimiize

kadar calisilmustir.

Dogal sayilar kiimesi N iizerinde tanimlanan ideal kavrami ve istatistiksel yakinsakligin
bir genellestirmesi olan J-yakinsaklik kavrami Kostyrko vd. (2000) tarafindan
tanimlanarak bu kavramin bazi 6zellikleri ile birlikte yakinsaklik ile aralarindaki iligkiler
incelenmistir. Ayrica, Kostyrko vd. (2000) bu g¢alismada J*-yakinsaklik kavramini
tanimlayarak bazi sartlar altinda J-yakinsaklik ile arasindaki iliskileri vermislerdir.
Nabiev vd. (2007) J-Cauchy dizisi ve J*-Cauchy dizisi kavramlarini tanitarak bu
kavramlar arasindaki iliskileri ve 7-Cauchy dizisi ile 7-yakinsaklik ile arasindaki iligkileri
incelemislerdir. Daha sonra basta Dems (2004), Kostyrko (2005), Savas ve Das (2011)
olmak {tizere bircok arastirmaci tarafindan bu kavramin uygulamalari ve birkag
genellestirmesi ¢alisilmistir. Bununla birlikte ideal kavrami, lacunary dizi kavrami ve
istatistiksel yakinsaklik kavramlari kullanilarak, J-istatistiksel yakinsaklik ve J-lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 ve bu kavramlarin bazi uygulamalar1 Das vd. (2011)

tarafindan verilmistir.

Dogrusal olarak sirala bir toplamsal sistemi L de order yakinsaklik kavrami ve bir y 6zel
metrigi Wilcox ve Smiley (1939) tarafindan tanitilmistir. Ayrica, order yakinsaklik
kavrami Birkhoff (1940), Frink (1942), Aliprantis ve Border (2006) ve bir¢ok bilim insan1
tarafindan tanitilmis ve gelistirilmistir. Son zamanlarda Ganguly ve Biswas (2014) ve
Biswas ve Ganguly (2016) tarafindan toplanabilme teorisinde 6nemli bir yere sahip olan

istatistiksel ve ideal yakinsaklik kavramlarina genisletilmistir.



Tezimizin {iglincli boliimiinde, Ganguly ve Biswas (2014) tarafindan yapilan makaledeki
tanim, teorem ve lemmalar ispatlariyla birlikte not edilecektir. Ayrica, konunun daha iyi
anlasilmasi i¢in verilen drnekler incelenecektir. Bu anlamda oncelikle Wilcox ve Smiley
(1939) in ¢alismasinda tanitilan bir L toplamsal sistemdeki y metrigini hatirlanarak metrik
ile iliskili baz1 dzelliklerden bahsedilmistir. Bu akilda tutularak, metrik toplamsal sistem
(L, y) da order istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip bununla ilgili elde edilen bazi

sonuclar not edilmistir.

Tezimizin dordiincli boliimiinde ise, Biswas ve Ganguly (2016) tarafindan yapilan
makaledeki tanim, teorem ve lemmalar ispatlariyla birlikte not edilecektir. Oncelikle bir
(L,y)metrik toplamsal sistemde order istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir
genellestirmesi olan order ideal yakinsaklik (OJ-yakinsaklik) kavrami ve bu kavram ile
ilgili baz1 genel 6zellikler ele alinacaktir. Bu anlamda oncelikle order ideal yakinsak
kavrami tanitilmig ve drnekler verilecektir. Order ideal yakinsak olan bir dizinin limitinin
tekligi ispatlanacaktir. Daha sonra order ideal sinirlilik ve 0J*-yakinsaklik kavramalari

tanitilarak bu kavramlarin OJ-yakinsaklik ile iligkileri incelenecektir.

Son bolim olan besinci boliimde ise, ¢alisma siiresince yararlanilan literatlirdeki

kaynaklar listelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismasinda yararlanacagimiz bazi temel kavramlar verilmistir.
Literatiirde iyi bilinen dogal sayilar kiimesi N, tam sayilar kiimesi Z, reel sayilar kiimesi

R, metrik uzay ve mutlak deger metrigi gibi temel kavramlar burada verilmeyecektir.
2.1 Temel Kavramlar ve Tanimlar

Tanmim 2.1.1 Tanim kiimesi N = {1,2, ..., n, ... } dogal sayilar kiimesi olan her fonksiyona

dizi denir.

Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger bir dizinin deger kiimesi reel sayilar
kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel say1 dizisi ya da reel dizi denir. Yani, reel
terimli bir dizi

fiN->R
seklinde bir fonksiyondur.

Genel terimi x;, olan bir dizi (x) = {x4, x5, ..., Xp, ... } seklinde gosterilir (Balc1 2006).
Tezde aksi belirtilmedigi sitirece (x) dizisi reel say1 dizisi olarak ele alinacaktir.

Tanmim 2.1.2 x = (x;) reel terimli bir dizi ve £ € R olsun. Her € > 0 i¢in, k > n,
oldugunda

lx, — L] < €
olacak sekilde € a bagl bir ny € N sayist bulunabiliyorsa (x;) dizisi £ sayisina
yakinsaktir denir ve

limx, =L veya x;, = L
k—o0

seklinde gosterilir.

Herhangi bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi denir. Yakinsak olmayan diziye ise

raksak dizi denir (Balc1 2006).



Tamim 2.1.3 Eger her k > 0 sayis1 igin |x;| < M olacak sekilde bir M > 0 reel sayisi
bulunabiliyorsa (x;) dizisine smnirli dizi denir. Tiim sinirli reel veya kompleks dizilerin

kiimesi [, ile gosterilir (Balc1 2006).
2.2 istatistiksel ve ideal Yakinsakhik

Simdi bir dizinin yakinsakligi kavraminin bir genellestirmesi olan istatistiksel yakinsaklik
kavramini tanimlamada kullanilan dogal yogunluk kavrami ve istatistiksel yakinsaklik,
istatistiksel Cauchy dizisi ve ilgili baz1 tanimlar verilecektir. Ayrica bu kavramlar ile ilgili

ve tezde kullanilacak olan bazi teoremler ispatsiz olarak not edilecektir.

Tanmm 2.2.1 K € Nve K,, = {k < n: k € K} kiimelerini ele alalim.
|K| = cardK (K kiimesinin kardinalitesi)

olmak tlzere;
BT . [Knl < s |Knl

6(K) = lim inf — ve §(K) = lim sup—

s n—co n n—-oo n
limitlerine sirastyla K kiimesinin alt ve tist yogunluklar1 denir. Eger

8(K) = 8(K)

ise (“;—”') dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit § (K) ile gosterilir ve bu limit degerine
K kiimesinin dogal yogunlugu denir. Bu durumda, K € N kiimesinin dogal yogunlugu;

|Kxl

6(K) = lim
n-o N

1
= lim —|{k < n:k € K}|
n-oon

olarak tanimlanir (Niven vd. 1991).

Tanim 2.2.2 x = (x;,) dizisi verilsin. Eger, her € > 0 i¢in
1
lim—|{k <n:|x,—L| =€} =0
n-on

oluyor ise, x = (xj) dizisi L reel sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st—limx =L

ile gosterilir (Fridy 1985).



Teorem 2.2.1 Reel sayilarin bir x = (x;) dizisi x e istatistiksel yakinsaktir ancak ve
ancak 6(K) = 0 olacak sekilde bir

kiimesi vardir dyle ki lim x; = x dir (Salat 1980).
n—-o0o

Tamim 2.2.3 Reel sayilarin bir x = (x;) dizisi i¢in bir B sayisi1 var dyle ki
6({keN:|x,|>B}) =0

ise, x dizisine istatistiksel sinirlidir denir (Fridy ve Orhan 1979).
Teorem 2.2.2 Bir istatistiksel yakinsak dizi istatistiksel sinirlidir (Fridy ve Orhan 1979).

Tamim 2.2.4 Reel sayilarin bir x = (xj,) dizisini ele alalim. Her € > 0 igin bir N = N (&)
vardir dyle ki

(k:|x —xyl > =0
ise, x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Teorem 2.2.3 Bir dizi istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak istatistiksel Cauchy
dizisidir (Fridy 1985).

Istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ideal yakinsaklik kavrami
2000 yilindan bu yana birgok matematikci tarafindan ¢alisilmaktadir. Simdi ideal, slizgeg

ve ideal yakinsaklik kavramlari ile ilgili tanim ve 6rnekler verilecektir.

Tanim 2.2.5 Bir 7 < 2V ailesi icin
. e,
ii. HerA,B€JigcinAUB €7,
iii. HrAeJveBcAigcinB€eJ

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda 7 < 2N ailesine N de bir ideal denir.

Eger N & 7 ise, 7 ya bir gercek (non-trivial) ideal denir.



Ayrica, 7 bir ger¢ek ideal ve her n € N igin {n} € J oluyorsa, 7 idealine uygun
(admissible) ideal denir (Kostyrko vd. 2000).

Bu caligmadaki biitiin idealler uygun ideal olarak kabul edilecektir.

Tamim 2.2.6 x = (x;) bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
A(e) ={keN:|x, — L| =€} €T
oluyorsa, x = (xj) dizisi L reel sayisina J-yakinsaktir denir ve
J—limx =L
bigiminde gosterilir (Kostyrko vd. 2000).

Simdi J-yakinsaklik ile ilgili bazi 6rnekler verilecektir (Kostyrko vd. 2000).

() N dogal sayilar ciimlesinin tiim sonlu alt ciimlelerinin smifi J; olsun. Bu durumda,

J¢ uygun idealdir ve Je-yakinsaklik aligilmis (adi) yakinsaklik ile ¢akisir.

(if) J5 = {A c N: 6(A) = 0} olsun. Bu durumda, J5 bir uygun idealdir ve Js-yakinsaklik
istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

Tanmm: 2.2.7 Eger J nin karsilikli ayrik kiimelerinin herhangi bir {4, A,, A3, ...} dizisi
icin bir {B,B,, Bs,...} dizisi var oyle ki her i € N i¢in A;AB; simetrik farki sonlu ve
U2, Bi €7 ise, 7 c 2N ideali AP-6zelligine sahiptir denir (Kostyrko vd. 2000).

Simdi siizge¢ tanimi1 ve ideal ile olan iliskisi verilecektir.

Tanim 2.2.8 Bostan farkli bir F < 2N ailesi i¢in

. 0¢F,

ii. HerA,BeFicinANBEF,

iii. HerAe FveherB > AicinB € F
sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda F < 2N ailesine N de bir siizge¢ ad1 verilir (Kostyrko
vd. 2000).



Eger 7, N de bir gercek ideal ise, bu durumda
F(I) = {M c N: (34 € I)(M = N\A)}
smifina N {izerinde 7 idealine karsilik gelen stizgeg denir (Kostyrko vd. 2000).

2.3 Order Yakinsakhk

Simdi de order yakinsaklik ile ilgili tanim ve teoremler verilecektir. Oncelikle Wilcox ve

Smiley (1939) tarafindan verilen tanimlar not edilecektir.

Tamm 2.3.1 a, b, c, ... elemanlarinin kiimesi L ve <, a,b € L olmak iizere tim (a, b)
ikilisi i¢cin tamimlanmig bir ikili bagint1 olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa L nin
< ne gore kismi sirali kiime oldugu soylenir.

1. Tima € L i¢in a < a dir,

iiLa<bveb <aisea=bhbdir,

ii.a<bveb<cisea < cdir.

Eger x < y ve x#y ise, x < y dir. x <y bagmtisi ayrica y =X olarak da yazilir. Benzer

sekilde, x < y de y > x seklinde yazilabilir.

Eger her iki a, b € L elemaninin bir en kiigiik {ist sinir1 a V b € L varsa, L bir toplamsal
sistem ve eger her iki a, b € L elemaninin bir en biiyiik alt sinirt a A b € L varsa, L bir
carpimsal sistemdir. L, hem toplamsal hem de ¢arpimsal ise bir kafestir.

Tim x € L igin eger x V 6 = x ise, L toplamsal sistemdeki bir 8 6gesi L nin bos 6gesidir.
L kismi siral bir kiime ise, i < j i¢in a; < a; (a; = a;) ise (a;) dizisi artan (azalan) dur.
Not: Monoton artan (azalan) bir (x,) € L dizisini belirtmek igin x,1 (x,]) gosterimi

kullanilir. x, | x gosterimi, x,, ! ve inf x, = x anlamina gelir. x,, T x in anlam1 da

benzerdir.



Bir L kafesinde, order yakinsaklik kavramindan bahsedildiginde kisaca O-yakinsaklik

anlasilacaktir.

Tamim 2.3.2 Eger y,, 1 0 olacak sekilde L nin elemanlarinin (y,,) dizisi var dyle ki L de
x| =xtT+x~ ve xT=xVv0O, x~=(—x)VvH
olmak iizere her n € N i¢in
| — x| <y
ise bu durumda, L kafesindeki bir (x,,) dizisi, x € L ye Order yakinsaktir (O-yakinsak)
denir (Frink 1942).

0
Aciklama: Eger (x,,) dizisi x e O-yakinsak ise, x,, = x ile gosterilir. Order yakinsaklik
tanimindan, (x,,) dizisi bir limite O-yakinsaksa, bu durumda sinirlidir. Bir O-yakinsak
diziye sonlu sayida terim eklenmesinin O-yakinsamasini etkilemedigi ve limitinin

degismedi agiktir.



3. (L,y) METRIK UZAYDA ORDER ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, Ganguly ve Biswas (2014) ve Wilcox ve Smiley (1939) tarafindan yapilan
makalelerdeki tanim, teorem ve lemmalar ispatlariyla birlikte not edilecektir. Ayrica,

konunun daha iyi anlasilmasi i¢in verilen 6rnekler incelenecektir.
3.1 Order Yakinsaklik ile Tlgili Bazi Ozellikler

Oncelikle Wilcox ve Smiley (1939) in galismasinda tanitilan bir L toplamsal sistemdeki
y metrigi hatirlanarak metrik ile iliskili baz1 6zelliklerden bahsedilecektir. Bu akilda
tutularak, metrik toplamsal sistem (L, y) de order istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip

bununla ilgili elde edilen bazi sonuglar not edilecektir.

Tammm 3.1.1 (i) L bir toplamsal sistem ve D, L iizerinde tanimlanmis bir reel degerli
fonksiyon olsun. Bu durumda, L iizerinde bir y fonksiyonu
y(a,b) =2D(aV b) — D(a) — D(b)
olarak tanimlansin. a < b igin
D(a) < D(b) (D(a) = D(b))

oldugunda D (a) ya monoton artandir (azalandir) denir.
Eger y(a, b), L i¢in bir metrik ise D (a) fonksiyonu bir normdur.

(i1) L bir toplamsal sistem ve y(a, b), her (a, b) € L ¢ifti i¢in tanimlanmus bir reel degerli

fonksiyon olsun. Bu durumda a, b, ¢ € L igin

1
Aa,b,¢) == {r(a,b) +y(b,c) —y(a,c)}

olarak tanimlanir.

Lemma 3.1.1 Eger D(a), bir L toplamsal sistemde tanimli reel degerli bir fonksiyon ise,

0zaman a,b € L igin



(i) Egera = b ise D(a) — D(b) = y(a, b),

(i)  Eger D(a) monoton artan ise, |[D(a) — D(b)| < y(a, b),
(i)  y(a,b) =y a), y(a,a) =0,

(iv) A(a,aVvb,b) =0,

(v) D (a) monoton artandir ancak ve ancak y(a, b) = 0 dir,

(vi)  D(a) diizglin monoton artandir ancak ve ancak a # b igin y(a, b) > 0 dur.

Not: Eger D(a) monoton artan ve her a,b,c € L i¢in A(a, b,c) = 0 ise, bu durumda

y(a, b), L lizerinde bir metriktir.

Lemma 3.1.2 Eger D(a), bir toplamsal sistem L iizerinde tanimlanan reel degerli bir

fonksiyon ise, 0 zaman

(A) Her a, b, c € L igin A(a, b, c) = 0 olmasi asagidaki denk ifadeleri saglar:
(1) Tima,b € Liginy(aVc,bVc) <y(a,b) dir.
(i) Tim b < aiginy(aVc,b V) < y(a,b) dir.
(il b < aig¢inD(aVc)+ D(b) <D(a)+ D(cVDb) dr.
(iv)yy(ave,bvd) <y(ab) +vy(cad) dm.

(B) Eger D(a) monoton artan ise, bu durumda A(a, b, ¢) = 0 dir ancak ve ancak (i) - (iv)

denk ifadelerinden biri elde edilir.

3.2 Bir (L,y) Metrik Uzayda Order Istatistiksel Yakinsakhk

Simdi Ganguly ve Biswas (2014) tarafindan tanitilan bir (L, y) metrik toplamsal sistemde

order istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bu kavram ile ilgili 6zellikler not edilecektir.

Calisma boyunca D, D(6) = 0 olacak sekilde monoton artan reel degerli bir fonksiyon

vetim a, b, ¢ € L igin A(a, b, c) = 0 olarak alinacaktir.

10



Tanmm 3.2.1 Bir metrik toplamsal sistem (L,y) da bir (x;) dizisini alalim. Eger y, | 8
olacak sekilde L de bir (y, ) dizisi var 6yle ki D, D(8) = 0 olacak sekilde L iizerinde reel
degerli bir monoton artan fonksiyon ve tiim a, b, ¢ € L i¢in
A(a,b,c) =0
olmak tizere
§({k € Niy(xy, x) 2 D(yn)}) = 0
ise, (xy) dizisi x € L ye order istatistiksel yakinsaktir (Ost-yakinsak) denir.

Eger bir (x; ) dizisi x € L ye order istatistiksel yakinsak ise, 0 zaman (x;) dizisinin order

istatistiksel limiti (yani, Ost-limit) x tir denir ve

Ost
Xk — X

ile gosterilir.

Ozel durumlar:
(@) D, L = R {izerinde tanimlanan birim fonksiyon ve

{k € Niy(x, x) = D(yx)}

sonlu olsun. O halde,
¥ (X, %) = 2D (X V x) — D(xx) — D (x)
= |x — x|

olur.

{k € N:y(xx, x) = D(yi)}
sonlu oldugundan bir n; € N vardir 6yleki tim k > n, i¢in

e = x| <y
dir. Yine y; 1 0 oldugundan, € > 0 igin bir n, € N vardir 6yleki tim k = n, i¢in y;, < €
dir. ny = maks {n4,n,} olsun. Bu durumda, tiim k > n, i¢in
|, — x| < Y, < €

esitsizligi gecerlidir.

Bu, alisilmis anlamda x;,, — x oldugunu gosterir. Boylece, istatistiksel yakinsak dizi order

istatiksel yakinsaktir.
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(b) D, L = R iizerinde birim fonksiyon ve
{k e Niy(xp,x) 2 D(y)} = ¢
olsun. O halde, her bir k € N i¢in
| — x| <y ve y(xx,x) = |xx — x|

oldugu agiktir. Bu ise

o
X X

oldugunu gosterir. Boylece bir order yakinsak bir dizi R de Ost-yakinsaktir.

(c) D, L = Rizerinde birim fonksiyon olsun. O halde,
¥ (g, x) = |xg — x|
esitligi gecerlidir. Boylece,
§{keN:|x, —x| >y, }) =0
elde edilir. Simdi y, 1 0 oldugundan, € > 0 ve tiim k > n, i¢in y, < € olacak sekilde
ngy € N vardir. Yani, eger p = n, ise
p €{k € N:|x;, —x| <&}
olmasi
p € {k € Ni|x; — x| <y}
oldugunu gosterir. O zaman,
{fkeN:|x—x|<y}—-{1,2,..,ng— 1} c {k € N: |x;, — x| < €}
kapsamasi ve sonug olarak
S({k eN:|x;, — x| <e}) =1
yani,
S{(keN:|xy —x| =€) =0
elde edilir. Boylece,

st
X ™ X

ve dolayisiyla istatistiksel yakinsak bir dizi ayn1 zamanda Ost-yakinsaktir.
Alisilmis yakinsakligin veya istatistiksel yakinsakligin order istatiksel yakinsakligin 6zel

durumlari oldugu anlasilir. Asagidaki 6rnekte order istatistiksel yakinsak bir dizinin order

yakinsak olmayabilecegini goriiliir.
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Ornek 3.2.1 Simdi

L ={0,x]:x e Rvex >0}
olsun. O halde L,, kiime kapsama iliskisi altinda bir toplamsal sistemdir. D: L; - R

D([0,x]) = x,[0,x] € L,
olarak tanimlansin. Acik olarak y, bu 6zel D ile daha 6nce tanimlanmis olmak tiizere
(L1,v), bir metrik toplamsal sistemdir. Negatif olmayan rasyonel sayilar kiimesi
{ry, 15,13, ...} seklinde alinsin. (L,,y) de {A,,} dizisi
[0,7,] ; e8er k = n?

A = [0 ! ]-d'“ duruml
' 1] diger durumlar

olarak tanimlansin. Ayrica, y,, = [O, %], n € N secilsin. O zaman {0} = 6 olmak iizere,
i€l vey, 16
olur. O halde

8({k € N:y(4,6) 2 D(y,)}) = 0
elde edilir ki {A,,} dizisinin 6 ya Ost-yakinsadig1 fakat order yakinsak olmadig1 agiktir.

Teorem 3.2.1 (L,y) metrik toplamsal sistemdeki bir dizi en fazla bir Ost-limitine sahip

olabilir.

Ispat: Ispat agiktir.

Tamim 3.2.2 (L ,y) metrik toplamsal sistemdeki bir (x;) dizisi alinsin. Eger B € R i¢in
8({k e N:D(x) =B}) =0

ise, bu durumda (x;,) dizisi order istatiksel sinirlidir (Ost-sinirlhidir) denir.

Teorem 3.1.2 (L,y) metrik toplamsal sistemdeki bir Ost-yakinsak dizi Ost-sinirhdir.

Ispat: L de (x;) dizisi x € L ye Ost-yakinsak olsun. O zaman y, | 8 olacak sekilde bir
(yn) dizisi vardir dyle ki

8({k € Niy(xp,x) 2 D(y)}) =0
olur. Buradan,
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¥y (1, x) < D(yy), (hh. k)= 2D(x;, Vx) —D(xx) — D(x) < D(yy), (h.h. k)
=2D(x, Vx)—D(x) <D(x)+ D(yy), (h.h. k)
= D(x;) <2D(xx Vx)—D(x)
< D(x)+ D(y,) (h.h. k)
oldugu goriiliir. € > 0 olsun.
y,l8veD(B) =0
ile D, monoton artan oldugundan,
D(yn) = 0
ve dolayisiyla tim n = m igin
D(yn) <e
olacak sekilde m € N vardir. Buradan, h.h. k i¢in k = m oldugunda
D(x) <D(x)+¢
ve boylece
S({k e N:D(xp) =D(x)+€}) =0
elde edilir. Dolayisiyla (x,,) Ost-siirhdir.

Not: Bir Ost-sinirl1 dizi Ost-yakinsak olmayabilir. Bu gergek asagidaki érnekte goriiliir.

Ornek 3.2.2 (L,,y) metrik kafeste (Ornek 3.1 deki gibi) bir {4,,} dizisi asagidaki gibi

[0,7;,]; eger n kare ise
{ 0; eger n tek kare ise
[0, 1]; eger n kare degilse
[0, 2]; eger n kare olmayan tek ise

A, =

tamimlansin. {4,,} dizisinin Ost-sinirli oldugu fakat Ost-yakinsak olmadigi agik¢a goriiliir.

Teorem 3.2.3 Eger (x,,) ve (),

Ost Ost
Xn — X VE Yy, ™Y

olacak sekilde (L,y) metrik toplamsal sistemde iki dizi ise bu durumda,

Ost
xnvyn_) xVy

olur.
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Ispat: x,, 2% xve Vi > y oldugundan, bu durumda
ztlOvez2 1o
olacak sekilde L de {z}}, ve {z2},, dizileri vardir 6yle ki
§({k € Ni¢iny(xy ,x) = D(z})}) = 0ve 5({k € Niginy(y,,y) = D(z5)}) =0
dir. Simdi
X = ({k € N:y(xi,x) 2 D(z)})
ve
X' = ({k € Niginy(yx,y) = D(z)})
olsun. O zaman,
SX)=6X")=0
oldugu agiktir. X¢, X in tiimleyeni olmak iizere, p € (X U X")€ olsun. O zaman,
p€(XenX")
dir. Bu ise
v(xp.%) <D(z) ve v(3,¥) < D(2)
anlamina gelir. Lemma 3.1.2 den
v(e Vapxvy) <v(%, %) +v(30y)
< D(zp) + D (z2)
elde edilir. Tim n € N i¢in
2, 1 0 ve D(z;) = D(z}) + D (22)
olacak sekilde L de bir {z,},, dizisi alinsin. Sonug olarak

V(xp Vyp,xVy) < D(Zp)

yani,
(keN:y(x, VY, xVy) = D(z)} S XUX
oldugunda
p €k € Ny (xy Vyp, x Vy) = D(z))
bundan dolay1

S({k € N:y(x) Vyr,xVy) = D(z,)}) =0
ve dolayisiyla

Ost
xnvyn_) xVy

elde edilir.
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Teorem 3.2.4 (L,y) metrik toplamsal sistem olan (L,y) da bir (x,,) dizisi x noktasina
order istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak &8(K) =1 olacak sekilde bir
K = {k; <k, < ks < -} € N kiimesi vardir 6yle ki y metrigine gore

lim x;, = x

n-co

dir.

. ost
Ispat: L de x,, =5 x olacak sekilde bir (x,,) dizisi alalim. O zaman, y,, | 6 olacak sekilde

L de bir (y,,) dizisi vardir 6yle ki

d({n € Nry(x,,x) = D(yn)}) =0
olur.

A={neN:y(x,,x) <D}
alalim. Agik olarak
6(4)=1
dir.

A; ={nEN:y(xn,x) <]1} (j EN)

kiimesini diistinelim. Her j € N i¢in
D(y,) -0
oldugundan tiim n = n; i¢in
1
D(yn) <=
J
olacak sekilde n; € N vardir. p € A alalim. Bu durumda,
1
y(xp,x) <D(yp) < 5
yani, eger p = n; ise p € A; olur. Boylece,
A—{1,2,3,..,n; — 1} € 4
ve buradan tim j = 1,2, ... igin
5(4;) =1
olur. Ayrica agik olarak

oldugu gortiliir.
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Simdi bir (k;) dizisi asagidaki gibi olsun. k; € 4 alahm. §(4,) =1 oldugundan,
k, > k, olacak sekilde k, € A, vardir 6yle ki tim n > k, i¢in
|4, ()| 1

n 2
elde edilir. Yine §(43) = 1 oldugundan, k5 > k, olacak sekilde k5 € A3 vardir 6yle ki

tim n > k3 igin
A5 _ 2

n 3
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse, dogal sayilarm bir (k;) dizisi vardir dyle ki tiim

j=12,..icink; € Aj ve timn = k; i¢in

Ai(n) i —1
| ,n | >Jj
elde edilir.
My={k€N:1<k<k}
ve

Mj={keN:kj<k<kj}n4 (j=123.)

kiimeleri alinsin dyle ki

olsun.j E Nve k; <n < kj,4 igin
Am)={k<nkeA}c{k<nkek}=Kn)

olur. O zaman

K@l l4m] _ j-1
= =

n n

elde edilir. Buradan

5(K) :A%@:1

olur. € > 0 alinsin. % < ¢ olacak sekilde en kiigiik pozitif bir j tamsayisi secilsin.n = k;

ven € K alimsin. O zaman bir r > j dogal sayis1 vardir 6yle ki k,, < n < k,,; ve boylece

n € A, dir. Boylece, timn € K ve n = k; i¢in
( )<1<1<
Y(xp, X F =7 €

olur. Dolayisiyla y metrigine gére
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lim x;, = x

n—-oo

olur.

Tersine, y, | 0 olacak sekilde L de farkli elemanlarin bir (y;,) dizisi segilsin.
lim x;, = x
n—-o0o
oldugundan, her y; i¢in m; € N vardir 6yle ki timn >m;,i = 1,2,3, ... igin
Y (K X) < D)
dir. z; € L alinsin Oyle ki
D(z;) > max {D( yl),y( X, X ),y( Xy X ), eV (ka1 X )}

dir. z, € L alinsin 6yle ki

¥ (X, —1% ) 2 D(22)

> max {D(yz),y(ka1+1,x ),y (ka1+2,x), ...,y(kaz_l,x)}

dir. z; € L alinsin dyle ki
y(kaz,x) > D (z3)

> max{D (y3 ),y(ka2+1,x),y(ka2+2,x), ...,y(ka3_1,x )}
dir. Simdi,

o, = z13;1=1,2,....m; — 1

i
= y;i=my

= Zy;i=m+1lm +2,m,—1

Yo l=m,

alinsin. O zaman, tim n € N ve oy, 1 0 icin

Y, x) <D (ay,)
dir. Yine
ﬁi = akl ; 1,2, ""kl

=(Xk2; k1+ 1, k1+2,...,k2
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alinsin. Boylece, L de bir {g;} dizisi vardir 6yle ki 5; | 8 ve tim n € N i¢in
Y (xk,,x) <D(Bk,),
dir. §(K) = 1 oldugundan,
S({k e Niy(x,x) =D (B)}) =0

yani, (x,), x e order istatistiksel yakinsaktir.

Tamim 3.2.3 Eger L de y, | 6 olacak sekilde bir (y,,) dizisi igin

6 ({n € N: y(xn+p,xn) >D(yn,),p=123, }) =0
ise, (L, y) metrik toplamsal sistemdeki bir (y,,) dizisi order istatistiksel Cauchy (yani Ost-
Cauchy) dizisidir.

Teorem 3.2.5 (L,y) metrik toplamsal sistemde bir Ost-Cauchy dizisi Ost-siirlidir.

Ispat: (x), L de bir Ost-Cauchy dizisi olsun. O zaman L de y; ! 6 olacak sekilde bir
(yy) dizisi vardir dyle ki

§ ({k € Noy(xp4p %k ) = D(y)p =1,2,3,..}) =0
yani,p =1,2,3,...i¢in

¥( xk+p'xk) <D(yi) (h.h. k)
dir.

Simdi y; 1 6 oldugundan D(y;) — 0 ve boylece € > 0 iginm € N vardir 6yle ki tiim
k = mi¢in D(y;) < € olur. Sonug olarak hemen hemen tim k > mvep = 1,2,3 ... igin
y(xk+pka) <Eg
dir. O halde, bazi pozitif my = m tam sayilart vardir 6yle ki timp = 1,2, 3, ... i¢in

Y (X +p Xm,) < €

olur.

Eger n > m, ise,
y(xn,xmo) <e=2D(x, meo) —D(x,) — D(xmo) <e¢
= 2D(x, meo) —D(x,) < D(xmo) + ¢

olur. O zaman,
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D(x) < 2D(x, V %) — D(x)
oldugundan, tim n > m, i¢in
D(x,) < D(xmo) +¢
ve boylece
§({n e N:D(x,) = D(x,,) +€}) =0
dir. Dolayisiyla (x;) dizisi Ost-sinirlidir.

Teorem 3.2.6 Eger (L,y) metrik toplamsal sistemdeki bir (x,,) dizisi Ost-yakinsak ise
Ost-Cauchy dizisidir.

Ispat: (x,)), x € L ye Ost-yakinsak olsun. O zaman y, | 8 olacak sekilde L de bir (y,,)

dizisi vardir oyle ki

S({neN:y(xp,x) 2D(y)}H) =0
dir.

A= {n €Ny (xn:x) = D(Yn)}
alinsin. z,, | 0 olacak sekilde L de bir (z,,) dizisi ve tim n € N i¢in

D(z,) = 2D (yn)
ve

B ={neN:y(xpipx,) =D(z,),p=12.3,..}
kiimesi diistiniilsiin. A kiimesinin tiimleyeni olan
A ={n, <n, <ng <--}
kiimesini alalim. O zaman tiim k € N i¢in
¥ (Xnyo ¥ < D(¥n,)
dir.p =1,2,3,...i¢in
V() < V(s )+ (i 3)

<D (Vs ) + D0,

< ZD(ynk) (D (yy,) bir monoton azalan dizi oldugundan)

< D(znk)

olur.
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Boylece, nj, € B¢ ve dolayisiyla

A¢ € B¢
dir. Yani, B € A ve dolayisiyla

§(B)=0

olup, bu (x;,) nin Ost-Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.7 Eger (L,y) metrik toplama sisteminde bir (x,,) dizisi Ost-Cauchy dizisi
ise 0 zaman 6(K) = 1 olacak sekilde

kiimesi vardir 6yle ki m,n — oo i¢in

y(xkn’ka) -0
dir.

Ispat: (x,,), L de Ost-Cauchy dizisi olsun. O zaman L de y,, | 8 olacak sekilde (y,,) dizisi

vardir dyle ki

S({ne Ny (pupxn) =DO),p =1,2,3,....}) =0
olur. D(y,) = 0 oldugundan, tim n > k; i¢in D(y,) < %olacak sekilde k; € N vardur.
Bu nedenle, eger
, 1
K, = {n € N:y(xn+p,xn) < E,p =123, }
ise 6(K'y) = 1dir.

Kl = Kll' {1, 2, eny kl}
kiimesini alalim. A¢ik olarak §(K) = 1 dir.

Yine timn > k, i¢in D(y,) < % olacak sekilde k, € N vardir. Eger

, 1
B, = {n € N:y(Xnip, Xn) < 2P=123 }
ise 6(B';) = 1 dir.
B1 = Bll - {1, 2, ...,kz}
alalim. Agik olarak 6(B;) = 1 dir.
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KZ = Kl N Bl allnSln. BU, KZ c Kl |Ie 6(1{2) =1ve mq, my, € KZ lgln

1
y(xm1’xm2) <3

2
oldugu anlamina gelir. Bu sekilde devam edilirse, N nin alt kiimelerinin azalan bir
{K]} dizisi vardir 6yle ki tiim j € N i¢in
5(K;) =1
ve tim m,, m, € K; ve j € Ni¢in

1
y(xmﬂxmz) < ]_

dir. Buradan, Teorem 3.2.4 {in ayn1 argiimani1 uygulanarak, dogal sayilarin bir {pj}

secilebilir dyle ki tiim j = 1, 2, ... i¢in p; € K;vetimn = p; i¢in

K:(n) —1
| ,n I >Jj
dir.
Ly={keN:1<k<p}
ve

Li={k €Nip; Sk <pjs1}NK;,j=123,..

kiimeleri alinsin dyle ki

olsun.j ENvep; < k <pj,; igin
Kimy={k<nmkeK}c{k<nkeK}= (K,
dir. Bu durumda,

|K(m)| > |K;(n)] > ]'—.1
n n Ji

ve boylece

5(k) 1im KL _
n

n—-oo

dir. € > 0 alinsin. % < golacak sekilde en kii¢iik pozitif j tamsayisi segilsin. m,n € K ve

m,n = p; olsun. Burada r < s olacak sekilde r, s > j vardir dyle ki

prsm<pr+1ve pssn<ps+1
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dir. Bu nedenle m € K, ve n € K, dir. r < s oldugundan, K; € K, ve boylece m,n € K,

anlamina gelir. Boylece, m,n — oo i¢in

Y (X, Xn) = 0
elde edilir.

Teorem 3.2.8 Eger (x,), metrik toplama sistemi (L,y) da monoton artan bir dizi ise, 0
zaman (x,), x e order istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak L de u = (u,) ve
v = (v,) vardir 6yle ki y metrigine gore

x=uVvVy limu,=x ve §(fneN:v, #0}) =0
n—->oo

dir.

Ispat: (x,,), x e order istatiksel yakinsak oldugundan, y metrigine gore

lim x, =xved(K) =1
n—->oo

olacak sekilde
K=1{k<k,<k;<:--}S N
kiimesi vardir. u = (uy,) ve v = (vy) dizileri asagidaki gibi tanimlansin:

_( Biefer1 <k <k,
k= {ani egerk, <k <kp.q

ve

_{ O;eger k € K,
k™ \xx; diger durumlarda.

Bu durumda, y metrigine gore

x=uVv,limu, =limx, =xved({(n€N:v, #6}) =0
n—-o0o

n—oo

oldugu agiktir.

Tersine, L de u = (u,) ve v = (v,,) alalim Gyle ki y metrigine gore

x=uVvy limu, =x
n—0o
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ve

d(fneN:v, #6}) =0
olsun.

S({neN:v, #6}) =0
oldugundan, tiim

keN—-{neN:v, 6}
igin x;, = uy, dir.

K=N-{neNv, #0}=1{k; <k, <k;<-}

olsun. O zaman, 6 (K) = 1 ve y metrigine gore

lim x;, = x

n—-oo

olur. Dolayisiyla Teorem 3.2.4 ile (x,,) dizisi x e order istatistiksel yakinsaktir.
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4. BIR METRIiK TOPLAMSAL SiSTEMDE ORDER iDEAL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, Biswas ve Ganguly (2016) tarafindan yapilan makaledeki tanim, teorem ve
lemmalar ispatlariyla birlikte not edilecektir. Oncelikle bir (L,y) metrik toplamsal
sistemde order istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan order ideal
yakinsaklik (OJ-yakinsaklik) kavrami ve bu kavram ile ilgili baz1 genel 6zellikler ele
alinmistir. Bu anlamda o6ncelikle order ideal yakinsak kavrami tanitilmis ve 6rnekler
verilmistir. Order ideal yakinsak olan bir dizinin limitinin tekligi ispatlanmistir. Daha
sonra order ideal smirlilik ve OJ*-yakinsaklik kavramlari tanitilarak bu kavramlarin

0J-yakisaklik ile iligkileri incelenmistir.

4.1 Order 7-Yakinsakhik

Tamim 4.1.1 7 ideali dogal sayilar kiimesi N nin altkiimelerinin bir gercek ideal ve (L,y)
bir metrik toplamsal sistem olsun. (L, y) da bir x = (x,,) dizisini alalim. Bu durumda eger
yn ¥ 0 olacak sekilde L de bir y = (y,,) dizisi var dyle ki D,
D()=0
olacak sekilde L tizerinde reel degerli bir monoton artan fonksiyon ve tiim a, b, ¢ € L igin
A(a,b,c) =0
olmak iizere
A={neNy(x, &) =D} €T
ise, (x,) dizisi & € L ye order ideal yakinsaktir (OJ-yakinsaktir) denir.

& sayisia x = (x,,) dizisinin order ideal limiti (0J-limit) denir ve
09 —limx, =¢

olarak yazilir.

Calisma boyunca D, D(6) = 0 olacak sekilde L iizerinde reel degerli bir monoton artan

fonksiyon ve tiim a, b, ¢ € L igin A(a, b, c) = 0 olarak alinacaktir.
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Not 4.1.1 0J-yakinsakligin tanimina gore, OJ-yakinsak bir dizinin J-yakinsak oldugu
aciktir. Ozellikle D birim fonksiyon ve L = R ise 0 zaman y nin R iizerindeki alisiimus
metrik oldugu goriiliir. Bu durumda, OJ-yakinsaklik, reel sayilarin J-yakinsakligina
denktir.

Ornek 4.1.1 Eger N nin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesi J ile gosterilirse J¢, N de bir

uygun idealdir ve 07-yakinsaklik, alisilmis yakinsaklik ile gakisir.

Ornek 4.1.2 Eger 75 = {A € N: §(A) = 0} olarak alinirsa 75, N de bir uygun idealdir ve
07-yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

Asagida (L, y) da 0J-yakinsak olan fakat yakinsak olmayan bir dizi 6rnegi verilecektir.

Ornek 4.1.3 7 ideali J¢ ideali olarak alinsin ve L = R olacak sekilde D birim fonksiyon
olsun. Bu durumda (L, y) nin alisilmis metrik uzay oldugu goriiliir. R de bir (x,,) dizisi
asagidaki gibi verilsin:

yr { 1, eger n kare ise,
n 0, diger durumlar.

R de y, = %olacak sekilde bir (y,,) dizisi olsun. Bu durumda,

{n €eN:y(x,,0) = D(y,)} €7
olur. Yani,
07-limx, = 0

fakat (x,), y metrigine gore yakinsak degildir.
Teorem 4.1.1 7, gercek bir ideal olmak tizere, eger bir dizinin 0J-limiti varsa tekdir.

Ispat: L de hem & hem de v ye yakinsayan bir x = (x,,) dizisi alalim 6yle ki & # v olsun.
€= % v(&,v) olsun. Bu durumda B(¢,¢), é merkezli ve € yarigaph agik yuvar olmak

luzere

B(,e)nB(v,e) = ¢
olur. x, hem & ve hem de v ye 07-yakinsak oldugundan, L de
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y, V1l Ovey,® Lo
olacak sekilde {y, ™} ve {y, @} iki dizisi vardir dyle ki

{keN:y(x, &) =2D(y, M)} e
ve
{k € N:y(x,v) 2D(y, @)} e
dir. Bu durumda,
y, VL Ovey, @ Lo
oldugundan, tim n > n, i¢in
D(y,®) < e/2 ve D(y,P) <e/2
olacak sekilde ny € N vardir. O halde, k > n, igin
{k € Niy(x, &) < D(yP)} < {k € Niy(x,, &) < e/2}
olur. Boylece, k = n, igin
{k € Niy(xy, &) < D(, )} e F(9)
oldugundan,
A={keN:y(x,§ <e/2} e F(I)
olur. Benzer sekilde k > n, i¢in
B ={k € N:iy(x,v) <e/2} € F(I)
oldugu goriiliir. Boylece k = n, igin
ANB€eEF@T) ve ANB+¢

elde edilir 6yle ki bu bir ¢eligkidir ve dolayistyla ispat tamamlanmis olur.
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Lemma4.1.1 Eger y metrigine gére x = (x,,) € L dizisi i¢inlim x,, = & ise bu durumda,
n—-oo

a,, 4 0 olacak sekilde bir (a,,) € L dizisi vardir yle ki tiim n € N igin

y(xkr S;) < D(an)
dir.

Ispat: lim x,, = £ oldugundan, € > 0 i¢in m € N vardir 6yle ki tiim n > m igin
n—-oo
y(xkﬁ E) <eg
olur. y, ! 6 olacak sekilde L de bir (y,,) dizisi olsun. Bundan dolay1 her y; i¢in en kiigiik
bir pozitif tam say1 m; vardir 6yle ki timn > m;,i = 1,2, 3, ... i¢gin
Y (xn, §) < D(yi)
dir. z; € L segilsin oyle ki
D(Zl) > max{D (}’1), V(xl; E)' )/(xZ' E)' ey y(xml—l' E)}!
Z, € L secilsin dyle ki

Y (¥m, €) 2 D(z2) > max {D52), ¥ (my+1,€) ¥ (¥my 2, 6)s oo ¥ (¥m, 1, €)

z3 € L segilsin dyle ki

Y (¥myy €) 2 D(z3) > max (D2, v (%m, 11§) ¥ (¥ €)Y (m, 106}

2

ve boylece devam edilir. Simdi
o0 =2z1;1=1,2,....m —1
=yi;i=m
=Zy;i=m+1lm +2,m,—-1
=Y2;i=my
alalim. Boylece, tiim n € N i¢in
y(xp, &) < D(a) vea, 1 6

olur.

Teorem 4.1.2 Eger J bir gercek ideal ve y metrigine gore lim x, = & olacak sekilde
n—->oo

x = (x,) € Lise bu durumda, 07-lim x,, = & olur.
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Ispat: y metrigine gore Al_r)glo x, = & olacak sekilde bir x = (x,,) € L dizi alinsin. O
halde Lemma 4.1.1 e gore a,, | 6 olacak sekilde (a,) € L dizisi vardir yle ki tim n €
N igin
¥ (%, §) < D(ay)
esitsizligi elde edilir. O halde
neNy(x, ) 2D} =9 €7

ve boylece

07-limx, = ¢

elde edilir.

Teorem 4.1.3 Eger J bir gercek ideal ve y metrigine gore
0J-limx, = ¢ ve 0J-limy, =v
olacak sekilde (x,) ve (x,), L de iki dizi ise bu durumda,
07-lim(x,, Vy,) =&Vv
dir.

Ispat: 07 —lim x,, = £ ve 09—lim y,, = v oldugundan a,, | 6 ve B,, | 8 olacak sekilde

L de (a,) ve (B,) dizileri vardir 6yle ki

A={neNy(x,§) =2D(a)} €T veB={n€N:iy(y,,$) =2 DB} €T

dir. p € A° N B¢ olsun. Agikga

¥(xp,¢) < D(a) ve y(yp,v) < D(By)
olur. D artan bir fonksiyon oldugundan

Y (xp V¥, § V) < ¥(x5,8) + ¥ (9, v) < D(ap) + D(Bp)
elde edilir. a,, 1 8 ve B, | 8 oldugundan tiim n € N igin
6, 4 8veD(S,) = D(a,) + D(By)
olacak sekilde bir {5,,} € L dizisi disiiniilsiin. O halde
y(xp Vyp,éV v) < D(Sp)

olur.

C={neNy(x,Vyn,&Vv)=D(6n)}

alinsin. Bu durumda, p € C¢ve dolayisiyla
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A°NBcccC”
elde edilir. Buradan A4, B € J oldugundan, C € A U B € J ve dolayisiyla
03-1lim(x, Vy,) =&Vv

olur.

Tamim 4.1.2 7, N nin alt kiimelerinin bir gercek ideali ve (L,y) bir metrik toplamsal
sistemi olsun. L deki elemanlarin x = (x,,) dizisi alinsin. Eger

{(neN:D(x,) =B}e7J
olacak sekilde bir B € R kiimesi varsa, x dizisine L de order ideal smirlidir (0J-sinirli)

denir.

Teorem 4.1.4 7, N nin alt kiimelerinin bir gercek ideali olsun. (L,y) metrik toplamsal

sisteminde bir 0J-yakinsak olan dizi 0J-smirhdir.

Ispat: 07-lim x,, = & olacak sekilde L de bir x = (x,,) dizisi olsun. Bu durumda, L de

yn ¥ 0 olacak sekilde bir (y,,) dizisi vardir 6yle ki

{neN:y(m,§) 2Dy} €T

yani,

A={n€eN:y(x,§) <D(yn)} € F()
olur. p € A alinsin. O halde

¥ (xp.€) < D(yp)

yani,

2D(xp V&) = D(x,) = D(§) = D()
olur. Bu durumda,

D(xp) < 2D(xp Y E) - D(xp) < D(yp) + D(§)
esitsizligi gegerlidir. y, 1 8 oldugundan D (y,,) { 0 ve sonug olarak {D(y,)} smirhdir ve
M = sup{D(yp):p € A}
olacak sekilde gergek bir M sayisi segilebilir. Agik olarak D(xp) < D(§) + M ve boylece
Ac{keN:D(x) <DE)+M}eF)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.1.5 7, N nin alt kiimelerinin bir uygun ideali ve (L,y) bir metrik toplamsal
sistemi olsun. Eger J sonsuz bir kiime igeriyorsa bu durumda, L de ayni limite

yakinsamayan bir alt diziye sahip olan 0J-yakinsak bir {x,,} dizisi vardir.

Ispat: A, 7 da sonsuz bir kiime ve n; < n, < ns < --- olacak sekilde
A ={n,ny,ns ..}
olsun. m; < m, < my < --- olacak sekilde
B=N-A={m;,m,,ms,..}
alinsm. J uygun ideal oldugundan, B de sonsuz bir kiimedir. n # ¢ olacak sekilde
n, & € L segilsin ve bir (x,,) € L dizisi

_ {17; eger k € A,
n = & egerk €B

olarak tanimlansin. y,, { 8 olacak sekilde L de sifir olmayan elemanlardan olusan bir (y;,)
dizisi segilsin. Bu durumda,
neN:y(x,é)=2D(y,)} S A€ET.
olur. Agik olarak,
07-limx;, = ¢
saglanir. Ayrica
{n e Niy(xp,,n) =Dy} = €7

ve sonug olarak (xnk) alt dizisi n ye yakinsaktir.

Teorem 4.1.6 7, N nin alt kiimelerinin bir uygun ideali ve L deki her bir x = (x;)

dizisinin & ya 0J-yakinsak bir alt dizisi varsa bu durumda x, ¢ ya 0J-yakinsaktir.

Ispat: x = (x,,) L de bir dizi olsun 6yle ki x in her bir alt dizisi £ ya 0J-yakisak fakat
0J-limx,, # ¢ oldugunu kabul edelim. Bu durumda, y, ! 6 olmak iizere her bir
{y,} € L ile igin,

A={neN:y(x,¢ = D(yn)} €37
yani, A € F(J) ve 7 uygun ideal oldugu i¢in A sonsuz bir kiimedir.
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A={n; <n, <nz <--} ve (x,), x in bir alt dizisi olsun. Bu durumda, (x,, ) in
herhangi bir (xpk) alt dizisi segilirse acgik¢a

{Pr €Ny (x5, §) 2 D(w )} € 9
oldugu goriiliir ki bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle

0J7-limx, =¢

olmalidir.
4.2 Order 7*-Yakinsakhik

Tamm 4.2.1 7, N nin alt kiimelerinin bir gergek ideali ve (L,y) bir metrik toplamsal
sistemi olsun. Eger L de bir x = (x,,) dizisiigin M = {m; < m, < mgs ...} olmak iizere
bir M € F(J) kiimesi var oyle ki y metrigine gore

fim 5, =3

ise bu durumda, x dizisi ¢ € L ya 0J*-yakisaktir denir.

Teorem 4.2.1 7, N nin alt kiimelerinin bir gergek ideali olsun. Eger L de bir (x,,) dizisi

icin 07"~ lim x,, = & ise bu durumda, 07-lim x,, = & olur.

Ispat: 07*—lim x,, = £ olsun. Budurumda, M = {m; < m, < ms ...} olmak iizere bir
M € F(J) kiimesi var dyle ki
Jim i, = ¢
dir. Buradan, Lemma 4.1.1 i kullanarak 8,, | 6 olacak sekilde L de bir {f,,} secebiliriz
Oyle ki tiim k € N i¢in
V(xmk' Sz) < D(Bmk)

olur. Boylece,
{keN:y(x, &) =D(B)}SN-M €.
ve sonug olarak
0J-limx, =¢

elde edilir.
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limitlerinin esit olmayabileceklerini gosterir.

Ornek 4.21 p €P olmak iizere N, = {p,p?p> ..} asal sayilarin kiimesi ve
N;=N — U, ¢ p Ny, olsun. Bu durumda, her N; sonsuz olmak iizere N = Uj-; jep N; Ve
tim i # j igin N; N N; = ¢ dir. J = {A c N: A yalnizca sonlu sayida N; ile kesisir. }
oldugunu diistinelim. L de &, L nin bir yigilma noktas1 olsun. Bu durumda, L de bir (x,,)
dizisi vardir 6yle ki

lim x,, = ¢

n—00
olur. Lemma4.1.1 i kullanarak, L de a,, | 6 olacak sekilde bir (a,,) dizisi segilebilir 6yle
Ki tim n € N igin

¥ (xn, §) < D(aty)

oldugu goriiliir. j, 1 ya da asal say1 olmak lizere eger n € N; ise L de bir (y,) dizisi

Yn = X; bi¢iminde tanimlansm. 0J-limy, = ¢ oldugu iddia edilsin. Aksi takdirde,

Bn L 0 olacak sekilde L deki her B = {B,,} i¢in

A(ﬁ) ={ne N:y(xp, &) = D(Br) }e7
olur. Baska bir degisle A(f) sonsuz sayida N; ile kesisir. O halde, asal sayilarin bir (pj,)

alt dizisi vardir dyle ki
neN;UN, UN, UN, U..
oldugunda
¥ (xn, §) = D(Bn)

olur. N, sonsuz oldugundan

y(xpﬂf) = D(ﬁ(h)
olacak sekilde bir n = q; € N,, dogal sayis1 vardir. Yine N, sonsuz oldugundan
q1 > g, olmak {izere

y(xpz’f) = D('BQZ)
olacak sekilde bir n = q, € N,,, dogal sayis1 vardir. Bu sekilde devam edilerek, tiim
n € N i¢in

y('xpn’f) = D('BQn)

olacak sekilde dogal sayilarin bir (q,,) alt dizisi insa edilir ancak 6zellikle eger
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'BQn = aQn

ise, bu durum (a,,) dizisinin segilisi ile gelisir.

Simdi kabul edelim ki 07*—lim y,, = £ olsun. Bu durumda, y metrigine gore

Ill—{lt;lo xmk = E
olacak sekilde bir M = {m; <m, <ms..} € F(J) kiimesi vardir. Lemma 4.1.1 i
kullanarak, g, | 6 olacak sekilde L de bir {,,} dizisi olabilir 6yle ki, tiim k € N i¢in

Y (Xmgr €) < D(Brmy) - v vov voe wve eee eee see e e (1)

dir. H = N- M alinsin. Bu durumda H € J ve py,p,, ..., P, asal sayilart vardir yle ki
HES N UN, UN, U..UN,
dir. Boylece,
Ny EN—-H=M
ve n € N,;, olmasi sonsuz sayida n igin y,, = X4, anlamina gelir. Yani, 5, 1 6 ve D
monoton artan oldugundan, sonsuz sayida my, i¢in
¥ (*mr ) = v(r41,§) > 0
olur ki (1) ile gelisir. Dolayisiyla
07*-limy, # ¢

elde edilir.

Teorem 4.2.2 7 ideali AP 6zelligine sahip, N nin alt kiimelerinin bir uygun ideali olsun.

ancak 07*-lim x,, = ¢ dir.

Ispat: 07-1im x,, = & oldugundan, y, | 6 olacak sekilde L de farkli elemanlarin bir (y,,)

dizisi vardir 6yle ki

{n € N:V(xn' E) = D(yn)} eJ
dir.n > 2 i¢in

Ay ={n € Niy(xn, §) 2 D(y1)} ve Ay = {k € N:D(y,) < y(x,§) <D(yp-1)}

kiimeleri ele alinsin.
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Acikga gortliir ki A; ikilileri gifter olarak ayriktir. AP 6zelliginden altkiimelerin bir
{B,,} dizisi vardir 6yle ki tiim i € N ler i¢in A; A B; sonlu ve
B=UZ, B €]
dirr M = N — B = {m,, m,, ... } olsun. € > 0 igin,
D(yk+1) <€
olacak sekilde en kiigiik pozitif k € N tamsayis1 segilsin. Bu durumda,

k+1

fneN:y(x,, &) =€} c UAi

olur.i =1,2,3,....k + 1i¢in A; A B; nin tiimii sonlu kiimelerdir ve boylece

k+1 k+1

UBin{nEN:n>m}= UAin{nEN:n>m}
i=1 i=1

olacak sekilde baz1 m € N vardir. Eger n > mven & B ise

k+1 k+1
n ¢ UBi ven ¢ UA‘
i=1 i=1

olur. O halde
y(xn: E) <D (yk+1) <&

saglanir. Boylece,n > mve n € M i¢in
y(xn, ) <e
ve dolayisiyla

lim x,, = ¢

k—oo

elde edilir. Sonug olarak
07*-limx, = ¢

olur. Tersi de Teorem 4.2.1 den anlasilir.
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