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OzZET

Bu c¢ahymada (F)-kosulunu saglayan sistemleri olusturan aileler iizerindeki
kosullar zayiflatilarak veya dogrudan (F)-kogulu zayiflatilarak bunlar ile baz:
Ortii Ozellikleri arasindaki iligkiler incelenmistir. Bir ailenin bagka bir aile
tarafindan iiretilmesi tammlanmyg ve ¢arpim uzaylarinda baz ortii 6zellikleri
elde edilmigtir. Ayrica nokta-sayiabilir taban probleminin genellegtirmesi olan
nokta<k taban problemi ele almmistir. x-rankh (F)-kosulunu saflayan bir
sisteme sahip olan topolojik uzaylarda diskret her ailenin nokta< k geniglemeye

sahip oldugu da goriilmiigtiir.
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ABSTRACT

In this work, under some weaker condition, the relation between the system
which satisfies (F)-condition and some cover property has been investigated. By
defining a family which is generated by another family, we get some cover
property of product spaces. Also we study on point< k base poblem, which is a
generalization of point-countable base problem. Then we show that each
discrete family of a topological space having a system which satisfying k-rank

(F)-condition has point< x extension.
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1. GIRiS

Bu ¢aligma, giris boliimii disinda dort bolimden olugmaktadir. Ikinci bolimde bazi

tanim ve temel kavramlara yer verilmigtir.

Ugiincii boliimde; 6rgli kogullan olarak adlandinlan kosullar ile bazi 6rtii 6zellikleri
arasindaki iligkiler incelenmigtir. Orgii ozellikleri ile ilgili ilk ¢ahigmalar G.M. Reed
(1983), P.J. Collins ve AW. Roscoe (1984) tarafindan yapimustir. Reed,
Collins ve Roscoe bu ¢aligmalarinda daha g¢ok (F)-kosulunu saglayan
W= {W (x) : xeX} sistemindeki %W (x) ailelerinin sayilabilir, ag¢tk ve kapsama
bagintisina gore azalan olmasi durumunu ele almuglar ve bu tiirden sisteme sahip olan
uzaylarin metriklestirilebilir oldugunu gormiiglerdir. Benzer caligmalar Z. Balogh
(1985) tarafindan da yapilmigtir. Collins ve Roscoe 1984’deki galigmalarinda zincir
(F)-kosulunun yiginsal normallifi gerektirdiini gormiisler ve bu iki yazarin 1985
yilinda G.M. Reed ve M.E. Rudin ile birlikte yaptiklan ¢aligmada “2” bagntisiyla
iyi-sirai  (F)-kosulunun ve zincir komsuluk (F)-kosulunun metakompakth
dolaysiyla, yiginsal normallikten otiirii, parakompakth@i gerektirdigi ispatlanmugtir.
Daha sonra P.JMoody, G.M. Reed, A W. Roscoe ve P.J. Collins (1991) zincir
(F)-kogulunu saglayan %/ sistemindeki W (x) ailelerinin, x’in komsuluklarindan
olusan bir aile ile “2” bagntistyla iyi-sirali olan bagka bir ailenin birlesimi bigiminde
yazildiginda bunun yine parakompakth@ verdigini gérmiiglerdir. Ugiincii boliimiin
ilk kisminda, yukanda soz edilen teoremlerdeki zincir, komsuluk, iyi-siralilik gibi
ozellikler zayiflatilmak suretiyle bilinen sonuglardan daha genel olabilecek bazi
sonuglar elde edilmistir. Ikinci kisimda, dogrudan (F)-kosulu zayiflatilarak baz Ortii
ozelliklerine ulasitmustir. Ugiincti kasimda ise, orgii kogullannin garpim uzaylarindaki
durumu incelenmistir. P.M. Gartside (1993) Doktora tezinde iyi-sirah (F)-kosulunu
saflayan sisteme sahip olan uzaylarin sonlu carpimmin metakompakt oldugunu
gormugtir. Bu gahgmada ise; m regiiler bir kardinal say1 olmak iizere, her iem icin
X; uzay sonlu rankh, Noetherian bir aileden sonlu iretilmiy (F)-kosulunu saglayan
bir sisteme sahip oldugunda I_IXi carpim uzayimn (oo ,m)-metaLindelof oldugu

iem

gorilmuagtir.



Dordincii boliimde, Z. Balogh ve M.E. Rudin (1992) tarafindan, monoton normal
uzaylar igin ispat edilmig olan bir teoremin genellestirilmig sirali uzaylardaki ispati
verilmigtir.

Beginci boliimiin ilk kisminda nokta-sayilabilir taban problemi olarak bilinen, agik
(G)-kosulunu saflayan uzaylanin nokta-sayilabilir tabana sahip olup olmadiklan
problemi, x sonsuz bir kardinal sayr olmak iizere nokta<k taban problemine
doniistirtilmiiy ve bu amagla (Gy)-kosulu tammlanmgtir. Ikinci kisimda ise,
k-nokta-diizgiin taban tammu verilmiy ve x-nokta-diizgiin tabana sahip ve
P.-Ozelliini saglayan her topolojik uzaymn «x-developmente sahip oldugu
goriilmiigtir. (X topolojik uzaymn agik altkiimelerinden olugsan ve kardinalitesi
k’dan kiigiik olan her ailenin arakesiti X’in agik altkiimesi ise X uzayma
P -Ozelligini saghiyor denir). Bu kisimda aynca « rankh (F)-kosulunu saglayan
sisteme sahip olan topolojik uzaylarda diskret her ailenin nokta< x geniglemesinin

varh@ ispatlanmugtir.

Bu c¢aligmada; dogal sayilar kiimesi o ile, x bir kardinal say1 olmak {izere x’dan
sonra gelen en kiigiik kardinal say1 ' ile, iyi-sirah bir (A,<) kiimesinin sira tipi
(order type) ot(A) ile, herhangi bir A kiimesinin kardinalitesi |A| ile, kapamsi A

ile ve i¢ noktalan kiimesi A ile gosterilecektir.

Aksi belirtilmedikge biitiin topolojik uzaylar T, -uzaydir.



2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Ortii Ozellikleri
Tamm 2.1.1

Y ve 9 bir X kiimesi i¢in drtiiller olmak tizere efer her Ve igin V ¢ O olacak
bigimde bir O3 varsa ¥ ailesine 9 ailesinin incelmisi denir. Eger 4/ ailesi X icin
ortil degilse 1/ ailesine 8 ailesinin kismi incelmisi denir.%/ ailesi agik kiimelerden
olusuyorsa 7 ‘ye agik (kismi) incelmig denir.

Tanim 2.1.2

X bir topolojik uzay, ¥ X'in altkiimelerinin bir ailesi ve ¥ bir kardinal say1 olmak
tizere efer her xeX i¢in x elemaninin | {Vev : VNT=D } |<x olacak bi¢imde bir
T komsulugu varsa 7/ ailesine yerel< x denir. k=@ olmas: halinde v ailesine yerel
sonlu, x=m; olmas: halinde de yerel sayilabilir denir. k=2 ise 7/ ailesine diskret aile

denir.
Tamim 2.1.3

X bir kiime, ¢ X’in altkiimelerinin bir ailesi ve k sonsuz bir kardinal say1 olmak
iizere her xeX igin | {Ve? : xeV} |<x ise ¥ ailesine nokta< k denir. Eger k<=0

ise nokta-sonlu, x=0; ise nokta-sayilabilir denir.
Tamm 2.1.4

Hausdorff bir X topolojik uzaymin her agik ortiisiiniin yerel sonlu bir a¢ik incelmigi
varsa X uzayina parakompakt denir.

7-0- YUH . . r'M



Tanim 2.1.5

X topolojik uzayimun her agik ortisiiniin nokta-sonlu (nokta-sayilabilir) bir agik
incelmigi varsa X uzayina metakompakt (metaLindelof) denir.

Yerel sonlu her aile nokta-sonlu oldugundan parakompakt her uzay metakompakttir -
fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Bununla ilgili érnekler [3]’te bulunabilir.
Ancak uzay yifinsal normal ise bu ikisi denktir{3]. Simdi yigmnsal normal uzay

tanimim verelim.
Tanim 2.1.6

X bir topolojik uzay olmak iizere X’in kapal altkiimelerinden olusan diskret her
{Fo : oA} ailesi igin, her aeA i¢in Fo cU, olacak bigimde aynk ve agik
altkiimelerden olugan bir {U, : a€A} ailesi bulunabiliyorsa X uzayma yigmnsal

normal uzay denir.
2.2. Orgii Kogullan
Tanmm 2.2.1

X bir kiime, A X’in altkiimelerinin bir ailesi ve k¥ bir kardinal say1 olmak iizere
rank(4 ) =min{x : Bc A ve | |>x ise 3IABe 8: Ac B} bigiminde tammbdr.
rank(4 )< xise A ailesine « rankly, rank(4 )< ® olmasi durumunda da sonlu rankh

aile denir.
Tanim 2.2.2

X bir kiime, 4 X’in altkiimelerinin bir ailesi ve x sonsuz bir kardinal say1 olmak
lizere efer A nm, kapsama bafintisina gore artan her alt ailesinin kardinalitesi
k’dan kiiglikse A4 ailesine k-Noetherian aile denir. k=0 ise Noetherian aile denir.



Iyi-sirali bir kiime iginde azalan sonsuz bir dizi bulunamayacagindan, eger A ailesi
“2” bagintistyla iyi-sirali ise 4 ailesi Noetheriandir.

Tamm 2.2.3

X bir topolojik uzay ve her xeX igin % (x) x  elemamm igeren altkiimelerin bir |
ailesi olmak tizere W={W (x) : xeX} olsun. Eger “VxeX, VU ¢ X acik : xeU i¢in
V=V(x,U) c X agik : xeV(x,U) ve VyeV(xU) i¢in IWe %W (y) : xeW cU”
saglamyorsa W sistemi (F)-kosulunu sagliyor denir.

Efer 7 sistemini olugturan % (x) aileleri; X’in agik altkiimelerinden oluguyorsa
W sistemi agik (F)-kosulunu, x’in komsuluklanindan olusuyorsa komsuluk (F)-
kosulunu, kapsama bagintisina gore zincir ise zincir (F)-kogulunu, “ 2” baZintisina
gore iyi-siral ise iyi-sirali (F)-kosulumu sagliyor denir. Eger her xeX igin
rank(Mx))< k ve W (x) ailesi x-Noetherian ise W sistemi «x rankl, x-Noetherian
(F)-kosulunu saghyor denir, W (x) ailelerini kusitlayan Ozelliklere gore
adlandirmalar benzer bigimde gogaltilabilir.

2.3. Kiime Teori

Tanmm 2.3.1

X bir kime ve “<” X iizerinde yansimali, antisimetrik ve gegigmeli bir baginti
olmak iizere her x, yeX igin x< y veya y< x ise X kiimesine < bagmntisiyla tam
stralt bir kiime denir. Efer x<y ve x#y ise x<y bigiminde gosterilir.

Tarnim 2.3.2

(A, <) tam siral bir kiime ve B ¢ A olmak iizere efer her acA i¢in a< b olacak
bigimde bir beB varsa B kiimesine A icginde kofinal denir. A’min kofinalitesi



cf{A)=min{|B| :Bc A ve B Aiginde kofinal } bigiminde tanumbdir.
Tanm 2.3.3

A bir limit ordinal olmak iizere eger cf{A)=A ise A’ya regiiler ordinal denir.
Tamm 2.3.4

v bir ordinal ve C < y olmak iizere eger her a<y ve C na kiimesinin bog olmayan
her B altktimesi i¢in supBeC ise C kiimesine ¥ iginde kapalidir denir. Efer her acey
i¢in a< B olacak bigimde bir BeC varsa C kiimesine v iginde sinirsizdir denir.

Tanim 2.3.5

A bir limit ordinal ve S < A olmak iizere eger A igindeki kapali ve sinirsiz her C
altkiimesii¢in SN C = ise S kimesine A iginde duragan (stationary) denir.

Tamim 2.3.6

x ve A kardinal sayilar olmak iizere k¥ = sup{x" : i kardinal ve n< A } bigiminde
tammbdir. X bir kiime ve A bir kardinal say1 iken [X]*={Ac X: [Al<A},
XI*={AcX: |AlsAa} ve XP={AcX: |Al=A} dr. |X]=x ve, 2<h<x
bigiminde bir kardinal say1 olmak iizere ¥ =| [X]*| oldugu bilinmektedir[12].

Tanmm 2.3.7

y bir ordinal, k, A ve her a< y igin k, bir kardinal say1 olmak iizere ejer
“kardinalitesi x olan herhangibir X kiimesi ve her f : [X]* — y fonksiyonu igin
Oyle bir a< y ve X'in kardinalitesi «x, olan &yle bir Y altkiimesi vardir ki
f fonksiyonu [Y]* kiimesi iizerinde sabittir” iddiast dogru ise bu durum



K —>(K, )5, ile gosterilir. Efer her a<y igin xa =1 ise x —> (1)}

bi¢iminde gosterilir.
2.4. Monoton Normal Uzaylar ve GO-Uzaylar
Tamm 2.4.1

(X,< ) tam sirali bir kiime ve A c X olmak lizere efer p< q olacak bigimdeki her
p.q€A igin {xeX : p< x< q }c A oluyorsa A kiimesine X’in konveks bir altkiimesi

denir.
Tanim 2.4.2

(X,< ) tam sirah bir kiime ve x,yeX olmak iizere x<y olsun. (x, >)={zeX : x<z}
(«, x) = {zeX : z< x} ve (xy) = {zeX : x< z< y } kiimelerine a¢ik araliklar,
[x2) ={zeX : x< 2z}, (&x] = {zeX : z< x} ve [xy] = {zeX : x< 2z <y }
kiimelerine de araliklar denir. X kiimesinin biitiin a¢ik araliklarindan olusan aile
topoloji tabani olma &zelliklerini saglar ve bu ailenin irettii topolojiye lineer sirah
topoloji denir. Bu topoloji 7(< ) ile gosterilir ve (X, <, t©(<) ) uglisiine lineer

siral1 topolojik uzay denir.
Tanim 2.4.3

X bir kiime, < X iizerinde bir lineer siralama bagintis1 ve t X iizerinde bir topoloji
olmak iizere efer 7(<) < Tt ve t topolojisinin konveks altkiimelerden olusan bir
tabam varsa (X, <,7) tigliisiine genellestirilmiy siral: uzay (GO-uzay) denir.

Tarmm 2.4.4
X bir Hausdorff topolojik uzay olmak iizere eger X’in her x elemam ve x’i igeren her

U agik altkiimesi i¢in dyle bir G(x,U) a¢ik altkiimesi varsa ve
LG- Y o ‘T A



i) xeGxU)cU

i) x,yeX, UV cX acik ve xeU, yeV olmak iizere G(x,U) N G(y,V)=J olmasi
xeV veya yeU olmasim gerektirir.

kosullan saflamyorsa X topolojik uzayina monoton normal uzay denir.

GO-uzaylar monoton normal uzaylardir{11] fakat bunun tersi her zaman dogru
degildir. Uzerindeki bilinen topolojiyle IR”? monoton normal uzay olmasina kargin
GO-uzay degildir.



3. ORGU KOSULLARI VE ORTU OZELLIKLERI ARASINDAKI
ILISKiLER

Bu boliimde genel olarak (F)-kosulunu ve bu kosula benzer bagka kogullan saglayan
bir sisteme sahip olan topolojik uzaylar ile bazi 6rtii Ozellikleri arasindaki iligkiler

incelenecektir.

Ik kisimda (F)-kosulunu saglayan %/ sisteminin iizerindeki bilinen baz ozellikler
(zincir, komguluk, iyi-sirahlik) zayiflatilarak bunlar ile bazi ortii 6zellikleri
arasindaki iligkiler aragtinlmig ve bilinen sonuglardan daha genel olabilecek birtakim
sonuglar elde edilmistir.Ikinci kisimda ise bir ailenin bir aileler sistemi tarafindan
Uretilmesi tammlanmak suretiyle (F)-kosulu zayiflatilarak bazi ortii dzelliklerine
ulagiimaya cahgilmig ve bunlanin kardinal genislemeleri de elde edilmigtir.Bu
bolimde ayrica ¢arpim uzaylanmn ortii ozellikleri ile ilgili kriterlere de yer
verilmigtir.

Ispatlarda yer alan ve V(x,0) ile gosterilen kiime, X topolojik uzaymn bir x
elemamini igeren O agik alt kiimesi i¢in (F)-kosulundan gelen, x elemamni igeren ve
“v e V(x,0) ise x € W O olacak bigimde bir W € % (y) vardir” kogulunu
saglayan agik alt kiimedir.

3.1. (F)-Kosulunu Saglayan Sistemlerin Bazi Zayif Bicimleri ve Ortii Ozellikleri
Arasindaki Tligkiler

Bu kisimda, [1] de yer alan, “(F)-kosulunu saglayan % ={#{X) : xeX } sistemindeki
herbir M{x) ailesi “ 2" baZintistyla iyi-sirah veya x in komguluklarindan olugan bir
zincir ise X topolojik uzay: parakompakttir” teoremlerindeki #{x) aileleri iizerindeki
kosullar zayiflatilarak baz 6rtii dzelliklerinin elde edilmesi amaglanmgtir.

Asagidaki teoremde X topolojik uzaymmn (F)-kosulunu saglayan W={mMx) : xeX }
sistemindeki M{x) aileleri [1] deki gibi “2” bagntisiyla iyi-sirali alinmayip,
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Noetherian ve sonlu rankli alimirsa X uzayimn metakompakt oldugu gériilmiigtiir.
Teorem 3.1.1

X bir topolojik uzay olmak iizere efer X uzayimun sonlu rankli, Noetherian
(F)-kosulunu saBlayan bir W={%/(x) : xeX } sistemi varsa X uzay! metakompakttir.

Ispat

9 ={0, : o < x } ailesi X uzayimn herhangi bir agik 6rtiisii olsun. Her o < x igin
Po= O, \ |JO, ve Vo= |J{V(y,0,):yeP,} olmak izere ¥ ={V, : a<x }
B=<a

ailesini tammlayalim,

Her a < x igin Vo © O oldugu, V, mn X’in bir agik altkiimesi oldugu ve ¥

ailesinin X igin bir 6rtii oldugu agiktir.O halde %/ ailesinin nokta-sonlu oldugunu
goérmek yeterlidir.

v ailesinin nokta-sonlu olmadigint kabul edelim.O zaman X in dyle bir xy elemam
ve x iginde artan dyle bir {o : neo } dizisi vardir ki her neo igin xoe V,,_dir. V,_
kimelerinin tammindan her neo igin xXo& V(y,,0, ) olacak bicimde y.eP,
vardi. Her neo i¢in V(y,,0, ) kimesi (F)-kogulundan gelen agik kiime
olduundan ve her neo i¢in %€ V(y,,0, ) oldufundan her neo icin
¥2€Wn €O, olacak bigimde bir Wae W (xo) elemam vardirm < n bi¢imindeki her
m, n dogal saylan igin y,¢ O,  oldugundan y,¢Wn olup W, & Wy dir. $imdi ©

mn iki elemanh bitin altkiimelerinin ailesinden {0,1} kiimesine giden
f: [0]™ —{0,1} fonksiyonu

0 ; W,cW, veya W, cW_
1 ; diger durum

f({m,n}) ={
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bigiminde tammlansin. Ramsey teoreminden[2], @’nm, f ( [ I ]2 ) < {0} veya
f([1T?)c {1} olacak bigimde, sonsuz elemanh bir I altkiimesi vardir. W (xo) ailesi
sonlu rankh oldugundan £([1]?) < {1} olamaz.O halde f([I]?)c {0} olmak
zorundadir.Ancak bu durumda, 'nn m < n bigimindeki her m;n elemam igin
Va2Wn oldugundan, {W, : nel } ailesi %/ (xo) iginde sonsuz artan bir dizi olur ki
bu %/ (xo) ailesinin Noetherian olmas: ile ¢eligir. Boylece ¥ ailesi 8 agik Ortiisiinin
nokta-sonlu bir acik incelmigi olup X uzayr metakompakttir. B

“3” bagmntistyla iyi-sirali her aile Noetherian ve sonlu rankh oldufundan
Teorem 3.1.1°den agafidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1.2

X bir topolojik uzay olmak iizere eger X’in her x elemam igin %W (x) =Ej'wi(x)
i=0

olacak bigimde bir n, dogal sayist var ve i < ny bigimindeki her i dogal sayis: igin

MW(x) ailesi “ 2" bagmntisiyla iyi-sirah olmak iizere X uzaymn (F)-kosulunu

saglayan bir W={%W(x) : xeX } sistemi varsa X uzayr metakompakttir. B

Yiginsal normal uzaylarda metakompaktlik parakompaktlifa denk oldugundan(3]
yukandaki teorem ve sonuglarda X uzayr yifinsal normal uzay alinirsa X uzayinin
parakompakt oldugu sdylenebilir.

[1] de zincir komsuluk (F)-kosulunu saglayan bir %/ sistemine sahip her X topolojik
uzayinin parakompakt oldugu ispatlanmugtir. Asagidaki teoremde, W sistemindeki,
x’in komguluklarindan olugan % (x) aileleri x’e gore degigken miktarlarda sonlu
tane zincirin birlegiminden olusuyorsa X uzaymnin metakompakt oldugu goriilecektir.

Teorem 3.1.3

n,
X bir topolojik uzay olsun.Eger X’in her x elemam igin W (x) =U'Wi(x) olacak

i=0
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bigimde bir ny dogal sayist var ve i < nyx bigimindeki her i dogal sayis1 igin Hi(x)
ailesi x in komsuluklarindan olugan bir zincir olmak lizere W ={%W (x) : xeX }
sistemi (F)-kosulunu sagliyorsa X uzayr metakompakttir

Ispat

9 ={0q : & < ¥} X uzaymin herhangi bir agik Ortiisii ve her o < x igin
Po=0,\ | JO, olsun. i dogal say1 olmak iizere X;={xeX:i<n,veIW € Wi(x)

p<a
Ja<k Wg Oy} ve her xeX; igin y(x,i) =min{ a <x : I W e W;i(x) Wc O. }
olsun. Her xeX igin I(x) ={ ie{0,1,....ns} : xeXj } olmak iizere her xeX ve her
iel(x) igin W(x,i) < Oyxp olacak bigimde bir W(xi) € Mi(x) segelim ve
Wy = ﬂ W(x,1i) olsun. A bir ordinal olmak (izere X kiimesinin indekslenmis bigimi

ieI(x)
X ={xg : B <A } olsun. A iizerine tiimevanimla her B < A igin Yp kiimesi soyle
tamimlansin. § <A olmak iizere her y < B igin Y, kiimesi tammlanmig olsun ve

o , Xp EUYP
p<B
Yp=
{zeX:xpeWzve zeUYp} ; x,,eEUYp
p<p p<p

olsun. | JY, =X oldugu agiktr.
B<r

X’ in herhangi bir x elemamm alalim. xeP, olacak bigimde bir ve yalmz bir o < x
ve xeYp olacak bigimde B < A vardir. x elemamm igeren Ty agik alt kiimesi ; eger

x=xp ise Tx=Wx[) Oy bigiminde, x #xg ise Ty=( W\ {Xg} )N O, bigiminde
tammlansin. xeP, igin xe€Tx ve Tx < X agik oldugundan (F)-kosulunun iki kez
kullamlmasiyla x’ i igeren bir V(x, V(x,Tx) ) agi1 elde edilir.

Her a <x igin V, =U{V(x,V(x,Tx)):x ePa} olmak lizere V={V,:o0o<x}



13

ailesi X igin bir ortii ve 9 agik ortiisiiniin agik incelmisidir. Bu ailenin nokta-sonlu
oldufunu gorelim. 7/ ailesi nokta-sonlu olmasin. O zaman X in dyle bir x elemam
ve her neo igin xe V, olacak bigimde, « iginde artan, bir {0, : neo } dizisi vardir.
V,, kimelerinin tanmindan her neo i¢in x e V(y,,V(y,,T, )) olacak bigimde
Yo € P, vardir. V(y,,V(y,,T, )) kimeleri (F)-kosulunun kullamlmasiyla elde
edilen agiklar oldufundan her neo igin y» € Sa ¢ V(y,,T, ) olacak bigimde bir
Se € W (x) vardir. {0, : neo } dizisi artan, y» € P, ve

Sa € V(y,,T, )c T, € O, oldugundan m < n bigimindeki her m, n dogal sayis1

Ix
igin Sy & S olup {S, : neo } sonsuz elemanhdir. W (x) =| JW,(x) oldugundan

i=0
o’nin sonsuz elemanh Gyle bir N altkiimesi ve iy < nx bigiminde 6yle bir iy dogal
sayist vardir ki {S,: neN} ¢ W, (x) olur. W; (x) zincir ve m < n bigimindeki her
m, n dogal sayisi igin S, & Sn oldugundan N'nin m < n bigimindeki her m, n
eleman: igin Sy < S, dir. | JY, = X oldugundan her n € N igin ya €Y, olacak
B<h

bigimde B, < A vardir. A iginde sonsuz azalan bir dizi olamayacagindan her neN igin
Ba < Bav1  olduBunu kabul etmek genellifi bozmaz. my N’nin herhangi bir elemam
olsun. N'nin m > mp bigimindeki her m elemam i¢in S, <8, oldugundan N’nin

m > mg bicimindeki her m elemam igin y, e€V(y,,T, ) dir ve
Ym € W'cT, olacak bigimde bir W2° € % (y, ) elemam vardir.Yukarda
oldugu gibi, {W_° :meL,m>mp } < W, (y,,) olacak bigimde N’nin sonsuz bir
L altkiimesi ve jo < n, biciminde bir jo dofal sayist vardir. Béylece y,, €X;

olup jo €lly,) dr. W, = [(W(y,.) ve jo eIy, ) oldufundan

jGI(Ymo )

W, <W(y,,,j,) dir. m €L olmak tizere m) >mp olsun. W* cT, <O, ve
mo 0 1 my my

Vo' €W, (Yu,) oldufundan, y(y,,,j,) mn minimallifinden, (Y, ,jo) S O
olmak zorundadir. y,, #x; ve mz>m olacak bicimde bir m; & L segelim. Bu
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durumda Y(y,,,jo) < @&, < Op, Ve Y, €P,  oldufundan y,, €0, Olup
Yy € W(Y s, jo) dir. Boylece, W, (y,,) zincir oldugundan, W(y,, ,j,) = W=°

dr. y, €Y, oldufundan x, €W, cW(y,,.j)cWo T,  olur

sz

m; > mp oldugundan B, 2B, dir. Eger B, =B, ise Xp,, =Xp, Olp
Xp,. eTymz elde edilir ki bu y_ % Xpo olmas: ile geligir. O halde B, > B, dur.
T, cW, oldugundan Xp,, €Wy, dir. Aym zamandaY,,tnz kiimesinin

tanimindan ve B, > B, oldufundany, ¢ UYp dir. Boylece y €Y. olur
P<Pm,

ki bu B, > B, olmasi ile gelisir. O halde ¥ ailesi nokta-sonlu olup X uzay
metakompakttir. B

G. Gruenhage ve P. Nyikos tarafindan ispatlanmig olan “ nokta-sonlu rankli bir baza
sahip olan her T; topolojik uzay1 metakompakttir”” [7] teoremi yukandaki teoremin
sonucu olarak verilebilir. Burada nokta-sonlu rankli @ baz ile kasdedilen; uzayin her
x noktasi i¢in %W (x) ={Be® : xeB } olmak tlizere, her xeX igin rank(#/(x) )< No
olmasidir. ispati [8]’de bulunabilecek olan asafidaki lemmay: ispatsiz olarak

verdikten sonra bu teoreme geri doniilecektir.
Lemma (Dilworth)

P kismi sirali bir kiime ve n bir dogal sayr olmak iizere P’ nin n elemanl ve farkh
herhangi iki elemam kargilagtinlamayan en az bir altkiimesi var olsun. Eger P’ nin
n+l elemanl her altkiimesinin en az iki elemam kargilagtinlabiliyorsa P kiimesi n
tane ayrik tam stral: kiimenin birlegimi olarak yazlabilir. B

Bu Lemma yardimiyla yukarida bahsedilen teorem, Teorem 3.1.3’tin sonucu olarak
verilebilir.
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Sonug 3.1.4
X topolojik uzayimn nokta-sonlu rankl bir @ tabam varsa X metakompakttir.
Ispat

Her xeX igin W (x) ={Be® : xeB } olsun. @ X uzay i¢in taban oldugundan
W ={W (x) : xeX } sisteminin (F)-kosulunu sagladigim gérmek kolaydir. Aym
zamanda @ nokta-sonlu rankh oldugundan her xeX igin rank(7%/(x) ) = net1 olacak
bigimde bir ny dogal sayis1 vardir. Béylece %/ (x) in | 4« | = ny olacak bigimde Syle
bir A altkiimesi vardirki 4, in farkli herhangi iki elemam kargilastinlamaz ve
W (x) in nctl elemanh her alt ailesinin en az iki elemam kargilastinlabilirdir.
Boylece Dilworth lemmadan, her xeX igin % (x) ailesi n, tane zincirin birlesimi
olarak yazlabilir. O halde % sistemi Teorem 3.1.3’iin kogullarii sagladifindan X
uzay! metakompakttir, B

Ispat: genelde Teorem 3.1.3(in ispatina benzeyen fakat baz: teknik aynihiklara sahip
olan agafidaki teorem yardimiyla, X topolojik uzayinda sayilabilir sayidaki agifin
arakesitinin yine agik olmasi halinde, (F)-kosulunu saglayan 74/ sistemini olusturan
W (x) aileleri, x in komguluklanindan olusan sayilabilir sayidaki zincirin birlegimi
olarak yazlabiliyorsa X uzayimin metaLindelof olduBu s6ylenecektir.

Teorem 3.1.3’{in ispatina benzer oldufundan agagidaki teorem ispatsiz verilecektir.
Teorem 3.1.5

X bir topolojik uzay ve « bir kardinal say1 olmak iizere X bir P<c-uzay olsun.
Her xeX ve her iex igin % (x) ailesi x’in komsuluklarindan olugan bir zincir
ve her xeX igin W (x) = U‘Wi(x) olmak tzere eger W ={W (x) : xeX }

iex

sistemi (F)-kosulunu saghyorsa X uzaymn her agik Ortiisiinin nokta < x agik
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incelmigi vardir. B
Yukaridaki teoremde x =@ alinmasi durumunda agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.1.6

X sayilabilir sayidaki agifin arakesitinin agtk oldugu bir topolojik uzay olsun. Her
xeX ve her neo igin Wj(x) ailesi x in komsuluklanindan olusan bir zincir ve her

xeX icin W) = (JW,(x) olmak Gzere efer W ={W (x):xeX } sistemi

neow

(F)-kosulunu saghyorsa X metaLindel6f uzaydir. @

X topolojik uzaymn zincir (F)-kosulunu saglayan bir W ={% (x) : xeX } ‘sistemi
var ve her xeX igin Mi(x) ailesi “2” bagntistyla iyi-sirali, 74(x) ailesi x’ in
komsuluklarindan olugmak tizere W (x) = WA(x) U Mh(x) bigimindeyse X uzaymn
parakompakt oldufu [4]’de belirtilmigtir. Bu teoremin ispatinin temeli X uzayiun
metakompakt oldugunu yani X in her agik Ortiisiiniin nokta-sonlu bir agik incelmige
sahip oldugunu gérmektir. Dikkat edilirse bu teoremde 4/ (x) ailesi yani %4i(x) ve
Wh(x) ailelerinin birlegsimi zincirdir. Bu galigmada % (x) ailesi zincir alinmayip
MWi(x) ve WA(x) ailelerinin birer zincir olmasi durumunda X uzaymn yine
metakompakt oldufu goriilmiistiir. Hatta x in komsuluklanndan olugan ailenin sonlu
tane zincirin birlegimi olarak yazilmasi durumunda da X uzayimn metakompakt
oldugu goriilmiigtir. Bu, agafidaki teoremden sonra sonug olarak verilecektir.

Teorem 3.1.7

X bir topolojik uzay ve x sonsuz bir kardinal say1 olsun. X’ in her x elemam igin
Oyle bir ky dogal sayisi var ve 1< i < ke bigimindeki her i dogal sayis1 igin Mi(x)
ailesi x’in komguluklarindan olusan bir zincir ve #4(x) ailesi ¥ rankli, Noetherian

ky
bir aile iken her xeX igin W(x)=Um(x) olmak iizere W= {W(x):xeX}

i=0
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sistemi  (F)-kogulunu sagliyorsa X uzaymun her agik ortiisiiniin nokta< x  agik

incelmigi vardr.
Ispat

8 = {0, : @ <7} X uzaymn herhangi bir agik oértiisi ve her o < t igin
Po= Oq \UOp olsun. i dogal say1 olmak iizere X; ={xeX : 1<i<ky;ve 3 WeWi(x)

p<a
J a<t : W c Oq } ve her xeX; igin y(x,i) = min{a<t: 3 WewW (x), WcO. }
olsun. Her xeX igin I(x)={i c—:{l,2,...,kx}:xeXi} olmak {izere her xeX ve her
iel(x) igin W(xi) < Oyxi olacak bigimde bir W(x,)eWi(x) segelim ve
W= (\W(x,i) olsun. Y={xeX :3 WeW(x)\ Wq(x) ve I a<t, WcOq} ve A bir

iel(x)
ordinal olmak tlizere Y kiimesinin indekslenmi§ bi¢imi Y={xs : B< A} olsun. A
tzerine indiiksiyon ile her B< A igin Yp kiimeleri séyle tanimlansin. B< A olmak

tizere her y< B igin Y, kiimesi tammlanms olsun ve

¢ ; xpeUY,
Y. = 1<p
P {zeY:xaeWz,zeUYT} ; x,,eUY,
v<B 1<p

olsun. Y=|JY, oldugu agiktir. xeX olsun. xeP, olacak bigimde bir ve yalmz bir
B<A

o< t vardir, x elemamm igceren Tx acik altkiimesi; efer xeX\Y ise Tx =0,
bigiminde, x€Y ise, xeYp olacak bigimde bir B< A var olup, efer x=xp ise

Ty= W.NOq, efier x # xp ise Ty=( Wx \ {x5} ) Oy bigiminde tanimlansin. x&Pq
icin xeTx ve Tx <X agik oldugundan (F)-kosulunun iki kez uygulanmasiyla x’i
iceren V(x,V(x,Tx)) agi1 vardir. Her a< t igin Vo=U {V(x,V(x,Tx)) : x€P, } olmak
tizere V={V, : a<t } olsun. ¥ ailesinin 9 nun acik incelmisi oldugu kolayca
goriilebilir. 9/ ailesinin nokta< x olmadigini kabul edelim. O zaman X in 6yle bir x
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elemam ve T nun ot( I ) = x olacak bigimde &dyle bir I altkiimesi vardirki her a.cl
icin xeVy olup her ael igin xeV(yo,V(Ya, T, )) olacak bigimde bir yo&P, vardir.

(F)-kosulundan, her a.€l igin Ya€Sa < V(¥a, T, ) olacak bigimde bir S, € % (x)

vardir. Her ae€l igin yo€Pa ve 8o €T, < Oa oldugundan I nin p< o bigimindeki
her p, o elemam igin y, ¢ S, dir ve boylece So @ S, elde edilir. W(x)= G'Wi(x)
i=0
oldugundan I'mn, |J|= x olacak bigimde &yle bir J altkiimesi ve 0 < iy < ky
bigiminde Oyle bir iy dofal sayist vardwki {S, : aeJ } c W, (x) olur
Eger ic=0ise; f: [J]? — {0,1} fonksiyonu; {p, o} J olmak iizere S, ve Sq
kiimeleri kapsama bafntistyla kargilagtinlabiliyorsa f ({p, a})=0 bigiminde, difer
durumda f{{p,a})=1 bigiminde tammlansin. Erdés-Dushnik-Miller teoreminden[2],
x —>(x,0)? oldugundan, Y'nin ya |N|=R, ve f£(INJ®) c {0} olacak bigimde bir
N altkiimesi yada |H|=x ve f([H]™) < {1} olacak bigimde bir H altkiimesi vardir.
rank(%4(x)) < x oldugundan J’nin, f([H]™) < {1} olacak bi¢imde x kardinalitede
bir H alt kiimesi bulunamaz. O halde F’nin f ([N]) < {0} olacak bigimde,
sayilabilir bir N altkiimesi vardir. Bu durumda {S, : aeN } < #(x) ailesinin her
elemam kargilagtinlabilirdir. N°nin p< o bigimindeki her p, o elemam igin y, ¢ S,
oldugundan S, c S, olmak zorundadir. Fakat bu durumda {S : aeN } ailesi %4(x)
icinde sonsuz artan bir dizi olurki bu 4(x) ailesinin Noetherian olmas: ile gelisir.
O halde iy 2 1 olmak zorundadir. ip 2 1 i¢in W (x) zincir oldufundan ve J’nin
p< o bigimindeki her p, o elemam ig¢in y, € S, oldufundan {S. : aeJ } ailesi
kapsama bafintisina gore artandir. J’nin herhangibir oo elemamm alalim. J’nin
@ > o bigimindeki her o elemam i¢in y, €S, <S8, < V(y,,T, ) oldugundan,

(F)-kosulundan, & > oo bigimindeki her o elemam igin y.e W,° T, olacak

k! ag

bicimde bir W e W(y,,) elemam vardir.W(y, )= {J%,(y,,)oldugundan

i=0

{W, : ae?, o> ag }JoW, (¥,,) olacak bigimde, J’nin kardinalitesi x olan bir 3

T.c. Yl - . _‘M
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altkiimesi ve 0<jo< k, bigiminde bir jo dogal sayisi vardir. Yukanda oldugu gibi,
Erdds-Dushnik-Miller teoreminden jo > 1 olmak zorundadir. Béylece y,, €X; olup
jo € I(y,, ) dir. Aym zamanda y, €Y dir. F’nin keyfi bir o elemam icin yapilan

bu igler J’nin her o elemam igin yapilabileceginden {y. : aeJ }cY dir. Y=UYp
B<A

oldugundan her ae 3 igin yq € Y, olacak bigimde bir B < A vardir. A icinde sonsuz

azalan bir dizi olamayacagindan p < o bigimindeki her p, oce} igin B, < Ba kabul
edebiliriz. J*mun yukandaki oy elemanim alalim. ae] olmak izere o> ap olsun.
We T, cO, ve W;°eW, (y,,) oldufundan y(y,,,j,) mn minimallifinden

Y(Ya,»Jo)S @ olmak zorundadir. Simdi y, = Xp,, V€ Q1 >0Q olacak bigimde bir

a;e? secelim. Bu durumda y(y,,j,)< @ < ou ve 'y, €P, oldugundan
Yo, €044,,0 OMP Yo €W(y,.Jo) dir. W, (y,) zncir oldugundan

W(ya,.jo) < Wg olmak zorundadr. y, € Y;,,  oldufundan

X, €Wy, CW(yq,-is) = Wgr cT,, olur. oy > a oldugundan B, =B, dir.
Eger B, = B, ise Xp, = Xp,, dir ve y, #Xp,, olduundan y, #Xp, olup
Xp, €T, € WA {x,,q} elde edilir ki bu miimkin degildir. O halde B, > B,
olmak zorundadir. qu wa.,, oldugundan Xp,, € qu dir. Aym zamanda Y.,

kiimesinin tammindan ve f§, > B, oldufundan y, ¢ UYP dir. Bdylece

P<Bag

Yo, € YB olurkibu B, > B, olmasi ile geligir. O halde % ailesi nokta<x dir.®

Yukandaki teoremde k = @ alinmas: halinde agagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.1.8

X bir topolojik uzay olsun.X’in her x elemam igin &yle bir ks dogal sayis1 var ve

1<i<k bigimindeki her i dofal sayisi i¢in Wi(x) ailesi x’in komguluklarindan olugan

bir zincir ve My(x) ailesi sonlu rankhi ve Noetherian olmak iizere her xeX igin
ks

wW(x)= U’Wi(x) bigiminde ve W={W(x) : xeX } sistemi (F)-kosulunu sagliyorsa
i=0

X uzay! metakompakttir. ®
3.2. Orgii Kosullarnda Uretilmislik

Bu altboliimde, k bir dogal say1 olmak {izere k-iiretilmig aile ve x, m kardinal sayilar
olmak tizere m-aileden <x-iiretilmig aile tammlan verilmi§ ve (F)-kosulunu saglayan
W sistemini olugturan Y{x) aileleri sonlu rankli, Noetherian ve k-iiretilmis
oldufunda uzayin metakompakt oldugu gorilmiiy ve daha genel formda
metaLindelof’ligt de verecek olan bir kardinal geniglemeye gidilmigtir. Bu bigimde
tammh ailelerin garpimsal olduklan da goriilmigtir. Carpimsal ozellikler ve elde
edilen sonuglara bir sonraki kisimda deginilecektir.

Tanmm 3.2.1

X bir kiime, m ve x kardinal sayilar olmak iizere ¢ ve her aem i¢in W, X'in

altkiimelerinden olugan aileler olsun. Eger G’ nin her S elemam, A ¢ U'Wa ve

|4l < x olmak tizere, S=N .4 bigimindeyse G ailesine m-aileden <x-liretilmig aile
denir. k = @ ise G ailesine m-aileden sonlu iiretilmig bir aile denir. ESer m=1 ve k bir
dogal say1 olmak iizere, G’ nin her S elemam, AcW ve | 1] =k olmak iizere, S=N A
bigimindeyse G ailesine bir aile tarafindan k-tiretilmis aile denir. ®

3.1. boliimde sonlu rankli, Noetherian (F)-kosulunu sajlayan bir %/ sistemine sahip
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her topolojik uzayin metakompakt oldugu gorilmigti. Asagidaki teoremde sonlu
rankhi ve Noetherian bir aile tarafindan k-iiretilmis (F)-kogulunu saglayan bir %/
sistemine sahip olan topolojik uzaylarin da metakompakt oldugu goriilecektir.

Teorem 3.2.2

X bir topolojik uzay, k bir dogal say1 olmak iizere eger X uzayr sonlu rankl
ve Noetherian bir aile tarafindan k-iiretiimis (F)-kosulunu saglayan bir
W={W(x) : xeX } sistemine sahipse X uzay1 metakompakttir.

Ispat

Her xeX igin G (x) ailesi sonlu rankli ve Noetherian olmak tizere % (x) ailesi G (x)

tarafindan k-iiretilmig olsun. 8 = {Oq : o < x} ailesi X uzaymin herhangi bir agik

ortiisii olsun. her a <k igin Pe= O, \UO,, ve Vo=U {V(x,0,) : xe P, } olmak
B~a.

tzere V={V,:a <x } olsun. ¥ ailesi 9’nun acgik incelmisidir. 7/ nokta-sonlu
olmasin. O zaman X’in oyle bir x elemam ve x iginde artan o&yle bir
{0 : new} dizisi vardir ki her n dogal sayist i¢in xe V,,  olup xeV(ya, 0, ) olacak

bigimde bir y, €P, vardir. (F)-kogulundan, her n dogal sayws i¢in yo €Wa O,
olacak bigimde bir W, €M{x) vardir. W (x) ailesi G (x) tarafindan k-uretilmig

k
oldugundan her n dogal sayis1 i¢in W, =ﬂ S(n,i) olacak bigimde S(n,i)e xx)

i=1

k
elemanlan vardir. Boylece her n dogal sayisi i¢in y,e nS(n, )cO, olup m<n

i=1

k
bigimindeki her m, n dogal sayisi igin y.¢ O, oldugundan y, ¢[)S(m,i) dir ve
i=1
m< n bigimindeki her m, n dogal sayis1 igin y, ¢ S(m, i(m,n)) olacak bigimde bir
1< i(mn) < k dogal sayist segilebilir. @’nin iki elemanh bitiin altkiimelerinin

ailesinden {1,2,...,k} kimesine giden f : [0]? —— {1,2,...k} fonksiyonu
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f ({mn}) = i(m,n) bigiminde tammlamrsa Ramsey teoreminden[2], @’min sonsuz
elemanh Oyle bir B altkiimesi vardir ki, f fonksiyonu B’nin iki elemanh biitiin
altkiimeleri ailesi iizerinde sabittir. O halde 1< ip < k bigiminde &yle bir iy dogal
sayist vardir ki £ ( [B]? ) < {io} dir. Boylece B’nin m< n bigimindeki her m,n
eleman igin i(m,n) = ip dir. G (%) ailesi sonlu rankli oldugundan, Ramsey teoremi _
kullamlarak, {S(n, io) : neN}c G (x) ailesinin her elemam kargilagtinlabilir olacak
bigimde B’nin sonsuz elemanl bir N altkiimesi bulunabilir. N’nin m < n bigimindeki
her mn elemam igin y.eS(nip) \ S(m,ig) oldugundan S(m,ip) < S(n,ip) olmak
zorundadir. Boylece {S(n,io) : neN} ailesi G (x) iginde, kapsama bagntisina gore,
sonsuz artan bir aile olur ki bu G (x) ailesinin Noetherian olmasi ile geligir. O halde
v ailesi nokta-sonlu olup X metakompakt uzaydir. m

Yukandaki teoremde k-iiretilmis olma kosulundaki k dogal sayis1 sabit tutulmayip
degisken alinirsa uzay metaLindel6f olacaktir ki bu agafidaki teoremden sonra sonug

olarak verilecektir.
Teorem 3.2.3

X bir topolojik uzay, m , ¥ ve p kardinal sayilar olmak iizere m™ < p olsun
ve her o< x igin p—> (x)2 saglansin. Efer X uzaymin x rankh ve
k-Noetherian olan m-aileden <x-iiretilmiy (F)-kogulunu  saglayan bir
W={W (x) : xeX } sistemi varsa X uzaymn her agik Ortiisiiniin nokta< p agik
incelmigi vardir.

Ispat

Her xeX ve her aem igin rank(#,(xX) )< x ve ,(x) ailesi x-Noetherian olmak
tizere W(x) ailesi {Wa(x) : aem } tarafindan <x-iiretilsin. 3={O, : p <A} X uzay1
igin herhangi bir agik orti olmak iizere her p < A igin P= O, \ | JOy ve

1<p
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Ve=U{V(x,0,) : xeP,} olsun. ¥ ={V, : p<A} ailesi 3 agik Ortistinin agk
incelmigidir. 7/ ailesi nokta< p olmasmn. O zaman X’in dyle bir x elemam ve
A’nin, |I|=p. ve her pel igin xeV, olacak bigimde, bir I altkiimesi vardir.
V, kiimelerinin tammindan her pel igin xeV(y,,O,) olacak bigimde bir y,cP,
vardir ve bodylece her pel igin y,eW, < O, bigiminde Woe W (x) elemanlan
bulunabilir. % (x) ailesi {Wi(x) : aem } tarafindan <x-iiretilmis oldugundan her
pel igin W= 1.4, ve l Ao |< x olacak bigimde bir 4, ¢ U'Wa (x) altailesi

vardir. Her pel igin, 1< x olmak iizere A ={A(p,)) : iet,} olsun.
A, < | JW, (x) oldugundan her iet, igin A(p,i) € Wap (x) olacak bigimde

bir a(p,)em vardir. Her pel igin f, : T, —> m fonksiyonu, her i€z, igin
£,(i) = o(p,i) bigiminde tammh olmak iizere F : I—>m™ fonksiyonu her pel
igin F(p) = f, biciminde tammlansm. I = U{F'(f):f,em™} olup, [I|=p,
m®* < cfu) oldupundan |F (£, )l=n olacak bigimde bir p,el vardir.
F7'(f, ) =T denilirse her pe]J icin F(p) = f, olup her peJ ve her iet, icin
() = £, (i) = a(p,,i) olur. Boylece her peJ ve her iet, i¢in A(p,i)e W, ;) (x)

elde edilir. Her peJ iin y,eW,c O, ve W= [JA(p,i) oldugundan her peJ igin

iety,

Yo € [)A(p,i)c O, olur. y,eP, oldugundan F'nin p< y bigimindeki her p, y

i€ty

elemam igin y,¢ ﬂA(p, i) olup p<y bigimindeki her p, y €J i¢in y, ¢ A(p, i(p,Y) )

olacak bigimde bir i(p,y)et, sesilebilir. $imdi h : 72 —> 1, %2 fonksiyonu;
efer A(p, i(p,y) ile A(y, ipy) ) kiimeleri kargilagtinlabiliyorsa
h({p,y}) = < i(p,y), 0 > biciminde, aksi halde h({p,y}) = <i(p,y) , 1 > biciminde
tammlansm. |J|=p , I'cpox 2 |<x ve hero<x igin p—> (x)’ oldugundan
Pnin | A|=x olacak bigimde dyle bir A altkiimesi vardirki h fonksiyonu A’mn iki
elemanh bitiin altkiimelerinin ailesi Gzerinde sabittir. O halde dyle bir ioe T, ve

ke2 vardirki her p,yeA ig¢in h({p,y}) = < i, k > olur. Efer k =1 ise ;
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{A(p,io) : peA} ailesi W, ;,(x) icinde kardinalitesi « olan ve farkh herhangi
iki elemant kargilagtinlamayan bir aile olur. Ancak bu rank(%,, ; ,(X))< k olmasi
ile geliseceginden k =0 olmak zorundadir. Béylece her p, yeA igin A(p,ip) ile A(y,io)
kiimeleri kargilagtinlabilirdir. A’mn p< y bigimindeki her p, y elemam igin
yv+2€A(p,i0) oldugundan A(p,in) < A(y,lo) olmak zorundadir. Ancak bu durumda -
{A(p,io) : peA} ailesi W, ;,(x) iginde kapsama bafintisina gore artan bir aile
olup |{A(p,io) : peA} |=x oldufundan bu W, ;,(x) ailesinin x-Noetherian

olmasiyla gelisir. Boylece 7/ ailesi 9’nun nokta < agik incelmigidir. m

Eger genellestirilmig kontinyum hipotezi(GCH) kabul edilirse; x > ® bi¢imindeki her
« kardinal sayis1 ve o< cf{x) bicimindeki her o kardinal sayis1 igin x* ——> (k)2

saglandigindan2] ve regiler her x kardinal sayist igin «™ = x oldugundan,
genellestirilmis kontinyum hipotezi altinda asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.4 (GCH)

X bir topolojik uzay ve «x regiiler bir kardinal say1 olmak tizere eger X uzaymmn
x rankh ve x-Noetherian olan x-aileden <x-iiretilmis (F)-kosulunu saBlayan bir
W ={W (x) : xeX } sistemi varsa X uzaymn her agik ortiisiiniin nokta< ¥ agik
incelmisi vardir. ®

Yine yukandaki teoremde m = x = o alirsa, Ramsey Teoreminden agagidaki sonug
verilebilir.

Sonug 3.2.5
X bir topolojik uzay olmak iizere efer X uzayimn sonlu rankh ve Noetherian olan

sayllabilir  aile tarafindan sonlu diretilmiy (F)-kosulumu saflayan bir
W={W(x) : xeX } sistemi varsa X metaLindel6f uzaydir. ®
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3.3. Carpim Uzaylarinda Orgii Kogullan: ve Ortii Ozellilderi

Bu altbéliimde, Onceki kisimlarda bahsedilen tiirden oOrgii kosullanm saglayan
sistemlere sahip olan topolojik uzaylann ¢arpimlarnna bu sistemlerin nasil
tagindiklan incelenecek ve boylece garpim uzaylarimin bazi 6rtii dzelliklerine dair bir
takim sonuglar elde edilecektir.

Genel olarak orti dzelliklerinin ¢arpimsal ozellikler olmadig: bilinmektedir.Omegin
metakompakt (metaLindelof) iki uzaymn ¢arpimi metakompakt (metaLindelof) olmak
zorunda degildir. Onceki kistmlarda goriildiifti {izere metaLindelof veya
metakompakt’lik gibi baz1 6rtii dzelliklerini veren orgii kogullann mevcuttur. O halde
garpim uzaylanmin bazi ortii Ozelliklerini saBladifima karar vermek i¢in carpim
uzayimin uygun Orgli kogullanim saglayip saglamadifina bakmak ta bir yéntemdir. Bu
agidan, ¢arpimsal 6zellie sahip 6rgii kosullanim tespit etmek dnemlidir.

Iyi-srali (F)-kosulunu saglayan bir sisteme sahip olan topolojik uzaylann
metakompakt oldugu bilinmekteyken P.M.Gartside Doktora tezinde iyi-siralt
(F)-kosulunu saglayan bir sisteme sahip olan topolojik uzaylarin sonlu ¢arpimimn da
metakompakt oldugunu gostermistir[6]. Onceki kisimda sonlu rankl, Noetherian bir
aile tarafindan k-iiretilmig (F)-kosulunu saglayan topolojik uzaylarin metakompakt
oldugu gorilmiigtii. Asafidaki lemma ile bu 6rgii kosulunun sonlu tane topolojik
uzayin ¢arpumnda korundugu goriilecek ve bu 6rgii kogulunu saflayan topolojik
uzaylann sonlu garpimimin metakompakt oldugu sdylenecektir.

Lemma 3.3.1

m bir dogal say1 olmak iizere her iem igin X; bir topolojik uzay ve k; bir dogal say1
olsun, Eger her iem i¢in X; uzaymn sonlu rankl, Noetherian bir aile tarafindan k;-
iiretilmig (F)-kosulunu saglayan bir %, ={ %! (x) : xeX; } sistemi varsa [ [X; ¢arpim

uzaymin da, k = kotk;+ ... +km olmak {izere, sonlu rankli, Noetherian bir aile
tarafindan k-tiretilmig (F)-kosulunu saglayan sistemi vardir.

Te.yy ..
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Ispat

Ttimevanm ile yapilabileceginden, ispatin iki uzaymn ¢arpmmu igin yapilmasi
yeterlidir.

X uzaymn sonlu rankli, Noetherian bir aile tarafindan k;-iiretilmis (F)-kosulunu
saglayan sistemi M={MWi(x) : xeX} olsun ve her xeX igin MA(x) ailesi, sonlu rankl
ve Noetherian olan Gi(x) ailesi tarafindan k;-iiretilmig olsun. Y uzaymn sonlu rankl,
Noetherian bir aile tarafindan kp-iiretilmiy (F)-kosulunu saflayan sistemi
Wh={uA(y) : yeY} olsun ve her yeY igin #A(y) ailesi, sonlu rankhi ve Noetherian
olan G,(y) ailesi tarafindan kj-iiretilmig olsun. Her (x,y)e XxY i¢in

QU (xy) ) = {AXY : Ae Gi(x)} U {XxB : Be Gx(y)} olsun. Gi(x) ve Gx(y) aileleri
sonlu rankh ve Noetherian oldugundan her (x,y)eXxY i¢in G (x,y) ) ailesi soniu
rankh ve Noetheriandir. Aynca her (x,y)eXxY igin ({ (x,y) ) tarafindan k;+k,-
tretilmis aileye @H(x,y)) denilirse F = {R(xy)) : (xy)eXxY} sisteminin
(F)-kosulunu sagladigh kolayca goriilebilir. Boéylece k = k;+k; olmak iizere , XxY
uzaymin , sonlu rankli, Noetherian bir aile tarafindan k-iiretilmig (F)-kosulunu
saglayan bir F sisteminin var oldugu goriilmiig olur.

Yukandaki lemma ve Teorem 3.2.2’den agafidaki sonug verilebilir.
Sonug 3.3.2

m bir dogal say, her iem i¢in X; bir topolojik uzay ve kie® olmak iizere eger her X;
uzaymun sonlu rankh, Noetherian bir aile tarafindan ki-tiretiimis (F)-kosulunu
saglayan bir sistemi varsa [ [ X; carpim uzay1 metakompakttir. m

iem

Keyfi sayidaki uzaymn ¢arpimma gegmeden 6nce agafidaki tammu verelim.
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Tamm 3.3.3

o ve 1 sonsuz kardinal sayilar olmak iizere her iec igin X; bir topolojik uzay olsun.
J1X: carpm kimesi tizerinde tabam

i€eoc

@=([] T, x [T X : Fco, |Fl<p ve her ieF igin Tic X; agik}

ieF ieo-F

olan topolojiye l"[Xi kiimesi tizerindeki <p-kutu topoloji denir. p = @ igin bu

HE

topolojinin ¢arpim(Tychonoff) topolojisi oldugu agiktir.
Teorem 3.3.4

k, m, p ve o kardinal sayilar olmak iizere p< cf{x) olsun. Her icc igin X; bir
topolojik uzay olmak iizere eger her iec igin X; uzaymnmn « rankli ve x-Noetherian
olan m-aileden <x-iiretilmis (F)-kogulunu saglayan bir %} ={%} (x) : x€X; } sistemi
varsa, <p-kutu topoloji ile, [[X, uzaymmn da x rankh ve «-Noetherian olan

iec

maks{m, c}-aileden <x-iiretilmis (F)-kosulunu saglayan bir  sistemi vardir.
Ispat

Her ieo, her xeX; ve her aem igin rank(G: (x))< x ve G, (x) ailesi k-Noetherian
olmak  iizere  Wi(x) ailesi {G.(x):aem} tarafindan  <x-iiretilsin.

x=()es €[ [X;, aem ve ico olmak izere

iec

F (x, a, i) ={Sx [[X,:SegGi(x;))} ve { F(x a i) : (o, emxc } ailesi

keo-{i}

tarafindan <-iiretilmig aile # (x) olsun. Her (o, )emxc ve her xe [ [X; icin

F (x, a, i) ailesinin x-Noetherian oldufunu ve rank(F (x, o, i) ) < x oldugunu
gormek kolaydir. O halde F = {F (x) : xe [ [ X; } sisteminin (F)-kosulunu sagladif

ieo



28

goriilmelidir. x=(x)iec €[[X;, O < [[X: ve O kimesi <p-kutu topolojiye

gore agik olmak tizere xeO olsun. O agik altkiime oldufundan o©’mn |F|< 7]
olacak bigimde dyle bir F altkiimesi ve her ieF i¢in X; uzaymn oyle bir T; agik
altkiimesi vardirki xe I_ITi X I_IXi c O saglanir. Her ieF igin x;€Ti ve Ti € Xi

ieF ico-F
agik oldugundan her i€F igin xi€ Vi(xi, Ti) olacak bigimde bir Vi(x;, Ti) € Xi a1 '
vardir, V(x,0) =[] Vi (x;, T,) % [IX: olmak iizere y=(¥i)ieo € V(x,0) olsun. Bu

ieF ico-F
durumda her ieF i¢in yie Vi(xi, Ti) olup her ieF i¢in xieWic T; olacak bigimde
bir Wie Wi (y) vardir. Wi (y) ailesi {Gy(y;) : aem} tarafindan <k-liretilmig

oldugundan W= 4, ve | 4l< x olacak bigimde bir % ¢ [JGa(y;) alt ailesi

vardir. Her ieF igin Ti< ¥ olmak uzere 4 ={A(, j) : jeti} bigiminde olsun.
Urn=1 ve her jet \ m igin A( j)=Xi olsun. Boylece her icF igin

ieF

A ={A(, j) : jet} bigiminde olup her ieF igin Wi=nA(i, j) bigimindedir. Aynca

jet
|F]< p < cRx) oldugundan 1< dir. Her i€F icin x€W=[JAG,j) oldufundan

jet

her icF ve her jet i¢in x;€A(, j) olup her jet igin xe ﬂ(A(i, jx Xk) olur

ieF keo-{i}

ve boylece X€ n(n[A(i, px TTX, D elde edilir Aym zamanda

jet \ ieF keo-{i}

ﬂ(A(i, Hx Xk)=HA(i, pxJ[]X: oldufundan ve her ieF igin

ieF xeo-{i} ieF ico-F
Wi=nA(i,j) < T; oldugundan x € ﬂ (A(i,j)x Xng HTi X Hxi =)

jet (i,j)eFxt keo-1{i} ieF ico-F

saglanir, O halde A ={AG, ) x [[X. : icF, jet } denilise A< |JF(y, i) ve

xeo-{i} (o,i)emxo

| Al< x saplamr. Boylece N A =W denilise Wef (y) ve xeW C 6]
saglandifindan ¥ sisteminin (F)-kosulunu sagladigz goriilmiis olur. B
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Yukandaki teoremden ve sonug 3.2.5’den agafidaki elde edilir.

Sonug 3.3.5

Sonlu rankli ve Noetherian olan sayilabilir aileden sonlu dretilmig (F)-kosulunu
sajlayan sisteme sahip olan sayilabilir topolojik uzayin carpimu metaLindel6f -
uzaydir. ®

A sonsuz bir kardinal sayr olmak iizere efer X topolojik uzaymn her agik
ortiisiiniin nokta<A agik incelmisi varsa X uzayma (o , A)-metaLindelof uzay
denir. A sonsuz bir kardinal say1 olmak iizere, her ieA i¢in X; uzay: sonlu rankh ve
Noetherian olan sayilabilir aileden sonlu iiretilmis (F)-kosulunu saglayan bir sisteme
sahipse, yukandaki teoremden, ]__[Xi carpim uzay: da sonlu rankli ve Noetherian

ier
A-aileden sonlu iiretilmig (F)-kogulunu saflayan bir sisteme sahiptir. Ramsey
teoreminden her new igin A —> (0)> saflandigindan, Teorem 3.2.3’den,
asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.3.6

A sonsuz bir kardinal say1 olmak iizere, her ieA igin X; uzayr sonlu rankli ve
Noetherian olan sayilabilir aileden sonlu iiretilmi (F)-kosulunu saglayan bir sisteme
sahipse I_IXi ¢arpim uzayr (oo, A)-metaLindelof uzaydir.

ieA
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4. GO-UZAYLAR

Bu bolimiin ilk kisminda genellegtirilmig sirali bir X topolojik uzayinin her agik
ortlistiniin Oyle bir c-ayrk agitk kismi incelmiginin var oldugu ve bu incelmigin
orttiBii yerin diginda kalan kismun , herbiri regiiler sayilamaz bir kardinalin duragan
bir altkiimesine homeomorf olan kapali altuzaylardan olugan diskret bir ailenin .
birlegimi seklinde yazlabilece§i goriilecektir. Bu teorem monoton normal uzaylar
icin Z.Balogh ve M.E.Rudin tarafindan ispatlanmigtir[10]. Genellestirilmis sirali her
uzay monoton normal oldugundan[11], bu yazarlar tarafindan ispatlanan teorem
genellestirilmig sirali uzaylar icin de elbetteki dogrudur. Monoton normal uzaylar
i¢in verilmig olan ispatta bazi yeni tamim ve kavramlara yer verilmigtir. Bu ¢aligmada
genellestirilmig sirali uzaylar i¢in elde edilen ispat bilinen tamim ve kavramlarla
yapilmistur. Béyiece bu kissmda yapilanlar, teoremin ifadesi agisindan bir yenilik
getirmemekle birlikte, ispatin farkliih ve kisalifi agisindan monoton normal uzaylar
i¢in yapilmug olan ispattan aynimaktadir.

4.1. GO-Uzaylar ve Duragan Kiime

Yukanda bahsedilen teoreme gegmeden Once bilinen bazi tamm ve lemmalan

verelim.
Tarnim 4.1.1

X bir kiime, ¢ X’in altkiimelerinin bir ailesi olmak {izere , her A X igin
st(A,¢) =U{SeG: A n S # & } bigiminde ve xeX olmak iizere A ={x} igin
st(A,G) = st(x,G) bigiminde tammhdir. Aynica n>1 bir tamsayr olmak iizere

x,6) = st(st"'(x, 6), §) ve ™ (x, G)=Ust* (x,) dir.

n=1

st (x,G) tammindan kolayca goriilebilecegi icin agagidaki lemma ispatsiz olarak

verilecektir.
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Lemma 4.1.2

X bir kiime, ¢ X’in altktimelerinin bir ailesi, x,yeX ve n>1 bir tamsay1 olmak
tizere ye st” (x,G ) olmas: igin gerek ve yeter sart 1< i< n bigimindeki her i
tamsayist igin G ‘nin, S; N S # I ve xeS; , yeS, olacak bigimde Sy,S,,...,Sn

elemanlarinin bulunmasidir. m
Asafidaki iki lemmanin ispat1 yukandaki lemma yardimiyla kolayca yapilabilir.
Lemma 4.1.3

X bir kiime, ¢ X’in altkiimelerinin bir ailesi olmak {izere X’in her x, y elemamn igin
™ (x, G) = st (%, G) veya st°(x, §) A st (5, G) =@ dir. W

Lemma 4.1.4

(X, <) siralanmg bir kiime olmak iizere eger G X’in konveks altkiimelerinden
olugan bir aile ise her xeX igin st” (x, G) kiimesi de konvekstir. ®

Simdi de ispatlanacak olan teoremde Onemli bir rol oynayacak olan agagidaki
lemmay verelim.

Lemma 4.1.5

X, <) siralanmig bir kime , ¢ X’in konveks altkiimelerden olugan bir ortisi
olmak tizere, her xeX igin dyle ox < © , PBx < © ve X iginde,
X0 = yo = x olmak iizere, artan Oyle bir {x, : neoy} ve azalan &yle bir
{ya : nePyx} dizileri (sonlu olabilirler) vardir ki

i) st®(x, g)F (Ust(xn,G)JULUst(yn,G))

neEdy nePy
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ii.) ox’in m< n bigimindeki her m, n elemam i¢in x,&st(x,G) ve PBx in m<n
bigimindeki her m, n elemam i¢in y,&st(Ym,G')

iii.) Her n, ntleoy igin st(Xy,G ) N st(Xa+1,G ) # @ ve her n, ntlefy igin
st(Yo, G ) N 5t(Yo+1,G) 2 &

saglanir.

Ispat

xeX olmak iizere [x , &) = {yeX : x<y veyax =y } ile gosterilsin. Artan diziyi
bulmak igin st® (x, G ) » [x , —) kiimesini ele alahm ve asafidaki durumlan
inceleyelim.

1) Eger st" (x,G) n[x, o) =st™ xG) N [x, >) olacak bicimde bir
neo \ {0} eleman: varsa,

no = min{neo \ {0} :st" (x,G) N[x, ) =st™ (x,6) Nn[x, —>) } denilirse
st (x, ) N [x, 2) = st™(x,G) N [x, ) olur ve ny 1n minimallifinden 1< n< ng
bigimindeki her n dogal say1s1 igin st* (x,G) st**"' (x,G) kiimesinin 6zaltkiimesidir.
O halde, x¢=x olmak iizere 1< n< ng big¢imindeki her n dogal sayis1 igin x, >x
bigiminde bir x,est ™' (x,G ) \ st (x,G ) segilirse ¢ konveks oldugundan

no~1
st° (x, G) N [x, o)=Jst(x,,5), st’(,) nintammundan ve x,’lerin segiminden,
n=0
1< n< ne-1 bigimindeki her n dogal sayisi igin st(Xa, G ) N st(Xa41,G ) # D saBlanur,
IS n<ny ve 1< m<ny olmak iizere m< n bigimindeki her m, n dogal sayis1 igin
Xa€5t(Xm, G ) oldufu agiktir. Bdylece oz = no olmak iizere {xo, xi, ..., X, , } aranmlan

artan dizidir.

2.) Egier her neo \ {0} i¢inst® x,G) N[x, ») zst™ x,§) Nn[x, o) ise
bu durumda xo = x olmak iizere her n € @ \ {0} igin x; > x bigiminde bir
xest ™ (x,G)\ st® (x,G) segerek olusturulan {x, : ne® = oy} dizisi aramlan
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artan dizidir.

(<, x] N st” (x, G) kiimesi iizerinde yukandakine benzer islemler yapilarak azalan
dizi elde edilebilir. B

Ifadesi uzun olan agafidaki 6zelliZi, her defasinda tekrar etmemek igin, (*) olarak
adlandiracafiz. $imdi bu tammu verelim.

Tanim 4.1.6

X bir topolojik uzay ve 9 X’in herhangi bir agik ortiisii olmak iizere 9’nun dyle bir
vV o-aynk, agk, (kismi) incelmisi varsa ve X \ U% kiimesi, herbiri regiiler
sayllamaz bir kardinalin durafian bir altkiimesine homeomorf olan kapal
altuzaylardan olusan diskret bir ailenin birlesimi olarak yazlabiliyorsa X uzayinda
9 igin (*) 6zellifi saglamyor denir ve eger X’in her 9 agik ortiisii igin (*) 6zelligi
saflamyorsa X uzayr (*)’1saghyor denir.

Simdi de bu boliimiin ana teoremini verelim.
Teorem 4.1.7

X bir GO-uzay ise X (*)'1 saglar.

Ispat

G X uzaymmn herhangibir agik o6rtiisti olsun. X GO-uzay oldugundan X’in konveks
kiimelerden olugan bir bazx vardir ve bdylece G’ nin konveks agik kiimelerden
olugan bir § incelmisi vardir Lemma 4.1.3’den X’in dyle bir X altkiimesi vardir ki
@ ={st"(x,9) : xe )A(} ailesi X'in bir pargalanmasidir. Aynca 3 ailesi konveks agik

kumelerden olustugundan Lemma 4.1.4’den )A( 'mn her x elemam igin st™(x,9)
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kiimesi konveks ve agiktir. Ote yandan ® X’in agik kiimelerden olusan bir
parcalanmas: oldugundan aym zamanda her xe)’\( igin st”(x,9) kimesi X icinde
kapalidir. Boylece her xe )A( icin st(x,9) kiimesi X iginde hem agtk hem kapali ve

her x,ye X igin st°(x,8)  st°(y,8) = @ oldugundan herhangi bir xe X igin st(x,9)
altuzayinda 8 igin (*) Ozellifinin saglandifim gérmek yeterlidir. @ pargalanmasinin
herhangibir st”(x,9) elemamm alalm. Lemma 4.1.5’den oyle a< © , B< 0 ve
Xo=yo=x olmak iizere X iginde artan odyle bir {x, : nea} dizisi ve azalan dyle bir
{¥a : neP} dizisi vardir ki Lemma 4.1.5’in kosullan saglanir. st*(x,9) altuzayimn
st°(x,9) N [x, ») kismu icin ispat elde edilirse benzer iglemler, azalan dizi
kullamlarak, (« ,x) N st*(x,9) kismunda da yapilabileceginden, artan dizi
kullanilarak st®(x,9) altuzaymin st™(x,3) n [x, —) pargasinda ¢aliymak yeterlidir.

Simdi o’min ©’ya esit olmast durumunu ve sonlu olmas: durumunu inceleyelim.

Eger a=0 ise;

st % 98 ) N [x o) = (Ust(xn,S))n [x, &) ve her neo igin

St(Xn,9 ) N st(x4+1,9 )2 oldugundan ve aym zamanda 9’nun elemanlan konveks
oldugundan st™(x, 9 ) N [x, —) kiimesi 9’nun sayilabilir bir alt ailesi ile drtiilebilir.
Sayilabilir her aile 6-ayrik oldugundan st (x, 9 ) N [x, =) kiimesi 9’nun c-ayrk
kismi bir agik incelmisi ile 6rtiilmiis olur.

Eger, mew olmak izere, o =m+1 ise;

o = m+] oldugundan {x, : nea} = {Xo, X1,...,Xm} bigimindedir. Bu durumda [x,xy,)
aralifyn 9'nun sonlu bir 9, altailesi ile ortiilebilir. Aym zamanda

st° (X, 9) N [Xm—) = st(Xm,3) N [Xm,—) oldufundan asafidaki durumlar s6z

konusudur.

1.Durum: st® (x, 8 ) N [xm,—>) kiimesinin bir b son elemam varsa; bu durumda

best(xm,9) olup 9’nun elemanlan konveks oldugundan [xm,b] araift 9’nun bir
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eleman: tarafindan igerilir. Boylece [X,Xm) U [Xm,b] kiimesi 9’nun sonlu bir altailesi
ile ortiilebildiginden ve st® (x, 9 ) N [x,2) € [XXm) U [Xmb] oldufundan
st® (x, ) N [x,—) kiimesi 9’nun o-aynk bir ¥ kismi acik incelmisi ile &rtiiliir.

2.Durum: st” (x, 8) M [Xm,—>) kiimesinin son elemant yoksa; bu durumda « regiiler
bir kardinal say1 olmak tizere st® (X, 8 ) N [xm,—>) kiimesi iginde artan kofinal bir
{zo : p< x} dizisi vardir. x saylabilir ise {z, : p< x}  saylabilir  olup
st (x, 9 ) N [Xm—>) kiimesi 9’nun saylabilir bir agik incelmisi ile rtiilebilir.
O halde x sayilamaz, regiiler bir kardinal olsun. Biitiin limit ordinallerin kiimesi LIM
ile gosterilmek iizere, L kiimesi,

L={Aex " LIM : sup{z, : p< A} X iginde var ve sup{z,: p<A}e m }
bi¢iminde tammlansin. L x’min duragan bir altktimesidir veya degildir. Simdi bu iki
durumu inceleyelim,

Efier L «’mn duragan bir altkiimesi ise:

Oncelikle F={ sup{z, : p< A} : AeL} kimesinin st® (x, 8 ) N [xm,—>) iginde,
dolaysiyla X icinde, kapali oldugunu gorelim. pe( st™ (x, 9 ) N [Xm,—) ) \ F olsun.
{zo : p< x} dizisi st™ (x, 8 ) N [xm,—>) iginde kofinal oldufundan p < z, olacak
bicimde p< x vardir. po =min{p : p < z, } denilirse p £ z, olur ve po’n
minimalliginden p {z, : p< po } igin bir {ist smur olur. pocL veya pogL dir. Eger
po€L ise; bu durumda L kiimesinin tammindan sup{z, : p< po }=q olacak bigimde
geX vardir ve F kiimesinin tammndan qeF dir. Ote yandan peF oldufundan p#q
olmak zorundadir. Aymt zamanda p {2z, : p< po } igin bir {ist simr oldugundan g< p
dir. p < z, oldufundan p< z,,, olup pe(q, z, ) dir. Simdide (q, z, ,,)"F=

oldufunu gorelim. yeX olmak tizere ye(q, z,,)F olsun. yeF oldugundan

y = sup{z, : p< Ao} olacak bi¢imde Ao€L vardir. g< y oldugundan A¢< po olamaz.
O halde po< Ap olmak zorundadir. Ancak A¢ limit ordinal oldugundan po+1< Ao dir ve
boylece z,, <y olur ki bu ye(q, z,,,,) olmast ile gelistifinden (g, z, ,,)"F=C
dir. Eger pogL ise ; po’mn limit ordinal olup olmama durumlarim inceleyelim.
po limit ordinal degilse po = Yo+l bigimindedir ve po’m minimallifinden
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z,, <P < Zz,,=2,,, olup pe(z,,z,,,) dir. Aym zamanda (2,,,2,,.) N F=0
dir. $oyleki; ye(z,,,2,,,,)F ise sup{z, : p< ho}= y olacak bicimde AoeL vardr.
Ao<yoveyayy <Ay dir. o<y, ise y < z, olur ki bu mimkiin degildir. yo <Ao ise,
Ao limit ordinal oldufundan yo+2< A9 dir ve bdylece z, ,,<Y elde edilir ancak bu
da mimkiin degildir. O halde (z,,,2,,,,) " F =@ olmak zorundadir. Eger |
po limit ordinal ise; pogL oldugundan ya {z, : p< po } dizisinin X icinde st
smirlanimn en kigiigii yoktur yada, varsa, m kiimesinin elemam degildir.
Eger {z, : p<po } dizsinin en kiigik iist siun yoksa, p bu kiime igin bir fist sir
oldugundan, bu kiimenin q <p bigiminde bagka bir st siun vardir ve béylece
pe(q, z,,,,) olur. Yukandakilerde oldugu gibi (q, z, 1) NF =9 oldugu kolayca
goriilebilir. Eger sup{z,: p<pe } = q var ve qem ise; p {z, 1 p<po}
i¢in Gst sur oldugundan q<p dir. g <p ise pe(q, z, .,)olup (q, 2, )NF=0 N
dir. q = p ise; pem oldugundan peU ve U N {z, : p<po }= D olacak
bicimde konveks, agik bir U altkiimesi vardir. p € (« , z,,) N U dur ve
(¢«,2z, ., )"UNnF=0 oldugundan F kiimesi kapahdir.

Simdide F’nin L’ye homeomorf oldugunu gérelim. Her A€l igin
fiA) = sup{z, : p< A} bigiminde tammlanan f : L — F fonksiyonu, tanimindan,
ortendir. Ayrca L’nin her eleman: limit ordinal oldugundan A< y iken f{A)< zy+ <)
olup f bire-bir dir. Simdi f fonksiyonunun siirekli oldugunu gérelim. A L’nin
herhangibir elemam olsun. V X’in konveks ve agik bir altkiimesi olmak tizere
fA)eV olsun. L kiimesinin tanimundan f{A)e m olup V. {z,: p< A} 2O
dir. O halde z; €V olacak bigimde bir po< A vardir. fA)eV, z, €V ve V konveks
oldugundan [z, , f{A)]cV dir. Aym zamanda f{(pe, A) N L) [z,,, fA)INFCV olup
f sireklidir. Simdi ise f ~' fonksiyonunun sirekli oldugumu gérelim. F’nin
herhangibir p elemamm alahm. AecL olmak izere p = sup{z, : p< A} olsun.
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W kimesi « iginde agtk olmak iizere f'(p) = AeW olsun. O zaman
(y , A] nL cW olacak bigimde bir y< A vardir. y< A , A limit ordinal ve
p = sup{z, : p< A} oldugundan pe(z, , z2+1) dir. (z, , Zn+1) N F = U denilirse
fi(U) < (v , A] saglamr. Soylekii oce f ~(U) olsun. Bu durumda
f{c) = sup{z, : p< o}e (z;, zn+1) Olup ¥ <o < A dir. Boylece ce(y , A] olup
£z (v, A] "L cW elde edilir. O halde f ™' siirekli olup f homeomorfizimdir.

{z, : p< x} dizsi st” (x, 8 ) N [xm,—>) iginde kofinal ve L kiimesi x iginde duragan,
dolayistyla sinursiz, oldugundan F kiimesi de st™ (x, 3 ) N [xm,—>) i¢inde kofinaldir.
GO-uzaylarda her agik kiime konveks agik kiimelerin birlesimi olarak
yazilabildiginden ve F kiimesi st® (x, 9 ) N [xm,—) iginde kofinal oldugundan, her

tel igin J; Xin konveks, agik, suurli bir altkimesi ve t =t igin J,~J,=@ olmak
t

izere (st° X, 9 ) N [Xm—>) )\ F = UJ . bigiminde yazlabilir. Her tel igin

tel
Lhost® (x 9) N [Xm—>) , Ji sturh ve st™ (x, 9 ) N [Xp,—>) kiimesinin tist smin
olmadiindan her tel i¢in J; C[Xm,y1] olacak bigimde bir yie st™ (x, 3 ) N [Xm,~>)
vardir. st° (x, 9 ) N [Xm—~) = st(xm,3) N [xm,—>) ve I konveks kiimelerden
olustugundan [Xg,y:] < O: olacak bigimde bir O;e8 vardir. O halde 7= {J; : tel}
ailesi 9’nun aynk bir kismi incelmigidir. Aym zamanda [x , xn) arahf 9 ile
ortiildigiinden (st™ (x, 3) N [x, 2) ) \F=U QU 9) dir. W=7JuU 9 denilirse W
9’nun o-ayrik kismi incelmigidir ve (st (x, 9 ) n [x,=) )\ UW =F dir. Béylece
L kiimesinin duragan olmasi durumunda, st® (x, 8§ ) \ UW = F olacak bigimde,
9’nun o-aynk bir W kismi agik incelmisi ve regiiler, sayillamaz bir kardinalin kapah
bir altkiimesine homeomorf olan bir F altkiimesi bulunmug olur.

Eger L kimesi x iginde duraBan degilse; bu durumda ¥’'mn L n A = olacak
bigimde kapali ve smirsiz bir A altkiimesi vardir. ANLIM = C denilirse C kiimesi de
k icinde kapali ve siirsizdir. x regiiler,sayilamaz bir kardinal ve C « iginde kapah
ve simrsiz olduundan, §0) = minC ve f{p) = min(C \ {f{i) : iep}) bigiminde
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tammlanan f:k —> C orten fonksiyonu, x’mn p<y bigimindeki her p, ¥ elemam
icin f{p) < fy) ve her Aex~LIM igin f(A) = sup{f(i) : ieA} kosullanim saglar. Her
pex ig¢in flp) =y, ile gosterimek iizere D = {z,p: pex} olsun. D kiimesi
X icinde kapali ve diskret’dir. Soyleki; ye(st” (x, 8 ) N [Xm,—>) ) olsun.
D kiimesi st” (x, 8 ) N [xm,~>) iginde kofinal oldufundan y <z, olacak bigimde -
Y,€C vardir. min{y, : y SZ,,} = y,, denilirse y {zn: p< po} igin iist sinir olur.
Po = Pot1 bigimindeyse z, <y<z, . dir ve | (zm ,zmﬂ) AD |<1 olur.
Po limit ordinal ise, v, €C oldugundan, y, ¢L olup {z : p< vy, } kiimesinin ya
en kigik st s yoktur yada varsa sup{z, : p< ¥y, }= p olmak {izere
pem dir. Eer {2z, : p< v, } kiimesinin X iginde en kiigik Gist sinin
yoksa bu kiimenin g< y olacak bigimde bagka bir q iist stmn vardir. Bu durumda
ye(q 22y o ) ve | (q, szon) AD|<1 dir. Eger sup{z,: p< v, }=p olmak tzere
pem ise, p uist sirlanin en kiigigii olduundan p <y dir. p <y ise
ye(p, sz) ve I(p, z,wl) ~ D|<1 dir. p =y ise pem
olduundan ynin U n {z :@ p< 7y, }= O olacak bigimde
bir U komgulufu vardr. O halde y € («, z,w‘) n U ve
|+ z,,, )" UnD[s1 dir Boylece D’nin kapah ve diskret oldufu goriilmis

) kiimesi X

olur. D diskret ve kapali oldugundan her Aex~LIM icin [\(z,,,2,,,
i<A

icinde agiktir. Soyleki; Aex~LIM olmak {izere yen(zyl ,Z, ) olsun. Bu
i<

durumda y {z, :i< A} kimesi icin bir st siurdir. Eger {z, : i< A} kiimesinin en

kiigiik tist st yoksa q < y olacak bigimde bagka bir st simn vardir ve

boylece ye(q, z, )< [)(zy:2y,,) saglamr. O halde {z, : i< A} kimesinin en
i<A

ktigiik wist siin var ve bu p olsun. y ist simr oldugundan p <y olup ye[p, z, )

dir. [p, z, ) kiimesi X iginde agiktir. $oyleki; te[p, z, ) olsun. Eger p<t ise
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te(p, z,, ) <(p, z,,,) dir. p=t olsun. Efer peD ise, D diskret oldugundan X’in
U n D ={p} olacak bigimde konveks ve agik bir U altkiimesi vardir. U konveks,
p = sup{z, : i< A} v¢e U D ={p} olduundan peU N (¢,z, ) c [p, 2, )
olmak zorundadir. Eger pgD ise, D kapali oldufundan, peV ¢ X \ D olacak
bicimde konveks ve agik bir V altkiimesi vardir ve peV N («,z, ) [p, 2z, )

saglanir. Boylece [p, z, ) kimesi agiktir ve ye[p , z, ) < [)(z,,%,,,)

i<A
oldugundan ()(z, ,z,, ) kimesinin agik oldugu da gorilmigtir. Simdi;
i<A
V= kz,’,zm) :pex ve p gift |

V= {(z,“,z,”z) IpEK Ve p tek}

Vs ={Q (z,,,2,,):he KnL]M}
aileleri tammlansin. {zy’ : p<k}C st(xm , 9) ve 8 konveks oldugundan yukandaki
aileler 9’nun kismi incelmigleridir. Ayrnica bu ailelerin X’in aynk ve agik
altkimelerinden olustuklan agiktir. z, € st(xm , 8) ve 8 konveks oldufundan
[Xa , 2,,] € O olacak bigimde bir O vardir. Ote yandan [x , Xx) aralih 9y ile
ortiildiZiinden st(x , 9) N [x, =) kiimesi $’nun c-ayrik a¢ik bir kismi incelmisi ile

ortilmiis olur. Boylece her xeX igin st(x , 8) altuzaymda § igin (*)
ozellifinin saglandify gorildiigiinden X uzayr (*)1 saglar. m



40

5. NOKTA <x TABAN, x-NOKTA-DUZGUN TABAN VE GENISLEME

Bu bolimiin itk kisminda nokta-sayiabilir taban problemi olarak adlandirilan
problemin ¢dziimiine yaklagmak amaciyla P.J.Moody, G.M.Reed, A.-W.Roscoe ve
P.J.Collins tarafindan yapilan, noktalanmig agik Ortiiye dayali, caligmalarin[4] .
kardinal geniglemeleri elde edilmistir.

X topolojik uzayimn (F)-kosulunu saglayan W={# (x) : xeX} sistemindeki her bir
W (x) ailesi sayilabilir ise %/ sistemi (G)-kosulunu saghyor denir. Eger X uzaymin
nokta-sayilabilir bir ® tabam varsa o zaman X’in her x elemam igin
W (x) = {Be® : xeB} olmak iizere W ={W (x) : xeX} sistemi agik (G)-kogulunu
saglar. Acik (G)-kosulunu saflayan bir sisteme sahip olan topolojik uzaylarn
nokta-sayilabilir bir tabammin oldufu, genel bir kam olmakla birlikte, halen
¢oziilememis bir problemdir.Bu problemin sayilabilirlik yerine herhangi bir sonsuz
kardinal i¢in ele alinabilecegi agiktirBu amagla k sonsuz bir kardinal say1 olmak
lizere (Gy)-kosulu tammlanmig ve bu problemle ilgili olan [4] deki teoremlerin
herhangi bir k kardinali i¢in olan geniglemeleri elde edilmigtir.

Ikinci kistmda ise x-nokta-diizgiin taban tamum verilmis ve k-nokta-diizgiin tabana
sahip ve P, -6zellifini saglayan her topolojik uzayin x-development’e sahip oldugu
goriilmiistiir. Bu kisimda ayrica genigleme ile ilgili bir teoreme de yer verilmigtir.

Bu boliimde « ile sonsuz bir kardinal say1 gosterilecektir.

5.1. Nokta <x Taban Problemi

Tanmmm 5.1.1

X bir topolojik uzay ve W ={W (x) : xeX} sistemi (F)-kogulunu saglasin.Eger her

xeX igin | W (x)| <k iseW sistemi (Gy)-kosulunu saghyor denir. Eger x=0 ise W
sistemi (G)-kosulunu sagliyor denir.
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Tarmim 5.1.2

(X,T) bir topolojik uzay, ¢ — X x T olmak iizere efer { U : I xeX (x,U)ep}

ailesi X igin ortii oluyorsa ¢ ye X uzayimn noktalanmug agik 6rtiisii denir. Eger her
yeX igin |{(x,U)ego : yeU} |< x ise £ ye nokta < x ve efer her yeX igin

ye {x:(x,U) e p, y € U} ise g ye yogun denir.

Asafidaki lemma nokta < x taban ile noktalanmug agik 6rtti ve (Gi)-kosulu arasindaki
iligkiyi verecektir.

Lemma 5.1.3

X bir topolojik uzay olsun.

i.) X in nokta < x tabam varsa X in yogun ve nokta < x olan bir noktalanmig agik
Ortiisii vardir,

ii.) X’in agik (Gy)-kosulunu saglayan bir %/ sistemi var ve X in yogun ve nokta < k
olan bir noktalanmg agik ortiisii varsa X in bir nokta < x tabam vardir.

Ispat

i.) 8 X uzaymmn bir nokta < x tabam olsun ve 8 nin bog olmayan her U
elemanindan bir x; elemam segerek p={(x,,U) : Ued\ {J}} kiimesini olugturahm.
3 tabaﬁ oldugundan % noktalanmuy agik ortiidir. Aynica 8 nokta < x oldugundan
her yeX i¢in I{Ue ®B: yeU}l < x olup her yeX i¢in | {xs,U)e gp:yeU} |<x dir
ve boylece g nokta <k dir. g nin yogun oldugu da kolayca goriilebilir.

ii.) W={W (x) : xeX} sistemi agtk (Gy)-kosulunu saglasin ve & X’ in yoZun ve
nokta<k olan noktalanmig agik ortiisii olsun.

B ={UnW : IxeX (x,U)epp ve We W (x) } olsun. & nokta<k oldugundan her
yeX igin |{(x,U)e :yeU} |<x ve her xeX icin I'W(x)|51< oldugundan
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@ ailesi nokta< k dir. O halde @ nin taban oldugunu gérelim.

xeX ve O X’in a¢tk bir altkiimesi olmak tizere xeO olsun. % sistemi (Gi)-kosulunu
safladifindan xeV(x,0) olacak bigimde bir V(x,0) agf vardir. g  yogun
oldugundan xefy:(y,U)ep, xe U} dir.O halde (y,U)e o, xeU ve yeV(x,0) -
olacak bigimde bir yeX vardir. ye V(x,0) oldugundan xeW < O olacak bigimde bir
We W (y) vardir. Béylece xe WNU < O olup 8 X igin bir tabandir.

Simdi bir sonraki teoremde kullanmak iizere, ispat1 kolayca gériilebilen asagadaki

lemmayn ispatsiz olarak verelim.
Lemma 5.1.4

X topolojik uzaymn (Gy)-kogulunu saglayan bir %/ sistemi varsa X uzaymn her
agik Ortiistiniin nokta < k agtk incelmisi vardir. W

Tamm 5.1.5

(X,T) bir topolojik uzay olmak iizere eger dyle bir G : kxX —>T fonksiyonu var ve

i) Her xeX ve her a< x igin xeG(a,x)
ii) yeX ve {xa: a< x }c X olmak iizere efer her a< x igin yeG(o,x,) iken

yefx, a<x}

kosullan saglamyorsa X uzayina zayif k-yan-katmanlanabilir topolojik uzay denir.
Teorem 5.1.6

X topolojik uzay1 zayif x-yan-katmanlanabilir ve X’ in (Gy)-kosulunu saglayan
bir % sistemi varsa X in yogun ve nokta< x olan bir noktalanmig agik ortiisii vardir.
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Ispat

G fonksiyonu yukarida tammlandif gibi olsun. Her a< x i¢in 3 ={G(a,x) : xeX}
ailesi X uzay i¢in bir agik ortiidiir. O halde yukandaki lemmadan her o< x i¢in 4
agik ortiistiniin bir ¥, nokta < « agik incelmisi vardir. a< k olsun. Her Ve?, igin
VcG(a, x,) olacak bigimde bir x,€X segelim. p={ (x,,V): Ve¥, ve a<x }
olsun. Her a< x igin ¥, agik 6rtii oldufundan g noktalanmug agik 6rtiidiir ve her
o< K i¢in ¥, nokta< « oldugundan & nokta< x dir.O halde % nin yogun oldugunu
gorelim. yeX olsun. Her a< x igin 9, Ortil oldugundan her a< k igin yeV, olacak

bigimde bir Vue¥ vardr. Her a< x igin x, =x, denilirse her a< x igin

yeG(a, x, ) olur ve yefx_ :a <x} dir. {x.:a<x}c {, :(x,,V,)ep, yeV,}
oldugundan g yogundur.m

Su ana kadarki @ noktalanmig agik ortillerinde (x,U)e g iken xeU olma
zorunlulugu yoktur. Ancak uzayin nokta < x bazn varken uzaymn (Gy)-kosulundan
daha kuvvetli bir kogulu saglayan asagidaki tammdaki gibi bir 74/ sistemi vardur,

Tamm 5.1.7

X bir topolojik uzay olmak iizere her xeX i¢in |w (x) | < k olsunEger her xeX ve
x elemamm igeren her U agik alt kiimesi i¢in xeV(x,U) < U olacak bigimde bir
V(x,U) agi$y var ve her ye V(x,U) i¢in xeW < V(x,U) olacak bigimde bir We % (y)
varsa W={W(x) : xeX} sistemine ( G, )-kosulunu sagliyor denir.

Teorem 5.1.8

(X,T) topolojik uzaymn (G/ )-kosulunu saglayan bir W ={W (x) : x€X} sistemi

varsa X uzaymnin yogun ve nokta < k olan noktalanmug bir agik 6rtiisti vardir.



Ispat

k" flizerine tiimevanmla her aex’ igin X x T nun bir g, altkiimesini, X’in bir X,
altkiimesini ve her xeX i¢in X in kapah bir D altkiimesini tammlayacagiz. acx”

olsun ve her § < o i¢in gp, X5 ve her xeX igin Dy kiimeleri tammlanmsg olsun. -

Vi =Upp, her xeX igin  Di={y:3(y,U)e¥,,xc U} ve Xo= {x : xe D*}
<o

olsun. 4,= {(x,V(x,X \D})) : x¢X, } olmak Gzere a, ={ 4 < A, : (x,U), (v,V)e 4
ise x¢V veya ygU} olsun. (Burada U= V(x,X \D3), V=V(y,X \ D) dir.). Zorn
lemma’dan, @, mnmn bir g, maksimal elemam vardir. o, ao mn maksimal
elemant oldufundan her yeX \ X, i¢in yeV=V(x , X \D]) olacak bicimde bir

x,V)e @q vardr.

o= U@a olsun. V= oldugundan Xo= O dir ve go a,’1n maksimal elemam

oldugundan her yeX i¢in yeV olacak bigimde bir (x,V)egpo vardir. Boylece
{V:3x (x,V)egpo } ailesinin X’i 6rttiifii goérildiginden o X igin noktalanmig
acik ortii olur ve dolayisiyla g de X’in noktalanmg agik Ortiisiidiir. Simdi g ’nin
nokta<k oldugunu yani her yeX igin | {x,V)e p :yeV} l<x oldugunu gorelim.
yeX olmak iizere B,={(x,V)e go: yeV} olsun ve f; : 8,——>My) fonksiyonu §oyle
tanimlansin. p= Ugo‘,l oldugundan, efer (x,V)e®, ise (x,V)e g, ve yeV olacak

a<k’

bigimde bir a< «" vardir. y € V = V(x, X \ D}) oldugundan xe Wy cV
olacak bigimde bir Wy e€W{y) vardir. O halde f, fonksiyonu fy((x,V)) = Wy
biciminde tanimlansin. Simdi f, fonksiyonunun bire-bir oldugunu gérelim.
(x1,V1)e B, ve (x2,V2)e B, olmak iizere (x1,V1) # (X2,V2) olsun. (x;,V)) ve (X2,V3)
@y nin elemanlan oldufundan yeVi N V2 olup x;e Wy Vi ve e W, <V dir.
(x1,V1) ve (x2,V2) aym bir @, 'nin elemanlan olabilirler veya a#f olmak iizere
x,L,V)ePa , (x2,V2)epp olabilir. Eger (x1,Vi) ve (x3,Vz) aym bir @q'mn
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elemanlan ise; x12V2 veya xp¢V) dir. Boylece W, #W, dir. Eger a=B olmak
zere (x1,V1)€ pa , (X2,V2)€ ppise; a< B olsun. Wy, =W, oldugunu kabul edelim.
O zaman x;eV, ve x;€V, dir. V2=V(x; , X\D}* ) oldupundan x,e X\Dj* dir. Ote
yandan a< B oldugundan p, ¥ p olup (x1,Vi) € ¥ dir. Aym zamanda
x2€V; oldugundan x;e{x : I(x,U)eV p x€U}c Dj* olur ki bu geligkidir. |
B<o olmasi durumu da benzer bigimde gosterilebilecefinden W, #W, olup
£((x1,V1)) = fy((x2,V2)) dir. Bdylece her yeX igin f; fonksiyonu bire-bir dir. Aym
zamanda I%(y) l<x oldugundan l By lslcolup $ nokta< x dir.

f’nin yofun oldugunu gérmek igin X= UXm oldugunu goérmek yeterlidir. yeX

olmak iizere her aex” i¢in ygX, olsun. O zaman her aex’ igin yeT, olacak
bigimde bir (X, , To)€ o vardir. Aynica a#B bigimindeki her o , Bex’ igin
(% , Ta) # (xg , Tp) dir. $oyleki; o , Bex’ olmak iizere a< B ve
(Xa, Ta) = (xp , Tp) olsun. (Xa, Ta)e Po ve a< P oldugundan . Vg olup
(x0,To) € Vp dir. Aym zamanda x.€Te oldugundan x4€ Dj* olur. Ote yandan
Xa = Xp ve XpeTp=V(xp , X\Dy*) ¢ X\Dy’ oldugundan x.¢ Dy’ =Dj3* olur ki bu
celiskidir. B<ot olmasi durumu da benzer bigimde gosterilebilir. Bdylece a=p
bigimindeki her o, Bex” igin (o, Ta)) # (x5, Tp) olur ancak bu | {(x ,V)e p :yeV}l<x
olmas ile gelisir. O halde X=| JX, olup & yogundur.m

[13Tte a¢tk (G)-kosulunu saflayan bir 74/ sistemine sahip olan aymlabilir her
topolojik uzayin sayilabilir bir tabana sahip oldufu gorilmigtiir. Aynca [4]’te
yogunlugu< o; olan birinci sayilabilir her topolojik uzaymn yogun, nokta-sayilabilir
bir noktalanmig agik ortiiye sahip oldufu gosterilmigtir. Asafidaki teoremde bunun,
sayilabilirlik yerine herhangi bir ¥ sonsuz kardinali igin uyarlamas: verilmigtir. Bu
teorem ile, yoguniugusk® olan ve agik (Gy)-kosulunu saglayan bir %/ sistemine
sahip olan her topolojik uzayin nokta< k tabammn varligx garanti edilmig olur.
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X topolojik uzaymun karakteri x(X) ve yofunlugu d(X) ile gosterilmek iizere,
asafidaki teoremi verelim.

Teorem 5.1.9

X bir topolojik uzay olmak tizere eger x(X)< x ve d(X)<«" ise X uzaymnmn yogun
ve nokta< x olan noktalanmug bir agik drtiisii vardir.

Ispat

D={xa : a< k'} X’in yogun altkiimesi olsun. Her a< «* i¢in Ka = {x,:p<0}
olmak tizere p={(X., X \Ky): a<x" } olsun. Ko = & oldugundan g noktalanmig
acik ortidiir. Simdi g ’nin nokta< k ve yogun oldugunu gérelim. y X’in herhangibir
elemam olsun. ¥(y,X)< x olduundan y’nin o(y)={B(@y) : iex} biciminde bir
komguluklar tabam vardir. D yogun oldufundan her iex i¢in x, €B(iy) olacak
bigimde bir ayex” vardir. sup{o : iex}=y denilirse, x* regiiler oldugundan y< k*
dir ve yeK, olur. Aym zamanda her B >y i¢in yeKp oldugundan g nokta< k dir.
oo = min{aex’ : yeKq} denilirse ye{x,:yeK,, o <a,} dir ve boylece g’nin

yogun oldugu da gériilmiig olur. W

Asagndaki lemma ve teorem yardimiyla, agik (Gy)-kosulunu saglayan bir %W
sistemine sahip her X topolojik uzaymmin nokta<k tabana sahip olan yogun bir
altkiimesinin var oldugu gorilecektir.

Lemma 5.1.10

(X,T) bir topolojik uzay ve X’in (Gy)-kosulunu saglayan bir %/ sistemi var olsun.
YcX ve her yeY igin yeTy olacak bigimde X’in bir Ty agik altkiimesi var olsun. Bu

durumda YxT nun

i.) Her xeXi¢in |{(y,U)ep - xeU} l<x
i) Yo U{U:3yeY (y,U)ep}
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i) (y,U)ep=>yeUcTy
kosullanm saglayan bir g alt kiimesi vardir.
Ispat

A bir kardinal say1 olmak iizere Y kiimesinin indekslenmis bigimi Y={y, : a< A}
olsun. Indiiksiyon ile her a< A igin X’in O, agik altkiimesi §oyle tammlansin. a< A
olmak iizere her < o igin Op tammlanmg olsun ve

¢ > Yo EUOB

Ou = P
U{V(x,T, ):xeT, -JO,} ; v.2(JO,
pP<a P<a

olsun. P={({ya , Oc) : On #B}c YXT aramlan kiimedir. S$6yleki; xeX olsun.

I={ael : xe0y} olmak iizere f:I — W (x) fonksiyonu §éyle tammlansin. ael
olsun. Bu durumda xeOq olup xeV(pa , T, ) olacak bigimde bir paeT, \| JO,

y<a

elemam vardrr. xeV(p, ,T, ) oldufundan p.eWo T, olacak bigimde bir

Weo €W (x) vardir, O halde f fonksiyonu, a€l olmak tizere, o) = W, bigiminde
taimlansin. f bire-bir oldugundan |I|=]{aeh : x€0.} | < |W(x) |sx dir ve

ooooo

kogullarim sagladif1 da kolayca goriilebilir. W

Teorem 5.1.11

Eger (X, T) topolojik uzaymn (Gy)-kogulunu saglayan bir %/ sistemi varsa X’in

oyle bir g nokta< x , noktalanmmg agik Ortiisti vardir ki {xeX : U (x,U)egp}
kiimesi X i¢inde yogundur ve (x,U)e g iken xeU saglanir.
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Ispat

x" tzerine inditksiyon ile her a< x* igin XxT nun g, altkiimesi ve X’in bir X,

altkiimesi §oyle insa edilsin. o< x* olsun ve her B< o igin @p ve Xp tammlanmg

olsun. Xo = olmak tizere X, ={x : U (x,U)e gp , B< a} olsun. Y =X\ Xo Ve |

her yeY igin Ty =V(y,Y) denilirse yukandaki lemmadan YxT nun
i.) Her xeX i¢gin | {(7,U)e g : xeU} |<x

i) X\ Xo c U{U:3ye X\ Xa (V) € pa}

iii.) (y,U)e po = yeUc V(y, X\ Xa )

kosullarni saglayan bir @, altkiimesi vardir. p=( Jg, olsun. Xo =@ oldugundan

$o XxT nun (ii) kosulunu saglayan bir altkiimesi olup go X i¢in noktalanmug

agtk ortiidiir. O halde g de noktalanmug agik ortiidir. Simdi g’nin nokta< x
oldugunu gorelim. I ={o< x* : IxV)epa yeU}olsunve £: 1 —> W (y)
fonksiyonu soyle tammlansin. o€l olsun. Bu durumda yeU, olacak bigimde bir
(Xe ,Uo)€ o vardir, (iii)’den Xe€Us © V(Xa, X \ Xo) olup ye V(%o , X\ Xa)
olur. O halde x,€W,c X \ X, olacak bigimde bir W, € W(y) segilebilir. f{lo)=W,
olarak tammlansin. a,pel ve o< B olmak lizere W, = W olsun.Bu durumda
Xa€ Wp olup xzeX\ ip dir. Ancak a< B ve (Xa,Ug)€ pa oldugundan x,eXp
olur ki bu geligkidir. O halde W, # W olmak zorundadir ve bdylece f bire-bir
fonksiyon olup |I|< x  dir. Aym zamanda (i)’den, her a< ¥ igin
Aq ={(x,U)€ po : yeU} olmak iizere, |A, |<x dir{(xU)ep : yeUl}= UIA‘,

oldugundan | {(xU)e g : yeU} | <« dir ve béylece g nokta< x dir.
(iii)’den (x,U)e g iken xeU saglanr.

Simdide {xeX : JU (x,U)egp} kimesinin X iginde yogun oldugunu gorelim.
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X= Ui“ oldugunu gdrmek yeterlidir. yeX olmak iizere her a< «* igin y¢ Xa

olsun. (ii)’den her o< " i¢in yeU, olacak bigimde (X, ,Us)€ o vardir ve aB igin
(%a ,Ua) # (xg , Up) oldugu kolayca goriilebilir. Béylece | {(Xx,Ux)€ g :yeUq} |=«*
olur ki bu g’nin nokta<k olmas ile gelisi. O halde X=|JXo olup

a<k?

{xeX:3JU (x,U)e g} kimesi X i¢inde yogundur. &

Yukandaki teorem ve Lemma 5.1.3’den agagidaki sonug verilebilir.

/

Sonug 5.1.12

X topolojik uzayi a¢tk (Gi)-kosulunu saglayan 74/ sistemine sahipse X’in nokta< x
tabam olan yogun bir altkiimesi vardir. M

Asagidaki teorem, agik (Gy)-kosulunu saglayan bir sisteme sahip olup da nokta<k
tabam olmayan topolojik uzay rneginin, herbiri nokta<k tabana sahip olan uzaylarin

yerel< x birlesiminden inga edilemeyecegi sonucunu verecektir.
Teorem 5.1.13

X topolojik uzayt (Gy)-kogulunu saglayan 4 sistemine sahip olsun.Eer X’in 6yle
bir yerel< ¥ {Y; : iel} ortiisi var ve her i€l igin Y; altuzayimn yogun, nokta<x
noktalanmig agik Ortiisii varsa X uzaymn da yofun, nokta<k noktalanmg agik

Ortlisii vardur.
Ispat
{Y; : iel} ailesi yerel< x oldugundan her xeX i¢in x’in | {iel : Ty Y=} l<x

olacak bicimde bir Ty komsulugu vardir. Her i€l i¢in g; Yi'nin yofun, noktask
noktalanmug acik 6rtiisii olsun. Sabit bir ieI alalm. Her (y,U)e g; igin U kiimesi Y;
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icinde agik oldugundan, X’in, UN Y; = U olacak bigimde bir U agik altkiimesi
vardir. Si(y,U) = U {V(x, UTy) :xeU} olsun. Si(y,U) kiimesi X iginde agiktir ve
Siy,U) N Yi= U dur. §,={(y, Siy,U)) : (,U)e @i} olmak iizere p=| J&; olsun.

iel
X =U{Y; : iel} oldugundan g noktalanmg agik oOrtiidir. @’nin noktask _
oldufunu  gbébrmmek igin  Oncelikle her xeX ve her iel igin
|{(y,0)e§i : er}ls k  oldugunu gorelim. xeX ve iel olmak iizere

| {(y,0)e B, : x€O}|>« olsun. O zaman @;nin | 4|=1x" olacak bigimde dyle bir
A altkimesi vardir ki her (y,U)e 4 igin xeSi(y,U) olur. Si(y,U) kiimesinin
tammindan, her (y,U)e A i¢in xeV(z,y,, Un T, ) olacak bigimde z, €U
vardir. (Gy)-kosulundan, her (y,U)ea i¢in zy, € Wy0n S Un Lo
bigiminde W, ,, €M) vardir. | Al=", " regiler ve |Mx)|<x oldugundan
Amn | F [=¢* olacak bigimde dyle bir A altailesi ve W(x)'in oyle birW,,, .,
elemam vardrr ki her (y,U)e A icinw(y_u) =W, v, olur. Béylece her (y,U)e A igin
Z(you0) € Wiy 0y S U oldugundan her (y,U)e A igin z, ,,€U dir. Aym zamanda
Z(y, 0, €U0 CY; oldugundan her (y,U)e A igin z, ,,,€Un Yi =U olur ancak bu

gi'nin nokta< x olmasi ile gelisir. O halde her xeX ve her i€l igin

| {(y,0)e®, : x€0}|< x olmak zorundadir. $imdi g’nin noktask olmadigim
varsayalm. O zaman | {(y,0)e @ : %€O}|> x olacak bigimde bir xoeX vardir.
Her iel igin |{(y,0)eg5i - x0€0} < x ve 50=U55i oldugundan Tmn [J]=«"

iel

bi¢iminde &yle bir J altkiimesi vardir ki her i€J i¢in xo€0Q; olacak bigimde bir
(y,0)e @, vardir. @,’nin tammindan her ieJ ig¢in (y;,U)e go; olmak iizere
O = S(y,U) bicimindedir. Boylece her ieJ i¢in xo € Si(y,U)) olup
X0 €V(z , f]i NT, ) olacak bigcimde zeU; vardir ve (Gy)-kosulundan, her ieJ
igin zeW; cU, NT, biciminde Wi € W (xo) vardur. | w (xo) |< x oldugundan,

W (%0)'1n yle bir W, elemam ve J’nin |L|=«* olacak bigimde 6yle bir L altkiimesi
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vardir ki  her ieL igin Wi =W, olup her ieL igin
zeW; =W, cU, NT, cT, dr. Aym zamanda her icL igin z€Y; oldugundan
ze T% N Y; dir ve boylece her ieL igin T, N Yi # O olur ki bu {Y; : iel} ailesinin
yerel< x olmasi ile geligir. O halde o nokta<k olmak zorundadir. X =U {Y; : iel}

ve her i€l i¢in p; Y; i¢inde yofun oldufundan &’nin yogunlufunu gérmek
kolaydir. m

Yukandaki teoremden ve Lemma 5.1.3 (ii)’den, buraya kadar yapilanlan toparlayan,
agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.1.14

X topolojik uzayr agtk (Gi)-kosulunu saglayan 1/ sistemine sahip olsun. Eger
asagidakilerden herhangi biri saglantyorsa X uzayimn nokta<x tabam vardr.

1-) X zayif k-yan katmanlanabilir uzaydr,
2-) X (G.)-kosulunu saglayan bir sisteme sahiptir,

3-)d(X) <«
4-) X, herbiri nokta<k tabana sahip olan altuzaylarimin yerel< x birlegimidir. ®

Asagidaki teorem, agik (Gi)-kosulunu saflayan %/ sistemine sahip olupta nokta<k
tabam olmayan uzaylara ek ararken kullamsh olabilir.

Teorem 5.1.15

Eger X topolojik uzaymn agik (Gy)-kosulunu saglayan bir sistemi var fakat
nokta< x tabam yok ise o zaman X’in bog olmayan dyle bir X altuzay vardir ki
X ' bos olmayan higbir agik altkiimesinin nokta< x tabam yoktur.
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Ispat

3= {0 cX: 0 Xiginde a¢tk ve O’nun nokta< ¥ tabam var} olmak tizere Y =8
olsun. X uzay: agik (Gg)-kosulunu saglayan sisteme sahip oldugundan her alt uzay:
da agik (Gy)-kosulumu saflayan bir sisteme sahiptirr O halde Y’nin agpk
(Gx)-kosulunu saglayan bir %/ sistemi vardir ve boylece Lemma 5.1.4’den Y’nin her
acik Ortiisiiniin nokta< x agik incelmisi bulunabilir. 8 Y i¢in acik ortii oldugundan
9’nun noktask ag¢ik ¥ incelmigi vardir. ¢ nin her V elemam i¢in 9’nun V’yi
iceren bir elemam var oldugundan ve 9’nun her elemam nokta<k tabana sahip
oldugundan her Ve¥ i¢in V’nin de bir @ (V) nokta<k tabam vardir. O halde
B8={B:Be B8(V), Vev? } ailesi Y i¢in nokta<k taban olur.

X\ Y =X olsun. Y’nin nokta<k tabam var oldugundan eger X ’min da nokta<k
tabam varsa bu durumda X nokta<k tabana sahip olacagindan, X ’nin nokta<k
tabamt yoktur, Simdi X ’min bogtan farkli her agik altkiimesinin de nokta<k tabana
sahip olmadifim gorelim. U X’mmn agik altkiimesi olmak tizere U'nun nokta<x
tabam var olsun. Y agik oldugundan X kapali olup X\ U kimesi X iginde
kapahdir. Béylece X\ (X\U)=Y U U kiimesi X iginde agiktr. Ayni zamanda Y
ve U kiimelerinin her ikisi de nokta< x tabana sahip oldugundan Y U U kiimesi de
nokta<k tabana sahiptir. O haldle Y U U €8 dur. Y=U3$8 oldugundan Y U U CY
olup U CY dir. Ote yandan U c X=X \Y idi. O halde U= olmak zorundadir. m

5.2. k-Nokta-Diizgiin Taban ve Bir Genisleme Ozelligi

Bu kisimda, Alexandroff1960) tarafindan tammlanan ve metriklestirme
teoremlerinde kullanilan nokta-diizgiin taban tammumn kardinal geniglemesi olan
k-nokta-diizgiin taban tammu verilerek P, -Ozellifini saglayan ve k-nokta-diizgiin
tabana sahip olan topolojik uzaylarin x-development’e sahip oldufu gorilecektir.
Ayrica bir genigleme 6zelligine de yer verilecektir.
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Tamm 5.2.1

K bir kardinal say1 ve 3 X topolojik uzay: igin bir taban olmak iizere eger X’in her x
elemam ve x’i igeren her U acik altkiimesi igin | {Bead: xeB ve B n X\U #J} l<x

oluyorsa @ ailesine X’in k-nokta-diizgiin tabam denir.
Tanmim 5.2.2

X bir topolojik uzay olmak tlizere efer X’in acik Ortiilerinin, her xeX igin
{st(x,7 ;) : i< x} ailesi x’in komguluklar tabam olacak bigimde, bir {¥; : i< «}
k-dizisi varsa X uzayma -developable uzay ve {7 ; : i< x} dizisine de X’in

k-development’i denir.
Lemma 5.2.3

X bir topolojik uzay, 8 X’in «-nokta-diizgiin tabam ve “<” @ ailesi iizerinde
herhangi bir iyi-siralama bagintis1 olmak {izere ®’nin bogtan farkli her U elemam igin
r(U) = ot({Be®: UcB})<«k dir.

Ispat

Ue 8 olmak iizere xeU olsun.{Be @ : Uc B}c{Be 8: xeB ve B n X\U = J} dir
ve | {Be @ : xeB ve B » X\U # @} | < x oldugundan | {Be @ : Uc B}| <« drr.
k kardinal say1 oldugundan ot({Be @ : Uc B})< k olmak zorundadir. ®

Teorem 5.2.4

X P -Ozelligini saglayan bir topolojik uzay olsun. Eger X uzaymn x-nokta-diizgiin

tabant varsa X uzayinin k-development’i vardir.
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Ispat

@ X uzaymn x-nokta-diizgiin tabam olsun. I(X) X’in izole noktalariin kiimesi
olmak {izere her a< x igin B ={Ue® : r(U)2a } U I(X) olsun. { 8 , :a<x} X’in
bir k-development’i dir. $oyleki; dnce her a< x i¢in @ o ailesinin X igin bir ortii
oldugunu goérelim. xeX olsun. Eger {x}cX acik ise xeIl(X) olup xe U@, dir.
{x} kiimesi ac¢ik olmasin. X Tj-uzay ve @ X uzay i¢in taban oldufundan
N{Bed : xeB}={x} dir. {x} kimesi agik olmadifindan ve X P, -uzay
oldugundan |{Be$ : XEB}|2K olmak zorundadir ve boylece {Bed : xeB}
ailesinin ot(V) = a olacak bigimde bir ¥ altailesi segilebilir. Bu durumda | ¥ |<a
olup N¥ kiimesi agiktir. {x} kiimesi a¢ik olmadiindan {x}#N¥ dir ve boylece
yeNv olacak bigimde x’den farkh bir yeX vardir. x € N{ V\{y} : Ve ¥ } ve
@ taban oldugundan xeU cN{ V \{y} : Ve ¥ } olacak bigimde bir Ue® vardir.
Her Ve ¥igin U V’nin 6zaltkiimesi oldugundan r(U)>a olup Ue @, dir. O halde,
x€U oldugundan, xe | UB, olup B, X igin bir agik drtiidiir.

Simdi de her peX igin {st(p, B. ) : a< x} ailesinin p i¢in komsguluklar tabam
oldugunu goérelim. \peX ve V ¢ X agik olmak iizere peV olsun. 8 k-nokta-diizgiin
taban oldugundan |{Be® : pecB ve B n X\W #@}|< x dir. O halde
ot({Be®: peB ve B n X\V #J}) = a olacak bigimde bir a< x vardir. Ue B_,,

olmak iizere peU olsun. Ue 8,,, oldugundan ot({Be®: UcB}) > a+1 dir. Eger

UnNnX\WVW=@ ise Ucg B bicimindeki her Be® igin B n X\V # & olacagindan
ot({Be®: peB ve B N X\V 2J}) 2 a+l olur ki bu geliskidir. O halde peU olacak
bicimdeki her Ue@,,, icin U N X\V = ve st(p, Bur1 ) < V dir. Boylece
{st(p, B ) : a< x} ailesi p igin komsuluklar tabam olup {Be® : xeB} ailesi X’in bir

k-development’i dir. &

Simdi yiginsal normal uzay ile yakindan ilgili olan genigleme tammini ve genigleme
ile ilgili bir teoremi verelim.
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Tamm 5.2.5
X bir topolojik uzay, 4 ={A, :A€l} ve V={V,:Ael} X’in altkiimelerinden olusan
aileler olsun. Eger her Aeligin A) c Vi ve Vi © X agik ise 9/ ailesine 2’nin bir
genislemesi denir,

Teorem 5.2.6

X topolojik uzaymmn « rankl (F)-kosulunu saglayan bir W={% (x) : xeX} sistemi

varsa X uzay igindeki diskret her ailenin nokta< k geniglemesi vardir.

Ispat

A = {Ay:Ael} diskret bir aile olsun. Her Ael igin U,= X \ UAp denilirse
p£EA

A,cU, olur ve p#A bicimindeki her pAel i¢in A, NU,= & dir
Her A€l i¢in V,=U{V(x, U,) : x€A,} olsun. Her A€l ig¢in V, X’in agik
altkimesidir ve A, cV, saglamr. §imdi {V,: Ael} ailesinin nokta<k oldugunu
gorelim. Bu aile nokta<k olmasin. O zaman X’in 6yle bir x elemam ve I'nin l3l=x
olacak bigimde &yle bir J altkiimesi vardir ki her A€J igin xe V, dir. V, kiimelerinin

tammindan, her A€J igin xe V(x,,U,) olacak bigimde bir x, €A, vardrr ve
(F)-kosulundan her A€J igin x, € W, cU, bigiminde W, € W (x) vardir. Her AeJ
icin  x,e€A, ve p#A igin A,NU,= & oldufundan p#A bicimindeki her
pAel igin W,=W, olp |{W,: AeJ}|= x dir. O halde, rank(#{x))sx ve
{W,: Ae]} < W(x) oldufundan, J'nin W, cW, olacak bigimde Birbirinden farkl
A ve p elemanlan vardir. Ancak bu durumda x,eW,cU, olur ki bu x, €A,
olmas: ile gelisir. Boylece {V,: Ael} ailesi nokta< x olup {Ax :Ael} ailesinin

nokta< x geniglemesidir. B
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