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OZET

Bu tezde orgiilenmis caprazlanmis modiillerin morfizmlerinin homotopi siniflarinin
yapisi incelenmigtir. Gruplarin ve degismeli cebirler {izerinde orgiilenmis ¢apraz modiillerin
tanimlar1 ve bunlar arasindaki morfizmlerin homotopik kavramlari tanitilmis ve homotopilerin

ozellikleri incelenmistir. Bu anlamda 4 bdliimden olugsmustur.

[Ik boliimde iki egri arasindaki homotopi kavrami ve homotopi sinifi kavramina

deginilmistir.

Ikinci béliimde gruplar ve degismeli cebirler iizerinde caprazlanmis modiillerin

homotopileri incelenmistir.

Ugiincii ve Dérdiincii béliimlerde ise bu yapilarin orgiilii ¢apraz modiiller igin

karsiliklar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis modiil, Homotopi, Kategori.
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ON THE HOMOTOPY CLASS OF MORPHISMS OF BRAIDED REGULAR CROSSED
MODULER

Sevgi FIDAN
Department of Mathematics, Master Thesis, 2018
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Erdal ULUALAN

SUMMARY

In this thesis we investigate the class of homotopies between the morphisms of braided
crossed modules. We define the notion of homotopy between maps of braided crossed modules
of groups and commutative algebras and we give their properties. In this meaning this thesis

consists of four chapters;

In the first chapter, we recall the basic definitions about homotopy between two curves

and homotopy classes.

In the second chapter, we introduced the corresponding cases of these structures to the

notions of braided crossed modules of groups and commutative algebras .

Key words: Crossed Modiiler, Homotopy, Category.
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1.HOMOTOPi KAVRAMI

Bu bolimde tezde kullanilacak olan temel kavramlar kisaca tanitilacaktir. Topolojik
uzaylarda iki egri arasindaki homotopi kavram kisaca deginilecek ve daha sonra homotopi

tiplerinden bahsedilecektir.
1.1. Homotopi ve Homotopi Tipleri

Tamm 1.1.1. X bir topolojik uzay ve I = [0,1] olsun. X topolojik uzayinda ¢ den d ye
bir egri alalim. Bu egri (0) = c ve (1) = d olacak sekilde §: I — Xsiirekli bir fonksiyondur.

Burada c ye egrimizin baslangi¢ noktasi, d ye ise bitis noktas1 denir.

Ornek 1.1.2. X bir topolojik uzay olsun ve k € Xalalim. ay: I — X; biitin t € I igin
a (t) = k ile tanmimlanan fonksiyon siirekli olup ayni zamanda sabittir. Béylece bir egridir. Bu

egriye k noktasindaki sabit egri denir.

Ornek 1.1.3. 8:1 - X ¢ den d ye bir egri olsun .(0) = ¢ (1) = dir. d den c ye bir
egriise B(t) =L (1 — t) ile tanimlanir.

BO)=B1-0)=p1)=d

p)=p(A-1)=p0)=c
B : b~a bir egri olur.
B siirekli oldugundan
B:1-X
pF® =pl-0

ile taniml1 fonksiyonda tanimli olacagindan B, ddenc ye X topolojik uzayinda bir egri olur.

Ornek 1.1.4. B:1 > X cdend yey:1 —» X dden e ye iki egri olsun.

( 1
B(2t), 0<t< 5

Boy(t) = J
Ly(Zt—l), %StSl



ile tanimlanan Boy(t) : I = X siirekli ve Boy(0) = ¢ Boy(1) =ec dene ye bir egri olur.
Burada oy nin anlami 8 ve y egrilerinin yan yana gelmesidir. Yani f nin bitis noktasi y nin

baslangic noktasina gelecek sekilde iki egrinin birbirine eklenmesidir.

Tamm 1.1.5. X bir topolojik uzay ve F c X olsun. Eger her ¢, d € F igin
cdend ye F iginde bir §: I — X egrisi varsa yani,f(I) C F ise F kiimesine egrisel baglantilidir

denir.

1.1.1.Homotopik egriler (iki egri arasindaki homotopi)

Tanim1.1.6. B, v : I — X iki egri ve baslangic ve bitis noktalar1 ayn1 x ve y olsun. Eger

K:IxI—X
K(s,0) = B(s); K(s,1) = y(s)
K(0,p) = x
K(,p) =y

olacak sekilde bir K fonksiyonu varsa f ve y ya homotoptur denir ve 8 = y ile gosterilir.

Buradaki K fonksiyonuna g ve y arasindaki homotopi denir.

Teorem1.1.7. X uzay1 i¢inde ¢ den d ye olan tiim egrilerin homotop olma bagintis1 bir
denklik bagintidir.

ispat:

Yansima:

p:l1-X
B0) =c,p(1) =d
olan ¢ den dye bir egri olsun.

K:IxI->X



K(s,0) = B(s),K(1,5) = B(s)

K(0,s) =c¢
K(1,s)=d
olacak sekilde K : I X I - X
K(t,p) = B(®)

olarak tanimlanan doniisiim siirekli olup bir homotopidir.
Simetri: 8 = yolsun . Bu durumda
K:IxI-X
K(s,0) = B(s); K(s,1) = y(s)
K(0,s) =c¢
K(1,s)=d

olacak sekilde K siirekli doniistimii vardir.

K:IxI—-X

E(th) = K(tll_p)

doniigiimiinii goze alalim.

K'(s,0) = K(s,1-0) = K(s,1) = y(s)
K(s,1) = K(s,1—1) = K(s5,0) = B(s)
K(0,5) = K(01—5s)= ¢
K(1,s)= K11—-s)=d

olup K : y=p bulunur.



Gegisme: § ~yvey = 0@ olsun.f.y,8 c den d ye bir egridir.

1
( K(t, 2p), Osp=3
KoL(t,p) =

| Lt2p-1), %SpSl
seklinde tanimlanan KoL : : I X I —» X siirekli doniisiimii 8 dan y ya bir homotoptir.
KoL(t,0) = K(t,0) = B(t)
KoL(t,1) = L(t,1)=6(t)
olup B= 6 olur.

Yani baslangic ve bitis noktalar1 ayni olan X topolojik uzayindaki egrilerin birbirine

homotop olma bagintis1 bir denklik bagintisidir.
1.2.Basit Baglantih Uzaylar
Baslangic ve bitis noktas1 ayni olan 8: I — X egrisine kapali egri denir.
ag : 1 - X

ap(t) =x
ile taniml1 sabit fonksiyon x noktasinda kapali egridir.Egerf: I — X kapali egrisi a;, sabit

egrisine homotop ise bu egriye x noktasinda biiziilebilir egri denir. Yani 8: 1 — X

B(0) =so
B(1) = so
olan baglangi¢ ve bitis noktasi sy olan bir egri olsun.
B=as sy~ S
demek;

K:IXxI->X



K(s,0) = B(s)
K(s,1) = a5, (s) = s
K(0,s) = sq
K(1,s) = s,
olacak sekilde siirekli bir K doniisiimii vardir.

Bir X topolojik uzay1 alalim. Bu uzaydaki her kapali egri bir noktaya biiziilebiliyorsa,
bu uzaya basit baglantili uzay denir.Yani baslangi¢c ve bitis noktasi ayni olan her egri sabit

egriye homotop ise bu uzaya basit baglantili uzay denir.
Relatif Homotopi
Tamim1.2.1. Xve Y topolojik uzay olsun
k,l: X - Y iki siirekli doniisim ve A € X olsun. Eger K : X X[ - Y
K(s,0) = k(s);
K(s,1) = I(s)
ve hera € A c X igin
K(a,u) = K(a) = L(u)
olacak sekilde K siirekli doniisiimii varsa , K ya A ya k ve [ arasindaki homotopi denir.
K:k ~ grelA

Buna gore : 5,y : I = X s, tabanli yani baglangi¢ ve bitis noktasi s, olan iki egri olsun

B =y rels, demek;
K(s,0) = B(s)
K(s,1) =y(s)

K(0,s) = s,



K(1,s) = s,
K(so u) = B(so )=¥(so)
olacak sekilde bir K siirekli doniisiimii var olmasi demektir.
iki Egrinin Carpimi

Tanmm1.2.2. f:1 - X v:1 = X,B(1) = y(0) olacak sekilde iki egri olsun.

IA
IA

= N e

B(25s), 0
B.y(s) = 1
y(2s — 1), >

S

IA
%)
IA

seklinde tanimli B.y ¢ den d ye bir egri olur. Gergekten de
B.v(0) = B(2.0) = B(0)
By (M) =v(21-1)=vy()

olur. Yani B.y; f(0) dan y(1) tanimh bir egridir..y da I dan X e siirekli bir dontisiim olup bir
egri belirtir

Tanim1.2.3. B egrisi bir sabit fonksiyon olsun. Yani V x € [ i¢in B(s) =k ise fya k
noktasindaki sabit egri denir. Baglangi¢ ve bitis noktast ayni olan egriye kapali egri denir. Bu

kapali egri kendi kendini kesmiyorsa , buna basit kapali egri denir.
Teoreml1.2.4.3 ~ Ovey ~ o ise
B.y ~ 6.o
dir.
Ispat: B ~ @ise £(0) = 6(0) ve B(1) = 6(1) dir.
y ~ cisey(0) = a(0) ve y(1) = o(1) dir.
B ~ yvarise (1) = y(0) olur. Buna gore ;

Boy(0) = B(0) = 6(0) = 65(0)



Boy(1) =y(1) =0(1) = 60(1)
olup B.y ~ 6.0 bulunur.
Teorem 1.2.5.8 ~ yise B~ ~ y~ dir.
Ispat: B~y ise f(0) =y(0); 5(1) = y(1) olur.
B~1(0) =B(1) =y(1) =y~'(0)
B~1(1) =B(0) =y(0) =y~'(D)
olupB=1 ~ y~* bulunur.

Teorem 1.26. kiX—>Y ve [: X > Y siirekli ve homotopik olan iki doniisiim ve
m:Y — Z siirekli bir doniisiim ise; mok ve mol fonksiyonlar1 X den Z ye siirekli homotop

dontistimlerdir.
Ispat: k,1: X = Y siirekli homotopik iseler;K : X X I - Y
K(s,0) = k(s)
K(s,1) = I(s)
ve A relatif homotopi ise her s € A
K(s, t) = k(s) = I(s)
seklinde her K : X X [ — Y siirekli doiistimii vardir. m : Y — Zsiirekli oldugundan
L:XXI ->Z
L(s,y) = m(K(s,y))
ile taniml1 doniisiim siireklidir. Yani ;
L(s,0) = m(K(s, 0)) = m(k(s)) = mok(s)
L(s, 1) = m(K(s, 1)) = m(l(s)) = mol(s)

olupmok = mol relA olur.



Teoreml1.2.7. B:1 = X, y: 1 = X iki egriolsun. § = y relsyolsun. o : s, dan s, bir

egri ise;
oof3 = Boy relsydir.

Ispat: B = yrels, ise;

K:IXI - X
K(s,0) = B(s)
K(s,1) =vy(s)

K(so,u) = B(so) = v(so)
K(0,s) = K(1,u) = s,
olacak sekilde siirekli doniisiim vardir. o: 1 — Xsiirekli bir doniisiimii olup
oof3 = Boy relsyolur.

1.3.Homotopi Tipi

XveY ikitopolojik uzay k : X - Y ve l : Y — X iki stirekli dontisiim olsun.
kol : Y — Yid, doniisiimii homotop ise lom : X — X; id, doniisiimiine homotop ise; X veY

topolojik uzaylarina ayn1 homotopi tipine sahiptir denir.
lok = id, olmak lizere;
K:YXI->Y
K(y,0) = lok(y)
Kly,)=id,=y
olacak sekilde siirekli K homotopisi vardir.

kol = id,demek;
K:XxI-X

K(s,0) = kol(s)



K(s,1) = id,(s) =s
olacak sekilde siirekli K nin var olmasi demektir.
Xve Y uzaylar1 homeomorfik iseler ayn1 homotopi tipindedirler. Fakat tersi dogru degildir.

Ornekl.3.1. Bir noktaya biiziilebilen bir uzay, bir noktadan ibaret olan bir uzayla aym

homotopi tipindendir.

Sonug¢l.3.2. X uzay1 s, noktasina biiziilebilen basit baglantil1 bir uzay olsun.

B,y : I = X baslangi¢ ve bitis noktasi s, olan iki egri olsun. Eger;

K:IXI >X
K(s,0) = B(s)
K(s,1) = v(s)

K(so,y) = B(so) = v(so)
K(0,y) = K(1,50) = y(s0) = So
olacak sekilde siirekli bir doniisiim var ise;
Kyas, taban noktasina gore [ vey egrileri arasindaki homotopi denir.

sptabanliXtopolojik uzayinda § egrilerinin birbirine homotop olma bagintisi bir denklik

bagmtisidir. Gergektende ; f: 1 = X; 5(0) = B(1) =spise K : I X[ = X ;
K(s,y) = B(s)bir homotopi olur. Ciinkii 8 siirekli oldugundan K da siireklidir ve;
K(s,0) = B(s)
K(s,1) = B(s)
K(0,y) = B(so) =so =K(1,y) = B(1)
olupK (sy, ¥) = B(sg) olur. Yani § = B relsydir.

B=vyiseK : I X - X
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K(s,0) = B(s)
K(s,1) = y(s)
K(0,y) = so = K(1,y)
olacak sekilde K siirekli homotopisi vardir.
K:IxI - XK(s,y) = K(s,1 — y)ile tamiml doniisiim siirekli olup
K(s,0) = K(s,1) = y(s);
K(s,1) = K(5,0) = B(s);
K0, =K(0,1-y) =5
KLy)=K11-y) =5
olupK:y = B rels, olur.

K: f=yvelL:y=@olsun. M:I X1 - X;

1
K(t,1-1p), OSpSE
M(s) =
1
L(t,2p — 1), Sspsl

seklinde tanimlanan M siirekli bir doniistim olur ve;
M(s,0) = K(s,0) = B(s);
M(s,1) = L(s,1) = y(s);
M(0,y) = K(0,2y) = so
MA,y)=L(12y—1) =5,

olupM: g =~ 6 rels, bulunur. Yani bir X topolojik uzay ve s, € X keyfi bir sabit nokta i¢in
baslangi¢ ve bitis noktalar1 sy olan biitiin kapali egrilerin birbirine homotop olma bagintis1 bir

denklik bagintisidir.
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1.4.Homotopi Grubu

X bir topolojik uzay s, € X de sabit bir nokta olsun. Baslangi¢ ve bitis noktasi s, olan
biitiin kapali egrilerin kiimesini X' ile gosterelim. X', X in basit kapali s, noktasina biiziilebilen,
basit baglantili bir alt uzay1 olacaktir. sy noktasina bu egrilerin taban noktasi, bu egrilere de s,
tabanli kapali egriler denir. Yukarida baslangic ve bitis noktalar1 sq € X olan biitiin kapali
egrilerin birbirine homotop olma bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugunu gosterdik. 8 €
X' baglangi¢ ve bitis noktasi s, olan bir egri oldugundan B ya homotop olan s, tabanli biitiin

kapali egrilerin sinifini

[B1 ={y : B =y relso}

ile gosterelim. Yani[8], homotop olma bagintisina gore  ya homotop olan biitiin s, tabanl y

egrilerinin olusturdugu bir denklik sinifidir.

B € X'olmak iizere [B] denklik siniflarinin olusturdugu kiimeyi

L:X'"/~={[Bl:p € X"}
Yani; "B:sq ~s, kapal egri "’ olsun.

Burada [] ={y : B =y relsp}olup; K : I X1 - X;
K(s,0) = B(s)
K(s, 1) =v(s)
K(0,s) = 5o = K(1,5)

olacak sekilde K siirekli doniistimii vardir. Baslangig ve bitis noktasi s, olan 8,y kapali

egrilerinin ¢arpimi

1
ky(Zs—l), ESSSI

dir. O halde [B]ve [y] denklik siniflarinin garpimi



[B].[y] = [B.¥]
ile tanimlidir. Simdi bu ¢arpimin iyi tanimli oldugunu gosterelim.f~6 ve y~o iken;
B.y~6.0

oldugunu gosterelim. Bunu gosterirsek [8] = [6] ve [y] = [o] iken; [B.68] = [y. ] oldugunu

gdstermis oluruz.
B~8ise; bu iki egrinin baglangi¢ ve bitis noktasi s olup K: § = 0 ise;
K(s,0) = B(s)
K(s,1) =vy(s)
K(0,s) =sqo=K(1,s)

olur. y~aises, tabanli iki egri oluyorsa; L : [ X I — X

L(s,0) = y(s)

L(s,1) = a(s)
B(21), 0<t S%

By = 1
yer-1, S<t<1

oldugundanBoy = 6oo relsyolmasiigin; P : [ X I — X;B.yve 6.0 da s, da tabanl iki egri

olup ;
1
K(s.2y), OSySE
P(s,y) = .
kL(s,Zy—l), 533/31

B.yve 0.0 arasindaki homotopidir. Gergekten de ;

P(s,0) = K(s,0) = B(s);

P(s,1) = L(s,1) = y(s);
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olup Boy = Boo oldugundan [B. 8] = [y.a] olup bu denklik simiflarinin ¢arpimui iyi tanimlidir.
Herhangi bir X topolojik uzayinda yukarida tanimlanan garpmaya gore biitiin egrilerin kiimesi
bir yari-grup olusturur. Biitiin egriler yerine s, tabanli kapali egrilerin olusturdugu X' kiimesi
g0z Oniine alinirsa, X'/~ yukarida tamimlanan ¢arpma islemine gore bir grup olusturur. Bu
gruba fundamental grup veya s, tabanli X' topolojik uzayinin 1. homotopi grubu denir ve
m1 (X, so) ile gosterilir. Simdi sy tabanlh biitiin kapali egrilerinhomotopik olma bagmtisina

gore, denklik siniflarinin olusturdugu
X'/~ ={[B]: B € so~sy kapali egri}
kiimesinin bir grup olusturdugunu gosterelim.

G, : Tamimdan dolay1 [B]. [y] = [B. y];carpimis, tabanli kapali egrilerin bir homotopi
siifidir. Yani bu ¢arpim iyi kapali olup kapalidir.

Gy » ([BIly]).[6] = [B-v].[6] = [(B-v) 6] = [B- (v-0)] = [B]. ([¥][6])
olur.

Gz Bs, :1 > X; Vs €l igin B(s) = sy olan sabit egri olsun. [1]ileBs, sabit egrisine
homotop olan tiim kapali egrilerin sinifin1 gosterelim. Eger y bir sabit egri ve §.y mevcut ise

B.y = B oldugundan;

olur. Burada

[1]1={y:v =B, }

olur. Boylece sifir egrilerinin yani sabit egrilerin homotopi sinifi olan [1] , grubun birim

elemandir.
Sifiregri B ise B: 1 = XB(I) = sy € X olup

[1] = {y: y~Prelsy }

olur. Yani sabit egriye homotop olan y egrilerinin olusturdugu siniftir.
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G4: Bso tabanli kapali bir egri olsun. B71(s) = (1 — s) ile tanimli olup .8~ ve B71. 8
egrileri sy tabanli sabit egriye homotop olurlar.

K:IxI - X;
K(s,0) = B.87'(s)
K(s,1) = so = Bs, (5)

olupB. B 1(s) =54 = Bs, (so) oldugundanp. B_lileﬁso sabit egrisi homotoptur. Benzer
sekilde; B1. B ile Bs, sabit egrisi homotop oldugundan 8. 3~ € [1]olup;

[8.£71] = [1] yani [3~*].[8] = [1]bulunur.

Yani bir X topojik uzay1 s, € X alalim. Baslangi¢ ve bitis noktasi1 s, olan tim 8 : [ —
X kapali egrilerin homotop olma bagmtis1 bir denklik bagintisi olup bu denklik bagintisina gore
denklik siniflarinin olusturdugu boliim kiimesi egrilerinin yukaridaki gibi tanimli ve islemine

gore bir grup olusturur. Bu gruba X in 1. homotopi grubu denir.
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2.GRUPLAR VE DEGISMELI CEBIRLER UZERINDE
CAPRAZLANMIS MODULLER

Onceki boliimde homotopi tipi 1 olan topolojik uzaylarin egrilerinin homotopi sinifinin
tizerinde denklik bagintisi tanimlanarak 1. homotopi grubu elde edilmistir. Yani homotopi tipi 1

olan topolojik uzaylara cebirsel olarak gruplar karsilik gelir. Bu karsilik gelme
my: X = Grp

m1(x) 1. homotopi grubu seklinde olur. Yani bir X bir basit baglantili topolojik
uzaylarin kategorisi olmak ftizere X € Xigin m,(x), gruplar Kkategorisinin bir objesidir.
2-tip topolojik uzaylara cebirsel model olarak gruplar iizerinde 1950 yilinda Whitehead
tarafindan ¢aprazlanmig modiil kavrami tanimlanmustir. (Whitehead , 1950 ). Degismeli cebirler
tizerinde ¢aprazlanmig modiiller T.Porter tarafindan incelenmistir. (Porter ,1986). Bu bdliimde
degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri hatirlatilacak ve morfimzleri arasindaki homotopi

donisiimlerinin olusturdugu simif incelenecektir.
2.1.Yiiksek Boyutta Homotopiler
Oncelikle bu boliimde kullanilacak olan bazi temel kavramlar hatirlayalim.

Tamm?2.1.1. R birimli bir olsun.(9,8) bir abelyen grup olsun.
RXY -9
r9)-r@®d
ile verilen doniisiim asagidaki 6zellikleri saglarsa Jye sol R_modiil denir. 7 € R ,9; € 9
Dr@®W, B9,)=>0R39,) (T &J,)
2)(ntrn)@9=nQJI)D (n®I)
Nr)®@I=r & (QI)
Hr@0=0
5 I ®Y =9

(9,®) , bir hem sag hemde sol R_modiil olsun.
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X9 -0
ikinci bir ikili igslem olsun.Bu islem asagidaki 6zellikleri saglarsa
Da-(b-c)y=(@-b) c;abceV
2)a-(b®c)=(@'b)D(a-c)

Burada (9, @, -) bir halka ve ayrica sag -sol modiil var ve ayrica agsagidaki 6zellikleri
saglarsa 9 ye bir R_cebir denir.

r® (¥ 9,) = ®V,) 0,
=0, (r ®79;
Eger hera,b € R i¢in
ab=b-a

iseyani (9, @, -) degismeli halka ise 9 ye degismeli R —cebir denir. Bu tezde kullanilan tiim

cebirler degismeli cebir olarak alinacaktir.

Ornek2.1.2. Her Abelyen grup bir Z_modiildiir.

(9,@) Abelyen grup olsun.
ZxX9—-9

n9)->n-I9=99PIP..HYI

olmak tizere toplam n tanedir.

N0 @) =00, D9,)D U BI,) D W, &I, W &I,) D H I,
0,1 P9,)D...05 19, B Y,) B (I, D IJ,) olmak lizere toplam n tanedir. Buradan

= n-vY; @ n - Y,yazilabilir.Diger modiil aksiyomlarida kolaylikla gosterilebilir.
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2.2. Degismeli Cebirler Uzerinde Caprazlanmis Modiiller

Caprazlanmis modiiller ilk olarak 1950 yilinda Whitehead tarafindan homotopi tipleri
2 —tip olan basit baglantili topolojik uzaylara cebirsel bir model olarak tanimlanmistir
(Whitehead, 1950). Degismeli cebirler {izerinde gaprazlanmis modiiller ve bunlarin kategoriksel
ozellikleri T.Porter tarafindan incelenmis ve bazi yapilar1 ile 6zellikle cat-cebirler ve simplisel

cebirler ile olan yakin iliskisi ispatlanmistir(Porter, 1986).

Degismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil kavrami tanimlamadan 6nce bazi 6n

bilgileri hatirlayalim.
Cebir Etkisi

Tanmm?2.2.1. F ve G iki R_ cebir olsun. Gnin F iizerine cebir etkisi

GXF > F

@G fN-gf

ile gosterilen bir fonksiyon olup asagidaki 6zellikleri saglar.
Dg-h+f)=9 - fi+tg f
2)(g192) " f=91(g92f)

391+ 92) f=91 " f+9:f
Vg(fi-f2)=9 fL)" f

Bu etki varsa F bir G-cebir olur.

Tamm:2.2.2. F ve G iki R-cebir (degismeli) G nin F {izerine cebir etkisi var ve y : F —

G bir cebir homomorfizmi agagidaki 6zellikleri saglarsa

y(fit f2)=v()+ v(f2)
vy (fi.f2) = v(f) v (f2)
y(r.f)=ry(f2)

Buna gore y bir lineer doniisimdiir. Eger asagidaki iki sart saglanirsa y ya ¢aprazlanmig

modiil denir.
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lHerg €G, f € Figin
y(g.-f)=gv{)

olmalidir. Sadece bu ilk sart saglanirsa buna on ¢aprazlanmis modiil denir.

2. Her f',f € F igin
fy(H=r.1

olmalidir. Burada

O=f.f'"=fr({)

olur.

Ornek 2.2.3. id : F — F birim déniisiim olsun. Her f', f € F igin

f'-f=r.r
ile tanimlanabilir. Yani F nin ikinci islemi etki verilir. Boylece

fyUD=frFD=rf

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomu elde edilir.

2.3. Caprazlanms Modiiller Kategorisi

A A
A:E >R ve A" E'>R' birer degismeli cebirler {izerinde g¢aprazlanmis modiil

olsunlar

P:A - A ,0=(0,,0,) seklinde cebir homomofizm ¢ifti olmak lizere eger asagidaki iki

sart saglanirsa @ ye A dan A’ ne bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir.
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v

Do

X mmmmmmmmmm =

~

AI

v

Diyagram degismeli olmalidir. Yani her @ € E igin

Bood(a) = 2"0:(a)

olmalidir. Burada @, : R - R've @, : E — E'birer cebir homomorfizmdir.

2. Etkiyi korumalidirlar. Yani herr € R ve a € E igin

0.(r.a) =

Do(7) .04 (a)olmalidir. Boylece objeleri A : E = R seklindeki ¢aprazlanmis modiiller ve

morfizmleri ise bu sekilde tanimli homomofizm g¢iftleri olan kategoriyi yani ¢aprazlanmig

modiiller kategorisini olusturabiliriz. Bu kategorisi XMod ile gosteririz.

2.4. 1ki Caprazlanms Modiil Morfizmleri Arasindaki Homotopi

A A
A:E >R ve A":E'—> R'birer ¢aprazlannus modill ve f;: R — R’ bir cebir

homomorfizmi olsun. Bunu asagidaki diyagramla gosterelim.

A
E—R
5// :fo
e !
s v
E'— R’
ll

s : R = E'bir fonksiyon olmak iizere eger asagidaki iki sart saglanirsa s ye bir f;-

derivasyon adi verilir.



1.k — lineer olup herr,r’ € Rigin k € Kigin
Ds(r+r)=s(r)+s(r")

i)s(k ‘r)=k -s(r)
dir. Burada k bir degismeli halkadir.

2.r,r" €Rigin

s(rr) = fo(r) s+ fo(r") s(r)+ s(r)s(r")
olmalidur.

Simdi iyi bilinen asagidaki teoremi verebiliriz.

!

A A
Teorem2.4.1. A: E > Rve A": E' > R’ birer ¢aprazlanmus modiil olsunlar.
(fi,fo) : A = A" bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun.g, : R - R've

g1 : E — E'birer cebir homomorfizm olsun. Bu verileri asagidaki diyagramla

Ozetleyelim.

A
4 F——k
1 ’/'A 1
fl :gl fz’ fo :go
IA’/ ﬁ
A EF'— R’
Al

r€R,e € Ei¢in

go(r) = fo(r)+ A" o s(r)

g1(e) = fi(e)+ (s o A)(e)

oluyorsa bu durumda g de A dan A’ ne bir ¢aprazlanmig modiil olur.



ispat:

v

X mmmmmmmmmm =

9o

Q
[y
+-----------1mm

~

=
v

2
diyagrami degismeli oldugunu gdsterelim.Bunun i¢in
goo A= 21 0°gy
olmalidir. Her e € E igin
Joo A(e) = 90(/1(3)) = foo (/1(9))"'/1' ° s (/1(6’))
=NMNofi(e)+ A os 0o A(e)
= Aogi(e)= /1’(91( e ))
=2(fi(e)+ s o A(e))
=Aofi(e)+ A o 50 A(e)

olup

goo A=A o gq

oldugu goruliir.

21
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2. Simdi etkiyi korudugunu gosterelim. Herr € Rve e € E igin

g1(r-e)=go(r): g1 (e)

oldugunu gostermeliyiz. Buna g, in teoremdeki tanimindan

gi(r-e)=fi(r-e)+so A(r-e)
= fo(r): file) +s(A(r - e))
= fo(r)- file)+ s(r-1(e))
olur,
A (e) = r'alahm.
= fo(r)file)+ fo(r) -s(de)+ fo(de) s(r)+ s(r)s(de)
= fo(r)(file)+ s(2e))+ s@)(fo(Ae)+ s(Ae))
bulunur. Burada
Go(r)-gi(e)=(fo(r)+ X os()) (file)+seA(e))

olur.

2 A
Tamm24.2. A, E - R ve A': E' > R' birer gaprazlannug modil f = ( f1,f,) ve
g = (91, 90) Onceki teoremde verilen sartlar1 saglayan A dan A’ ne birer gaprazlanmis modiil

morfizmive s : R - E' bir f, -derivasyon ise

(fo,s):f =g

ikilisi ise f den g ye bir homotopi denir. Bunu asagidaki diyagram ile dzetleyelim:
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A

E » R

1 =

1 ) ]

1 1

1 s 1

fi g fol } 9o

1 1

1 1

,L VA \A/
El A’ : RI

Saglamasi gereken ozellikler asagida 6zetlenmistir.
1. s bir k — lineer morfizmdir.

2.Herr,r €R igin

s(rr’)= fo(r)- s+ for') -s(r)+s(r)s(r’)

3.Herr e Rvee € E igin
9o(r) = fo(r)+ Aos (1)

g1(e) = fi(e)+ soA(e)

olur.

Joo A= /1,0.91

g1(r.e) = go(r).gs(e)

Simdi (fy,s):f =g bir homotopi iken g den f ye homotopinin nasil oldugunu
asagidaki ifadelerle verelim.

f=U1,1) veg = (91,90 ) olmak tizere A:E — R gaprazlanmig modiilinden A': E’
->R' ¢aprazlanmig modiiliine birer morfizm olsun ve s:R — E' bir derivasyon ve
(fo,s):f =g , f den g ye bir homotopi olsun.
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A

E » R

1 =

1 X 1

1 |

1 s 1

fi g fol ) 9o

I I

1 I

,L \ S \A/
E' Iy >R’

Simdi g = f olup olmadigin gosterelim. Bunun i¢in dnce
§ =—-5s:R->FE'

S(r)= —s(r), r €ER

seklindeki doniistimiinii tanimlayalim . Bu durumda her r,r’ € R igin
s(rr')= =s(rr)= =(fo(r) - s+ fo') ~s(r)+s(r)s ()

= —fo(r)- s = for)- s(r)—s(r)s@)+
s(r)s@)—s(r)s(r")

= —fo) s = es (r) s@D)= fo)s(r)—Ao(s@) s(r)
+s(r)s(r")

A(s(r)-s@)=s(r).s(r")
Ala).a =ad

= —(fo(r)+ 2o s(r)) - s = (o) + X s()) -s(r)+s(r)s(r)
= —go(r)- s —go(r") -s (r)+s(r)s@).(=s(r)).(—s ")

= go(7r) *5(r') + go(r") - 5(r) + 5(r)5(r")
fo(r) = go(r) + A'5(r)

oldugunu gostermeliyiz.

go(r) = fo(r)+ Ao s(r)

oldugundan
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fo(r) = go(r)—2A"° s(r)
= go(r)+ A e5(r)
bulunur. Béylece
(90,5 g =f

seklinde homotopi olur.

Teorem:2.4.3. f,g ve h A —» A’ tamiml birer ¢aprazlanmig modiil morfizm olsun. s
fo-derivasyon f ~ g ve s'g, -derivasyon g =~ h olsun. s+ s’ : R — E ' lineer doniistimii

(s+ s")(r) = s(r) + s(') fy-derivasyon ve f = hdir. Yani f =~ g ve g =~ hise f = hdur.

v
=]

(%,]

\
ARRY

\

«Q

o

P~y
S

~

v

dl
|
di
-
S - - -
a
-

ispat:
(fo,s):f =g (go,s):g =h
homotopi olsun.(fy ,s + s’)nin f den h ye bir homotopi oldugunu gosterelim.
1.Herr € R igin
ho(r) = go(r) + A s (1)
= fo(r)+ Ao s(r)+ Aos'(r)

= fo(r)+ Ao (s+ s'(r))
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2.Here € E icin

h.(e)

file) + s"o X' (e)

= g:(e)+so A(e)+s'o A (e)

gi(e)+(s+s)e a(e)

olur. Burada ayrica her r ,r € R igin

(s+ s)Yrr)y=s(rr')+ s'(rr’)
(s + s") ~ fy-derivasyon olur.

=fo() s+ for) s +s@)s ) +go(r) - s'(r) +
Go (r') - s'(r) + s'(r)s'(r")

= fom) st +fo ) sr) +s@) s+ (fo(r)+ A o s()-s'()
+ (o) + 2" o s@))-s'"(M) +s'(r)s' (")

=fo() s+ fo (") -s(r) +s(m)sr) + fo(r) - ') +s(r)s'(r) +
for) = s'(r)+s@Ds'(r) + s'(r)s'(r")
= fo) - (s+5 @)+ fo) (s +5' @) +5() s ) + s(r)s'(r)
+s(r)s'(r) +s'(N)s' ()
= fo(r) - (s+ s'))+ for') (s +5)+ (s +5)).(s+ s) ()

olups + s’ : R — E' bir f,-derivasyon olur. Boylece

(fo,s+s'):f =h

seklinde bir homotopi olur.

2.5. Caprazlanmis Modiil Morfizmlerinin Homotopi Siniflar1

A ve A’ birer ¢aprazlanmis modiil ve Hom( A, A") siifi A danA’ ne giden ¢aprazlanmig

modiil morfizmlerinin sinifi olur. Once grupoid kavramini hatirlayalim:
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C; ve C, birer kiime olmak iizere;

C=¢,—— C,

diyagrami goz 6niine alalim. Burada asagidaki 6zellikler saglanirsa C ye bir grapoid denir.
1l.x,y € Cyolmakiizere a : x — y birer morfizmdir ve a € C;dir. Cy1n

elemanlarina objeler , C; in elemanlarina morfizmler denir.

2.se = te = igdir. Ayricaa:x -y € Cyi¢ins(a) =x ve t(a) = ydir.

3.a:x -yveb:y — zolmakizereb,a € Cidirves(boa)=x=s(a),

t(boa)=z= t(b)dir.

1

4. Hera:x - yigina™!:y — x morfizmi olarak ve a , a™! = e (x )dir,

al,a=-e(y)dir.

Bu sartlar altinda ;

yapisina birgrupoid denir. Simdi Hom (A, A" )nin bir grupoid oldugunu gosterelim. Objeler
Co=Hom (A,A") dir. Yani f.g.,h seklindeki A danA’ ne giden
caprazlanmigsmodiilmorfizmleri objelerdir.f den g ye giden @ morfizleri ise (fy,s):f =g
seklinde homotop olma baglantisidir. Yani @ = (fy,s ):f = g iken ; @ lerin olusturdugunu

yani f den g ye giden tim hmotopilerin olusturdugu sinifi C; ile gosterirken

C= CO

G——=
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yapisi bir grupoid olusturur. Burada ,
s(fo,s)=s(®)=f

t(fo,s)=g
dir.

(fo,s):f =gve(gy,s):g =h olsun. Onceki teoremlerde (fy,s+ s'):f =~ h oldugunu

gosterdik. O halde (fy,s )0 (go,s") = (fy, s+ s') seklinde islem tanimlanabilir. Ayrica

®=(fo,s):f =g iken @' = (fy,5) : g = f oldugunu da biliyoruz. Boylece

C:C1 > CO

bir grupoid olusturur.. Burada bir f € C, = Hom (A,A") igin e ( f) su sekilde tanimlanir.

A
E :ﬁR
| 0 " :
fi i fo|\ fo
,L \5 \A/
E —> R’
A’

e (f) = (fo,0)seklinde olur. O halde

fo(r) = fo(r)+ A os(r)

= fo(r)+ A ,0(r)



= fo(r)+ 2 (0)

= fo(r)

olur.

Aynica (f,0):f = folups(e)(f) = s(f,0)= f=id(f)vet(e)(f) =f

elde edilir. Sonug olarak ;

S
C=C—3 G
t
birgrupoid olur.
A
A S
I
f 191 fo igo
' vy
A E'— R’
Al

Hom (A,A"): (fi,fo)=f = g=1(81,80)
x:i=: f=g
s(x)=f, tx)=g

olur.Sonug olarak

yapisi bir groupoid olur.
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3.O0RGULU CAPRAZLANMIS MODULLER VE HOMOTOPILERI

Grupoidler iizerinde bir ¢caprazlanmis modiil

0 S
C, > C=——F G

Seklinde bir diyagram ile gosterilir. Bu yapilar iizerinde CyinC; ve C,nin iizerine soldan
ve sagdan bir etkileri tanimlanmus ve daha sonra {—,—}: C; X C; — C, braiding yani
orgiileme dontistimii tanimlanarak Yyani bir cebirsel model olan 6rgiilii diizenli gaprazlanmig
modiiller ve groupoidler iizerinde Brown ve Gilbert tarafindan tanimlanmstir.
(Brown ve Gilbert, 1989). Bu yapinin 2_ ¢aprazlanmig modiil ve simplisel gruplar ile olan
iliskileri incelenmistir. Arvasi ve Ulualan , 2007 de o6rgiilii ¢aprazlanmis modiiller ile simplisel
gruplar arasindaki iliskiyi Peiffer elemanlar1 yardimiyla yeniden ispatlanmiglardir.
(Arvasi ve Ulualan, 2007) . Bu model ¢aprazlanmis kompleksler kategorisinde tensor garpim
tanimlanarak ortaya ¢ikmustir. C bir ¢aprazlanan kompleks olmak tizere m : C @ C — C tensor
carpim Ozelliklerini saglayan doniisim olmasiyla birlikte (C,m) ikilisinin < 2 hali 6rgiili

diizenli ¢aprazlanmis modiil yapisini verir.

»

S
C, > ( n B ()

bir orgiili dizenli ¢aprazlanan modiil oldugunda eger Cy = { e} birim grup ise gruplar
iizerinde

1)
G, >y
seklinde bir ¢aprazlanmis modiil elde edilir ve {— ,—}: C; X C; —» C, Orgilenme
doniisiimii vardir.Ulualan doktora tezinde bu yapmnin degismeli cebirler iizerinde tanimini

vermis ve bazi kategoriler ile olan iliskileri incelemistir.(Ulualan, 2004 )
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3.1 Gruplar Uzerinde Caprazlanmis ve Orgiilii Caprazlanmis Modiilleri

Simdi gruplar {izerinde caprazlanmis modiil ve orgiilii caprazlanmis modiil tanimini

verelim. M ve N iki grup ve N, M grubu iizerine etki etsin . Bu etki asagidaki gibi taniml1 bir

fonksiyondur:

M XN - M
(m,n)-> m"
fle gosterilir ve asagidaki dzellikleri saglar;
1. (mM)*z = mMm
2. (mm")" ’n

3.mé =m,e™ =e dir.

N,M grubu tizerine yukardaki gibi etki etsin ve A:M — N birgrup

homomorfizmiolsun. Eger herm € M ven € N i¢in
L.2mM=n1A(m)n
2.m*™ = ) tmm'
Ozellikleri saglaniyorsa A ya bir ¢aprazlanms modiil ( gruplar iizerinde) denir.
A:M — N ve A' : M'" — N'birer (gruplar lizerinde) ¢aprazlanmis modiil olsun.

a:M — M've p: N — N’ birer grup homomofizmi ve asagidaki sartlar1 saglansin.
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1.
a
M » M’
! !
1 1
1 1
1 1
A e
1 1
1 1
1 1
1 1
v \4
N >N’
B

diyagrami degismelidir.Yanid' , @ = B, A dir.
2.Herm € Mven €N igin

a (m™) = a (m)P™dir.

Bu sartlar altinda (@, 8) : A > A’ homomorfizm ¢iftine gruplar tizerinde gaprazlanmig

modiillerin morfizmi denir.

3.2. Gruplar Uzerinde Caprazlanms Modiil Homotopileri

Simdi kabul edelimki A: M — N ve A': M' - N’ birer ¢aprazlanmis modiil ve f; :

N — N’ bir grup homomorfizmi olur. S : N — M’ bir doniisiim olmak lizere ve

A
M >N
S .
fo
‘ v
Ml : NI
Al

diyagrami degismeli olsun.Yani A’ , s = f; olmak tiizere asagidaki sart saglanirsa S ye bir

fo_derivasyon fonksiyonu veya f,- derivasyon fonksiyonu denir.

s(nn’) = fo(n)s(n') . s(n)fO(n’) .s(n)s(n’)
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Simdi ¢ok iyi bilinen asagidaki teoremi ilerde kullanacagimiz i¢in verelim.

Teorem3.1.1. (f;,fo): (A:M - N)—> (A': M - N') bir c¢aprazlanmig modiil

morfizm olsun . (g, , go) siftide ,

go:N - N’

ve
g1 M > M
birer grup homomofizmi olsun. Eger S : N — M'bir f,-derivasyon olmak tizere
go(n) = fo(n)A's(n)
film) = fi(m)s (1 (m))
Ozelliklerini sagliyorsa ( g;,9o) cifti Adan’ ne bir ¢aprazlanns modiil morfizmi
olur. Bu teoremin ispatin1 degismeli cebirler lizerinde bir dnceki bolimde verdik.

3.3. Gruplar Uzerinde Orgiilii Caprazlamis Modiiller

Orgiilii gaprazlanmis modiiller , érgiilii regiiler caprazlanmis modiillerin indirgenmis
halidir. Bu tanimu ilk olarak Brown and Gilbert yapmustir. Bu yapinin Moore komplekslerin
boyu < 2 olan indirgenmis simplisel gruplar ile olan iligkisi incelenmistir. ( Arvasi ,Kocak ve
Ulualan , 2004 ), Arvasi ve Ulualan orgiilii ve diizenli gaprazlanmis modiiller ile simplisel

gruplar arasindaki iligkiyi yeniden kisa bir yol ile ispatlamislardir.( Arvasi , Ulualan. 2007)
Tamim 3.2.1. A : M — N gruplar iizerinde bir ¢aprazlanmis modiil olsun.

{—,—kNxXN > M

orgiilenme doniigiimii olarak adlandirilan ve asagidaki sartlari saglayan { — , — } doniisiimii ile

birlikte , A ya orgiilii ¢aprazlanmis modiil denir.



Hera,a',b,b’ € Nvex,y € M dir.
1. {a,bb’}={a,b}* {a, b}

2.{aa ,b}=1{a',b}a,b}*

3.{da,b}=1[b,a]l=b"lalh

4{a,1,} =y ty®
5{A.,b}=(x"Hlu
Simdi kabul edelim ki ;
A:M >N
A M - N

olmak tizere ,

{,}: NXxN >N

{’}l: N,X NI - Ml

orgiilenme doniisiimleri ile birlikte birer 6rgiilii caprazlanmis modiil olsun.

a:M -> M

p:N - N’

caprazlanmis modiil morfizmi olmak iizere agagidaki sartlar saglanirsa (a,f ) ciftine

orgiilii caprazlanmig modiil morfizmi denir.
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_&_____2

Z€-----------%
Z€----

-

v

Al

diyagrami degismeli olmadir.Yaniff , A = 1’ , a dir.

2.a (m™) = a (m)B () dir.

3.n,n" € Nigina ({n,n'}) ={pB (n),B (n")} olmalidir.

(A:M >N, {—,—PDve(A': M - N',{—,—Y} birer orgiilii ¢gaprazlanmis modiil ve S :

N — M’ asagidaki 6zelligi saglayan bir doniisim olsun.

A
M >N
S .
fo
‘ v
Ml ; NI
A’

1.fo : N = N'bir grup homomorfizmdir ve 3', s = fydir.

2.Here,e €N i¢in

sCee) = {2(s())fo@)Y . {fole) (s (e} -5 (eHV2l@) .5 (e)Hs )

s(e) .s(e') dir.
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Bu s doniisiimiine f;, -derivasyon donisiimii denir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 3.2.3.
(A:M > N,{—,—}Dve
(X M > N (=,—))
birer orgiilii ¢aprazlanmig modiil ;
(fi.fo): (0;M > N) - (@": M > N)

bir 6rgiilii ¢aprazlanmig modiil morfizmive s : N — M’ bir f,-derivasyon olsun.

A
M >N
] T
] I
1 I
[ s I
fi 9 fo v 9o
I I
1 . I
VL \ V' \A/
M' >N’
A’

Eger (go,91) asagidaki ozellikleri saglayan birer grup iseler ( g,,9o) cifti de bir

orgiilii caprazlanmig modiil morfizmi olur.
1.go (n)=fo(n)A" (s(n))
2.g1(m) = fi(m)si(m)

Bu teoremin ispat1 burada ihmal edilmistir. Bir sonraki boliimde bu teoremin degismeli

cebirler {izerine daha detayli olarak ispat edecegiz.
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4 DEGISMELI CEBIRLER UZERINE ORGULU CAPRAZLANMIS
MODULLERININ MORFiZIMLERININ HOMOTOPILERI

4.1. Degismeli Cebirler Uzerine Orgiilii Caprazlanmis Modiillerinin Homotopileri

R, E ye bir cebir etkisine sahip ve R ve E birer k_cebir olmak lizere A : E — R bir k —
cebir homorfizm olsun.Boliim 2 de de deginildigi gibi degismeli cebirler {izerine ¢aprazlanmis
modiil A(r.e) =rA(e) ve A(e).e’ = ee’ sartlarii sagliyordu. Degismeli cebirler iizerinde
caprazlanmis modiiller igin Orglileme doniigiimii Ulualan tarafindan yapilmis olup bu yapiyla
bazi yapilarin 6zellikle simplisel cebirler, kuadratik modiiller ile olan iligkisini ispatlamigtir.

(Ulualan , 2004). Simdi degismeli cebirler lizerine 6rgiilii caprazlanmig modiil tanimini verelim.
Tamim.4.1.1. E ve R birer k — cebir ve 1 : E — R bir ¢aprazlanmig modiil olsun.
{- ®-}:RXR-E
orglilenme doniistimii olarak adlandirilirken doniistim asagidaki saglarsa (E - R,{— ® —})

yapisina Orgiilenmis ¢caprazlanmis modiil denir.

Herx,y,z € Rvea,b € E igin
11{x @y} = yx=xy
2{la® Ab} = ab
3.{a@x}+ (x®Aa} =0
4.{xy®z}— {xQAa} = 0

C=@:E->R,{—Q®-}D ve C'=@U:E >R ,{— ®—}) birer orgiili

¢aprazlanmig modiil olsun. CdenC ' ye bir f morfizmi f = ( f1, f, ) olmak iizere

fi+E - E', fo: R - R birer k — cebir homomorfizmdir.
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Eger

fl fO

E' —>R'

diyagrami degismeli ise yani; f; c A= A’ o f; ise ve ayrica asagidaki 6zellikleri saglanirsa
(f1, fo )’ a orgiilii ¢aprazlanmig modiil morfizmi denir.

l.e € Eve reRigin
fiCe,r) = fi(e) * fo(r)
2.r,r'" € Rigin ;

Ar @' ={ fo(r)® fo(r)Y

Boylece objeleri € = (A: E - R,{— ® —1}) seklindeki orgiilii ¢aprazlanmis
modiiller ve morfizmleri yukaridaki gibi tanimli olan kategoriyi orgiilii ¢aprazlanmis modiilii

olusturabiliriz.

4.2. Derivasyonlar (Orgiilii Caprazlanms Modiiller I¢in )
A, E = R bir orgilii caprazlanmis modiil olsun. Asagidaki diyagrami ele alalim.
Eger t fonksiyonu;

A
L z > E

f2 fl




39

t(ee) = o te)®fi(eN} + {file) ®A o t(eD} +2' 0 t(e) - t(e) =2,
ot(e)-t(e)+ t(e)t(e)

sartin1 sagliyorsa t ye f;- derivasyon denir.

Simdi oOrgiili caprazlanmis modiilmorfizmleri arasindaki homotopileri tanimlayan

asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 4.21. A,:L - E bir {— ®—}: E X E - L orglilenme doniisiimii ile
birlikte bir 6rgiilii ¢aprazlanmis modiil olsun. (f,f;) de A, dend’;, 'ne orgiilii ¢aprazlanmis

modiillerin bir morfizmi olmak {izere asagidaki diyagrami ele alalim.

L 2! >E
1 11
1 1
1 1
1 t 1
2|V 92 fily, %
: l
1 1
1 1
,L \ S \A/
Ll - =E,
A

Burada eger ;

gi(e) = fi(e)+ ;"o t(e)
92D = f (1) + tedy (1)
sartlarin1 saglayan birg = (g, , g)varsa g bir orgiilii caprazlanmis modiil morfizm olur.
Ispat: g = (g, , g,)orgiilenmis caprazlanmis modiilmorfizm olup olmadigin gdsterecegiz.
Zatenhere,e’ € Evel,l’' € Ligin
9:1(e -e')=g,(e) - g1 (")

g2(L 1) =g,(1) g, (")

sartlar1 vardir.



Ayrica;

A
L 2 >E
92 g1
v
v
_l =E,
A’
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diyagrami degismeli yani g, o 1, = 1,’ o g, olmalidir. Simdi bu diyagramin degismeli olup

olmadigini kontrol edelim. Her | € L
91(2:(D) = (D) +2; e t (A, 1)
= %' (£0) +2 (t°20)

=2 (LD + t oA

=1z ° g2()

g1 ° A (D)

olur. Ayrica
g2(e )= fole - I') + tody(e - 1)

= g1(e) * g2(1)

olup olmadigin1 gosterelim.Here ,e’ € Evel,l' € L
g2(e -1)=fre - 1) +toy(e D)

(e - D) =e (D)

caprazlanmig modiil 1 kuralindan
fie) LA+ tle A D)

A, 1 = e diye diisiiniirsek , yukarida verdigimiz t ( e ') agilimindan ;

file) M+ A t(e)®f(A; DY + {f1(e) @A ot (A, DY +

Mote) -t D=2 ct(A, D) -tle)+t(e)t(A, D
ML'IQRA e} =1le’

oldugundan;
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= fie) EM+ A (1) @A E(D) Y + {ile) @A ° t (A, DY +

ANot(e) -t D =2 ot D) tle)+ t(e) - t(A, D

fie) L)+ t(e) LM+ ) tA D+ 1 o t(e) - t(A D
— Aot D) -t(e)+t(e) -t(A, D)

fie) L A)+t(e) -, A)+f() - t(A, D +t(e) - t(A D) —
t(A, D) - t(e) +t(e) -t D
A, (a)-a =aa’ caprazlanmis modiil 2 kuralindan ;
fie) L)+ tCe) LA+ +f(e) -t D+ t(e) - t(A D
gi(e) - g2 =(fy(e) + 2 (t(e)) (LM + t(A D
=fe) LM+ ) t@ D+ 25(t@) - L1+ A5(e(e)) - t(A, D)

A (t@) - M = tle) - (1)

ve

2 (t@) -t D=t(e): t(A, 1)
esitliklerinden ve gerekli sadelestirmelerden agiktir ki ;
g2(e 1) =gi(e) - g.(1")
olur.
e,e' €E iginfe ® €'} €L igin
(®): EQE -1
g2 ({e @e'}={gi(e) ®gs(e}
olmaldir.
=g9.({e @e'}= frfe @e'}+-t oA, ({e Be'}
={hE)® (N} +t(ee) (.2{e @e}=ce)
={g1(e) ®g1(eN} = file) + ;' o t(e) @y (e +
Aze t(e)}’

={fi(@)® f; (N} +{fi(eN+ Aot} +{A ' t(e)®f; (€N} + t(e) - t(e)
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=g, {e ®e'}={g:1(e) ® g:(e")}

olur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Tamim 4.2.2.Yukarida teoremin sartlarini saglayan t : E — L' derivasyon doniisiimiine

f=(f; ,f;) ve g = (g4 ,g,) morfizmleri arasindaki homotopi denir.

Teorem 4.2.3. f = (f; ,f,) olmakiizere A —» A’ tanimli 6rgiilii ¢aprazlanmig modiil
olsun.

f = f ve t, f;-derivasyon olarak tanimlit: E - L', t(e) = 0, dir.
Ispat:t(e-e’) = 0, olmali f;-derivasyon,

t(ee) =00 t(e)®fi(eN} + {f1(e) @A o t(eN}Y +t(e) - t(e)
={0,/Q® fi(eN} +{fi(e) @ 0,3+ 0,7+ 0y
= OL’

olur.

Teorem 4.2.4. f= (f; ,f,) ve g=1(g, ,g2)A — A’ ya tamml 6rgiilii ¢aprazlanmig

modiil morfizm olsun. t, f;-derivasyon f =~ gve t:E — L' lineer doniigiim var olsun. g =~

f, g1-derivasyon olmak tlizere t(e ) = —t (e) olur.
Az

L > E

| }

| _ |

2]V 92 fil' o

1 P |

| 1

1 1

1 A I

,L \ 'S \A/
L' >E’

Burada eger ;
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t,f = g ye f; -derivasyon oldugundan

file)=gi(e)+ A o i(e)
fo() = g2 (1) + tedy (1)
gi(e)=fi(e)+ A o t(e)
gD = HA)+ t ek (1)
file) = gi(e)— Ay o t(e)
file)=gi(e)+ A oi(e)
tle-e’)= —t(e,e)

tlee) =—[{l o t(e)®fi(eN} + {fi(e) @A, o t(eN} +2; o t(e) - t(e) — Ay
o t(e) - t(e)+ t(e)t(e)]

={A o te)®f;(eN} + {fi(e) @A o TN} +2, ot(e) - T(e) — A,
ot(e') - tle) + tle) - t(e")

={ o tUe) ®@fi(eN} + {fi(e) @1 o t(eN} — t(e) - t(e)+
t(e) - t(e)—t(e) - t(e)
={A o te) @ fi(eN} + {f1(e) @A, o T(eN} — A" o F(e) - T(e)
-2 - 1) - te) + t(e) - (e

= —t(e) fileD) — fi(e) - t(e) —A te) - t(e)— A o t(e) - t(e)
+t(e) - t(e")

=tle) fi(eN)+ fi(e) - te) +A, ot(e) - te)+ A, - t(e) - t(e)
+ te) - t(e")
= (f(e) + 25" t(e)) “Ee) + (fi(e)) + Ay o t(e) He) ++ T(e)
- t(e)
=gi(e) - te)+ gi(e')- tle) + tle) - te)
= ctle) ®gi(e)} + +{g1(e) ® 1 o T(e)} +i(e) - T(e)

= t(ee)
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde Orgiillenmis c¢aprazlannis modiillerin morfizmleri arasindaki homotopi
kavrami incelenmistir. Caprazlanmis modiiller arasindaki morfizmlerin homotopi siniflarinin
groupoid oldugu bu tezde agiklanmistir. Ancak orgiilii ¢caprazlanmis modiillerin morfizmleri
arasindaki homotopilerinin olusturdugu sinifin nasil bir cebirsel model oldugu daha sonraki
caligsmalara birakilmstir. Bu sinifin, her orgiilii caprazlanmig modiil aslinda bir ¢aprazlanmig
modiil oldugundan groupoid oldugu aciktir. Ancak orgiileme doniisiimiiniin nasil bir etki
katacag1 caligmalara devam etmektedir. Bu konudaki 6ngériimiiz bu yapiin yani homotopi
sinifinin  olusturdugu groupoid yapisinin bir whiskered groupoid olacagi yoniindedir.
Literatiirde Orgiilenmis ¢aprazlannms modiil yapilarinin cesitli cebirsel versiyonlar1 drnegin
Liecebiri, LieRinehartcebiri, vs. olup bu yapilarinda morfizmleri arasindaki homotopi kavrami
aciklanabilir diizeye getirilmistir. Ayrica bu Orgiilenmis ¢aprazlanmis modiil yapisina kategorik
olarak denk olan caprazlanmis kareler, 2- caprazlanmis modiiller veya cat?- gruplar, cat?-
cebirler gibi bazi cebirsel yapilarin aralarindaki morfizmlerin homotopileri ve bu homotopilerin

siniflar1 tanimlanabilir. Bu 6nerileri tezimizde agik problem olarak birakilmistir.
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