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ÖRGÜLENMİŞ ÇAPRAZ MODÜLLERİN HOMOTOPİ SINIFLARI ÜZERİNE 

Sevgi FİDAN 

Matematik Ana Bilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi, 2018 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Erdal ULUALAN 

ÖZET 

Bu tezde örgülenmiş çaprazlanmış modüllerin morfizmlerinin homotopi sınıflarının 

yapısı incelenmiştir. Grupların ve değişmeli cebirler üzerinde örgülenmiş çapraz modüllerin 

tanımları ve bunlar arasındaki morfizmlerin homotopik kavramları tanıtılmış ve homotopilerin 

özellikleri incelenmiştir. Bu anlamda 4 bölümden oluşmuştur.  

İlk bölümde iki eğri arasındaki homotopi kavramı ve homotopi sınıfı kavramına 

değinilmiştir.  

İkinci bölümde gruplar ve değişmeli cebirler üzerinde çaprazlanmış modüllerin 

homotopileri incelenmiştir. 

Üçüncü ve Dördüncü bölümlerde ise bu yapıların örgülü çapraz modüller için 

karşılıkları incelenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Çaprazlanmış modül, Homotopi, Kategori. 
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ON THE HOMOTOPY CLASS OF MORPHISMS OF BRAIDED REGULAR CROSSED 

MODULER 

Sevgi FİDAN 

Department of Mathematics, Master Thesis, 2018 

Thesis Supervisor: Prof. Dr. Erdal ULUALAN 

SUMMARY 

In this thesis we investigate the class of  homotopies between the morphisms of braided 

crossed modules. We define the notion of  homotopy between maps of braided crossed modules 

of groups and commutative algebras and we give their properties. In this meaning this thesis 

consists of four chapters; 

In the first chapter, we recall the basic definitions about homotopy  between two curves 

and homotopy classes.  

In the second chapter,  we introduced the corresponding cases of these structures to the 

notions of braided crossed modules of groups and commutative algebras . 

Key words: Crossed Modüler, Homotopy, Category. 
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1.HOMOTOPİ KAVRAMI 

Bu bölümde tezde kullanılacak olan temel kavramlar kısaca tanıtılacaktır. Topolojik 

uzaylarda iki eğri arasındaki homotopi kavramı kısaca değinilecek ve daha sonra homotopi 

tiplerinden bahsedilecektir. 

1.1. Homotopi ve Homotopi Tipleri 

Tanım 1.1.1. 𝑋 bir topolojik uzay ve 𝐼 = [0,1] olsun.  𝑋 topolojik uzayında 𝑐 den 𝑑 ye 

bir eğri alalım. Bu eğri 𝛽(0) = 𝑐 ve 𝛽(1) = 𝑑 olacak şekilde 𝛽: 𝐼 → 𝑋sürekli bir fonksiyondur. 

Burada c ye eğrimizin başlangıç noktası, d ye ise bitiş noktası denir. 

Örnek 1.1.2. X bir topolojik uzay olsun ve 𝑘 ∈ 𝑋alalım. 𝑎𝑘: 𝐼 → 𝑋; bütün 𝑡 ∈ 𝐼 için 

𝑎𝑘(𝑡) = 𝑘 ile tanımlanan fonksiyon sürekli olup aynı zamanda sabittir. Böylece bir eğridir. Bu 

eğriye 𝑘 noktasındaki sabit eğri denir. 

Örnek 1.1.3.  𝛽: 𝐼 → 𝑋 c den d ye bir eğri olsun .𝛽(0) = 𝑐 𝛽(1) = 𝑑ir. 𝑑 den 𝑐 ye bir 

eğri ise  𝛽̃(𝑡) = 𝛽(1 − 𝑡) ile tanımlanır. 

𝛽̃(0) = 𝛽(1 − 0) = 𝛽(1) = 𝑑 

𝛽̃(1) = 𝛽(1 − 1) = 𝛽(0) = 𝑐 

𝛽̃ : 𝑏~𝑎 bir eğri olur.  

𝛽 sürekli olduğundan 

𝛽̃: 𝐼 → 𝑋 

𝛽 ̃(𝑡)  =  𝛽(1 − 𝑡) 

ile tanımlı fonksiyonda tanımlı olacağından  , 𝑑 den 𝑐 ye 𝑋 topolojik uzayında bir eğri olur. 

Örnek 1.1.4. 𝛽: 𝐼 → 𝑋 𝑐 den 𝑑 ye 𝛾: 𝐼 → 𝑋 𝑑 den  𝑒 ye  iki eğri olsun. 

βoγ(t) =

{
 
 

 
 β(2t), 0 ≤ 𝑡 ≤

1

2

  γ(2t − 1),
1

2
≤ t ≤ 1
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ile tanımlanan βoγ(t) ∶  𝐼 → 𝑋 sürekli ve βoγ(0) = 𝑐  βoγ(1) = 𝑒 𝑐 den 𝑒  ye bir eğri olur. 

Burada βoγ nın anlamı 𝛽 ve 𝛾 eğrilerinin yan yana gelmesidir. Yani 𝛽 nın bitiş noktası 𝛾 nin 

başlangıç noktasına gelecek şekilde iki eğrinin birbirine eklenmesidir. 

Tanım 1.1.5.  𝑋  bir topolojik uzay  ve 𝐹 ⊂ 𝑋 olsun. Eğer her 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐹 için 

𝑐 𝑑𝑒𝑛 𝑑 𝑦𝑒 𝐹 içinde bir 𝛽: 𝐼 → 𝑋 eğrisi varsa yani,𝛽(𝐼) ⊂ 𝐹 ise F kümesine eğrisel bağlantılıdır 

denir. 

1.1.1.Homotopik eğriler (iki eğri arasındaki homotopi) 

Tanım1.1.6. β, γ : 𝐼 → 𝑋 iki eğri ve başlangıç ve bitiş noktaları aynı 𝑥 ve 𝑦 olsun. Eğer 

 

𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠); 𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(0, 𝑝) = 𝑥   

𝐾(1, 𝑝) = 𝑦 

olacak şekilde bir 𝐾 fonksiyonu varsa  𝛽 ve 𝛾  ya homotoptur denir ve 𝛽 ≃ 𝛾 ile gösterilir. 

Buradaki 𝐾 fonksiyonuna  𝛽 ve 𝛾 arasındaki homotopi denir. 

Teorem1.1.7. X uzayı içinde 𝑐 den 𝑑 ye olan  tüm eğrilerin homotop olma bağıntısı bir 

denklik bağıntıdır. 

İspat: 

 Yansıma: 

𝛽: 𝐼 → 𝑋 

𝛽(0) = 𝑐, 𝛽(1) = 𝑑 

 olan 𝑐 den 𝑑ye  bir eğri olsun. 

𝐾: 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 
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𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠), 𝐾(1, 𝑠) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(0, 𝑠) = 𝑐  

𝐾(1, 𝑠) = 𝑑 

olacak şekilde 𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

𝐾(𝑡, 𝑝) = 𝛽(𝑡) 

olarak tanımlanan dönüşüm sürekli olup bir homotopidir. 

Simetri: 𝛽 ≃ 𝛾olsun . Bu durumda  

𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠); 𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(0, 𝑠) = 𝑐  

𝐾(1, 𝑠) = 𝑑 

olacak şekilde 𝐾 sürekli dönüşümü vardır. 

      

𝐾̃: 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

 

𝐾̃(𝑡, 𝑝) = 𝐾(𝑡, 1 − 𝑝) 

dönüşümünü göze alalım. 

   

𝐾 ̃(𝑠, 0) =  𝐾(𝑠, 1 − 0) =  𝐾(𝑠, 1)  =  𝛾(𝑠) 

𝐾 ̃(𝑠, 1) =  𝐾(𝑠, 1 − 1) =  𝐾(𝑠, 0)  =  𝛽(𝑠) 

𝐾 ̃(0, 𝑠) =  𝐾(0,1 − 𝑠) =  𝑐 

𝐾 ̃(1, 𝑠) =  𝐾(1,1 − 𝑠) =  𝑑 

olup 𝐾̃ : γ≃β  bulunur. 
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Geçişme: 𝛽 ≃ 𝛾 ve 𝛾 ≃ 𝜃 olsun.𝛽. 𝛾 , 𝜃  𝑐  den 𝑑 ye bir eğridir.  

𝐾𝑜𝐿(𝑡, 𝑝) =

{
 
 

 
 𝐾(𝑡, 2𝑝), 0 ≤ 𝑝 ≤

1

2

    𝐿(𝑡, 2𝑝 − 1),
1

2
≤ 𝑝 ≤ 1

 

şeklinde tanımlanan KoL : : 𝐼 × 𝐼 → 𝑋  sürekli dönüşümü 𝛽 dan 𝛾 ya bir homotoptir.  

𝐾𝑜𝐿(𝑡, 0) = 𝐾(𝑡, 0) = 𝛽(𝑡) 

                                                             𝐾𝑜𝐿(𝑡, 1) = 𝐿(𝑡, 1)=𝜃(𝑡) 

olup β≌ 𝜃 olur. 

Yani başlangıç ve bitiş noktaları aynı olan 𝑋 topolojik uzayındaki eğrilerin birbirine 

homotop olma bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. 

1.2.Basit Bağlantılı Uzaylar 

Başlangıç ve bitiş noktası aynı olan 𝛽: 𝐼 → 𝑋 eğrisine kapalı eğri denir. 

                                                              𝑎𝑘  : 𝐼 → 𝑋 

𝑎𝑘(𝑡) = 𝑥 

ile tanımlı sabit fonksiyon x noktasında kapalı eğridir.Eğer𝛽: 𝐼 → 𝑋 kapalı eğrisi 𝑎𝑘 sabit 

eğrisine homotop ise bu eğriye x noktasında büzülebilir eğri denir. Yani 𝛽: 𝐼 → 𝑋 

 

𝛽(0) = 𝑠0 

𝛽(1) =  𝑠0 

olan başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olan bir eğri olsun. 

                                                                   𝛽 ≃ 𝑎𝑠0  :  𝑠0  →  𝑠0 

demek; 

𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 
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𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝑎𝑠0(𝑠) = 𝑠0 

𝐾(0, 𝑠) = 𝑠0 

𝐾(1, 𝑠) = 𝑠0 

olacak şekilde sürekli bir K dönüşümü vardır. 

Bir 𝑋 topolojik uzayı alalım. Bu uzaydaki her kapalı eğri bir noktaya büzülebiliyorsa, 

bu uzaya basit bağlantılı uzay denir.Yani başlangıç ve bitiş noktası aynı olan her eğri sabit 

eğriye homotop ise bu uzaya basit bağlantılı uzay denir. 

Relatif Homotopi 

Tanım1.2.1.  Xve 𝑌 topolojik uzay olsun 

𝑘, 𝑙 ∶ 𝑋 → 𝑌 iki sürekli dönüşüm ve 𝐴 ⊂ 𝑋  olsun. Eğer 𝐾 ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑌 

𝐾(𝑠, 0) = 𝑘(𝑠); 

𝐾(𝑠, 1) = 𝑙(𝑠) 

ve her 𝑎 ∈ 𝐴 ⊂ 𝑋 için 

𝐾(𝑎, 𝑢) = 𝐾(𝑎) =  𝐿(𝑢) 

olacak şekilde 𝐾 sürekli dönüşümü varsa , 𝐾 ya 𝐴 ya 𝑘 ve 𝑙 arasındaki homotopi denir.  

𝐾: 𝑘 ≃ 𝑔 𝑟𝑒𝑙𝐴 

Buna göre : 𝛽, 𝛾 ∶  𝐼 → 𝑋 𝑠0 tabanlı yani başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olan iki eğri olsun 

𝛽 ≃ 𝛾 𝑟𝑒𝑙𝑠0 demek; 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(0, 𝑠) = 𝑠0 
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 𝐾(1, 𝑠) = 𝑠0 

                                                                  𝐾(𝑠0 ,𝑢) = 𝛽(𝑠0 )=𝛾(𝑠0) 

olacak şekilde bir 𝐾 sürekli dönüşümü var  olması demektir. 

İki Eğrinin Çarpımı 

Tanım1.2.2.  𝛽: 𝐼 → 𝑋  γ : 𝐼 → 𝑋 , 𝛽(1) = 𝛾(0) olacak şekilde iki eğri olsun. 

𝛽. 𝛾(𝑠) = {
𝛽(2𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤

1

2

𝛾(2𝑠 − 1),
1

2
≤ 𝑠 ≤ 1

 

şeklinde tanımlı β.γ  𝑐 den 𝑑 ye bir eğri olur. Gerçekten de  

β. γ(0) = β(2.0) = β(0) 

β. γ (1) = γ(2.1 − 1) = γ(1) 

olur. Yani β. γ ; 𝛽(0) dan 𝛾(1) tanımlı bir eğridir.β. γ da 𝐼 dan  𝑋 e sürekli bir dönüşüm olup bir 

eğri belirtir 

Tanım1.2.3. 𝛽 eğrisi bir sabit fonksiyon olsun. Yani ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 için 𝛽(𝑠) = 𝑘 ise 𝛽 ya 𝑘 

noktasındaki sabit eğri denir. Başlangıç ve bitiş noktası aynı olan eğriye kapalı eğri denir. Bu 

kapalı eğri kendi kendini kesmiyorsa , buna basit kapalı eğri denir. 

Teorem1.2.4. β ∼ θve γ ∼ σ ise 

𝛽. 𝛾 ∼  θ. σ 

dır. 

İspat: β ∼ θise 𝛽(0) = θ(0) ve  β(1) = 𝜃(1) dir. 

  γ ∼ σise𝛾(0) = 𝜎(0) ve 𝛾(1) = 𝜎(1) dir. 

β ∼ γvar ise 𝛽(1) = 𝛾(0) olur. Buna göre ; 

𝛽𝑜𝛾(0) = 𝛽(0) = 𝜃(0) = 𝜃σ(0) 
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𝛽𝑜𝛾(1) = 𝛾(1) = 𝜎(1) = 𝜃𝜎(1) 

olup  𝛽. 𝛾 ∼  θ. σ bulunur. 

Teorem 1.2.5. β ∼ γ ise 𝛽−1 ∼ 𝛾−1 dir. 

İspat:                             β ∼ γ  ise 𝛽(0) = γ(0); 𝛽(1) = γ(1) olur. 

𝛽−1(0) = β(1) = γ(1) = 𝛾−1(0) 

𝛽−1(1) = β(0) = γ(0) = 𝛾−1(1) 

olup𝛽−1 ∼ 𝛾−1 bulunur. 

Teorem 1.2.6. k: X → Y ve 𝑙: X → Y sürekli ve homotopik olan iki dönüşüm ve       

𝑚:𝑌 → 𝑍 sürekli bir dönüşüm ise; 𝑚𝑜𝑘 ve 𝑚𝑜𝑙 fonksiyonları 𝑋 den 𝑍 ye sürekli homotop 

dönüşümlerdir. 

İspat:  k, l ∶ X ⥤ Y sürekli homotopik iseler;𝐾 ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑌  

𝐾(𝑠, 0) = 𝑘(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝑙(𝑠) 

ve 𝐴 relatif homotopi ise her 𝑠 ∈ 𝐴 

𝐾(𝑠, 𝑡) = 𝑘(𝑠) = 𝑙(𝑠) 

şeklinde her 𝐾 ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑌 sürekli döüşümü vardır. 𝑚 ∶ 𝑌 → 𝑍sürekli olduğundan  

𝐿 ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑍 

𝐿(𝑠, 𝑦) = 𝑚(𝐾(𝑠, 𝑦)) 

ile tanımlı dönüşüm süreklidir. Yani ; 

𝐿(𝑠, 0) = 𝑚(𝐾(𝑠, 0)) = 𝑚(𝑘(𝑠)) = 𝑚𝑜𝑘(𝑠) 

𝐿(𝑠, 1) = 𝑚(𝐾(𝑠, 1)) = 𝑚(𝑙(𝑠)) = 𝑚𝑜𝑙(𝑠) 

olup𝑚𝑜𝑘 ≃ 𝑚𝑜𝑙 𝑟𝑒𝑙𝐴 olur. 
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Teorem1.2.7.  𝛽: 𝐼 → 𝑋, 𝛾: 𝐼 → 𝑋  iki eğri olsun. 𝛽 ≃ 𝛾 𝑟𝑒𝑙𝑠0 olsun. 𝜎 ∶  𝑠0 dan 𝑠0  bir 

eğri ise;  

σoβ ≃ θoγ rel𝑠0dır. 

İspat:  𝛽 ≃ 𝛾 𝑟𝑒𝑙𝑠0 ise;  

𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(𝑠0, 𝑢) = 𝛽(𝑠0) = 𝛾(𝑠0) 

𝐾(0, 𝑠) = 𝐾(1, 𝑢) =  𝑠0 

olacak şekilde sürekli dönüşüm vardır.  𝜎: 𝐼 → 𝑋sürekli bir dönüşümü olup  

σoβ ≃ θoγ rel𝑠0olur. 

1.3.Homotopi Tipi 

𝑋ve 𝑌 iki topolojik uzay 𝑘 ∶ 𝑋 → 𝑌 ve 𝑙 ∶ 𝑌 → 𝑋 iki sürekli dönüşüm olsun.                

𝑘𝑜𝑙 ∶ 𝑌 → 𝑌𝑖𝑑𝑦dönüşümü homotop ise 𝑙𝑜𝑚 ∶ 𝑋 → 𝑋; 𝑖𝑑𝑥 dönüşümüne homotop ise;  𝑋 ve 𝑌 

topolojik uzaylarına aynı homotopi tipine sahiptir denir.  

𝑙𝑜𝑘 ≃ 𝑖𝑑𝑦olmak üzere;  

𝐾 ∶ 𝑌 × 𝐼 → 𝑌 

𝐾(𝑦, 0) = 𝑙𝑜𝑘(𝑦) 

𝐾(𝑦, 1) = 𝑖𝑑𝑦 = 𝑦 

olacak şekilde sürekli 𝐾 homotopisi vardır. 

𝑘𝑜𝑙 ≃ 𝑖𝑑𝑥demek; 

𝐾:𝑋 × 𝐼 → 𝑋 

𝐾(𝑠, 0) = 𝑘𝑜𝑙(𝑠) 
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𝐾(𝑠, 1) =  𝑖𝑑𝑥(𝑠) = 𝑠 

olacak şekilde sürekli  𝐾 nin var olması demektir. 

𝑋ve 𝑌 uzayları homeomorfik iseler aynı homotopi tipindedirler. Fakat tersi doğru değildir. 

Örnek1.3.1. Bir noktaya büzülebilen bir uzay, bir noktadan ibaret olan bir uzayla aynı 

homotopi tipindendir. 

Sonuç1.3.2. 𝑋 uzayı 𝑠0 noktasına büzülebilen basit bağlantılı bir uzay olsun.             

𝛽, 𝛾 ∶ 𝐼 → 𝑋 başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olan iki eğri olsun. Eğer; 

𝐾: 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(𝑠0, 𝑦) = 𝛽(𝑠0) = 𝛾(𝑠0) 

𝐾(0, 𝑦) = 𝐾(1, 𝑠0) = 𝛾(𝑠0) = 𝑠0 

olacak şekilde sürekli bir dönüşüm var ise; 

𝐾ya𝑠0  taban noktasına göre 𝛽 ve𝛾 eğrileri arasındaki homotopi denir. 

𝑠0tabanlı𝑋topolojik uzayında 𝛽 eğrilerinin birbirine homotop olma bağıntısı bir denklik 

bağıntısıdır. Gerçekten de ; 𝛽 ∶ 𝐼 → 𝑋; 𝛽(0) = 𝛽(1) = 𝑠0ise 𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 ; 

𝐾(𝑠, 𝑦) = 𝛽(𝑠)bir homotopi olur. Çünkü 𝛽 sürekli olduğundan 𝐾 da süreklidir ve; 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(0, 𝑦) = 𝛽(𝑠0) = 𝑠0 = 𝐾(1, 𝑦) = 𝛽(1) 

olup𝐾(𝑠0, 𝑦) = 𝛽(𝑠0) olur. Yani 𝛽 ≃ 𝛽 𝑟𝑒𝑙𝑠0dır. 

𝛽 ≃ 𝛾ise𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 
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𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(0, 𝑦) = 𝑠0 = 𝐾(1, 𝑦) 

olacak şekilde 𝐾 sürekli homotopisi vardır. 

𝐾:̃  𝐼 × 𝐼 → 𝑋 𝐾̃(𝑠, 𝑦) = 𝐾(𝑠, 1 − 𝑦)ile tanımlı dönüşüm sürekli olup  

𝐾̃(𝑠, 0) = 𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠); 

𝐾̃(𝑠, 1) = 𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠); 

𝐾̃(0, 𝑦) = 𝐾(0,1 − 𝑦) = 𝑠0 

𝐾̃(1, 𝑦) = 𝐾(1,1 − 𝑦) = 𝑠0 

olup𝐾:̃ 𝛾 ≃ 𝛽 𝑟𝑒𝑙𝑠0 olur. 

𝐾 ∶  𝛽 ≃ 𝛾ve𝐿 ∶ 𝛾 ≃ 𝜃 olsun. 𝑀: 𝐼 × 𝐼 → 𝑋; 

𝑀(𝑠) =

{
 
 

 
 𝐾(𝑡, 1 − 𝑝), 0 ≤ 𝑝 ≤

1

2

𝐿(𝑡, 2𝑝 − 1),
1

2
≤ 𝑝 ≤ 1

 

şeklinde tanımlanan 𝑀 sürekli bir dönüşüm olur ve; 

 𝑀(𝑠, 0) = 𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠); 

𝑀(𝑠, 1) = 𝐿(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠); 

𝑀(0, 𝑦) = 𝐾(0,2𝑦) = 𝑠0 

𝑀(1, 𝑦) = 𝐿(1,2𝑦 − 1) = 𝑠0 

olup𝑀:𝛽 ≃ 𝜃 𝑟𝑒𝑙𝑠0 bulunur. Yani bir 𝑋 topolojik uzay ve 𝑠0 ∈ 𝑋 keyfi bir sabit nokta için 

başlangıç ve bitiş noktaları 𝑠0 olan bütün kapalı eğrilerin birbirine homotop olma bağıntısı bir 

denklik bağıntısıdır. 
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1.4.Homotopi Grubu 

𝑋 bir topolojik uzay 𝑠0 ∈ 𝑋 de sabit bir nokta olsun. Başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olan 

bütün kapalı eğrilerin kümesini 𝑋′ ile gösterelim. 𝑋′, 𝑋 in basit kapalı 𝑠0 noktasına büzülebilen, 

basit bağlantılı bir alt uzayı olacaktır. 𝑠0 noktasına bu eğrilerin taban noktası, bu eğrilere de 𝑠0 

tabanlı kapalı eğriler denir. Yukarıda başlangıç ve bitiş noktaları 𝑠0 ∈ 𝑋 olan bütün kapalı 

eğrilerin birbirine homotop olma bağıntısının bir denklik bağıntısı olduğunu gösterdik. 𝛽 ∈

𝑋′ başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olan bir eğri olduğundan  𝛽 ya homotop olan 𝑠0 tabanlı bütün 

kapalı eğrilerin sınıfını 

⌈𝛽⌉ = {𝛾 ∶ 𝛽 ≃ 𝛾 𝑟𝑒𝑙𝑠0} 

ile gösterelim. Yani⌈𝛽⌉, homotop olma bağıntısına göre 𝛽 ya homotop olan bütün 𝑠0 tabanlı  𝛾 

eğrilerinin oluşturduğu bir denklik sınıfıdır.  

 

𝛽 ∈ 𝑋′olmak  üzere ⌈𝛽⌉ denklik sınıflarının oluşturduğu kümeyi 

𝐿 ∶ 𝑋′ ~⁄ = {[𝛽]: 𝛽 ∈ 𝑋′} 

Yani; ′′𝛽: 𝑠0 ~𝑠0 kapalı eğri ′′ olsun. 

Burada [𝛽] = {𝛾 ∶ 𝛽 ≃ 𝛾 𝑟𝑒𝑙𝑠0} olup;  𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋; 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(0, 𝑠) = 𝑠0 = 𝐾(1, 𝑠) 

olacak şekilde 𝐾 sürekli dönüşümü vardır. Başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olan 𝛽, 𝛾 kapalı 

eğrilerinin çarpımı 

𝛽. 𝛾(𝑠) =

{
 
 

 
 𝛽(2𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤

1

2

𝛾(2𝑠 − 1),
1

2
≤ 𝑠 ≤ 1

 

dir. O halde [𝛽]ve [𝛾] denklik sınıflarının çarpımı 
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[𝛽]. [𝛾] = [𝛽. 𝛾] 

ile tanımlıdır. Şimdi bu çarpımın iyi tanımlı olduğunu gösterelim.𝛽~𝜃 ve 𝛾~𝜎 iken; 

𝛽. 𝛾 ~ 𝜃. 𝜎 

olduğunu gösterelim. Bunu gösterirsek [𝛽] = [𝜃] ve [𝛾] = [𝜎] iken; [𝛽. 𝜃] = [𝛾. 𝜎] olduğunu 

göstermiş oluruz. 

𝛽~𝜃ise; bu iki eğrinin başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0 olup 𝐾: 𝛽 ≃ 𝜃 ise; 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠) 

𝐾(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠) 

𝐾(0, 𝑠) = 𝑠0 = 𝐾(1, 𝑠) 

olur. 𝛾~𝜎ise𝑠0 tabanlı iki eğri oluyorsa; 𝐿 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 

𝐿(𝑠, 0) = 𝛾(𝑠) 

𝐿(𝑠, 1) = 𝜎(𝑠) 

β. γ = {
𝛽(2𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤

1

2

𝛾(2𝑡 − 1),
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1

 

olduğundanβoγ ≃ θoσ rel𝑠0olması için; 𝑃 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋; β. γ ve θ. σ  da 𝑠0 da tabanlı iki eğri 

olup ; 

𝑃(𝑠, 𝑦) =

{
 
 

 
 𝐾(𝑠. 2𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤

1

2

𝐿(𝑠, 2𝑦 − 1),
1

2
≤ 𝑦 ≤ 1

 

β. γ ve θ. σ   arasındaki homotopidir. Gerçekten de ; 

𝑃(𝑠, 0) = 𝐾(𝑠, 0) = 𝛽(𝑠); 

𝑃(𝑠, 1) = 𝐿(𝑠, 1) = 𝛾(𝑠); 
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olup βoγ ≃ θoσ olduğundan [𝛽. 𝜃] = [𝛾. 𝜎] olup bu denklik sınıflarının çarpımı iyi  tanımlıdır. 

Herhangi bir 𝑋 topolojik uzayında yukarıda tanımlanan çarpmaya göre bütün eğrilerin kümesi 

bir yarı-grup oluşturur. Bütün eğriler yerine 𝑠0 tabanlı kapalı eğrilerin oluşturduğu  𝑋′ kümesi 

göz önüne alınırsa,  𝑋′ ~⁄  yukarıda tanımlanan çarpma işlemine göre bir grup oluşturur. Bu 

gruba fundamental grup veya 𝑠0 tabanlı 𝑋′ topolojik uzayının 1. homotopi grubu denir ve 

𝜋1  (𝑋, 𝑠0) ile gösterilir. Şimdi 𝑠0 tabanlı bütün kapalı eğrilerinhomotopik olma bağıntısına 

göre, denklik sınıflarının oluşturduğu  

𝑋′ ~⁄ = {[𝛽]: 𝛽 ∈ 𝑠0~𝑠0 𝑘𝑎𝑝𝑎𝑙𝚤 𝑒ğ𝑟𝑖} 

kümesinin bir grup oluşturduğunu gösterelim. 

𝐺1 : Tanımdan dolayı [𝛽]. [𝛾] = [𝛽. 𝛾];çarpımı𝑠0 tabanlı kapalı eğrilerin bir homotopi 

sınıfıdır. Yani bu çarpım iyi kapalı olup kapalıdır. 

𝐺2 : ([β][γ] ).[𝜃] = [β. γ].[𝜃] = [(𝛽. 𝛾) 𝜃] = [𝛽. (𝛾. 𝜃)] = [𝛽]. ([𝛾][𝜃]) 

olur. 

𝐺3 :βs0  : I → X ; ∀ 𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛽(𝑠) = 𝑠0 olan sabit eğri olsun. [1]ileβs0   sabit eğrisine 

homotop olan tüm kapalı eğrilerin sınıfını gösterelim. Eğer 𝛾 bir sabit eğri ve 𝛽. 𝛾 mevcut ise 

𝛽. 𝛾 ≃ 𝛽 olduğundan;  

[𝛽]. [1] = [𝛽. 1] = [𝛽] 

olur.  Burada  

[1] = {𝛾 ∶ 𝛾 ≃ βs0  } 

olur. Böylece sıfır eğrilerinin yani sabit eğrilerin homotopi sınıfı olan [1] , grubun birim 

elemanıdır. 

Sıfır eğri 𝛽 ise β: I → X𝛽(𝐼) = 𝑠0 ∈ 𝑋  olup  

[1] = {𝛾: 𝛾~𝛽rel𝑠0 } 

olur. Yani sabit eğriye homotop olan 𝛾 eğrilerinin oluşturduğu sınıftır. 
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 𝐺4: β𝑠0  tabanlı kapalı bir eğri olsun. 𝛽−1(𝑠) = (1 − 𝑠)  ile tanımlı olup 𝛽. 𝛽−1 ve 𝛽−1. 𝛽 

eğrileri 𝑠0  tabanlı sabit eğriye homotop olurlar. 

𝐾 ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋; 

𝐾(𝑠, 0) = 𝛽. 𝛽−1(𝑠)  

𝐾(𝑠, 1) = 𝑠0 = 𝛽𝑠0  (𝑠)     

olup𝛽. 𝛽−1(𝑠) = 𝑠0 = 𝛽𝑠0  (𝑠0 )    olduğundan𝛽. 𝛽−1ile𝛽𝑠0 sabit eğrisi homotoptur. Benzer 

şekilde; 𝛽−1. 𝛽 ile 𝛽𝑠0 sabit eğrisi homotop olduğundan 𝛽. 𝛽−1 ∈ [1]olup; 

[𝛽. 𝛽−1] = [1] yani [𝛽−1]. [𝛽] = [1]bulunur. 

Yani bir 𝑋 topojik uzayı 𝑠0 ∈ 𝑋  alalım. Başlangıç ve bitiş noktası 𝑠0  olan tüm 𝛽 ∶ 𝐼 →

𝑋 kapalı eğrilerin homotop olma bağıntısı bir denklik bağıntısı olup bu denklik bağıntısına göre 

denklik sınıflarının oluşturduğu bölüm kümesi eğrilerinin yukarıdaki gibi tanımlı ve işlemine  

göre bir grup oluşturur. Bu gruba 𝑋 in 1. homotopi grubu denir. 
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2.GRUPLAR VE DEĞİŞMELİ CEBİRLER ÜZERİNDE 

ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

Önceki bölümde homotopi tipi 1 olan topolojik uzayların eğrilerinin homotopi sınıfının 

üzerinde denklik bağıntısı tanımlanarak 1. homotopi grubu elde edilmiştir. Yani homotopi tipi 1 

olan topolojik uzaylara cebirsel olarak gruplar karşılık gelir. Bu karşılık gelme  

𝜋1 ∶ 𝑋 → 𝐺𝑟𝑝 

𝜋1(𝑥) 1. homotopi grubu şeklinde olur. Yani bir 𝑿 bir basit bağlantılı topolojik 

uzayların kategorisi olmak üzere x ∈ Xiçin 𝜋1(𝑥), gruplar kategorisinin bir objesidir. 

2-tip topolojik uzaylara cebirsel model olarak gruplar üzerinde 1950 yılında Whitehead 

tarafından çaprazlanmış modül kavramı tanımlanmıştır. (Whitehead , 1950 ). Değişmeli cebirler 

üzerinde çaprazlanmış modüller T.Porter  tarafından incelenmiştir. (Porter ,1986).  Bu bölümde 

değişmeli cebirlerin çaprazlanmış modülleri hatırlatılacak ve morfimzleri arasındaki homotopi 

dönüşümlerinin oluşturduğu sınıf  incelenecektir. 

2.1.Yüksek Boyutta Homotopiler  

Öncelikle bu bölümde kullanılacak olan bazı temel kavramları hatırlayalım. 

Tanım2.1.1. ℛ birimli bir  olsun.(𝜗,⊕) bir abelyen grup olsun. 

ℛ × 𝜗 → 𝜗 

(𝑟, 𝜗) → 𝑟 ⊗ 𝜗 

ile verilen dönüşüm  aşağıdaki özellikleri sağlarsa 𝜗ye sol ℛ_modül denir. 𝑟 ∈ 𝑅 , 𝜗𝑖 ∈ 𝜗 

                 1) 𝑟 ⊗ (𝜗1⊕𝜗2) = (𝑟 ⊗ 𝜗1)⊕ (r⊗ 𝜗2) 

                  2) (𝑟1 ± 𝑟2) ⊗ 𝜗 = (𝑟1⊗𝜗 )⊕ (𝑟2⊗𝜗) 

3)(𝑟1. 𝑟2)⊗ ϑ = 𝑟1⊗ (𝑟2⊗𝜗) 

                                                          4) 𝑟 ⊗ 0 = 0 

                                                          5)1𝑅⊗𝜗 = 𝜗 

(𝜗,⊕) , bir hem sağ hemde sol ℛ_modül olsun. 
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∙  ∶ 𝜗 × 𝜗 → 𝜗 

ikinci bir ikili işlem olsun.Bu  işlem aşağıdaki özellikleri sağlarsa  

       1) 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐  ; 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝜗 

2) 𝑎 ∙ (𝑏 ⊕ c) = (a ∙ b) ⊕ (a ∙ c) 

Burada (𝜗, ⊕, ∙) bir halka ve ayrıca sağ -sol modül var ve ayrıca aşağıdaki özellikleri 

sağlarsa 𝜗 𝑦𝑒 bir ℛ_cebir denir. 

𝑟 ⊗ (𝜗1 ∙ 𝜗2) = (𝑟 ⊗ 𝜗1) ∙ 𝜗2 

                         = 𝜗1 ∙ (𝑟 ⊗ 𝜗2 

Eğer her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için  

𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎 

ise yani  (𝜗, ⊕, ∙) değişmeli halka ise 𝜗 ye değişmeli 𝑅 −cebir denir. Bu tezde kullanılan tüm 

cebirler değişmeli cebir olarak alınacaktır. 

Örnek2.1.2. Her Abelyen grup bir ℤ_modüldür.  

(𝜗,⊕) Abelyen grup olsun. 

ℤ × 𝜗 → 𝜗 

(𝑛, 𝜗) → 𝑛 ∙ 𝜗 = 𝜗 ⊕ 𝜗⊕ 𝜗⊕…⊕𝜗 

 

olmak üzere toplam n tanedir. 

n. (𝜗1⊕𝜗2) = (𝜗1⊕𝜗2)⊕ (𝜗1⊕𝜗2) ⊕ (𝜗1⊕𝜗2) ⊕ (𝜗1⊕𝜗2)⊕ (𝜗1⊕𝜗2)⊕

(𝜗1⊕𝜗2)⊕ …⊕ (𝜗1⊕𝜗2) ⊕ (𝜗1⊕𝜗2) olmak üzere toplam n tanedir. Buradan  

= 𝑛 ∙ 𝜗1⊕n ∙ 𝜗2yazılabilir.Diğer modül aksiyomlarıda kolaylıkla gösterilebilir. 
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2.2. Değişmeli Cebirler Üzerinde Çaprazlanmış Modüller 

Çaprazlanmış modüller ilk olarak 1950 yılında Whitehead tarafından homotopi tipleri 

2 −tip olan basit bağlantılı topolojik uzaylara cebirsel bir model olarak tanımlanmıştır               

(Whitehead, 1950). Değişmeli cebirler üzerinde çaprazlanmış modüller ve bunların kategoriksel 

özellikleri T.Porter tarafından incelenmiş ve bazı yapıları  ile özellikle cat-cebirler ve simplisel 

cebirler ile  olan yakın ilişkisi ispatlanmıştır(Porter, 1986). 

Değişmeli cebirler üzerinde çaprazlanmış modül kavramı tanımlamadan önce bazı ön 

bilgileri hatırlayalım. 

Cebir Etkisi 

Tanım2.2.1.  F ve 𝐺 iki 𝑅_ cebir olsun. 𝐺nin F üzerine cebir etkisi  

𝐺 × 𝐹 → 𝐹 

(𝑔, 𝑓) → 𝑔 ∙ 𝑓 

ile gösterilen bir fonksiyon olup  aşağıdaki özellikleri sağlar. 

    1) 𝑔 ∙ (𝑓1 + 𝑓2 ) = 𝑔 ∙  𝑓1 +  𝑔 ∙  𝑓2 

                                                   2) (𝑔1 ∙  𝑔2 )  ∙ 𝑓 = 𝑔1 ∙ ( 𝑔2 ∙ 𝑓 ) 

                                                   3) (𝑔1 + 𝑔2 )   ∙ 𝑓 =  𝑔1  ∙ 𝑓 + 𝑔2  ∙ 𝑓                                 

4) 𝑔 (𝑓1 ∙  𝑓2 ) =  𝑔 ∙  𝑓1  )  ∙   𝑓2  

Bu etki  varsa 𝐹 bir  G-cebir olur. 

Tanım:2.2.2. 𝐹 ve 𝐺 iki 𝑅-cebir (değişmeli) 𝐺 nin 𝐹 üzerine cebir etkisi var ve 𝛾 ∶ 𝐹 →

𝐺 bir cebir homomorfizmi aşağıdaki özellikleri sağlarsa  

    𝛾 (𝑓1 + 𝑓2) =  𝛾(𝑓1) +  𝛾(𝑓2) 

      𝛾 (𝑓1 .𝑓2)  =  𝛾(𝑓1) . 𝛾 (𝑓2) 

𝛾 (𝑟 . 𝑓1) = 𝑟 𝛾 ( 𝑓2) 

Buna göre 𝛾 bir lineer dönüşümdür. Eğer aşağıdaki iki şart sağlanırsa 𝛾 ya çaprazlanmış 

modül denir. 
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1.Her 𝑔 ∈ 𝐺 , 𝑓 ∈ 𝐹 için 

𝛾 ( 𝑔 . 𝑓 ) = 𝑔. 𝛾 (𝑓) 

olmalıdır. Sadece bu ilk şart sağlanırsa buna ön çaprazlanmış modül denir. 

 

2. Her 𝑓′ , 𝑓 ∈ 𝐹 için  

𝑓 . 𝛾(𝑓′) = 𝑓 . 𝑓′ 

olmalıdır. Burada  

           𝑂 = 𝑓 . 𝑓′  − 𝑓 . 𝛾 (𝑓′) 

olur. 

 

Örnek 2.2.3.  𝑖𝑑 ∶ 𝐹 → 𝐹 birim dönüşüm olsun. Her 𝑓′ , 𝑓 ∈ 𝐹 için  

 

𝑓′ . 𝑓 =  𝑓′. 𝑓 

 

ile tanımlanabilir. Yani 𝐹 nin ikinci işlemi etki verilir. Böylece  

 

𝑓 . 𝛾 (𝑓′) = 𝑓𝛾 (𝑓′) = 𝑓 𝑓′ 

 

şeklinde çaprazlanmış modül aksiyomu elde edilir. 

2.3. Çaprazlanmış Modüller Kategorisi 

𝐴 ∶ 𝐸 
𝜆
→𝑅 ve 𝐴′: 𝐸′

𝜆′

→𝑅′ birer değişmeli cebirler üzerinde çaprazlanmış modül 

olsunlar 

∅ ∶ 𝐴 →  𝐴′ , ∅ = ( ∅1 , ∅0) şeklinde cebir homomofizm çifti olmak üzere eğer aşağıdaki iki 

şart sağlanırsa ∅ ye 𝐴 dan 𝐴′ ne bir çaprazlanmış modül morfizmi denir. 
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   𝐸    𝑅 

 

 

    

   𝐸′    𝑅′ 

 

Diyagram değişmeli olmalıdır. Yani her 𝛼 ∈ 𝐸 için 

 

∅0 ₒ 𝜆 ( 𝑎 ) =  𝜆
′ ₒ ∅1( 𝑎 ) 

 

olmalıdır. Burada ∅0 ∶ 𝑅 →  𝑅
′ ve  ∅1 ∶ 𝐸 →  𝐸

′ birer cebir homomorfizmdir. 

2. Etkiyi korumalıdırlar. Yani her 𝑟 ∈ 𝑅  ve 𝑎 ∈ 𝐸 için     ∅1( 𝑟 . 𝑎 ) =

 ∅0( 𝑟 ) . ∅1 ( 𝑎 )olmalıdır. Böylece objeleri 𝜆 ∶ 𝐸 → 𝑅  şeklindeki çaprazlanmış modüller ve 

morfizmleri ise bu şekilde tanımlı homomofizm çiftleri olan kategoriyi yani çaprazlanmış 

modüller kategorisini oluşturabiliriz. Bu kategorisi  XMod ile gösteririz. 

2.4.  İki Çaprazlanmış Modül Morfizmleri Arasındaki Homotopi 

𝐴 ∶ 𝐸 
𝜆
→𝑅 ve 𝐴′: 𝐸′

𝜆′

→𝑅′birer  çaprazlanmış modül ve  𝑓0 ∶ 𝑅 →  𝑅
′ bir cebir 

homomorfizmi olsun. Bunu aşağıdaki diyagramla gösterelim. 

 

𝐴:  𝐸  𝑅 

 

𝐴′:  𝐸′  𝑅′ 

 

𝑠 ∶ 𝑅 → 𝐸′bir fonksiyon olmak üzere eğer aşağıdaki iki şart sağlanırsa 𝑠 ye bir 𝑓0-

derivasyon adı verilir. 

𝑓0 

𝜆 

𝜆' 

𝑠 

𝜆′ 

 ∅1  ∅0  

 

 

𝜆 
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1.𝑘 − 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟  olup her 𝑟 , 𝑟′ ∈ 𝑅 için 𝑘 ∈ K için  

                   𝑖) 𝑠 ( 𝑟 +  𝑟′) =  𝑠 ( 𝑟 ) +  𝑠 (  𝑟′ ) 

𝑖𝑖)𝑠 ( 𝑘 ∙ 𝑟 ) = 𝑘 ∙ 𝑠( 𝑟 ) 

dir. Burada k bir değişmeli halkadır. 

2. 𝑟 , 𝑟′  ∈ 𝑅 için 

 𝑠 ( 𝑟 𝑟′) =  𝑓0( 𝑟 )  ∙ 𝑠(𝑟
′) + 𝑓0(𝑟

′)  ∙ 𝑠( 𝑟 ) +  𝑠 ( 𝑟 ) 𝑠 (  𝑟′ )  

olmalıdır. 

Şimdi iyi bilinen aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 2.4.1.  𝐴 ∶ 𝐸 
𝜆
→𝑅 ve 𝐴′: 𝐸′

𝜆′

→𝑅′ birer çaprazlanmış modül olsunlar.  

(𝑓1 , 𝑓0) ∶ 𝐴 → 𝐴′  bir çaprazlanmış modül morfizmi olsun.𝑔0 ∶ 𝑅 →  𝑅
′ve 

𝑔1 ∶ 𝐸 →  𝐸
′birer cebir homomorfizm olsun. Bu verileri aşağıdaki diyagramla 

özetleyelim. 

 

𝐴:  𝐸  𝑅 

 

𝐴′:  𝐸′  𝑅′ 

 𝑟 ∈ 𝑅 , 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑔0( 𝑟 ) =  𝑓0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ∘  𝑠 (𝑟) 

𝑔1( 𝑒 ) =  𝑓1( 𝑒 ) + ( 𝑠 ∘  𝜆 )( 𝑒 ) 

oluyorsa bu durumda 𝑔 de 𝐴 dan 𝐴 ′ ne bir çaprazlanmış modül olur. 

𝑓0 

𝜆' 

𝑠 𝑓1 𝑔1 𝑔0 

𝜆 
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İspat:  

1. 

   𝐸    𝑅 

 

 

    

   𝐸′    𝑅′ 

 

diyagramı değişmeli olduğunu  gösterelim.Bunun için  

𝑔0 ∘  𝜆 =  𝜆
′ ∘  𝑔1 

olmalıdır. Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

  𝑔0 ∘  𝜆 (𝑒) =  𝑔0( 𝜆 (𝑒 )) =  𝑓0 ∘ ( 𝜆 (𝑒)) + 𝜆
′ ∘    𝑠  ( 𝜆 (𝑒)) 

                                         = 𝜆′ ∘ 𝑓1( 𝑒 ) + 𝜆
′ ∘  𝑠 ∘  𝜆 (𝑒) 

                                          =  𝜆′ ∘ 𝑔1( 𝑒 ) = 𝜆
′(𝑔1( 𝑒 )) 

                                          = 𝜆′(𝑓1( 𝑒 ) +  𝑠 ∘   𝜆 ( 𝑒 )) 

                                                       = 𝜆′ ∘ 𝑓1( 𝑒 ) + 𝜆
′ ∘   𝑠 ∘   𝜆 (𝑒) 

olup 

𝑔0 ∘  𝜆 =  𝜆
′ ∘  𝑔1 

olduğu görülür. 

  

𝜆′ 

 𝑔1  𝑔0  

 

 

𝜆 
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2. Şimdi etkiyi koruduğunu gösterelim. Her 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑔1( 𝑟 ∙ 𝑒 ) =  𝑔0 ( 𝑟 ) ∙  𝑔1 ( 𝑒 ) 

olduğunu göstermeliyiz. Buna 𝑔1 in teoremdeki tanımından  

𝑔1( 𝑟 ∙ 𝑒 ) = 𝑓1( 𝑟 ∙ 𝑒 ) +  𝑠 ∘   𝜆 ( 𝑟 ∙  𝑒 ) 

    =  𝑓0 ( 𝑟 ) ∙  𝑓1( 𝑒 ) + 𝑠 ( 𝜆 ( 𝑟 ∙  𝑒 )) 

    =  𝑓0 ( 𝑟 ) ∙  𝑓1( 𝑒 ) +  𝑠 ( 𝑟 ∙  𝜆 ( 𝑒))  

olur. 

𝜆 ( 𝑒) = 𝑟′alalım. 

                        =  𝑓0 ( 𝑟 )𝑓1( 𝑒 ) +  𝑓0 ( 𝑟 )  ∙ 𝑠 ( 𝜆 𝑒 ) +  𝑓0 ( 𝜆 𝑒 )  ∙ 𝑠 (𝑟 ) +  𝑠 (𝑟 ) 𝑠 ( 𝜆 𝑒 ) 

=  𝑓0 ( 𝑟 )( 𝑓1( 𝑒 ) +  𝑠 ( 𝜆 𝑒 )) +  𝑠 (𝑟 ) ( 𝑓0 ( 𝜆 𝑒 ) +  𝑠 ( 𝜆 𝑒 ) ) 

bulunur. Burada 

𝑔0 ( 𝑟 ) ∙  𝑔1( 𝑒 ) = ( 𝑓0 ( 𝑟 ) + 𝜆
′ ∘  𝑠 (𝑟 )) ∙ (  𝑓1( 𝑒 ) + 𝑠 ∘  𝜆 (  𝑒 )  )   

olur. 

Tanım2.4.2. 𝐴 , 𝐸 
𝜆
→  𝑅 ve 𝐴′ ∶  𝐸′

𝜆′

→𝑅′ birer çaprazlanmış modül 𝑓 = ( 𝑓1 , 𝑓0) ve 

𝑔 = (𝑔1, 𝑔0) önceki teoremde verilen şartları sağlayan 𝐴 dan 𝐴′ ne birer çaprazlanmış modül 

morfizmi ve 𝑠 ∶ 𝑅 →  𝐸′ bir 𝑓0 -derivasyon ise 

(𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≅ 𝑔 

ikilisi ise 𝑓 den 𝑔 ye bir homotopi denir. Bunu aşağıdaki diyagram ile özetleyelim: 
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   𝑬    𝑅 

 

 

    

   E'    𝑅′ 

 

Sağlaması gereken özellikler aşağıda özetlenmiştir. 

1. 𝑠 bir 𝑘 − 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 morfizmdir. 

2.Her 𝑟 , 𝑟 ∈ 𝑅 için  

𝑠 ( 𝑟 𝑟′) =  𝑓0( 𝑟 ) ∙  𝑠 (𝑟
′) + 𝑓0(𝑟

′)  ∙ 𝑠 ( 𝑟 ) + 𝑠 ( 𝑟 )𝑠 ( 𝑟′ ) 

3.Her 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑒 ∈ 𝐸 için  

𝑔0( 𝑟 ) =  𝑓0( 𝑟 ) + 𝜆
′ₒ 𝑠 ( 𝑟 ) 

     𝑔1( 𝑒 ) =  𝑓1( 𝑒 ) +  𝑠ₒ 𝜆 (  𝑒 ) 

olur. 

4. 

𝑔0ₒ  𝜆 =  𝜆
′ₒ𝑔1 

      𝑔1( 𝑟 . 𝑒 ) =  𝑔0( 𝑟 ). 𝑔1 ( 𝑒 ) 

 

Şimdi (𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≃ 𝑔  bir homotopi iken 𝑔 den 𝑓 ye homotopinin nasıl olduğunu 

aşağıdaki ifadelerle verelim. 

𝑓 = (𝑓1 , 𝑓0)  ve𝑔 = ( 𝑔1 , 𝑔0 ) olmak üzere  𝜆: 𝐸 → 𝑅 çaprazlanmış modülünden  𝜆′: 𝐸′

→𝑅′   çaprazlanmış modülüne birer morfizm olsun ve    𝑠 ∶ 𝑅 →  𝐸′ bir derivasyon ve 

(𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≃ 𝑔  , 𝑓 den 𝑔 ye bir homotopi olsun. 

 

 

 

 
𝜆' 

𝑔1

 

 𝑓0 
 s 

𝜆 

𝑓1 𝑔0 
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   E    𝑅 

 

 

    

   E'    𝑅′ 

 

Şimdi 𝑔 ≃ 𝑓 olup olmadığını gösterelim. Bunun için önce  

𝑠̅   =  − 𝑠 ∶ 𝑅 →  𝐸′   

  𝑠̅( 𝑟 ) =  −𝑠 ( 𝑟 ), 𝑟 ∈ 𝑅 

 

şeklindeki dönüşümünü tanımlayalım . Bu durumda her 𝑟 , 𝑟′  ∈ 𝑅 için  

𝑠̅( 𝑟 𝑟′) =  −𝑠 ( 𝑟 𝑟′) =  −( 𝑓0( 𝑟 )  ∙  𝑠 (𝑟
′) + 𝑓0(𝑟

′)  ∙ 𝑠 ( 𝑟 ) + 𝑠 ( 𝑟 ) 𝑠 (𝑟′)) 

                                                  = − 𝑓0( 𝑟 ) ∙  𝑠 (𝑟
′) − 𝑓0(𝑟

′) ∙   𝑠 ( 𝑟 ) − 𝑠 ( 𝑟 ) 𝑠 (𝑟′) +

𝑠 ( 𝑟 ) 𝑠 (𝑟′) − 𝑠 ( 𝑟 )𝑠 ( 𝑟′ ) 

 =  − 𝑓0(𝑟) ∙  𝑠 (𝑟
′) − (𝜆′ ∘  𝑠  ( 𝑟 )  ∙  𝑠 (𝑟′)) − 𝑓0(𝑟

′) ∙ 𝑠 ( 𝑟 ) −  𝜆 ∘ ( 𝑠 (𝑟′)) ∙ 𝑠 ( 𝑟)

+ 𝑠 ( 𝑟) 𝑠 ( 𝑟′) 

𝜆′( 𝑠 ( 𝑟 )  ∙  𝑠 (𝑟′) = 𝑠 ( 𝑟 ) . 𝑠 ( 𝑟′ ) 

𝜆( 𝑎 ). 𝑎′ = 𝑎 𝑎′ 

   =  −(𝑓0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ∘   𝑠 ( 𝑟 ))  ∙  𝑠 (𝑟′) − (𝑓0(𝑟

′) + 𝜆′ 𝑠 (𝑟′))  ∙ 𝑠 ( 𝑟 ) + 𝑠 ( 𝑟 ) 𝑠 ( 𝑟′)

=  −𝑔 ₒ ( 𝑟 ) ∙  𝑠 (𝑟′) − 𝑔0(𝑟
′)  ∙ 𝑠  ( 𝑟 ) + 𝑠 ( 𝑟 ) 𝑠 (𝑟′) . ( −𝑠 ( 𝑟 )) . ( −𝑠 (𝑟′)) 

= 𝑔0( 𝑟 )  ∙ 𝑠̅(𝑟
′) + 𝑔0(𝑟

′)  ∙  𝑠̅( 𝑟 ) + 𝑠̅( 𝑟 )𝑠̅ ( 𝑟′ ) 

𝑓0( 𝑟 ) =  𝑔0( 𝑟 ) + 𝜆
′𝑠̅( 𝑟 ) 

olduğunu göstermeliyiz. 

𝑔0( 𝑟 ) =  𝑓0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ∘  𝑠 ( 𝑟 ) 

olduğundan 

 

 
𝜆' 

𝑔1

 

 𝑓0 
 s 

𝜆 

𝑓1 𝑔0 
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𝑓0( 𝑟 ) =  𝑔0( 𝑟 ) − 𝜆
′ ∘   𝑠 ( 𝑟 ) 

= 𝑔0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ∘ 𝑠̅ ( 𝑟 ) 

bulunur. Böylece  

(𝑔0 , 𝑠̅) ∶ 𝑔 ≃ 𝑓 

şeklinde homotopi olur.  

 

Teorem:2.4.3. 𝑓 , 𝑔  ve ℎ  𝐴 → 𝐴′ tanımlı birer çaprazlanmış modül morfizm olsun. s  

 𝑓0-derivasyon  𝑓 ≃ 𝑔  ve 𝑠′𝑔0 -derivasyon 𝑔 ≃ ℎ olsun.  𝑠 + 𝑠′ ∶ 𝑅 → 𝐸 ′ lineer dönüşümü 

(𝑠 + 𝑠′)(𝑟) =  𝑠(𝑟) +  𝑠(𝑟′) 𝑓0-derivasyon ve 𝑓 ≃ ℎ dir. Yani 𝑓 ≃ 𝑔  ve 𝑔 ≃ ℎ ise   𝑓 ≃ ℎ dır. 

 

   𝐸    𝑅 

 

 

    

   𝐸′    𝑅′ 

İspat: 

(𝑓0 , 𝑠 ) ∶ 𝑓 ≃ 𝑔       (𝑔0 , 𝑠
′) ∶ 𝑔 ≃ ℎ 

homotopi olsun.(𝑓0 , 𝑠 + 𝑠
′)nin  𝑓 den ℎ ye bir homotopi olduğunu gösterelim. 

1.Her 𝑟 ∈ 𝑅 için  

ℎ0( 𝑟 ) =  𝑔0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ∘ 𝑠′ ( 𝑟 ) 

                                          =  𝑓0( 𝑟 ) +  𝜆
′ ∘   𝑠 ( 𝑟 ) +  𝜆′ ∘  𝑠′( 𝑟 ) 

                              =  𝑓0( 𝑟 )+  𝜆
′ ∘   ( 𝑠 + 𝑠′( 𝑟 ) ) 

 

 

  

 

𝜆 

𝜆' 

𝑓1 𝑔1 ℎ1 𝑓0 𝑔0 ℎ0 

s 

𝑠′ 
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2. Her 𝑒 ∈ 𝐸 𝑖ç𝑖𝑛  

ℎ1( 𝑒 ) =  𝑓1( 𝑒 ) + 𝑠
′ ∘    𝜆′ ( 𝑒 ) 

                                          =  𝑔1( 𝑒 ) + 𝑠 ∘   𝜆 ( 𝑒 ) + 𝑠
′ ∘    𝜆′ ( 𝑒 ) 

                           =  𝑔1( 𝑒 ) + ( 𝑠 + 𝑠
′) ∘   𝜆 ( 𝑒 ) 

olur. Burada ayrıca her 𝑟 , 𝑟 ∈ 𝑅 için  

( 𝑠 + 𝑠′)( 𝑟 𝑟′) = 𝑠 ( 𝑟 𝑟′) + 𝑠′( 𝑟 𝑟′) 

( 𝑠 + 𝑠′) ~ 𝑓0-derivasyon olur.  

= 𝑓0(𝑟) ∙ 𝑠(𝑟
′) + 𝑓0(𝑟

′) ∙ 𝑠 (𝑟) + 𝑠 (𝑟) 𝑠 (𝑟′) + 𝑔0(𝑟) ∙  𝑠
′(𝑟′) + 

𝑔0 (𝑟
′)  ∙  𝑠′(𝑟) + 𝑠′(𝑟)𝑠′(𝑟′) 

                       =  𝑓0(𝑟) ∙  𝑠(𝑟
′)  + 𝑓0 (𝑟

′) ∙  𝑠(𝑟) + 𝑠(𝑟) 𝑠(𝑟′) + (𝑓0(𝑟) + 𝜆
′  ∘  𝑠 (𝑟)) ∙ 𝑠′(𝑟′)

+ (𝑓0(𝑟
′) + 𝜆′  ∘  𝑠(𝑟′)) ∙ 𝑠′(𝑟) + 𝑠′(𝑟) 𝑠′(𝑟′) 

                          = 𝑓0(𝑟) ∙ 𝑠(𝑟
′) + 𝑓0 (𝑟

′) ∙ 𝑠(𝑟) + 𝑠(𝑟) 𝑠(𝑟′) + 𝑓0( 𝑟 )  ∙  𝑠
′(𝑟′) + 𝑠 ( 𝑟 )𝑠′(𝑟′) + 

𝑓0(𝑟
′)  ∙  𝑠′( 𝑟 ) + 𝑠 (𝑟′)𝑠′( 𝑟 ) + 𝑠′( 𝑟)𝑠′( 𝑟′) 

            = 𝑓0(𝑟) ∙  (𝑠 + 𝑠
′(𝑟′)) + 𝑓0(𝑟

′) ∙ (𝑠 + 𝑠′(𝑟)) + 𝑠(𝑟) 𝑠 (𝑟′) +  𝑠(𝑟)𝑠′(𝑟′) 

+𝑠(𝑟′)𝑠′(𝑟) + 𝑠′(𝑟)𝑠′(𝑟′) 

                =  𝑓0( 𝑟 )  ∙  ( 𝑠 + 𝑠
′(𝑟′)) + 𝑓0(𝑟

′) ∙ (𝑠 + 𝑠′) + (𝑠 + 𝑠′)(𝑟). ( 𝑠 + 𝑠′) ( 𝑟′) 

olup𝑠 + 𝑠′ ∶ 𝑅 →  𝐸′ bir 𝑓0-derivasyon olur. Böylece  

( 𝑓0 , 𝑠 + 𝑠
′ ) ∶ 𝑓 ≃ ℎ  

şeklinde bir homotopi olur. 

2.5. Çaprazlanmış Modül Morfizmlerinin Homotopi Sınıfları 

A ve 𝐴′ birer çaprazlanmış modül ve Hom( 𝐴 , 𝐴′) sınıfı 𝐴 dan𝐴′ ne giden çaprazlanmış 

modül morfizmlerinin sınıfı olur. Önce grupoid kavramını hatırlayalım: 
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𝐶1 ve 𝐶0  birer küme olmak üzere; 

 

          𝙲 = 𝐶1      𝐶0 

 

diyagramı göz önüne alalım. Burada aşağıdaki özellikler sağlanırsa 𝐶 ye bir grapoid denir.  

 1. 𝑥 , 𝑦 ∈  𝐶0 olmak üzere 𝑎 ∶ 𝑥 → 𝑦 birer morfizmdir ve 𝑎 ∈  𝐶1dir. 𝐶0 ın 

elemanlarına objeler , 𝐶1 in elemanlarına morfizmler denir. 

 2. 𝑠𝑒 =  𝑡𝑒 =  𝑖𝑑dir. Ayrıca 𝑎 ∶ 𝑥 → 𝑦 ∈  𝐶1 için 𝑠 ( 𝑎 ) = 𝑥  ve  𝑡(𝑎 ) = 𝑦 dir. 

 3. 𝑎 ∶ 𝑥 → 𝑦 ve 𝑏 ∶ 𝑦 → 𝑧 olmak üzere 𝑏 ₒ 𝑎 ∈  𝐶1dir ve 𝑠 ( 𝑏 ₒ 𝑎 ) = 𝑥 = 𝑠 ( 𝑎 ) , 

𝑡 ( 𝑏 ₒ 𝑎 ) = 𝑧 =   𝑡 ( 𝑏 ) dir. 

 4. Her 𝑎 ∶ 𝑥 → 𝑦 için 𝑎−1 ∶ 𝑦 → 𝑥 morfizmi olarak ve 𝑎 ₒ 𝑎−1 = 𝑒 ( 𝑥 )dir , 

𝑎−1 ₒ 𝑎 = 𝑒 ( 𝑦 ) dir. 

Bu şartlar altında ; 

          𝙲 = 𝐶1      𝐶0 

 

yapısına  birgrupoid denir. Şimdi 𝐻𝑜𝑚 ( 𝐴 , 𝐴′ )nin bir grupoid olduğunu gösterelim. Objeler 

𝐶0 = 𝐻𝑜𝑚 ( 𝐴 , 𝐴
′) dir. Yani 𝑓 , 𝑔 , ℎ  şeklindeki 𝐴 dan𝐴′ ne giden 

çaprazlanmışmodülmorfizmleri objelerdir.𝑓 den 𝑔 ye giden ∅ morfizleri ise (𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≅ 𝑔  

şeklinde homotop olma bağlantısıdır. Yani ∅ = (𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≅ 𝑔 iken ; ∅ lerin oluşturduğunu 

yani 𝑓 den 𝑔 ye giden tüm hmotopilerin oluşturduğu sınıfı  𝐶1 ile gösterirken 

 

          𝙲 = 𝐶1      𝐶0 

t 

s 

t 

s 

t 

s 
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yapısı  bir grupoid oluşturur. Burada , 

𝑠 (𝑓0 , 𝑠 ) = 𝑠 ( ∅ ) =  𝑓1 

𝑡 (𝑓0 , 𝑠 ) = 𝑔  

dir. 

(𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≃ 𝑔 ve(𝑔0 , 𝑠
′): 𝑔 ≃ ℎ  olsun. Önceki teoremlerde (𝑓0 , 𝑠 + 𝑠

′): 𝑓 ≃ ℎ  olduğunu 

gösterdik. O halde (𝑓0 , 𝑠 )ₒ (𝑔0 , 𝑠
′) = ( 𝑓0 , 𝑠 + 𝑠

′ ) şeklinde işlem tanımlanabilir. Ayrıca 

∅ = (𝑓0 , 𝑠 ): 𝑓 ≃ 𝑔  iken ∅−1 = (𝑓0 , 𝑠̅) ∶ 𝑔 ≃ 𝑓 olduğunu da biliyoruz. Böylece  

 

          𝙲 = 𝐶1      𝐶0 

 

 bir grupoid oluşturur.. Burada bir 𝑓 ∈  𝐶0 = 𝐻𝑜𝑚 ( 𝐴 , 𝐴
′) için  𝑒 ( 𝑓 ) şu şekilde tanımlanır. 

 

   𝐸    𝑅 

 

 

    

   E'    𝑅′ 

 

𝑒 ( 𝑓 ) = (𝑓0 , 0 )şeklinde olur. O halde  

𝑓0( 𝑟 ) =  𝑓0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ₒ 𝑠 ( 𝑟 ) 

= 𝑓0 ( 𝑟 ) + 𝜆
′ ₒ 0 ( 𝑟 ) 

t 

s 

 
𝜆' 

𝑓1

 

 𝑓0 
 0 

𝜆 

𝑓1 𝑓0 
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                 =  𝑓0( 𝑟 ) + 𝜆
′ ( 0 ) 

= 𝑓0 ( 𝑟 ) 

olur. 

Ayrıca  ( 𝑓 , 0 ): 𝑓 ≃ 𝑓 olup 𝑠 (𝑒)(𝑓) =  𝑠 ( 𝑓, 0 ) =  𝑓 = 𝑖𝑑 (𝑓) ve 𝑡 (𝑒)(𝑓) = 𝑓 

elde edilir. Sonuç olarak ; 

 

          𝙲 = 𝐶1      𝐶0 

 

birgrupoid olur. 

 

𝐴:  𝐸  𝑅 

 

𝐴′:  𝐸′  𝑅′ 

 

 

Hom ( A , A′) ∶   (f1, f0 ) = f ≃   g = (g1, g0 ) 

𝑥 ∶ ≃ ∶   𝑓 ≃ 𝑔 

𝑠( 𝑥) =  𝑓   ,   𝑡(𝑥) = 𝑔 

olur.Sonuç olarak 

 

          𝙲 = 𝐶1      𝐶0 

 

yapısı bir groupoid olur. 

𝑓0 

𝜆' 

𝜆 

𝑓1 𝑔1 𝑔0 

 

t 

s 

t 

s 



30 

 

3.ÖRGÜLÜ ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER VE HOMOTOPİLERİ 

Grupoidler üzerinde bir çaprazlanmış modül 

 

  𝐶2  𝐶1  𝐶0  

 

 Şeklinde bir diyagram ile gösterilir. Bu yapılar üzerinde 𝐶0ın𝐶1 ve 𝐶2nin üzerine soldan 

ve sağdan bir etkileri tanımlanmış ve daha sonra { − , − } ∶  𝐶1 × 𝐶1  →  𝐶2 braiding yani 

örgüleme dönüşümü tanımlanarak  yani bir cebirsel model olan  örgülü düzenli çaprazlanmış 

modüller ve groupoidler üzerinde Brown ve Gilbert tarafından tanımlanmştır.                       

(Brown ve Gilbert, 1989). Bu yapının 2_ çaprazlanmış modül ve simplisel gruplar ile olan 

ilişkileri incelenmiştir. Arvasi ve  Ulualan , 2007 de örgülü çaprazlanmış modüller ile simplisel 

gruplar arasındaki ilişkiyi Peiffer elemanları yardımıyla yeniden ispatlanmışlardır.                        

( Arvasi ve  Ulualan , 2007) . Bu model çaprazlanmış  kompleksler kategorisinde tensör çarpım 

tanımlanarak ortaya çıkmıştır. 𝐶 bir çaprazlanan kompleks olmak üzere 𝑚 ∶ 𝐶 ⊗ C → C tensör 

çarpım özelliklerini sağlayan dönüşüm olmasıyla birlikte (𝐶 ,𝑚 ) ikilisinin ≤ 2 hali örgülü 

düzenli çaprazlanmış modül yapısını verir. 

 

  𝐶2  𝐶1  𝐶0  

 

bir örgülü düzenli çaprazlanan modül olduğunda eğer 𝐶0 = { 𝑒} birim grup ise gruplar 

üzerinde  

 

   𝐶2    𝐶1 

şeklinde bir çaprazlanmış modül elde edilir ve {−  , − }  ∶  𝐶1  ×  𝐶1  →  𝐶2 örgülenme 

dönüşümü vardır.Ulualan  doktora tezinde bu yapının değişmeli cebirler üzerinde tanımını 

vermiş ve bazı kategoriler ile olan ilişkileri incelemiştir.(Ulualan, 2004 ) 

 

  

𝛿 

t 

s 

𝛿 

s 

𝛿 

t 

s 

s 
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3.1 Gruplar Üzerinde Çaprazlanmış ve Örgülü Çaprazlanmış Modülleri 

Şimdi gruplar üzerinde çaprazlanmış modül ve örgülü çaprazlanmış modül tanımını 

verelim.   𝑀 ve 𝑁 iki grup ve 𝑁,𝑀 grubu üzerine etki etsin . Bu etki aşağıdaki gibi tanımlı bir 

fonksiyondur:  

𝑀 × 𝑁 → 𝑀 

(𝑚 , 𝑛 ) →  𝑚𝑛 

İle gösterilir ve aşağıdaki özellikleri sağlar; 

1. ( 𝑚𝑛1)𝑛2 = 𝑚𝑛1∙𝑛2 

2. (𝑚 𝑚′)𝑛 = 𝑚𝑛𝑚′𝑛 

3. 𝑚𝑒 = 𝑚 , 𝑒𝑛 = 𝑒  dir. 

𝑁 ,𝑀  grubu üzerine yukardaki gibi etki etsin ve 𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁 birgrup 

homomorfizmiolsun. Eğer her 𝑚 ∈ 𝑀  ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 

1.  𝜆 (𝑚𝑛) =  𝑛−1 𝜆 ( 𝑚 ) 𝑛 

2. 𝑚𝜆𝑚′
= (𝑚′)−1 𝑚 𝑚′ 

Özellikleri sağlanıyorsa 𝜆 ya bir çaprazlanmış modül ( gruplar üzerinde) denir. 

𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁  ve  𝜆′ ∶  𝑀′ → 𝑁′birer (gruplar üzerinde) çaprazlanmış modül olsun.  

𝛼 ∶ 𝑀 →  𝑀′ve  𝑝: 𝑁 →  𝑁′ birer grup homomofizmi ve aşağıdaki şartları sağlansın. 
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1. 

   𝑴    𝑀′ 

 

 

    

   N    𝑁′ 

 

diyagramı değişmelidir.Yani𝜆′ ₒ  𝛼 =  𝛽 ₒ  𝜆  dır. 

2. Her 𝑚 ∈ 𝑀 ve 𝑛 ∈ 𝑁 için  

𝛼 (𝑚𝑛) =  𝛼 (𝑚)𝛽(𝑛)dir.  

Bu şartlar altında ( 𝛼, 𝛽) ∶  𝜆 →  𝜆′ homomorfizm çiftine gruplar üzerinde çaprazlanmış 

modüllerin morfizmi denir. 

3.2. Gruplar Üzerinde Çaprazlanmış Modül Homotopileri 

Şimdi kabul edelim ki  𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁 ve 𝜆′ ∶  𝑀′ → 𝑁′ birer çaprazlanmış modül ve 𝑓0 ∶

𝑁 →  𝑁′ bir grup homomorfizmi olur. 𝑆 ∶ 𝑁 →  𝑀′ bir dönüşüm olmak üzere ve  

 

   𝑴    𝑁 

 

 

    

   M'    𝑁′ 

 

diyagramı değişmeli olsun.Yani 𝜆′ ₒ  𝑠 =  𝑓0 olmak üzere aşağıdaki şart sağlanırsa  𝑆 ye bir 

𝑓0_derivasyon fonksiyonu veya 𝑓0- derivasyon fonksiyonu denir. 

𝑠 ( 𝑛𝑛′) =  𝑓0(𝑛)𝑠(𝑛′)
∙ 𝑠(𝑛)

𝑓
0(𝑛′)  . 𝑠(𝑛)𝑠(𝑛′) 

  

 

β 

 𝜆  𝜆′  

 

 

𝛼 

 

𝜆' 

  𝑓0 
 s 

𝜆 
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Şimdi çok iyi bilinen aşağıdaki teoremi ilerde kullanacağımız için verelim.  

Teorem3.1.1.  (𝑓1 , 𝑓0):  ( 𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁 ) →  (𝜆′ ∶  𝑀′  →  𝑁′) bir çaprazlanmış modül 

morfizm olsun . (𝑔1 , 𝑔0) çiftide , 

𝑔0: 𝑁 →  𝑁
′ 

ve 

𝑔1 ∶ 𝑀 →  𝑀
′ 

birer grup homomofizmi olsun. Eğer 𝑆 ∶ 𝑁 → 𝑀′bir 𝑓0-derivasyon olmak üzere 

𝑔0( 𝑛 ) =  𝑓0( 𝑛 )𝜆
′ 𝑠 ( 𝑛 ) 

𝑓1( 𝑚 ) =  𝑓1(𝑚 )𝑠 ( 𝜆 ( 𝑚 )) 

Özelliklerini sağlıyorsa  ( 𝑔1 , 𝑔0) çifti 𝜆 dan𝜆′ ne bir çaprazlanmış modül morfizmi 

olur. Bu teoremin ispatını değişmeli cebirler üzerinde bir önceki bölümde verdik. 

3.3. Gruplar Üzerinde Örgülü Çaprazlamış Modüller 

Örgülü çaprazlanmış modüller , örgülü regüler  çaprazlanmış modüllerin indirgenmiş 

halidir. Bu tanımı ilk olarak Brown and Gilbert yapmıştır. Bu yapının Moore komplekslerin 

boyu ≤ 2 olan indirgenmiş simplisel gruplar ile olan ilişkisi incelenmiştir. ( Arvasi ,Kocak ve 

Ulualan , 2004 ), Arvasi ve Ulualan örgülü ve düzenli çaprazlanmış modüller ile simplisel 

gruplar arasındaki ilişkiyi yeniden kısa bir yol ile ispatlamışlardır.( Arvasi , Ulualan. 2007) 

Tanım 3.2.1. 𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁 gruplar üzerinde bir çaprazlanmış modül olsun. 

{ − ,− }: 𝑁 × 𝑁 → 𝑀   

örgülenme dönüşümü olarak adlandırılan  ve aşağıdaki şartları sağlayan { − ,− } dönüşümü ile 

birlikte , 𝜆 ya örgülü çaprazlanmış modül denir. 
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Her 𝑎 , 𝑎′ , 𝑏 , 𝑏′  ∈ 𝑁 ve 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝑀  dir. 

1.  { 𝑎 , 𝑏 𝑏′} = { 𝑎 , 𝑏 }𝑏
′
 { 𝑎, 𝑏′ } 

2. { 𝑎 𝑎′ , 𝑏 } = {𝑎′ , 𝑏 }{ 𝑎 , 𝑏 }𝑎
′
 

      3. { 𝜆𝑎 , 𝑏 } = [ 𝑏 , 𝑎 ] =  𝑏−1𝑎−1 𝑏  

                                                    4. { 𝑎 , 𝜆𝑦} =  𝑦
−1𝑦𝑎 

                                       5. {𝜆𝑥 , 𝑏 } = ( 𝑥
−1)𝑏 𝑢 

Şimdi kabul edelim ki ;  

𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁  

𝜆′ ∶  𝑀′ → 𝑁′ 

olmak üzere , 

{ , } ∶   𝑁 ×  𝑁 → 𝑁 

{ , }′ ∶  𝑁′ × 𝑁′  →  𝑀′ 

örgülenme dönüşümleri ile birlikte birer örgülü çaprazlanmış modül olsun. 

 

𝛼 ∶ 𝑀 →  𝑀′ 

𝑝 ∶ 𝑁 →  𝑁′ 

çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanırsa ( 𝛼 , 𝛽 ) çiftine 

örgülü çaprazlanmış modül morfizmi denir. 

  



35 

 

1. 

   𝑴    𝑁 

 

 

    

   M'    𝑁′ 

 

diyagramı değişmeli olmadır.Yani𝛽 ₒ 𝜆 =  𝜆′ ₒ 𝛼 dir. 

2. 𝛼 (𝑚𝑛) =  𝛼 ( 𝑚 )𝛽 ( 𝑢 ) dir. 

3. 𝑛, 𝑛′  ∈ 𝑁için𝛼 ({ 𝑛 , 𝑛′}) = { 𝛽 ( 𝑛 ), 𝛽 (𝑛′)}′ olmalıdır.  

 

( 𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁 , { − ,− })ve ( 𝜆′ ∶  𝑀′  →  𝑁′ , { − , − }′ birer örgülü çaprazlanmış modül ve 𝑆 ∶

𝑁 →  𝑀′ aşağıdaki özelliği sağlayan bir dönüşüm  olsun. 

   𝑴    𝑁 

 

 

    

   M'    𝑁′ 

 

1. 𝑓0 ∶ 𝑁 →  𝑁
′ bir grup homomorfizmdir ve 𝜕′ₒ 𝑠 =  𝑓0dır.  

2. Her 𝑒 , 𝑒 ∈ 𝑁 için  

𝑠 ( 𝑒 𝑒′) = { 𝜆′( 𝑠 ( 𝑒 )), 𝑓0(𝑒
′)}′ . { 𝑓0( 𝑒 ), 𝜆

′( 𝑠 (𝑒′))}′  ∙ 𝑠 (𝑒′)𝜆′2(𝑠(𝑒))  ∙ 𝑠 ( 𝑒 )
𝜆(𝑠 (𝑒′))

−1

∙

𝑠(𝑒) . 𝑠(𝑒′) dir. 

 

𝜆' 

 𝛼  𝛽  

 

 

𝜆 

 

𝜆' 

  𝑓0 

 
s 

𝜆 
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Bu  𝑠 dönüşümüne 𝑓0 -derivasyon dönüşümü denir. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

Teorem 3.2.3. 

( 𝜆 ∶ 𝑀 → 𝑁 , { − ,− })ve 

( 𝜆′ ∶  𝑀′  →  𝑁′ , { − ,− }′ ) 

birer örgülü çaprazlanmış modül ; 

(𝑓′ , 𝑓0) ∶ ( 𝜕 ;𝑀 → 𝑁 )  → (𝜕′ ∶  𝑀′  →  𝑁′) 

bir örgülü çaprazlanmış modül morfizmi ve 𝑠 ∶ 𝑁  →  𝑀′ bir 𝑓0-derivasyon olsun.  

 

   𝑴    𝑁 

 

 

    

   M'    𝑁′ 

 

Eğer ( 𝑔0 , 𝑔1) aşağıdaki özellikleri sağlayan birer grup iseler ( 𝑔1 , 𝑔0 ) çifti de bir 

örgülü çaprazlanmış modül morfizmi olur.  

1. 𝑔0 ( n ) = 𝑓0( 𝑛 )𝜆
′ ( 𝑠 ( n ) ) 

2. 𝑔1( 𝑚 ) =  𝑓1( 𝑚 ) 𝑠 𝜆 ( 𝑚 ) 

Bu teoremin ispatı burada ihmal edilmiştir. Bir sonraki bölümde bu teoremin değişmeli 

cebirler üzerine daha detaylı olarak ispat edeceğiz. 

 

  

 
𝜆' 

𝑔1

 

 𝑓0 
 s 

𝜆 

𝑓1 𝑔0 
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4.DEĞİŞMELİ CEBİRLER ÜZERİNE ÖRGÜLÜ ÇAPRAZLANMIŞ 

MODÜLLERİNİN MORFİZİMLERİNİN HOMOTOPİLERİ 

4.1. Değişmeli Cebirler Üzerine Örgülü Çaprazlanmış Modüllerinin Homotopileri 

𝑅, 𝐸 ye bir cebir etkisine sahip ve 𝑅 ve 𝐸 birer 𝑘_𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟 olmak üzere 𝜆 ∶ 𝐸 → 𝑅 bir 𝑘 −

𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟  homorfizm olsun.Bölüm 2 de de değinildiği gibi değişmeli cebirler üzerine çaprazlanmış 

modül 𝜆(𝑟. 𝑒) = 𝑟𝜆(𝑒) ve 𝜆(𝑒). 𝑒′ = 𝑒𝑒′ şartlarını sağlıyordu. Değişmeli  cebirler üzerinde 

çaprazlanmış modüller için örgüleme dönüşümü Ulualan tarafından yapılmış olup bu yapıyla 

bazı yapıların özellikle simplisel cebirler, kuadratik modüller ile olan ilişkisini ispatlamıştır. 

(Ulualan , 2004). Şimdi değişmeli cebirler üzerine örgülü çaprazlanmış modül tanımını verelim. 

Tanım.4.1.1. E ve 𝑅 birer 𝑘 − 𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟  ve 𝜆 ∶ 𝐸 → 𝑅 bir çaprazlanmış modül olsun.  

{−  ⊗ − }  ∶  𝑅 ×  𝑅 → 𝐸  

örgülenme dönüşümü olarak adlandırılırken dönüşüm aşağıdaki sağlarsa ( 𝐸 → 𝑅 , {−  ⊗ − }) 

yapısına  örgülenmiş çaprazlanmış modül denir. 

Her 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ∈ 𝑅 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸 için 

 1.𝜆 {𝑥 ⊗ y } =  y x = x y 

2.{𝜆𝑎 ⊗ 𝜆𝑏} =  𝑎𝑏 

3. {𝜆𝑎 ⊗ 𝑥} + {x ⊗ 𝜆𝑎} = 0 

4.. {𝑥𝑦 ⊗ 𝑧} − {x⊗ 𝜆𝑎} =  0 

C = (𝜆 ∶  𝐸 → 𝑅 , {−  ⊗ − }) ve C ′ =  (𝜆′ ∶  𝐸′ → 𝑅′ , {−  ⊗ − }′ ) birer örgülü 

çaprazlanmış modül olsun. 𝐶denC ′ ye bir 𝑓 morfizmi 𝑓 = ( 𝑓1, 𝑓0 ) olmak üzere  

𝑓1 ∶ 𝐸 → 𝐸′ ,  𝑓0 ∶ 𝑅 → 𝑅′ birer 𝑘 − 𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟 homomorfizmdir. 
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Eğer 

   E    𝑅 

 

 

    

   E'    𝑅′ 

 

diyagramı değişmeli ise  yani ; 𝑓0 ∘  𝜆 =  𝜆 ′ ∘ 𝑓1  ise  ve ayrıca aşağıdaki özellikleri sağlanırsa 

(𝑓1, 𝑓0 )′ a örgülü çaprazlanmış modül morfizmi denir. 

1. 𝑒 ∈ 𝐸ve   r∈R için  

𝑓1( 𝑒 , 𝑟 ) =  𝑓1( 𝑒 )  ∙  𝑓0( 𝑟 ) 

2. 𝑟 , 𝑟′ ∈ 𝑅için ; 

𝑓1({ 𝑟 ⊗ r′}) = {  𝑓0( 𝑟 ) ⊗ 𝑓0( 𝑟 ′) }′  

 

Böylece objeleri 𝐶 =  (𝜆 ∶  𝐸 → 𝑅 , {−  ⊗ − }) şeklindeki örgülü çaprazlanmış 

modüller ve morfizmleri yukarıdaki gibi tanımlı olan kategoriyi örgülü çaprazlanmış modülü 

oluşturabiliriz. 

4.2. Derivasyonlar (Örgülü Çaprazlanmış Modüller İçin ) 

𝜆2 : 𝐸 → 𝑅 bir örgülü çaprazlanmış modül olsun. Aşağıdaki diyagramı ele alalım. 

Eğer 𝑡 fonksiyonu; 

   L    𝐸 

 

 

    

   L'    𝐸′ 

 

 

 
𝜆′2 

' 

 
 𝑓1 

 

𝜆2 

𝑓2 

 

 
𝜆' 

' 

 
 𝑓0 

 

𝜆 

𝑓1 
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t ( e e′) = {λ2
′ ∘  t (e ) ⊗ f1(e ′)}

′ + {f1(e) ⊗ λ2
′ ∘  t (e′)}′  + λ2

′ ∘  t (e )  ∙  t (e′)  − λ2
′

∘  t (e′)  ∙  t (e ) +  t (e ) t (e′) 

şartını sağlıyorsa 𝑡 ye 𝑓1- derivasyon denir. 

Şimdi örgülü çaprazlanmış modülmorfizmleri arasındaki homotopileri tanımlayan 

aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Teorem 4.2.1.  𝜆2 : 𝐿 → 𝐸 bir  {−  ⊗ − }  ∶  𝐸 ×  𝐸 → 𝐿 örgülenme dönüşümü ile 

birlikte bir örgülü çaprazlanmış modül olsun. (𝑓1 , 𝑓2) 𝑑𝑒 𝜆2 den𝜆′2 'ne örgülü çaprazlanmış 

modüllerin bir morfizmi olmak üzere aşağıdaki diyagramı ele alalım. 

 

   L    𝐸 

 

 

    

   L'    𝐸′ 

Burada eğer ; 

𝑔1(e ) =  f1 (e ) +  λ2
′ ∘  t (e ) 

𝑔2(l) =  f2 (l ) +  t ∘ λ2  ( l ) 

şartlarını sağlayan  bir𝑔 = (𝑔1  , 𝑔2)varsa 𝑔 bir  örgülü çaprazlanmış modül morfizm olur. 

İ𝒔𝒑𝒂𝒕: 𝑔 = (𝑔1  , 𝑔2)örgülenmiş çaprazlanmış modülmorfizm olup olmadığını göstereceğiz. 

Zaten her 𝑒 , 𝑒′ ∈ 𝐸 ve 𝑙 , 𝑙′ ∈ 𝐿 için  

𝑔1( 𝑒 ∙ 𝑒
′) = 𝑔1( 𝑒 )  ∙ 𝑔1 (𝑒

′)  

𝑔2( 𝑙 ∙ 𝑙
′) = 𝑔2( 𝑙 )  ∙ 𝑔2 (𝑙

′)  

şartları vardır.  

  

 

 

 
𝜆′2 

' 

𝑔2

 

 𝑓1 
 t 

𝜆2 

𝑓2 𝑔1 
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Ayrıca; 

 

   L    𝐸 

 

 

    

   L'    𝐸′ 

 

diyagramı değişmeli yani  𝑔1 ∘ 𝜆2 = 𝜆2
′ ∘ 𝑔2 olmalıdır. Şimdi bu diyagramın değişmeli olup 

olmadığını kontrol edelim. Her 𝑙 ∈ 𝐿 

           𝑔1 ∘ 𝜆2(𝑙) =  𝑔1(𝜆2(𝑙)) = 𝑓1(𝜆2(𝑙)) + λ2
′ ∘  t (𝜆2 l ) 

          =  λ2
′(𝑓2(𝑙)) + λ2

′  (t ∘ 𝜆2(𝑙) ) 

= λ2
′  (𝑓2(𝑙) +  t ∘ 𝜆2(𝑙) 

           = 𝜆2
′ ∘ 𝑔2(𝑙) 

olur. Ayrıca  

𝑔2( 𝑒 ∙ 𝑙
′) = 𝑓2(𝑒 ∙  𝑙′ )  +  t ∘ 𝜆2(𝑒 ∙ 𝑙′) 

= 𝑔1(e )  ∙  𝑔2(l′) 

olup olmadığını gösterelim.Her𝑒 , 𝑒′ ∈ 𝐸 ve 𝑙 , 𝑙′ ∈ 𝐿 

𝑔2( 𝑒 ∙ 𝑙 ) = 𝑓2(𝑒 ∙  𝑙 ) + t ∘ 𝜆2(𝑒 ∙ 𝑙) 

𝜆2(𝑒 ∙ 𝑙) = 𝑒 𝜆2(𝑙) 

çaprazlanmış modül 1 kuralından 

f1 (e ) ∙   f2 (l ) +  t (𝑒  𝜆2  𝑙) 

𝜆2  𝑙 = 𝑒 ′ diye düşünürsek , yukarıda verdiğimiz t ( e e′) açılımından ;  

f1 (e ) ∙ f2 (l ) + {λ2
′  t (e ) ⊗ f1(𝜆2  𝑙)}

′ + {f1(e)⊗ λ2
′ ∘ t (𝜆2  𝑙)}

′  + 

λ2
′ ∘  t (e )   ∙   t (𝜆2  𝑙)  − λ2

′ ∘  t (𝜆2  𝑙)  ∙  t (e ) +  t (e ) t (𝜆2  𝑙) 

{λ2
′𝑙 ⊗ λ2

′ e ′} = 𝑙 e ′ 

olduğundan; 

 

 

 
𝜆′2 

' 

 
 𝑔1 

 

𝜆2 

𝑔2 
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        =   f1 (e ) ∙   f2 (l ) + {λ2
′ ( t (e ))  ⊗ 𝜆2 (f2( 𝑙)) }

′ + {f1(e)⊗ λ2
′ ∘  t (𝜆2  𝑙)}

′  + 

λ2
′ ∘  t (e )   ∙   t (𝜆2  𝑙)  − λ2

′ ∘  t (𝜆2  𝑙)  ∙  t (e ) +  t (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙) 

               =  f1 (e ) ∙   f2 (l )  +   t (e )  ∙  f2 (l ) + f1 (e )  ∙   t (𝜆2  𝑙) + +λ2
′ ∘  t (e )   ∙   t (𝜆2  𝑙)  

− λ2
′ ∘  t (𝜆2  𝑙)  ∙  t (e ) +  t (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙) 

= f1 (e ) ∙   f2 (l ) + t (e )  ∙  f2 (l ) + f1 (e )  ∙   t (𝜆2  𝑙)  +  t (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙)   − 

t (𝜆2  𝑙)  ∙    t (e )   +  t (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙) 

𝜆2 ( 𝑎 ) ∙ 𝑎
′ = 𝑎 𝑎 ′  çaprazlanmış modül 2  kuralından ; 

   f1 (e ) ∙   f2 (l ) +  t (e )  ∙  f2 (l ) + + f1 (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙) +  t (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙) 

𝑔1(e )  ∙  𝑔2(l) = ( f1 (e )  +  𝜆2 
′ (𝑡(𝑒)) ∙ ( f2 (l ) +    t (𝜆2  𝑙) 

           =  f1 (e ) ∙   f2 (l ) + f1 (e )  ∙  t (𝜆2  𝑙) +   𝜆2 
′ (𝑡(𝑒))  ∙  f2 l +   𝜆2 

′ (𝑡(𝑒))  ∙   t (𝜆2  𝑙) 

𝜆2 
′ (𝑡(𝑒))  ∙  f2 (l) =  𝑡(𝑒)  ∙  f2 (l) 

 

ve 

𝜆2 
′ (𝑡(𝑒))  ∙   t (𝜆2  𝑙) = 𝑡(𝑒) ∙   t (𝜆2  𝑙) 

eşitliklerinden ve gerekli sadeleştirmelerden açıktır ki ; 

𝑔2( 𝑒 ∙ 𝑙
′) = 𝑔1(𝑒 )  ∙ 𝑔2(𝑙′) 

olur. 

𝑒 , 𝑒′ ∈ 𝐸  için{ 𝑒 ⊗  𝑒′ }  ∈ 𝐿  için  

{⊗ } ∶   𝐸 ⊗  𝐸′ → 𝐿 

𝑔2 ({ 𝑒 ⊗ 𝑒′} = { 𝑔1(𝑒 ) ⊗ 𝑔1(𝑒
′)}′ 

olmalıdır. 

= 𝑔2 ({ 𝑒 ⊗ 𝑒′} =  𝑓2{ 𝑒 ⊗ 𝑒′} + ∙  t  ∘ 𝜆2 ({ 𝑒 ⊗ 𝑒′} 

       = {f1 (e ) ⊗ f1 (e ′)}
′ +  t ( e  e′)   (; . 𝜆2{ 𝑒 ⊗ 𝑒′} = 𝑒 𝑒′) 

    = {𝑔1(𝑒 ) ⊗ 𝑔1(𝑒
′)}′ = f1(e) + λ2

′ ∘  t ( e) ⊗ f1 (e ′) + 

𝜆2 ∘  t (e
′) } ′  

= {f1 (e )⊗ f1 (e ′)}
′ + {f1 (e ′) + 𝜆2 ∘  t (e

′)}′ + {λ2
′ ∘  t ( e) ⊗ f1 (e

′)}′ +   t (e )  ∙  t (e′) 
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 = 𝑔2 ({ 𝑒 ⊗ 𝑒′} = { 𝑔1(𝑒 ) ⊗ 𝑔1(𝑒
′)}′ 

olur. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Tanım 4.2.2.Yukarıda teoremin şartlarını sağlayan 𝑡 ∶ 𝐸 → 𝐿′ derivasyon dönüşümüne 

f = (f1  , f2) ve g = (g1  , g2) morfizmleri arasındaki homotopi denir. 

Teorem 4.2.3. f = (f1  , f2)  olmak üzere A → A′ tanımlı örgülü çaprazlanmış modül 

olsun. 

𝑓 ≃ 𝑓 ve  𝑡, 𝑓1-derivasyon olarak  tanımlıt ∶ E → L ′ , 𝑡 ( 𝑒) =  0𝐿′  dir. 

İspat : 𝑡( 𝑒 ∙ 𝑒′) =  0𝐿′ olmalı   𝑓1-derivasyon, 

 t ( e, e′) = {λ2
′ ∘  t (e ) ⊗ f1(e ′)}

′ + {f1(e) ⊗ λ2
′ ∘  t (e′)}′ + t (e )  ∙  t (e′) 

  = {0𝐿′ ⊗ 𝑓1 (𝑒 ′)}
′ + {f1(e) ⊗ 0𝐿′} + 0𝐿′ ∙  0𝐿′ 

= 0𝐿′ 

olur. 

Teorem 4.2.4. f = (f1  , f2) ve g = (g1  , g2)A → A′ ya tanımlı örgülü çaprazlanmış 

modül morfizm olsun. 𝑡 , 𝑓1-derivasyon 𝑓 ≃ 𝑔ve  t ∶ E → L ′ lineer dönüşüm var olsun. 𝑔 ≃

𝑓, 𝑔1-derivasyon olmak üzere 𝑡̅( 𝑒 ) =  −𝑡 ( 𝑒 ) olur. 

 

   L                 𝐸 

 

 

    

   L'    𝐸′ 

Burada eğer ; 

 

 

 

 
𝜆′2 

' 

𝑔2

 

 𝑓1 
 𝑡̅ 

𝜆2 

𝑓2 𝑔1 

t 
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𝑡, 𝑓 ≃  𝑔 𝑦𝑒 𝑓1 -derivasyon olduğundan 

𝑓1(e ) =  g1 (e ) +  λ2
′ ∘ t̅(e ) 

𝑓2(l) =  g2 (l ) + t̅ ∘ λ2  ( l ) 

𝑔1(e ) =  f1 (e ) +  λ2
′ ∘  t (e ) 

𝑔2(l) =  f2 (l ) +  t ∘ λ2  ( l ) 

𝑓1(e ) =  g1 (e ) −  λ2
′ ∘  t (e ) 

𝑓1(e ) =  g1 (e ) +  λ2
′ ∘ t̅(e ) 

𝑡̅(𝑒 ∙ 𝑒′) =  −𝑡 (𝑒 , 𝑒′) 

 𝑡̅(𝑒𝑒′) = −[ {λ2
′ ∘  t (e ) ⊗ f1(e ′)}

′ + {f1(e)⊗ λ2
′ ∘  t (e′)}′  + λ2

′ ∘  t (e )   ∙   t (e′)  − λ2
′

∘  t (e′)  ∙  t (e ) +  t (e ) t (e′)]  

 

                      = {λ2
′ ∘ t̅(e ) ⊗ f1(e ′)}

′ + {f1(e)⊗ λ2
′ ∘ t̅(e′)}′  + λ2

′ ∘ t̅(e )   ∙   t̅(e′)  − λ2
′

∘ t̅(e′)  ∙  t̅(e ) + t̅(e )  ∙  t̅(e′) 

 

     = {λ2
′ ∘ t̅(e ) ⊗ f1(e ′)}

′ + {f1(e)⊗ λ2
′ ∘ t̅(e′)}′ −   t (e )  ∙  t (e′) +  

t (e )  ∙  t (e′) −  t (e )  ∙  t (e′) 

            = {λ2
′ ₒ t̅(e ) ⊗ f1(e ′)}

′ + {f1(e)⊗ λ2
′ ∘ t̅(e′)}′ − λ2

′ ∘ t̅(e )   ∙   t̅(e′) 

− λ2
′  ∙  t̅(e′)  ∙  t̅(e ) + t̅(e )  ∙  t̅(e′) 

                           =  −t (e ) ∙  f1(e ′) − f1(e) ∙  t (e
′)  − λ2

′  t (e )  ∙  t (e′) − λ2
′ ∘  t (e′)  ∙   t (e )  

+ t (e )  ∙  t (e′) 

                      = t̅(e ) ∙  f1(e ′) + f1(e) ∙   t̅(e
′)  + λ2

′ ∘ t̅(e )  ∙   t̅(e′) + λ2
′  ∙   t̅(e′)  ∙    t̅(e )  

+    t̅(e )  ∙   t̅(e′) 

                      = (f1(e) + λ2
′ ∘  t (e′)) ∙ t̅(e′) + ( f1(e ′) + λ2

′ ∘  t (e′)  ∙ t̅(e ) + +   t̅(e )  

∙   t̅(e′) 

               = g1 (e )  ∙  t̅(e
′) + g1 (e′ ) ∙  t̅(e ) + t̅(e )  ∙   t̅(e

′) 

              = {λ2
′ ∘ t̅(e ) ⊗ g1(e )}

′ + + {g1(e′)⊗ λ2
′ ∘ t̅(e)}′ + t̅(e )  ∙   t̅(e′) 

=  t̅(e e′) 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu tezde Örgülenmiş çaprazlanmış modüllerin morfizmleri arasındaki homotopi 

kavramı incelenmiştir. Çaprazlanmış modüller arasındaki morfizmlerin homotopi sınıflarının   

groupoid olduğu bu tezde açıklanmıştır. Ancak örgülü çaprazlanmış modüllerin morfizmleri 

arasındaki homotopilerinin oluşturduğu sınıfın nasıl bir cebirsel model olduğu daha sonraki 

çalışmalara bırakılmştır. Bu sınıfın, her örgülü çaprazlanmış modül aslında bir çaprazlanmış 

modül olduğundan groupoid olduğu açıktır. Ancak örgüleme dönüşümünün nasıl bir etki 

katacağı çalışmalara devam etmektedir. Bu konudaki öngörümüz bu yapının yani homotopi 

sınıfının oluşturduğu groupoid yapısının bir whiskered groupoid olacağı yönündedir. 

.Literatürde Örgülenmiş çaprazlanmış modül yapılarının çeşitli cebirsel versiyonları örneğin 

Liecebiri, LieRinehartcebiri, vs. olup bu yapılarında morfizmleri arasındaki homotopi kavramı 

açıklanabilir düzeye getirilmiştir. Ayrıca bu Örgülenmiş çaprazlanmış modül yapısına kategorik 

olarak denk olan çaprazlanmış kareler, 2- çaprazlanmış modüller veya 𝑐𝑎𝑡2- gruplar, 𝑐𝑎𝑡2- 

cebirler gibi bazı cebirsel yapıların aralarındaki morfizmlerin homotopileri ve bu homotopilerin 

sınıfları tanımlanabilir. Bu önerileri tezimizde açık problem olarak bırakılmıştır. 
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