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ilk bolimde calisilan konu ile ilgili temel kavramlara notasyonlara, teoremlere ve islenecek
konulari ilgilendiren lebesque ve sobolev uzayina yer verilmistir.

Ikinci béliimde Orlicz uzaylar1 ve Orlicz-sobolev uzaylar1 ve bu uzaylarla iliskili temel
kavramlar, notasyon ve teoremler ele alinmistir.

Uciincii béliimde varyasyonel yaklasim konu edinmistir. Varyasyonel yaklagimla ilgili tamm ve
teoremlere yer verilmistir. Varyasyonel yaklasim bu tez ¢aligmasina konu olan problemin analizinde
kullandigimiz bir yontemdir.

Dordiincii boliim tez ¢aligmasinin orijinal kismidir. Bu boliimde Dirichlet sinir kosullari altinda
ve Orlicz-Sobolev uzaylarinda lokal olmayan bir eliptik denklemin bazi smiflarinin ¢6ziimleri ele
alinmistir. Varyasyonel yaklasim uyguluyarak bu denkleme karsilik gelen enerji fonksiyonelinin yerel
minimum olan asikar ¢oziimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ginzburg-Landau enerjisi, Lokal olmayan elptik denklemler,
Mountain-Pass teoremi, Orlicz-Sobolev uzaylar1, Varyasyonel yaklagim,
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In the first chapter, the basic concepts related to the subject, notations, theorems and lebesque
and sobolev spaces related to the topics to be studied are given.

In the second chapter, Orlicz spaces and Orlicz-sobolev spaces and basic concepts, notation and
theorems related to these spaces are discussed.

In the third chapter, we investigate the variational approach. Definitions and theorems related to
the variational approach are given. The variational approach is a method used in the analysis of the
problem that is the subject of this thesis.

The fourth chapter contains the orginal part of this thesis. In this chapter, we consider solutions
of some classes of a nonlocal eliptic equation under the Dirichlet boundry conditions and in Orlicz-
Sobolev spaces. Applying the variational appoach to this equation gives trivial solutions, which are local
minimum, for the corresponding energy functional.

Keywords: Ginzburg-Landau energy, Mountain-Pass theorem, Nonlocal elliptic equations,
Orlicz-Sobolev spaces, Variational appoach.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler
A ) A kiimesinin kapanisi
A° ) A kiimesinin tiimleyeni
B, (x) : x merkezli r yarigapl agik yuvar
B, [X] : x merkezli r yarigapli kapali yuvar
B(Q) : Q bolgesinde tanimli tiim sinirh dlciilebilir fonksiyonlarin
kiimesi
C(Q) ) Q bolgesinde siirekli fonksiyonlar uzay1
c*(Q) : Lipschitz-siirekli fonksiyonlarindan olusan fonksiyon sinifi
C(Q) ; Q bolgesindeki kompakt destege sahip fonksiyonlarin
olusturdugu fonksiyon sinifi
Cc™"(Q) ; Kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin olusturdugu vektor
uzay1
C"(Q) ; Cg (Q) uzaymin kapali alt uzayi
8"l
D%u : D“u=————— Kismi tlirev operatort,
OX, ™ -+ X ™
a=(a,a,,...ay) €Ny Vela| =, +a, +...+
essSUP,[U(X)|: lu(x)| in Q bolgesindeki esas (essential) supremumu
L°(Q) : Q) Dbolgesinde  p.kuvvetten integrallenebilir  olgiilebilir
fonksiyonlar uzay: (Lebesgue uzay1)
Lo (@) : Q lizerinde tanimli Orlicz sinifi,
Lo (€) ={u: Q — Rélcilebilir; [, @(ju()dx <o}
|-1|0C (Q) : lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifi
p' : p nin eslenigi | p'= P
p-1
p* : Sobolev kritik kuvveti
R" ; n -Boyutlu Euclid (Oklid) Uzay1
S, (x) : x merkezli r yarigapli kiire



ull , u nun normu

lull, ; u nun Luxemburg normu

||||X : X normlu uzayinda tanimlanan norm
u, =u : Norm (Giiglii) Yakinsama

U, — u : Zayif yakinsama

X* : X uzaymin duali

X** : X uzaymin ikinci duali

Vol (Q) : Q nin hacmi

W™P(Q) ; Sobolev uzayi, W™ (Q) = {u eL’(Q):Duel’(Q), 0<|al< m)}
wh@Q)* W *(Q) nin (siirekli) dual uzay:

Q ; R" de acik bolge

| Q| ; Q < R" bolgesinin Lebesgue dlgiimii
) ) @ nin eslenigi

\% ; Gradient

A, () : p-Laplaceoperatorii,

2
N
Au=div(vu”* vu); |[Vu|= Z(a_uj

i1\ OX;
= : Gomme
- : Zay1f yakinsama
cc ) Kompakt alt kiime
Kisaltmalar
div ; Diverjans
hhh : Hemen hemen her yerde
PS : Palais -Smale
A, : Delta iki kosulu



1. GIRIS

Bu bolimde, ¢alismamizda kullanilacak temel bazi kavramlara, tanim ve
teoremlere deginilecektir. Ayrica, bu bolimde Orlicz uzaylarmin 6zel bir sinifi olan

Lebesgue ve Sobolev uzaylarina deginilecektir.
1.1. Normlu Uzay ve i¢ Carpim Uzay:

Tanmim 1.1.1. X bos olmayan bir kiime ve F cismi R veyaC olsun. Ayrica, X,y,z € X ve
a, € Figin X de

+: XxX > X dXxF—>X
(X,y)>x+y (a,x) = ax

islemleri tanimlansin. Eger "+"ve "."islemleri i¢in

) x+(y+z)=(x+y)+z

i) X+y=y+X

i) x+0=x

iv) Xx+(-x)=0

v) a(px)=(ap)x

vi) 1lx=x

vii) a(x+y)=ax+ay

viii) (a+B)x=ax+ fx
ozellikleri saglaniyorsa X ’e F cismi iizerinde bir vektor uzayi veya lineer uzayi denir.
Tamm 1.1.2. X bir F cismi iizerinde vektor uzayi olsun. Bu vektor uzayda

[: X >R
x|

seklinde tanimlanan fonksiyon, her x,x, € X ve A€ F igin
) Ixl=0 x|-0e % -0
i) [ Ax] =2

i) %+ %] <[]+ %]



Ozelliklerini sagliyorsa, bu fonksiyona X vektor uzayi tizerinde norm adi verilir ve

(X 8N ) ikilisine de bir normlu uzay denir. X vektor uzayi iizerinde birden fazla norm
tanimlanabilir.

(X ||||X ) normlu uzay ve d: X x X — R bir metrik uzay olmak iizere,

d(xy) =[x -]
ile tanimli d fonksiyonuna |||| normu tarafindan indirgenen ( genellestirilen, iiretilen)

metrik adi verilir. Boylece, her normlu uzaydan kendi normu ile indirgenen metrik
altinda bir metrik uzay oldugu sonucu elde edilir. Ancak, her normdan bir metrik

iiretmesine karsilik her metrikten bir norm tiretilmez.

Tanim 1.1.3 (X ,||||X )normlu uzay olmak iizere, herhangi bir X € X ver > 0 sayisi igin;
B, (X) = {y eX: ||X — y||X < r} kiimesine, x merkezli r yarigapli bir agik yuvar (agik top),

B, [X] = {y e X :||X— y||X < r} kiimesine, X merkezli r yarigapli bir kapali yuvar (kapali
top) ve

S, (X) = { ye X: ||X - y||X = r} kiimesine de x merkezli r yarigapl bir kiire denir.

Ac X olmak izere, her X € Aigin B, (X) < A olacak sekilde bir pozitif r sayisi
bulunabiliyorsa A ya agik kiime denir.

Tanim 1.1.4. (X||||X) bir normlu uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her & >0
sayisina karsilik her n,m<N_ igin |x, —x,[, <& olacak bicimde &’a bagl birN,
pozitif tamsay1 varsa, (X , ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Reel sayilarda yakinsaklik kavramimi diisiindiigiimiizde yukaridaki tanim n,m — oo

oldugunda |x, — X[, — O olmasiyla denktir.

X
Tamm 1.1.5. (X,||.||X ) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam

uzay denir. Bir normlu vektor uzayi, normdan indirgenen metrik ile tam ise bu uzaya
Banach uzay: olarak adlandirilir.
Tamim 1.1.6. Bir X vektor uzaymda tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel

ad1 verilir. Bu fonksiyonel,

f(181X1+/32X2):ﬂ1f (X1)+ﬂ2f (Xz) XX, eX ve B, B, eF

kosulu altinda bir lineer dontistimdiir.



Tamm 1.1.7. (X s ) normlu uzayinda tanimli biitiin lineer ve siirekli fonksiyonellerin
olusturdugu uzaya X normlu uzaywnin duali denir ve X“veya X' sembollerinden biri ile
gosterilir.
Bu uzay,
(u+v)(x)=u(x)+v(x) ve(cu)(x)=cu(x); uveX’, xeX,ceC,
ile tamimlanan noktasal toplam ve c¢arpma islemleri ile bir vektor uzayr olur. Bu

durumda, bu uzayda herhangi bir u € X *elemaninin normu

Lt
”u”X* a xesxu,go ”X”x

seklinde tanimlanir ve bu norm altinda X~ uzay1 da Banach uzayi olur. Boylece, X*

uzay1 da normlu vektor uzayr oldugundan bu uzayin da dual uzay: tanimlanabilir.
Tamm 1.1.8. X* bir normlu uzay olmak fiizere, (X*)* = X" ile tammlanan lineer
vektor uzayina X normlu uzayinn ikinci duali denir ve X ™ uzay: da bir Banach uzay:
olur.
Sabit bir x € X eleman1 ve U e X “i¢in
h: X" — R(veyaC)
u—h, (u)=u(x)
a(u)=f(x)
Seklinde bir h, fonksiyoneli tanimlansim. Bu durumda, her x € X degerine karsilik bir
tek sinirli lineer fonksiyonel karsilik geleceginden
T: X > X"
x—>T(x)=h,(u)
seklinde tanimlanan doniisiime kanonik doniigiim denir. Eger, T doniisiimii lizerine ise

bu durumda X uzayna yansimali( refleksif ) uzay dadi verilir. Eger, X uzay1 yansimali

uzay ise X = X" esitligi vardir.

Tanmim 1.1.9. (X s ) normlu bir uzay ve (x, ) bu uzayda bir dizi olmak iizere,

lim||x, — %[, =0

nN—o0



olacak sekilde bir x, € X elemani bulunabiliyorsa bu (x, ) dizisine norma gére yakinsak
dizi veya gii¢lii yakinsak dizi denir ve bu yakinsama X, — X seklinde gosterilir.
Tamm1.1.10. (X||||X) normlu uzayinda tanimlanan iki farkli norm ||| | ve ||, , olsun.
Eger, her xe X ve «, > 0i¢in

ax,x <[xl.x < BlX,..

olacak sekilde «, f reel sayilar1 varsa,

J.x ve |, normlarma denk normlar denir.
Tamm 1.1.11. X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger, her x € X i¢in

LGl =[x
Esitligini saglayan ve X uzaymi Y uzayi ilizerine doniistiiren 1-1 lineer bir L operatorii
varsa X ve Y normlu uzaylarina izometrik olarak izomorfizma denir ve X =Y ile
gosterilir. Bu durumda, L operatériine de X ve Y normlu uzaylari arasinda izometrik

izomorfizma adi verilir. Ayrica, izometrik olarak izomorf olan uzaylar ayni uzaylar

olarak kabul edilir.

Tamm 1.1.12. (X ||||X ) normlu bir uzay ve A, X uzayinin bir alt kiimesi olmak tizere

A=X oluyorsa A kiimesi X uzayinda yogundur denir. Bununla birlikte A B < X olan

iki kiime olmak iizere, her & >0 sayis1 ve her bir X € Bigin
[x=yl, <&

Olacak sekilde bir y € A elemanit mevcut ise A kiimesi B kiimesin de yogundur denir.
Tamm 1.1.13. (X||||X) normlu bir uzay olmak iizere, X ’in Ac X olacak sekilde
sayilabilir yogun bir A alt kiimesi varsa (X s ) normlu uzayma ayrilabilir uzay denir.
Tamm 1.1.14. X bir F cismi (R veyaC) iizerinde bir vektor uzay ve bu uzayda

()i XX > F
dontistimii tanimlansin. Eger, her x,y,z e X ve «, 8 € F igin
i) (x,X)>0; (x,X)=0<x=0

i) <X, y> = <W<> (K =C oldugunda T, c sayisinin kompleks eslenigi),

iii) (ax+ By, z)=a(x,z)+B(y.z)



dzelliklerini saglayan (.,.) doniisiime bir i¢ carpim Ve(X , <>) ikilisine de bir i¢ carpim
uzayr ( veya 6n Hilbert uzay1) adi verilir. Eger F cismi Reel sayilar cismi olarak

alinirsa ii) 6zelligi <X, y> = <y, X> olur.

(X , < >) bir i¢ ¢arpim uzayindaki bir x € X elemaninin normu

1
X ={xx)2
olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.15. Bir (X<>) i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi, bu uzaydaki bir

elemana yakinstyorsa, yani(X,<.,.>) i¢ carpim uzay1 bir Banach uzayi ise (X<>)

uzayina Hilbert uzayi denir.

Tamm 1.1.16. N -boyutlu R", reel Euclid uzayindaki i¢ garpimi her

X=(Xes Xy )5 Y = (V10 Yy ) €RY igin
N
(X y)=x-y=D"xy,
i=1

olarak tanimlanir. Bir X =(X,,...,Xy ) € R" elemaninin normu ise

K= (2 = ()2

seklindedir ve R uzayi, “-” i¢ carpimu altinda bir Hilbert uzayidir.
Tanmm 1.1.17. X {izerindeki en zayif topoloji, X normlu uzay1 iizerindeki zayif

topoloji ( weak topology ) olur. Bu topoloji ile X~ dual uzaymndaki her fonksiyon
altinda siireklilik korunur ve X uzayr sonlu boyutlu olmadikga X uzayr iizerindeki

zayi1f topoloji, norm topolojiden daha zayiftir.

Tamm 1.1.18. (X||||X) normlu uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger, her
f e X" igin n— o0 iken
f(x,) = f(x)

olacak sekilde bir x e X varsa 0 zaman (x,) dizisine X’e zayif yakinsaktr denir ve

z
X, X veya X, —>X ile gdsterilir.

n



Teorem 1.1.19. (X ||||X ) normlu uzayinda bir dizi (x,) ve xe X olmak iizere,
i) X, Sxise xe X elemant tektir,
i) X, —Z>X ise (||Xn ”x ) dizisi sinirlidir.

i)  x,—xise (xn)dizisinin her alt dizisi de x € X ya zay1f yakinsaktir,
iv) X, —>X= X ~ X (buonermenin tersi genel olarak dogru degildir),

V) BoyX <wise x, — X <> x, ——>x olur (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 1.1.20. X normlu uzay ve Ac X olmak lizere, A kiimesindeki elemanlar ile
olusan herhangi bir dizi, X de yakinsak olan ( Akilimesindeki bir eleman yakinsayan)
bir alt diziye sahip ise A kiimesine bir dizisel kompakt denir. Eger A kiimesinin

kapanist A, X normlu uzaymnda kompakt ise A kiimesine X de énkompakt denir. A
kiimesindeki elemanlar ile olusan herhangi bir dizi, X normlu uzayinda zayif yakinsak
olan (A daki bir elemana yakinsayan) bir alt diziye sahipse A kiimesine zayif dizisel
kompakt denir.

Teorem 1.1.21. Bir (X ,||||X ) Banach uzay1 yansimalidir ancak ve ancak X deki bir
B,[0] :{XE X2 X, sl}

kapali yuvar1 kompakttir (Musayev ve Alp, 2000).
1.2. Operatorler

Tanmm 1.2.1. X ve Y normlu uzaylar olmak iizere, L: D, < X —Y doniisiimii her bir
X € D, elemanim

L(x)=Lx=y
seklinde Y uzayinda bir tek y elemanina eslestiriyorsa, L ’e X {izerinde tanimlanmuis bir
operator veya dontigiim denir. D, ’e de L operatoriiniin tanim kiimesi denir.

Tamm 1.2.2. X ve Y ayn1 F cismi iizerinde iki lineer uzay ve L:X —Y bir operatorii

olsun. Eger L operator her x,x, € X ve c,,c, € F igin
L(c% +C,X%,) = Lx +C,Lx,

kosulunu saglaniyorsa L’e lineer operatdr denir.



Tammm 1.2.3. X ve Y iki normlu uzay ve bu uzaylar iizerinde L:X —Y operatorii
verilsin. Eger her (X,) <X dizisi i¢cin n— ooiken

x,=x|, >0 = |Lx,—Lx|, >0
oluyorsa L operatorii X € X noktasinda siireklidir denir. Ayrica, L operatorii X uzayinda

her noktada siirekli ise L operatorii X {izerinde siireklidir denir.

Tamm 1.2.4. X ve Y iki normlu uzay ve L:X —Y operator olmak {izere, her Xe X i¢in
[, <k (1)

olacak sekilde k >0 sabit reel sayis1 varsa L operatoriine X {izerinde siirlidir denir.
Ayrica (1.1) esitsizligini saglayan k reel sayilarimin infimumuna L operatériiniin normu

denir ve bu norm asagidaki sekilde tanimlanir;

L
||L|| = sup ” X”Y

xeX ,xz0 ||X ”X

Tamim 1.2.5. X ve Y normlu uzaylari, L:X —Y operatorii ve X uzayinin smirlt bir A alt
kiimesi verilsin. Eger L(A), Y uzayinda 6n kompakt ise L operatériine kompakt operator
denir. Eger L operatorii siirekli ve kompakt ise o zaman L operatoriine tamamen stirekli
operator denir.

Her kompakt operator sinirli, her sinirli lineer operator siirekli oldugundan her
kompakt lineer operatdr tamamen siirekli olur.
Tamim 1.2.6. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger,

1) X uzayi, Y uzayinin alt uzayz,
i) Herx eXigin, 1 : X Y, | (X) =X seklinde tanimlanan | birim operatorii
(gdbmme operatoril) siirekli ise, X uzay1 Y uzayma gomiiliir ve bu gomiilme
X =Y
veya X =Y bi¢iminde gosterilir. | birim operatorii lineer oldugundan (ii) kosulu, her
Xxe X i¢in
[, <Kxl,

olacak sekilde bir pozitif k sabitinin varligina denktir. Ayrica, eger | birim operatorii

kompakt ise, yani | siirekli ve X uzayina kompakt gomiiliir.



1.3. Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

Tamm 1.3.1. Q,R"de agik bdlge olsun. Bu bélge iizerinde tanimli biitiin siirekli
fonksiyonlarin olusturdugu kiimeye siirekli fonksiyonlar uzay: denir ve C°(Q)ile
gosterilir, yani

C°(Q)=1{f:Q—R"; f fonksiyonu siirekli |.
Bu uzay iizerinde tanimlanan norm;

” f ||C°(Q) - ?(L:g' f (X)| <

olup ve bu norm altinda C°(Q) uzayr bir Banach uzayidr. ||, R"'da tanimlanan
normdur.
Tamm 1.3.2. f, RYnin Q acik bélgesi iizerinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere,
her x,y e Q i¢in

[f(x) = f(y)|<Ljx-y]|
olacak sekilde bir L=L(f)>0 sabiti varsa, f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar

veya Lipschitz-siireklidir denir. C®*(Q) ile Lipschitz-siirekli fonksiyonlarmn olusturdugu

fonksiyon sinifi gosterilir.
1.4. Differansiyellenebilir Fonksiyon Uzay1

Tamm 1.4.1. B =(8, 3,,.... ) negatif olmayan £ ’lerin N-bilesenlisi ise S ’ya ¢oklu-

indis denir ve |,B| = Z.Nzlﬂl seklinde yazilir.

. 0
Buna gore 1<i<N igin D, :6_ olmak iizere D = DAD”:,...,D* olup,
X.

o s ()

D’ f(x) =
) oxlr..oxy

= DA (X)D” f (X)..D% f (%),

ifadesine | Jij | . mertebeden bir diferansiyel operator belirtir.

Tamm 1.4.2. Bir Ac R kiimesinin kapamis1 A olmak iizere, Q, R" nin bir bolgesi

icin AcQ ve A kiimesi R" in kompakt bir alt kiimesi oluyorsa, bu durum A cc Q



ile gosterilir. R de tanmiml1 ve sonlu bir bélge disinda kendisi ve biitiin mertebeden

tiirevleri sifir olan fonksiyonlarin siifina kompakt destekli fonksiyonlar denir ve

suppu = {x e G :u(x) = 0}
bi¢iminde tanimlanir. Eger suppu cc Qoluyorsa, o zaman u fonksiyonu Q bdolgesinde
kompakt destege sahiptir denir.

Tamm 1.4.3. Q, R" de acik bir bolge ve mnegatif olmayan herhangi bir tamsayi

olsun. Q bdélgesinde,

a| <m mertebeye kadar biitin D* f kismi tiirevleri siirekli olan

f fonksiyonlarin olugturdugu uzay C" (Q) vektor uzayidir. Boylece,

c (@) =(c (@)

m=0
yazilbilir. Ayrica, Q bdolgesinde kompakt destege sahip olan ve C°°(Q) uzayindaki
biitiin fonksiyonlardan olusan uzay1r C; (€2) ile gosterilir ve bu uzayin elamanlarina da
test fonksiyonlar: denir.

Tamim 1.4.4. Eger Q, R" de acik bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay1
olsun. Q bolgesinde, |a|£m mertebeye kadar biitin D“f kismi tiirevleri smirl
oldugu f eC"(Q) fonksiyonlarin olusturdugu uzayaCg () vektdr uzayr adi verilir.
Yani,

Cq(Q) ::{ f eC™(Q):her x e Qicin D* kismi tiirevieri Q da simirlidir ,0 < |a| <m }
Olarak yazilabilir. Bu uzayda tanimlanan norm

|t

olup, bu norm altinda Cg'(Q) uzay1 Banach uzay olur.

= max sup‘D“ f(x)( (1.2)

an () Og‘a‘gm XeQ

Tamm 1.4.5. Eger Q, R" de agik bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay1

olsun. Q bolgesinde 0 < |a| <m i¢in DU kismi tiirevleri sinirli ve diizgiin siirekli olan

ueC™(Q) fonksiyonlarmndan olusan uzay C™(Q) ile gosterilir. Bununla beraber,

c"(Q), Cg (Q) uzaymin kapal bir alt uzay1 oldugu igin C" (Q) uzayi da (1.2)’de
tanimlanan norma ile bir Banach uzayi olusturur.

Tamm 1.4.6. X ve Y iki Banach uzay olsun. Eger, ¢: X — Y operatorii her he X igin
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i [0+ )= o(x)),

-0

=Lh

olacak sekilde bir L sinirli lineer operatorii varsa ¢ ’e X e X noktasinda ve h yéniinde
Gateaux diferansiyellenebilirdir denir. Boylece L operatoriine de ¢ ’nin x noktasindaki
Gateaux tiirevi denir ve u (x)=L seklinde gosterilir. Eger, bu durum her x e X igin
saglaniyorsa U ‘a Gdteaux diferansiyellenebilirdir denir.
Teorem 1.4.7. ( Ortalama Deger Teoremi )

X bir Banach uzayr ve x,ye X olsun. Eger, ¢: X —Y fonksiyoneli Gateaux
diferansiyellenebilir ise 0 zaman

p(x+y)—o(x)= o' (x+ty)y

olacak sekilde bir t €(0,1) reel sayist vardir (Siddiqi, 2004).

Tamim 1.4.8. X ve Y iki Banach uzay ve X e Xolsun. Eger, ¢: X —Y operator her
he X igin

||(0(X + h)— (p(x)— Lh||Y _
s [,

0

olacak sekilde bir L smirli lineer operatorii varsa ¢ operatoriine X € X noktasinda

Fréchet diferansiyellenebilirdir denir. Burada L'ye ¢ operatoriniin X noktasindaki

Fréchet tiirevi denir ve bu tiirev ¢ (X) =L seklinde gosterilir. Eger, bu durum her

X € X igin mevcut ise ¢ operatorii Fréchet diferansiyellenebilirdir denir.

¢:R" —R" seklinde tamimlandiginda ¢ operatoriiniin X, noktasindaki Fréchet

N

¢:R" - R" seklinde tanimlandiginda ise ¢ fonksiyoneli X, noktasindaki

turevi, Jacobian matrisi olarak da

0'(%) {27‘”

ile gosterilir.

Fréchet tiirevi gradient vektori ile

@ (X)h=Vep(x)-h
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gibi gosterilir. Yukaridaki esitlikte “.” ise R" de tanimlanmis olan i¢ ¢arpimdir.

Yukaridaki tanimlardan da kolayca anlasilacagi iizere, eger ¢ fonksiyonu Fréchet

diferansiyellenebilir ise 0 zaman her h e X ve £ > 0 igin
[o(x+h) = ()@ ()h], <&|h],
esitsizligi saglayacak ve ||h||x < 9 olacak sekilde &, > 0 sayis1 bulunabilir.

Teorem 1.4.9. X ve Y iki Banach uzay ve ¢: X —Y bir operator olarak verilsin.
Eger ¢ operatorii xe X noktasinda Fréchet diferansiyellenebilir ise ¢ operatorii xe X
noktasinda stireklidir. Bu teorem, Gateaux diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
genelde gecerli degildir (Siddiqi, 2004).

Teorem 1.4.10. Bir fonksiyonel bir noktada Fréchet tiireve sahip ise o noktada Gateaux

tiirevene de sahiptir ve bu iki tiirev birbirine esittir (Siddiqi, 2004).

Tanim 1.4.11. X ve Y Banach uzaylari ve ¢: X — Y bir operatorii olmak iizere, eger ¢
operatdrii xe X noktasinda Fréchet diferansiyellenebilir ve ¢ Fréchet tiirevi
xe X noktasinda siirekli oluyorsa, ¢ fonksiyonu xe X noktasinda siirekli Fréchet

diferansiyellenebilirdir denir. Eger, bu durum X uzayindaki her eleman igin mevcut ise,

@ fonksiyonu siirekli Fréchet diferansiyellenebilirdir denir ve ¢ e C*(X,Y) bi¢iminde

gosterilir (Y =R oldugunda ¢ e C*(X,R) yerine kisaca ¢ € C*(X)kullanilir ).
1.5. Lebesgue Ol¢iim ve Olgiilebilir Fonksiyon

Tamm 1.5.1. 4, R" nin altkiimelerinin bir sinifi olmak {iizere,
i) RN e 4

i) Ac 4 iken A € 7oluyor (A°, Ann tiimleyen kiimesi)
i) A e 4 ,i=1,2,... iken UAI e
i=1

kosullarini saglayan 4 smifina bir o —cebir adi verilir.
Tanmm 1.5.2. 4, o —cebir lizerinde tanimlanan u#: 42— R U {+ oo} fonksiyonu, 4

siifindaki ayrik kiimelerin bir {A }ieN toplulugunun sayilabilir her birlesimi i¢in

Vizk icin ANA =0 ve y[QA}iu(A)
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Esitligi mevcut ise, 1 fonksiyonuna 4 sinifi lizerinde tanimlanmis bir 6/¢iim denir.

Tamm 1.5.3. R" nin alt kiimeleri;
i) RN deki her agik kiimeye 4 ya aittir,
i) Eger AcB,Be Ave u(B)=0 ise Ae 4 ve u(A)=0,

iii) A={xeR":a <x<h,i=12..,N} ise Acave y(A):f[(bi ~a,),

i=1

iv) xeR" ve Ae 1 i¢in

X+A={x+y:yeAle AVe u(x+ A) = u(A)
ise 4 Ol¢iimii 6teleme altinda degismezdir,
bu 6zelliklere sahip ise o -cebiri olan bir 4 sinifinin varligi ve bu 4 sinifi {izerinde bir
4 Olciimiiniin varligr kolaylikla goriilebilir.
Bu ozelliklere sahip bir 4 sinifinin elemanlarma R" nin Lebesgue dl¢iilebilir
altkiimeleri, pt dlgiim fonksiyonuna R™ de Lebesgue élciimii ve A€ A4 igin 1 (A)
gosterimine ise A kiimesinin ol¢iimii denir. Bu ¢aligma boyunca, Q < R" bdlgesinin
Lebesgue dl¢iimii |Q| ile gosterilecektir.
Tanim 1.54. Bc AcR"ve B#0 olmak iizere A—B kiimesinin her noktasinda

gecerli olan bir 6zellik A kiimesinin hemen hemen her yerde (h.h.h) gecerli bir 6zellik

adin1 alir.
Tamm 1.5.5. A oOlgiilebilir bir kiime olmak iizere f: A— Bu {J_r oo} ile tanimlanan bir

f fonksiyonu verilsin. Eger her r eR igin

{xeA: f(x)>r}

kiimesi olgiilebilir ise, f fonksiyonuna é/¢iilebilir fonksiyon denir.

Tanmm 1.5.6. Eger f fonksiyonu olgiilebilir ve reel degerli ise, o zaman f fonksiyonu
f*=max{f,0} ve f =-min{f,0} &lgiilebilir ve negatif olmayan fonksiyonlari
cinsinden f =f"—f olarak yazlabilir. Bir € bolgesi iizerinde tanimlanan

j o Fr(x)dx ve j o F7(x)dx integrallerinden en az biri sonlu olacak sekilde,

[ o FOOd =] o F7()dx-[ , F(x)dx

Olarak yazilabilir.
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Eger her iki integral de sonlu ise f fonksiyonuna €2 bolgesinde Lebesgue
integrallenebilir denir. L'(Q), Q bolgesinde Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlarmn

olusturdugu fonksiyon sinifin1 temsil eder.

1.6. Lebesgue Uzay1 (L°(Q2))

Tamm 1.6.1. Q, R"de Olciilebilir bir kiime ve 1< p <o olmak iizere
LP(Q) = {u lu:Q— R olgiilebilir fonksiyon; IQ|u(x)|p dx <o }

ile tanimlanan fonksiyon uzayina Lebesgue uzayt ad1 verilir. 1< p < oo olmak iizere

L"(Q) uzayinda tanimlanan norm

1
ol =1, = (] o
olup bu norm altinda L"(Q2) uzay1 bir Banach uzay: olur,

Tamm1.6.2. u,QQ bélgesinde dlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere h.h.h |u (X)| <M

olacak sekilde bir M sabiti mevcut varsa u fonksiyonuna hemen hemen sinirlidur denir.

Bu sekilde elde edilen M sabitlerinin en biiyiik alt sinirina |u ‘nun Q bolgesindeki esas

(essential) supremumu denir ve esssuplu(x) ile gosterilir. L*(Q2),Q bélgesinde hemen
XxeQ)

hemen sinirli u fonksiyonlarinin olusturdugu uzayi gostermekte olup, bu uzay
Jull - ) =01, = esssupfu(x)
XeQ

normu ile bir Banach uzayi olur.

sayisina

1 1
Tamm 1.6.3. 1< p <o iken B-l-a:l ve 1< g <oo olacak sekilde (=

p nin eslenigi (conjugate) denir.
Bu durumda, 1< p < oo olmak iizere p € (L°(€2))" alinirsa, boylece her u e L?(Q)
i¢cin
olu) = [ u(xV(x)dx

olacak sekilde bir v e L%(Q2) bulunabilir. Ayrica,

|V| @) |¢ (L Q)
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normlar arasi yukaridaki iliski de mevcut oldugundan, LP (Q) = (L°(©Y)" oldugu

gorilebilir, yani bu iki uzay izomorfiktir. Dolayisiyla elemanlar1 birbirinden farkli

olmasina ragmen, her iki uzay da Banach uzayi olmalarindan dolayr ayni kabul
edilebilir.

11
Teorem 1.6.4. (Holder Esitsizligi) 1< p <oo Ve E-l-a =1 olsun. Eger ueL’(Q) ve

veL”(Q) ise, 0 zamanuv e L*(Q) olur ve

_Uu(x)v(x]dx <|u(x) . |v(x]q
esitsizligi saglanir (Fan ve Zhao, 2001 ).

Teorem 1.65. Q)= [dx <o ve 1< p=q<ooolmak iizere, u e LP(Q) ise, 0 zaman
uel'(Q) olurve

|u|p < |Q|(l/ D)—(llq)|u|q

esitsizligi elde edilir. Boylece,
LY (Q) = LP(Q)
stirekli gdmmesi vardir (Fan,2003).

Tamim 1.6.6. LP(Q) uzaymnda p=2 alindiginda L (Q) uzay

(u,v) = IQU(XWX (1.4)

i¢ carpimu ile Hilbert uzay1 olur.
Teorem 1.6.7. Eger 1< p<oo ise L?(Q) uzay: ayrilabilirdir ve C,(Q) ile C7(Q)

uzaylarn L° (Q) uzaymda yogundur. Ayrica, L° (Q) uzaymin yansimalidir ancak ve

ancak 1< p <oo. (Adams, 2003).
1.7. Sobolev Uzay (Wm'p(Q))

Tamm 1.7.1. Q, R" de bir bolge ve 1< p <oo olmak iizere, Q bolgesinin her bir

kompakt alt kiimesinde p. kuvvetten integralleri € bolgesindeki biitiin Slgiilebilir

fonksiyonlar uzay1r LP _(Q) ile gosterilir. Bu uzay p =1 i¢in, lokal integrallenebilir

loc

fonksiyonlar sinifin1 gosterir.
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Tanm 1.7.2. f e}

loc

(Q) ve a ¢oklu-indisi verilsin. Eger, her ¢ e C7(Q) icin

J‘Q ggdx = (—1) IQ fD“ gdlx

esitligi saglaniyorsa, g e Lj,,

(©2) fonksiyonuna f fonksiyonunun o.zayif tiirevi
denir. Ayrica, g fonksiyonuna f fonksiyonunun genellestirilimis tiirevi denir ve
g = D“ f seklinde gosterilir.
Tamm 1.7.3. Q, R" de bir bolge, m negatif olmayan bir tamsay1 ve 1< p < oo olmak
lizere,

W™ (Q)={ueL’(Q): Due LP(Q)0<|o| <m)
seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. Yani, kendisi ve m. mertebeye kadar

biitin genelllestirilmis tiirevleri L°(Q) uzayinda olan fonksiyonlar uzayina Sobolev

uzayr denir. W™?(Q) uzayi
1

ay,|P E
W ™P(Q) = ”u”m,p - 0<;m‘D u p

1< p <o igin ||u

ve

= max

p=oc lqln ||U Wm P (Q) = ”u”m,oo 0 al<m

D“u‘

tanimlanan normlar ile bir Banach uzayi olur.
Tamm 1.7.4. Q, R" de bir bolge, m negatif olmayan bir tamsay1 ve 1< p < oo olmak

uzere,

\m , hormu ile asagida verilen vektor uzaylari tanimlanabilir;

i) {u cC"(Q) :||u||m_p < oo} kiimesinin tanimlanis1 (comletion), H™?(Q) Sobolev uzay1

olarak tanimlanir,

i) C7(Q) uzaymi W™?(Q) deki kapamsi, W,"P(2) Sobolev uzay1 olarak tanimlanir.
Dikkat edelim ki, W°P(Q) = L’(Q2) olup, 1< p < woldugunda C;’(Q) uzay:
L"(Q2) uzayinda yogun oldugu igin W " (Q) = L"(Q) olarak yazilabilir. Ayrica
WP (Q) = W™P(Q) = L°(Q)

stirekli gdbmmesi de vardir(Adams, 1975).



16

Teorem 1.7.5. Eger 1< p<oo ve mnegatif olmayan bir tamsay1 ise W ™" (Q)uzay1

ayrilabilirdir. Buna ek olarak, 1< p < oo ise W ™"(Q) uzay1 diizgiin konveks ve bundan
dolay1 da yansimali olur (Fan, 2003).
Teorem 1.7.6. Eger 1< p <o ve M > 0 bir tamsayi ise herhangi bir Q bdlgesi igin
W™ (Q)=H™"(Q)
esitligi vardir(Willem, 1996).
Teorem 1.7.7. Q, R" de bir bolge olsun.
Eger 1< p <oo, M> 0 bir tamsay1, mp< N ve ueW,""(Q) ise
|l < clul., ,

olacak sekilde bir C(N,m, p) sabiti bulunur(Adams, 1975). Burada

. Np ;N >mp

P =9n-mp
oo; N <mp

ile tanimlanan p* sayisina Sobolev kritik kuvveti denir.

Bir Q < R" bélgesinde tanimlanan Sobolev uzaylarinin 6zelliklerinin bir ¢ogu ve
ozellikle bu uzaylardaki gomiilme 6zelligi, €2 bolgesinin diizgiinliigiine (regularity)
baglidir. Buna benzer 6zellikler, verilen bolgede saglanan veya saglanmayan geometrik
ya da analitik kosullar tiiriinden ifade edilir. Asagida bu geometrik 6zelliklerden biri

olan koni 6zelliginden bahsedilecektir.
Tamm 1.7.8. R"™ de B ,(x) ve X noktasini igermeyen B, (y) agik yuvarlarini ele
alalim

K, =B,(X)n{x+A(z-x):z2€B,,(y),A>0}

kiimesine X tepe noktali bir sonlu koni denir. Q , R">de agik bir bolge olmak iizere, eger
Q nm her x noktas1 bir K, < Q konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir sonlu K

konisinden izomorfik ve izometrik doniistimlerle elde edilebiliyor ise, 0 zaman

bélgesi koni ozelligini saglar denir.
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Teorem 1.7.9. (Sobolev Gomme Teoremi) Q,R" de koni 6zelligine sahip agik bir

bolge ,m>1ve j>0 tamsayilar ve 1< p < oo olmak iizere;

Dmp<N ise

WP (Q) = WP (Q), p<g=<qg*
ya da

W™(Q) = (), p<g=<g*
gommesi elde edilir.
i) mp=N ise

WP Q) < WP (Q), 1< p<oo
ya da

W™ (Q) = LY(Q) 1<p<w

gommesi elde edilir. Ayrica p=1 olarak alinirsa
WinH(Q) & ClQ)
elde edilir.
Iif) mp > N ise
WinH(Q) 5 Cl(@)
goémmesi elde edilir.
Yukaridaki gommelerde W yerine W, uzay: alinirsa, 2 bolgesi iizerinde herhangi bir
kisitlama yapilmaksizin gémiilmeler yine gegerli olur (Adams, 2003).
Teorem 1.7.10. Eger W™?(Q) = L%(Q) gdmmesi baz1 p < q degerleri igin kompaktsa,
0 zaman | Q| <o olur (Willem, 1996).
Teorem 1.7.11. Eger W™?(Q) = L%(Q) gommesi 1< q < p 6zelligini saglayan bazi p

ve ( degerleri i¢in varsa o zaman |Q| < oo olur (Willem, 1996

Teorem 1.7.12. (Rellich-Kondrachov Teoremi) Q, R" de koni 6zelligine sahip agik
bir bolge, 2, < Q smurh bir alt kiime, ,m>1 ve j>0 tamsayilar ve 1< p <o 0lmak
lizere;

Dmp<N ise

WIm™P(Q) = WP (Q,), 1<g<qg*
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i) mp=N ise
WIm™P(Q) = WP (Q,), 1<q<w
iif) mp > N ise
WHH©) 5 Cl(@),
WP (Q) = Wi(Q,), 1<g<ow
gommeleri kompakttir.
Eger Q) bolgesi simirli ise, yukaridaki teoremde €2, =€ alinabilir. € bolgesi

RN de keyfi bir bolge ise W 1™ (Q) yerine W,*™? (Q) konulmas: sartiyla yukaridaki

gommeler kompakt olur (Adams, 2003).
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2. ORLICZ UZAYLARI VE ORLICZ-SOBOLEV UZAYLARI
2.1. Giris

Bu boliimde, Lebesque ve Sobolev uzaylarinin genellestirilmeleri iizerine
sonuglar sunacagiz. Bu uzaylar, Orlicz uzay: olarak adlandirilan L, (Q) uzaylari olup

daha once Krasnosel’skii ve Rutickii, 1961 de yogun olarak ¢alisilmis ve daha sonra
Luxemburg, 1955 tarafindan doktora tezi olarak yapilmistir. Lineer olmayan analizde
belli problemlerde Orlicz uzaymin uygulamalar1 vardir.

Teorem 1.7.9 de Sobolev Gomme Teoremin de olusan boslugu Orlicz uzay: ile
doldurulacagina dikkat edelim. Ozellikle,

Eger mp=n ve p>1ise
WP (Q) - L(Q),

Fakat p<g<o iken W™ (Q) - L"(Q)

olarak yazabiliriz. Gémme igin hedeflenen L"uzayr bulunamaz. Krasnosel’skii ve
Rutickii, 1961 de yaptigi calismayi izleyerek Orlicz uzaylart igin tanimlanan A

fonksiyonlar1 olarak ‘N-fonksiyonlar’ sinifin1 kullanacagiz. Bu sinif Luxemburg (1955)

un kullandigi Young fonksiyonlar1 kadar genis degildir. N-fonksiyonlar amacimiza

ulasmamiz1 ve islemlerimizi daha kolay hale getirmemizi saglar. Eger W™" (Q) Sobolev
uzayinin taniminda L (Q) ile tstlenilen rol L, (Q) Orlicz uzayinin yerine geger ise elde

edilen uzay W"L, (Q) ile gosterilir ve bu uzaya da Orlicz-Sobolev uzay: denir. Daha

sonra, Donaldson ve Trudinger ( 1971) tarafindan Orlicz-Sobolev uzaylarina

genisletilmistir. Bu boliimde de bu sonuglarin bazilar1 sunulmustur.
2.2. N-Fonksiyonu

Tanmmm 2.2.1. (N-Fonksiyonu)a, [0,00) tizerinde reel degerli fonksiyon asagidaki

ozellikleri saglasin.

i) t > Oigin lima(t)=ove a(0)=0, a(t)>0;

i) a(t) azalmayan bir fonksiyon; Yani, s >t i¢in a(s)> a(t) olur;
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iii) a(t) sagdan siirekli bir fonksiyon; Yani, t >0 iken lima(s)=a(t) olur;

st

Bu durumda, A: [O, oo) — Rolmak tizere

At)=[ a(z)Xiz (2.1)
seklinde tanimlanan fonksiyona N-fonksiyonu denir.

NOT 2.2.2. A(t)fonksiyonu i¢in asagidaki sonuglari elde ederiz.
1) A(t)fonksiyonu, [O,oo) tizerinde siirekli bir fonksiyon;
ii) A(t) fonksiyonu, kesin artan bir fonksiyon; Yani, s >t >0 i¢in A(s)> A(t) olur;
i) A(t)fonksiyonu konvekstir; Yani, s,t >0ve 0< A <1oldugu zaman
A(As +(@1—2)t) < AA(s)+(L— 2)A(t)
Olur;

Alt)

iv) ItingT=0ve |imit)=oo;

too
V) Eger s >t > 0ise, 0 zaman @>@

Ornek 2.2.3. Asagidaki A(t)fonksiyonlari birer N-fonksiyonu olur.
) Alt)=t", 1< p<oo;
i) Alt)=e'-t-1,
iii) Alt)=e" -1, 1< p<oo;
iv) Alt)=(L+t)log(l+t)-t.

Tamim 2.2.4. (N-Fonksiyonun Tamamlayicisi ) a fonksiyonu Tanim 2.2.1 deki (i)-(iii)

kosullar1 saglasin ve d fonkiyonu

a(s)=supt
a(t)<s

ile tamimliyalim. Bu durumda, & fonksiyonu da Tanim 2.2.1 deki (i)-(iii) sagladigindan
dolayi ve a ile 4

a(t)=sups
a(s)st

esitligi yazilabilir.
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Eger a kesin artan ise 0 zaman d=a". Ayrica,

Av)=Ja(ehr,  A()=[alo)o

0 0

seklinde tamimlanan A ve A fonksiyonlar1 aym zaman da birer N-fonksiyonudur ve her
biri digerinin tamamlayicidir denir.
Ornek 2.2.5. Asagidaki A ve A fonksiyonlar1 birer N-fonksiyonu olur.

tP s”

~

1 1
Alt)=—, A(S)=—, I<p<o, —+—=1
W)= AG=7 -

ve
A(t)=¢'-t-1 A(s)=(1+s)log(L+s)-s.
Not 2.2.6. A(s), sekil 2.2.2 de gosterildigi gibi c=0dan o =sye o =a(r)

(veyar =a(o)) grafiginin sol tarafindaki alan ile gosterilir.

Not2.2.7. A ve A fonksiyonlar1 arasinda
st<A(t)+A(s) (2.2)
Young esitsizligi olarak bilinen ifadeyi elde edebiliriz. Bu durumda, (2.2) ifadesinde

esitligin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kosul t=4a(s) veya s=a(t)olmasidir.
Ayrica, (2.2) ifadesinde t = &(s)alindigi zaman esitlik durumu s6z konusu oldugu i¢in
A(s)= ma(l)x(st —A(t))
t>

olur.
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Sekil 2.2.1

A ve A kesin artan oldugu igin tersleri de vardir ve her t>0 ig¢in (2.2) esitsizligi

asagidaki esitsizligi saglar.
A () A (t) < A(A™ (1)) + A(AM (1)) =21
Diger taraftan, A(t)Sta(t) ve Sekil 2.2.2 ele alindiginda her t>0 igin asagidaki ifade

elde edilir.

A[ﬂ}@t = At) (2.3)

t

(2.3) te A(t) yerine t yazildigr zaman A[ ]<t ifadesi elde edilir. Bundan dolay1

t
AR (1)
herhangi bir t>0 i¢in
t<AM (A (<2t (2.4)

Tamim 2.2.8. (N-Fonksiyonlarin Baskinligi)
N-fonksiyonlar1 arasinda belli bir kismi siralama bagintisi gerektirmeliyiz. Eger A ve
B iki N-fonksiyon ise, 6yle bir k pozitif sabiti var ve her t>0 ig¢in

A(t)<B(kt) (2.5)

esitsizligi saglantyor ise B evrensel olarak A ya baskindir.
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Tanim 2.2.9 (A,-kosulu) Bir A, N-fonksiyonu Vt>0icin
A(2t)<KA(t) (2.6)
esitsizligini saglayacak pozitif bir k sabiti varsa N-fonksiyonu evrensel A,- kosulunu

saglar denir.

Bu durumda, her t>0 igin

A(rt) <kA(t) 2.7)

olacak sekilde her r >1 igin bir pozitif k = k(r) vardir.

p
Ornek 2.2.10. N-fonksiyonu Ap(t):%, (1< p<w ) seklindeki N-fonksiyonu bir

evrensel A,- kosulunu sagladigi agiktir.

2.3. Orlicz Uzaylan

Tamm 2.3.1. (K, (Q) Orlicz smifi) Q, R" de bir bolge ve A bir N-fonksiyon olsun.
KA(Q) Orlicz smifi, Q iizerinde asagidaki kosulu saglayan tim oOlgiilebilir u

'[Q A(‘u (x)‘)dx <o

A konveks oldugu igin, K, (Q) fonksiyonlarin kiimesi de bir konveks kiimedir. Fakat

fonksiyonlarmin kiimesidir.

K, (Q) bir vektdr uzay1 olmayabilir. Ornegin, Ue K, (Q) ve A>0 var olabilir 6yle ki
AugK,(Q) dir.
Tamm 2.3.2. (A,Q) ikilisine A-diizenlidir denir. Ya

a) A birevrensel A,-kosulunu saglar.

yada

b) Sonsuza yakin A bir A,-kosulunu saglar ve Q sonlu hacime sahiptir.
Tamm 2.3.3. (L, (Q) Orlicz Uzay1) L,(Q) Orlicz uzay1, K,(Q) kapsayan en kiigiik

vektor uzayidir. Dolayisiyla; L, (Q) uek, (Q) elemanlarinin tiim Au skaler
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carpimlarini kapsadigindan dolayr K, (Q) cl, (Q) olur. Bu kiimeler esit olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul (A, Q) ikilisi diizenlidir.

wm=whgam%>@L%@%ﬂws%

fonksiyoneli L, (Q) tizerinde bir norm olur. Bu norma Liixemburg normu denir. Eger

i AL@}JX <1 (2.8)

O halde

esitsizliginde k , ||u|| , hormunun ydniinde azalirsa

jA[M]dx <1 (2.9)

2 [l

monoton yakinsamasi elde edilir.

Teorem 2.3.4.L, (Q) uzay1 Liixemburg normuna gore bir Banach uzayidir (Adams ve
Fournier, 2003).

p
Eger l<p<w ve Ap(t)zt— ise, 0 zaman L°(Q)=L, (Q)=K, (©2) olur.
p P p
Ayrica,

1

ull,, o =P "lul,
olur.

Ornek 2.3.5.
(i) p=>1 kosulu altinda L° (Q) Lebesgue uzay, L, (Q) Orlicz uzaylarinin 6zel

durumudur. Burada A=c” ve ¢ yerine pozitif keyfi bir sabit yazilir.
(ii) Eger, t (O, oo) icin A=tlog™t fonksiyonu olarak segilirse L, (Q) karsilik gelen

simif L*(Q) Lebesgue uzay! olur. Burada, log* t = max(0, logt)olarak alimyor.

Tamim 2.3.6. ( Genellestirilmis Holder Esitsizligi) A ve A fonksiyonlar1 eslenik N-

fonksiyonlar ise Holder esitsizligin bir genellestirilmis versiyonu

UGV < 2l 5., (2.10)
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Teorem 2.3.7. (Orlicz Uzayinda Gémme Teoremi) L, (Q)—) LA(Q) gémmesi saglanir

B ancak ve ancak ya A ye evrensel olarak baskindir yada B, A ya sonsuz yakin

baskindir ve Vol (Q) <o (Adams ve Fournier, 2003).

Tanim 2.3.8. (Ortalama yakinsaklik) L, (Q) da fonksiyonlarin bir {u j} dizisi,

IimjA(‘uj (x)—u(x)‘)dx:o

jowo
esitligini sagliyorsa, o zaman {U j} dizisi uel, (Q) ya ortalama yakinsaktir denir. Eger

A nin disbiikeyligi 0<¢<1 i¢in

&

oluyorsa L, (Q) uzayinda normun yakinsakligi ortalama yakinsakligi ifade eder. Tersi
durumda yani ortalama yakinsaklik norm yakinsakligi ifade etmesi ancak ve ancak

(A, Q) , A-diizenli oldugunda saglanir.

Yardimer Teorem 2.3.9. v e L;(Q) verilsin ve F, lineer fonksiyoneli

F, (u) = Ju(xp(x)dx (2.11)

Q
u € L,(Q)olmak iizere (2.11) gosterilir. Bu fonksiyonele [L A(Q)], dual uzayina aittir
ve uzaydaki normu ||F,| dir. Ayrica,
R () < 2fl, IVl (212)
asagidaki esitsizlik saglar (Adams ve Fournier, 2003).

Teorem 2.3.10. (Orlicz uzaymin Yansimasi) Hem (A,Q) hem de (A,Q) A-diizenli ise
L, (Q) yansimalidir (Kufner, John ve Fu cik, 1977).

Teorem 2.3.11. A, A,-kosulunu saghyorsa L, (Q) Orlicz uzay1 ayrilabilirdir.

Not 2.3.12. A, A,-kosulunu kosulunu saglamasi tek bagina yeterli degildir, ayni

zamanda L, (Q) ’ nin de ayrilabilir olmasi gerekir (Krasnosel’skii, Rutickii ve
Luxemburg, 1961).

Tanmim 2.3.13. (Olgiilii yakinsama ) Olgiilebilir fonksiyonlarin bir {U j} dizisi, her bir

>0 ve 6>0 igcin M tamsayisi var ve dyle ki J >M ise, 0 zaman
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Vol({XEQ;‘uj(x)—u(x)‘kg})éd.
Not 2.3.14. Eger mp=n ve p=1 ise sobolev gémme teoremi (1.7.9) ve W™ (Q)

gomiilebildigi en iyi hedef uzay1 (baska bir ifade ile en kiigiik) saglanmaz bu durumda
uygun diizenli Q igin
w™ (Q) — (Q) , p<g<owo fakat W™ (Q) zL” (Q) dir. Eger gdbmme igin uygun

uzaylar1 sinifi Orlicz uzayina genisletilirse, o zaman bir en iyi uygun uzay bulunabilir.

Teorem 2.3.15. (Trudinger's Theorem) Q koni kosulunu saglayan R" de smirli bir

bolge olsun. Eger, mp=n ve p>1ise
A@):exp@”“]—lzexpﬂmp”)—l (2.12)

O zaman W™ (Q) -L, (Q) gommesi vardir (Krasnosel’skii, Rutickii ve Luxemburg,
1961).

2.4. Orlicz-Sobolev Uzaylar

Tamm 2.4.1. Q, R" de bir bolgesi ve A bir N-fonksiyonu olmak iizere, tiim |a| <m igin
a . mertebeden kismi tiirevlerinin (D“u) L,(Q) ya ait oldugu LA(Q) uzayindaki U

fonksiyonlarini olusturdugu uzaya W"L, (Q) Orlicz-Sobolev uzayi adi verilir. W"L, (Q)

asagidaki norma gore bir Banach uzayidir.

a

[l =1l 00 = o D

Os‘a‘sm

AQ

Eger 1< p<w ve A (t)=t" ise, 0 zaman W"L,,(Q)=W"olur. W'L,(Q),W"L,(Q) da
C, (Q) nin kapanisi olarak alinabilir

Not 2.4.2. ( Orlicz-Sobolev uzaylarinin Gémme Teoremleri)

Sirali sobolev uzaylarmin durumundaki gibi,bu gémme sonuclarinin en
cogu,koni kosulunu saglayan bolgeler i¢cin elde edilir. istisnalar holder siireklilik
tahminleri(genellestirilmis) durumlaridir, bu gerektirmeler gii¢lii yerel Lipschitz
kosullaridir. Asagida verilen bazi sonuglar sadece sinirli bolgeler icin saglanir.sinirh
olmayan bolgeler sirali sobolev uzaylari i¢in benzer sonuclarin genisletilmesinde

kullanilan sonuglar, genel Orlicz uzaylariin dahil oldugunda ki gibi basit degildir.
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Bu gobmme gibi diisiindiiglimiizde eksik kalir. Miimkiin olan en iyi Orlicz-sobolev uzayi
gommeleri, yeniden diizenleme ¢alismalar1 kapsayarak, Cianchi ve Andrea (1996)

tarafindan bulunmustur.

Teorem 2.4.3. Q, R" de keyfi bir bdlge olsun. Eger, A bir N-fonksiyon

jmdt<oo ve det:oo

n+l
Otn Otn

sagliyor ise, o zaman W,'L,(Q)—>L, (Q) dir. Ayrica, Eger Q;, Q nin sinirlt bir alt

bolgesi ise, 0 zaman W,'L, (Q) - L; (Q,) gdmmesi vardir (Adams ve Fournier, 2003).

Teorem 2.4.5. (Genel Orlicz-sobolev Gémme Teoremi) Q, R" de koni kosulunu
saglayan siirli bir bolge ve J(A) negatif olmayan en kiigiik tam sayr olsun. Bu
durumda, A bir N-fonksiyon olmak iizere

(i) Eger m<J (A) ise 0 zaman W"L, (Q) —>L (Q) ayrica, eger B sonsuza yakin B den

esasen daha yavas artan bir N-fonksiyon ise, 0 zaman W"L, (Q) - L; (Q) vardir ve
kompaktir,

(i) Eger m>J(A) ise 0 zaman W"L, (Q) - Cg(€)=C"(Q)NL* () olur,

(iii) Eger m>J (A) ve Q giiclii yerel Lipschitz kosulunu sagliyor ise, 0 zaman

WL, (Q)—>CI*(Q) olur. Burada

Ayrlca,WmLA(Q)%C;“‘j'l(Q) gdmmesi kompaktir. Bu durumda, veM ve u/veM

saglayan W"L, (Q) —)Cvmfjfl(f_l) gommesidir (Adams ve Fournier, 2003).
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3. DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN VARYASYONEL YAKLASIM

Bu boliimde standart biiyiime kosullu Diferansiyel ve Kismi Diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin varhigi ve katliligi icin sik kullanilan tanim, teorem ve

yaklasimlar1 hakkinda bilgi verilecektir.

3.1. Temel Kavramlar

Tanmm 3.1.1. X bir Banach uzay olsun. A: X — X bir diferansiyel operatoér olmak
uzere

Alu)=""(u)
olacak sekilde bir ¥(u) e C*(X,R) fonksiyoneli bulunabiliyorsa, bu A operatdriine
varyasyonel operator denir.

A: X — X7 bir diferansiyel operator olarak tanimlandiginda

Au)=0 3.1)
(3.1) deki diferansiyel denklemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli ¥(u)e C*(X,R)
olmak tizere

Alu)="¥'(u)
olarak yazilabiliyorsa bu probleme Varyasyonel problem adi verilir
Ornek 3.1.2.

P(u)= IQ F(x,u,ut,u?,...,u" bix

bigiminde verilen W fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi

oF nd" [ oF
CLBPE Ll DL Y
u +() dx”(au(”)]

formulii ile verilir.

Tammm 3.1.3. X bir Banach uzay ve ¥:X >R, Clsinifindan bir fonksiyonel

(¥ fonksiyoneli Frechet tiirevlenebilir ) olarak tanimlansin. Eger, her ve X i¢in
(P'(u)v)=0

esitligini saglayan her bir u € X elamanina ¥ fonksiyonelinin bir kritik noktas: denir
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Uyar1 3.1.4. Tanim 3.1.3 tersi genel olarak dogru degildir. Yani Euler-Lagrange
denkleminin her ¢oziimiiniin bu denkleme karsilik gelen enerji fonksiyoneline bir
minimum vermesi gerekmez.
Tamim 3.1.5. X Banach uzay1 ve ¥: X — R fonksiyoneli verilsin. Eger, her u e X
i¢in

P(u)<K
olacak sekilde K >0 reel sayis1 varsa W fonksiyoneli sinirlidir veya iyi tanmimlidir
denir.
Tamim 3.1.6. X Banach uzay1 ve W : X — R fonksiyoneli seklinde tanimlansin. Eger,
her u e X igin

inf W(u) = -0 veya supP(u) = +oo

uex Lox
esitliklerinden biri varsa, 0 zaman W fonksiyoneli iyi tamimli degildir veya sinirsizdir
denir.

Tamm 3.1.7. X bir Banach uzay olsun. Ayrica, ¥ : X — Rfonksiyoneli ve (u,)c X
dizisi verilsin. Bu durumda,

lim ¥(u)=inf ¥(u)

N>+ uex
ifadesini saglayan (un) dizisine ¥ fonksiyonelinin bir minimize(edici) dizisi denir veya
her u e X i¢in

Y(v)<¥(u)
esitsizligini saglayacak bir ve X varsa, bu v fonksiyonuna W fonksiyonelinin bir
minimize dizisi ad1 verilir.
Tamm 3.1.8 u: Qc RY — Rélgiilebilir fonksiyon ve p>1 igin |u]”“u=|ul"“sgnu

olmak tizere, p -Laplace operatorii

S T

seklinde veya

Fu(x) -

seklinde yazilir. Oklid normu kullanilarak
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ou(x)
OX; ‘ OX

}— div(‘Vu(x)‘p*2 Vu(x))
biciminde de yazilabilir.

Q, RY(N > 2)smurh bir bslge, F e C'(QxR,R) ve ¥: X — R fonksiyonelini
olarak tanimlandiginda ‘P(u): IQF(X,VU(X))jX enerji integrali p -biiyime kosuluna

sahip olur.
Ornek 3.1.9. Q, R"(N > 2)sirli bir bolge ve W : X — R fonksiyoneli verilsin. Eger,

¥(u) fonksiyoneli
p
I Vu(x)| i
e op

olarak secildiginde

8F(X,Vu(x))_ 0 [aF(x,Vu(x))J:O’ o

o(Vu(x)) =in

seklindeki Euler-Lagrange denklemine gore diizenlenirse

au(x) OX,
— A u(x)= —div(]Vu(x] p_2|Vu(x]): 0
bi¢iminde tanimlanan ve p -Laplace denklemi olarak adlandirilan denklem elde edilir.

Ayrica;
[Vu()f
Jop
P

integralinde p =2 olarak se¢ilirse, 0 zaman
Au(x)=div(Vu(x))=V-Vu(x)=V2u(x)

_ azu(x)+82u(x)

-0
oK 0x

yukaridaki 2-boyutlu Laplace denklemi elde edilir.
Tamm 3.1.10. Q, R"(N >2)smirl bir bolge, f : QxR — Rsiirekli bir fonksiyon ve

her bir (X,t) e QxR i¢in F(X,t) = j; f (X,t)jt taniml1 bir fonksiyon olmak {izere,

~Au= —dinVu| p_2|Vu|): —f(x,u) (3.2)

seklinde verilen diferansiyel denklemi ele alalim. Bu durumda, (3.2) denklemine

karsilik gelen
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Y(u)= J.Q%|Vu| = IQ F(x,u

LP(u)eCl(\/VOm”’,R)fonksiyoneline, (3.2) denkleminin Euler-Lagrange fonksiyoneli

veya Enerji fonksiyoneli denir.
Tamm 3.1.11. p-Laplace denklemi

—Au= —div([Vu|p_2|Vu|): 0
olarak yazilir. Buna gore p-Laplace denklemine karsilik gelen lP(u)eCl(X,R)

fonksiyoneli
1
#l)=J, vl

seklinde tanimliyoruz ve bu fonksiyonelin tiirevi de, W': X — X" olmak tizere
(P'(u)v) = J.Q|Vu| " Vu.vvdx
ile ifade edilir. Bu durumda, asagidaki kosullar saglanir.
i) W': X — X" operatorii siirekli, sinirli ve kesin monotondur,
ii) W': X — X" operatorii (S, ) kosulunu saglar: eger (u,)c X dizisi i¢in uzayinda
u, ——> U (zayif yakinsama) iken

lim sup(\¥"(u, )—¥'(u),u, —u) <0

n—o0

oluyorsa, 0 zaman X uzayinda u, — u giiglii yakinsamasi vardir,

iii) W': X — X7 operatorii bir homeomorfizmadir.

Tanmm 3.1.12. X bir Banach uzayr ve f:QOxR — R tanimli bir fonksiyonel olsun.
Eger f fonksiyoneli

i) Hemen hemen her x € Q igin & — f(x,&) fonksiyoneli siirekli,

i) Her £eR igin x — f(x,&)fonksiyoneli Q da 6lgiilebilir,
kosullarini sagliyorsa, f fonksiyoneli X iizerinde Carathéodory kosulunu saglar denir.
Tamm 3.1.13. (Palais-Smale Dizisi ) X bir Banach uzay1 ve ¥ € C*(X, R)fonksiyoneli
verilsin. Eger, herhangi bir (un)c X dizisi igin

) [¥(u,)<c, ceR

ii) X" uzayinda n—ooiken¥'(u,)—0
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kosullart saglantyorsa, 0 zaman (u,) dizisine ¥ eC'(X,R) fonksiyonelinin Palais-

Smale (PS) dizisi denir. Ayrica, ¥ fonksiyonelinin (PS) dizisi bu fonksiyonelin bir
minimize dizisidir. Bu dizileri yakinsak bir alt diziye sahipse ¥ igin kritik nokta (lar)
iiretirler. Ancak, ¥ fonksiyoneli alttan siirl degilse bu durumda W fonksiyoneli i¢in
bir (PS) dizisinin varli§i hakkinda kesin bir sey sdylenemez. Eger, ¥ alttan siirli ise

Y fonksiyoneli i¢in bir (PS) dizisi daima bulunabilir.
Tanim 3.1.14. X bir Banach uzay1 ve ¥ e C*(X,R) olarak verilsin. Eger ‘P "nin her

(PS) dizisinin yakinsak bir alt dizisi varsa ¥ fonksiyoneli (PS) kosulunu saglar denir.
Ayrica, bir W fonksiyoneli alttan sinirli ve (PS) kosulunu sagliyorsa, tanimli oldugu

bolgede bir minimuma sahip olur.
Tamm 3.1.15. X bir Banach uzay ve ¥ € C*(X,R) fonksiyonel olmak iizere,

i) im¥(u,)=c, ceR

ii) X" uzaymnda n —ooiken¥’(u,)—0
kosullarini saglayan bir (un)c X dizisi giiglii yakinsak bir alt diziye sahipse, 0 zaman
¥ fonksiyoneli c e R seviyesinde (PS), kosulunu saglar denir. Eger,'¥ fonksiyoneli
(PS) kosulunu saglarsa her ¢ € Rigin (PS), kosulunu da saglar.
Tamim 3.1.16. (Cerami Dizisi) (X ||||X ) bir Banach uzay1 ve ¥ Cl(X , R) fonksiyoneli
verilsin. Eger, herhangi bir (u,)c X dizisi

i) [¥(u,)<c, ceR

if) X" uzaymda n—ooiken <1+||un||X }‘P’(unx —0,¢": X > X~
ozelliklerini sagliyorsa, 0 zaman (u,) dizisine ¥ e C*(X,R)fonksiyonelinin Cerami

dizisi denir. Bununla birlikte, eger bu (u,) dizisi giiglii yaknsak bir alt diziye sahipse

Y fonksiyoneli Cerami kosulunu saglar denir.
Not 3.1.17. Cerami kosulu, (PS) kosulundan daha zayif bir kosuldur. Bu iki kosul
arasindaki temel fark uygulamada ortaya c¢ikar. Yani, sinirsiz bir bolge iizerinde

calisilirken (PS) kosulunun saglanmadigi durumlarda Cerami kosulu saglanabilir.

Ayrica, VY € Cl(X, R)fonksiyoneli alttan smirl ise bu iki kosul ¢akisir.
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Tamm 3.1.18. Q, R"(N >2)smirl bir bolge, f : QxR — Rsiirekli bir fonksiyon ve
icin F(X,t): J: f(X,t)jt taniml1 bir fonksiyon olmak iizere olsun. Eger, her xe Qve
t e R—{0}icin

0 < aF(x,t)< f(xth
olacak sekilde bir @ > p( p > 2) pozitif sayis1 varsa, 0 zaman f fonksiyonu Ambrosetti-
Rabinowitz kosulunu saglar denir.

Ambrosetti-Rabinowitz kosulu, ilgili ¥ e C*(X,R) fonksiyonelinin (PS) dizisinin
siirliligini elde etmek i¢in kullanilan olduk¢a 6nemli bir kosuldur.
Tamm 3.1.19. (X||||X ) bir Banach uzay1 ve V¥ e Cl(X , R) bir fonksyonel olsun. Eger,
ue X igin
Jull, = iken iken ¥(u)—> oo

oluyorsa W fonksiyoneline coercive fonksiyonel denir.
Tamm 3.1.20. X bir Banach uzay, ¥ e C'(X,R) fonksiyonel olmak ve u, —u olacak
sekilde (un ) c X dizisi verilsin. Buna gore; bir u e X elemani i¢in

P(u)< lim inf ¥(u,) (3.3)

esitsizligi saglaniyorsa, W fonksiyoneline u e X noktasinda alttan yari-siireklidir
(lower semi-continuous) denir. Eger, (3.3) esitsizliginde u, ——>u dizisi i¢in
gerceklesiyorsa, W fonksiyoneline u € X noktasinda alttan zayif yari-siireklidir

(weakly lower semi-continuous) denir.

Teorem 3.1.21. (Genellestirilmis Mountain-Pass Teoremi)
(X,[{}, ) bir Banach uzay, ¥ eC*(X,R) fonksiyoneli (PS) kosulunu ve ‘¥(0)=0
olsun. Farzedelim ki

i) Ju], >7 iken ¥(u)<¥(0),

ii) o =inf{¥(u):ue X, |l —7}>0
olacak sekilde bir 7 pozitif sayis1 ve u e X olsun. Ayrica G # 0 olacak sekilde

G=1{p<(C[01] X):¢(0)=0,4(1)=V}
ve
B =inf max{y([01] X): ¢ € G}
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Kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda;, a < f#<o oldugunda, W ig¢in bir kritik

deger olur. (Willem. 1996)

Teorem 3.1.22. ( Mountain-Pass Geometrisi )
(X||||x) bir Banach uzay1 ve ¥ eCl(X, R) fonksiyoneli (PS) kosulunu ve ‘P(O)z 0
sartin1 saglasin. Farzedelimki W asagidaki geometrik kosullar1 saglasin:

) ||u||X =7 olmak iizere her ue X i¢in ‘P(u)20'>0 olacak sekilde 7 ve o pozitif
sayilar1 vardir,

i) ‘{"(V)< 0 (t —> 00 = ‘P(tv) < —oo) olacak sekilde ”u”x > 7 kosulunu saglayan bir
v e X fonksiyonu vardir,

Bu durumda W fonksiyonelinin en az bir kritik noktas1 vardir. (Willem. 1996)

Teorem 3.1.23. (Z, -Simetrik Mountain-Pass Teoremi)
(X ,||||x) bir Banach uzay1 ve W e Cl(X, R) fonksiyoneli, (PS) kosulunu ve ‘P(O)= 0

sartin1 saglayan ¢ift fonksiyonel olsun. Farzedelim ki W asagidaki kosullari saglasin:
i) Her ue X igin
Jull, =7 ise ¥(u)=c>0

olacak sekilde 7 ve o pozitif sayilari vardir,

if) X ’in her sonlu X, alt uzay1 i¢in olusturulan
{ue X, :¥(u)>0}
kiimesi siirhdir,
Bu durumda W fonksiyoneli siirsiz olan bir kritik degerler dizisine, yani

sonsuz ¢oziime sahiptir ( Fan ve Zhao, 2001).

Tamm 3.1.24. X ayrilabilir ve yansimali bir Banach uzay: olarak verilsin. Bu durumda,

. ILn=m
<ei’ej>:{0,n¢m

ve

X =spanfe, :i=12,..} ve X" =span{e].* 2 =L2,...}
seklinde tammli {g, } e X ve {e}‘}e X “yazilabilir.

Dolayisiyla, k =1,2,...i¢in

k o
X, =spanfe, }, Y, =®X; ve Z, =@©Z,
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olmak iizere X uzaymi X =Y, @ Z, seklinde iki uzaymtoplami olarak yazilabilir.
Teorem 3.1.25. (Fountain Teoremi)

(X,||.||X) bir Banach uzayi, ¥ eC'(X,R) bir gift fonksiyonel ve X,,Y, ve Z, alt
uzaylart Tanim 3.1.24. tanimlanan uzaylar olsun. Eger, her bir k =1,2,...i¢in

) k >0 iken inf W(u)— oo,

ueZ | =7

i) max Y(u)<o0,

ueYy fx =pi
ii) Her ¢ >0igin ¥ fonksiyoneli (PS),kosulunu saglasin,
Bu durumda, yukaridaki kosullarini saglayacak sekilde p, >y, >0 pozitif sayilari

bulunabiliyorsa ¥ fonksiyonelinin +o0’a yakinsayan bir kritik degerler dizisine
sahiptir ( Fan ve Han 2004).

3.2. Varyasyonel Yaklasim

Varyasyonel yaklasim, 6zellikle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analizinde kullanilan ¢ok etkili bir aragtir. Varyasyonel yaklasim, bir diferansiyel
denklemi dogrudan c¢ozmek yerine bu denklemin ¢Ozliimlerini ilgili enerji
fonksiyonelinin kritik noktalarina veya minimize dizisine karsilik getirerek bulmayi
amagclayan bir yaklasimdir. Varyasyonel analiz yaklagimda temel iki yontem kullanilir.

Birincisi klasik metot olarak adlandirilir.
Bu metoda gore; A: X — X bir diferansiyel operator olarak tanimlandiginda
Alu)=0 (3.4)
(3.4) deki diferansiyel denklemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli ‘I’(u)e Cl(X , R)
olmak iizere
Alu)="¥"(u)

olarak yazilabiliyorsa bu probleme Varyasyonel problem adi verilir. Dolayisiyla; (3.4)
denklemini saglayan u bilinmeyen fonksiyonlarin1 bulma problemi, ‘P'(u)= 0
denklemini saglayan u bilinmeyen fonksiyonlarini bulma problemini doniisecektir. Bu
durum;‘P(u) enerji fonksiyonelini saglayan U kritik noktalart ayni zamanda (3.4)
denkleminin (zayif ) ¢oztimleri olur. Yani, ‘P(u) enerji fonksiyonelini minimize eden

bir minimum fonksiyonunu bulmak, varyasyonel yaklagimin temel amacidir.
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Ikincisi direkt metot olarak adlandirilir. Bu metoda gore, X bir Banach uzay:
ve A(u)=0 diferansiyel denklemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli ¥:X — R

olmak iizere
Y(u,)—inf{¥(u):ue X}
olacak sekilde bir (u, )< X dizisi hesaba katilarak
U, —>U € XveP(u,)< inf ¥(u)
olacak sekilde bir (u, ) alt dizisinin varlig: gosterilir. Bu durumda, (u,) dizisi ¥
fonksiyonelini minimize eder ve (unk) alt dizisinin yakinsadigi u, degeri de ¥

fonksiyonelinin minimumu (kritik degeri) dolayisiyla A(u) = Odiferansiyel denkleminin

bir ( zayif) ¢6zliimii olur.
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4. ORLICZ-SOBOLEV UZAYLARINDA LOKAL OLMAYAN ELIiPTIK
DENKLEMLERIN BiR SINIFI

4.1. Giris
Bu boliimde tez ¢alismamizin 6zgiin kismi olusturmaktadir. Bu ¢aligma, Mardin’de
yapilan EJONS International Congress On Mathematic, Engineering and Natural

Sciense-111 sempozyumunda bildiri olarak da sunulmustur.

Bu boliimde asagidaki denklem iizerinde galigilmistir.

_A(fntb(Vu(x))dx)div(a(Vu(x))Vu(x))+a(x)[u(;()—,b’(x)]u(x)“u =f(xu) Qda

u =0 0Q uzerinde

(4.1.1)

Yukaridaki; lokal olmayan eliptik denkleminin sifirdan farkli en az bir zayif ¢oziimiiniin
varhigini, varyasyonel yaklagim altinda Moutain-Pass Geometrisi Teoremini kullanarak
Musielak—Orlicz—Sobolev uzaylarinda arastiracagiz.

(4.1.1) denkleminde; Q,R“(N>3) smurh bir bélge,q>2, aveBel”(Q) icin

in;2 a(x)ﬁ(x) >0,A: (O, oo) - (O, oo) siirekli bir fonksiyon, f:QxR — R Carathéodory
fonksiyonu ve ¢:QXR — Rfonksiyonu ¢(t) :I;a(|t|)t seklinde tamimli artan bir

homeomorfizma olup ®(t)= I; (s )ds seklinde yazilabilen bir fonksiyondur.

Son yillarda, (4.1.1) deki standart ve standart olmayan denklemler birgok yazar
tarafindan ¢alisilmistir. Bunlardan bazilar1; Alves ve Ferreira, 2005; Avci ve ark, 2011,
Avci ve Pankov, 2018; Avci ve ark, 2011; Bonanno ve ark, 2012; Boureanu ve Udrea,
2013; Colasuonno ve Pucci, 2011; Correa ve Figueiredo, 2009; Fan, 2010; Fang ve Tan,
2012; Galewski, 2005; Heidarkhani ve ark, 2016; Mihailescu ve Radelescu, 2008;
Radelescu ve Repovs, 2015; Yiicedag, 2015.

Ayica, (4.1.1) denkleminde 6zel olarak ¢(t)= p|t|p72t alindig1 zaman (4.1.1)

denklemi asagidaki p-Kirchhoff tipi denkleme dontisiir.
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—A .fnqnw(x)dx div(Vu(x)DZVu(x))+a(x)[lJ()()—ﬁ(x)Ju(x)qzu =f(xu) Qda
P a (4.1.2)
u =0 0Q uzerinde
Problem (4.1.2) de, A(t)=p,+ pt ve p(x)=2 alindig1 zaman asagidaki (4.1.3)
denklemi elde edilir.
o’u(x,t (ou(x)) . |o%u(xt
#—[p(ﬁ pljo[a—(xj dx]%o xe(0,1).t>0, (4.1.3)

Yukaridaki denklemde; p, burada ilk gerilim ile baglantilidir, p, telin materyal
ozelligine baghdir ve u (X,t) , tzamaninda telin X noktasinin dikey yer degistirmesini

gosterir. (4.1.3) denklemi, elastik tellerin bagimsiz titresimleri i¢in klasik Dalembert’in
dalga denklemlerinin bir genislemesi olarak 1983 de G. Kirchhoff tarafindan

Onerilmistir.
4.2. Temel kavramlar

Orlicz-Sobolev uzaylari ile ilgili detayli bilgi 2.boliimde verilmisti. Burada,
calismamizda ihtiya¢ duyacagimiz bazi ek tanim ve teoremlere yer verilip daha sonra da
temel sonuglarimizi ispatlayacagiz. Orlicz uzay: hakkinda daha genel bilgiye; Adams,
1975; Krasnosels’kii ve Rutic’kii, 1961; Kufner v.d. ,1977; Musielak, 1983; Fan, 2012;
Fang ve Tan, 2012; Harjulehto v.d., 2016; Hudzik, 1976; Mihilescu ve Radulescu,
2008) calismalarina bakilabilir.

a(t):R—>R bir fonksiyon olmak iizere ¢(t):R— R fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlanan

_ a([t)t, t=0 icin 421
o(t) { 0 t=0 icin 421

tek, esyapili birebir ve orten) bir fonksiyondur. Yukaridaki ¢ fonksiyonu i¢in,

®(t)=[p(s)s, >0, (4.2.2)
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(4.2.2) ile tammlanan fonksiyon @ :[0,+w0) —[0,+0) N —fonksiyon olarak adlandirilir

ve Not 2.2.2 kosullarin1 da saglar (Adams,1975; Musielak,1983; Rao ve Ren,1991).

Ayrica, tiim genellestirilmis N — fonksiyonun kiimesi N () olarak ve @ fonksiyonun
tanimlayicisi veya konjugesi @ ile gosterilir. ® fonksiyonu,

o(t)=[ ¢*(s)ds,t 20 (4.2.3)

olarak tanimlanir ve

®(t)=sup{st—d(s):seR},t=0

$>0
ozelligini saglar. Ayrica, ® nin N (Q) elemani oldugunu ve young esitsizligini yani

st<®d(t)+d(s),teR (4.2.4)

saglamaktadir. @ fonksiyonu, Orlicz uzaymni asagida verilen sekilde tanimlamamiza

yardimect1 olur,

u(x)

L®(Q)= {u : Q — Rolcilebilir 34 >0, L @[T}dx < oo}.

Ustelik A, kosulundan dolay1 L® (Q)uzayl, L? (Q) uzayimnin dual uzayidir. Yani

(L") =1"(2).

Ustelik, @ fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edecegiz;

- to(t) _te(t) to(t)
1 =inf —=< <@ = — , Vt=0; 4.2.5
TS om o) T o (4.2.3)
itggcb(t)>0; (4.2.6)
Vvt >0; igin t—><1)<\/t_)fonksiyonu konvekstir. (4.2.7)

(4.2.5) kosulu ile Orlicz uzay: (L* (Q)) , U:Q — R olgiilebilir fonksiyonlar1 olmak

uzere

Lﬂ)(‘u(x)‘)dx<w (4.2.8)

olur ve Luxemburg normu

|u],, =inf {“>O:,[QCD(M}O|X31} (4.2.9)

7,

seklinde tanimlanir. Orlicz uzaylari i¢in, Holder esitsizligi asagidaki sekilde tanimlanir

(Adams,1975; Rao ve Ren, 1991);
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Jex<2lul, . Ml

Orlicz Sobolev uzayr (W*®(Q)),

W“"(Q):z{u‘eL‘I’(Q):ag—)((x)eL‘I’(Q).i:1.2 ...... N}.
ile tanimlanir ve bu uzaydaki norm
Jull, o, = ul, +[Vul, (4.2.10)

olur. W*® (Q) uzaymim, C; (Q) uzayindaki kapams W,* (Q) uzayidir. Ustelik iyi
bilinen Poincare esitsizsigi yardimi ile
Jull, o, =[Vul, (4.2.11)

yukaridaki W,® (Q) iizerindeki ||| , denk normu tanimlanabilir.

Onerme 4.2.1. Eger (4.2.5) ve (4.2.7) saglanirsa o zaman L® (Q)Ve wh® (Q) uzaylari

ayrilabilir ve reflexive Banach uzayidir (Adams,1975;F.Fang, Z.Tan,2012).

Onerme 4.2.2. (Fan,2012; Mihalescu ve Radulescu, 2008) p modiileri fonksiyonu

p(U):W,®(Q) - Rve p(u) = IQCDQVuDdX seklinde tanimlansin. O zaman her
u,u, e W, (Q) igin asagidakiler kosullar saglanr.

i. Eger |uf, <L ise |u’ < p(u)<|u

%
i. Eger |ul,, >Lise |ul} < p(u) <l
i, JJuf, <p(u)+1
iv. |u,-ul, »0< p(u,—u)—0
V.., ull, >0 p(u, ~u) >0
Not 4.2.3. p fonksiyoneli C*(W; (€2),R) de tiirevi ile birlikte asagidaki gibidir.
<p’ (u),v> :'[Qa(|Vu|)Vqudx,
Ustelik p' operatorii (S, ) tipidir. Yani; u,u, € W, (Q2)olmak iizere W, (Q2)uzayinda

u, —=>u ve Iimsup<p’ (uy).u, —u> <0 ise WS (Q) uzaymnda u, — u olur.
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(Mihalescu ve Radulescu, 2008). ® fonksiyonu A, kosulunu saglar. Eger sabit pozitif
bir M sayisi1 varsa Oyle ki Vt >0 i¢in

D(2t)<MD(t) (4.2.12)
Olur.

Onerme 4.2.4. ( Fan ve Zhao, 2001) Farz edelim ki ,R" (N > 2) smurl1 bir bolge ve

Q’nm smir1 (6Q) Lipschitz siira sahip olsun. Eger p>1 ve 1<r < p’ise

Np
N-p

WP (Q)GL (Q) gémmesi siirekli ve kompaktir. Burada p<N igin p” = ve

p>N igin p"i=+o0.
Not 4.2.5. Orlicz-Sobolev uzayi Wi (Q) , we’ (Q) Sobolev uzayina siirekli olarak

N,
— D

gémiiliir. Ayrica, 1< < ¢, = . ise Wh (Q) Sobolev uzayi, Lebesgue uzay1

L' () kompakt gomiiliir. Sonug olarak; W*® () Sobolev uzayi, L' (Q) Lebesgue

uzaymin siirekli ve kompakt gomiiliir.

4.3. Temel Sonuclar

(4.1.1) problemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli &:W,®(Q)—R
p () ul* 2
(04
e(u)= A(IQ®(|VU|)dx)+IQT[?—,B(x)] dx—'[Q F(x,u)dx (4.3.1)

olur. (4.3.1) esitliginde, F(x,t)= J: f(x,s)ds ve A(t) = J: A(s)ds seklinde tanimlanir,
Eger her v eW; () fonksiyonu i¢in

i
q

A(p(u)<p’(u),v>)+J.Qa(x)[ ,B(x)]|u|qzuvdx—jgf(x,u)vdx:o (4.3.3)

esitligi saglaniyorsa, o zaman ueW,®(Q)fonksiyonuna (4.1.1) probleminin zayif

¢Oziimii olur.
Calismamizda, asagidaki varsayimlar altinda (4.1.1) problemini ¢alisacagiz. Ayrica,

¢alismamizin tamaminda 2 < < p <ooolarak kabul edecegiz.

(AO) A:(0,00) — (0,0) fonksiyonu, t>0,0>1ve m,>m, >1 olmak iizere
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mt < A(t) <myto
kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyondur,

(f1) f : QxR — R Caratheodory fonksiyonu, se C(f)) olmak lizere S<ag, ve
¢, > Osabiti igin
| (xt) <c i
esitsizligini saglasin
(f2) Ambrosetti-Rabinowitzs kosulu saglansin: Yani, her bir X € Q i¢in
0<OF (xt)< f(xt)t]t|>M,vxeQ
esitsizligini saglayan M, >0 sabit sayilar1 ve 2q < o9’ <0< ¢, vardr,
(f3) Her x e Q igin t — 0oldugunda
F(xt)=o([tf").
olur,
(f4) f(x,—t)=—f(xt)
Not 4.3.1. & >q olmak iizere f(x,t)=[t/" "t fonksiyonu (f1) ve (f4) kosulunu
saglar.
Not 4.3.2. (f2) kosuluna gore, tim x e Q ve |t| >M i¢in F (X,t) > C|t|6 esitsizligini

saglayan bir ¢ >0 sabiti vardir.

Teorem 4.3.3. Farzedelim ki (f1), (f3) ve (AO) kosular saglansin. O zaman, (4.1.1)
probleminin W;® (©) uzayinda asikar olmayan bir ¢dziime sahiptir.

Ik olarak ¢alismamizin ana ispatlarmin 6nemli bir kismi olan & fonksiyonelinin

temel diizgiinliik 6zelligini sagladigini géstermemiz gereklidir.

Yardimar Teorem 4.3.4. ¢ fonksiyoneli Wy (Q)iizerinde iyi tanimli ve Frechet
turevlenebilirdir. Yani, ¢ eCl(\Nol’q’ (Q), R) sinifindadir ve & tiirevi asagidaki gibidir;

<g’(u),v> = A(p(u)<p’ (u),v>)+Lﬂ(X){%—ﬂ(x)JMq2 uvdx—J'Q f (x,udx (4.3.4)

Ispat. Herhangi bir u W, (Q) igin W, (Q)GL**(Q)GL*(Q) gdmmelerinin
yardimiyla
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[M—ﬂ(x)J el (Q) (4.3.5)

q
elde edilir.
Ayrica,  (fl), (AO) kosullar1 ve Wol’q)(Q)GLS(Q)gémmesi (4.3.5) ifadesinde
kullanildiginda

HOE A(,o(u))+fg@(m—ﬂ(x)} dx—J'Q F (X,u)dx < oo

q
olur. O halde, & fonksiyoneli, W,"* () iizerinden iyi tanimli oldugunu gosterir.
Simdi de & € C'(W,® (), R) oldugunu gosterelim.
Oncelikle, K :=W,*(Q)— Rseklinde tammli K(u):= A(p(u)) fonksiyonunu olarak
gosterelim. Diger taraftan, p fonksiyoneli C'(W*®(Q2),R) sinifinda yer aldigindan ve

A siirekli fonksiyonu (A0O) biiyiime kosulunu sagladigindan dolays, her u,veW,® (€2)
icin K (u) = A( p(u))birlesim fonksiyoneli C'(W™® (Q), R) sinifi lizerinde iyi taniml
olup ve tiirev fonksiyonu K" :==W;* (Q) — (Wol'(D (Q))

(K'(u),v) = A(p()){p'(u).v)

olur. Yani, ¢ e Cl(Wol’q’ (Q), R) oldugunu goéstermek igin,

A(u)= L}@(%—ﬁ(x)} dx—jQ F(x,u)dx

seklinde verilen A:W;® (Q) — R operatériinin  C'(W™® (Q), R) sinifinda oldugunu

gostermek yeterli olacaktir. Bunun i¢in de, ilk olarak biitiin v EWOM) (Q) i¢in,

<A’ (u),v> =lim Au+tv)-A(u) = J.Qoz(x)[m—ﬂ(x)}qqz uvdx—jQ f (x,u)vdx

q

oldugunu gostermemiz gerekir. Ardindan A’ :=W;® (Q)—)(Wol’CI> (Q)) operatdriiniin
stirekli oldugunu elde etmemiz gerekiyor.
O halde, || ozellikleri, f fonksiyonunun stirekli 6zellikleri ve F nin tanimini bir

arada distiniildiigiinde asagidaki denklem i¢in Ortalama Deger teoremini kullanabiliriz;
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_lim F(xu+tv)—F(xu)

t—>0 JQ t

dx,

=lim a(x)(@}u +t€v|q_2 (u+tev)vdx - ItLrQ J'Q f (u-+tevvdx

t—>0 JQ

esitligi elde edilir. Esitlikte, u,veW,”(Q) ve 0<e<1 dir. Bu son esitlikte iiggen

sitsizligini kullanirsak,

a(x)[w_ﬁ(x)]W +t€v|q*2 (u +t6’v)‘

q

< a(x)Lm +ﬂ(x)J|u +t€v|q71|V|

q

29-1

<a(o] S p(ojustar i)
elde edilir. Ayrica, tiim a,beR" ve m>1 igin [a+b|" <2™*(Ja[" +[o") esitsizligi ile

birlikte Young esitsizligini ardisik olarak yukaridaki ifadenin sag tarafina uygularsak,

2g-1 _ 29-1
ey B o b (439
ve
urted" < %(Iul )+ qIVI" (#3.9)

elde edilir. Benzer sekilde, (f1) kosulunu da kullanirsak
s-1 s-1
‘f(x,u+tev)v‘£c[2 (s- 1)| uf [2 (s— l)+1J| I’ j (4.3.8)

Olur. Bu durumda, (4.3.6) ve (4.3.7) esitsizliklerinin sag tarafi LI(Q) olur. Bu yiizden

lebesgue giiglii yakinsama teoremine gore f ve || stireklilik 6zelligi ile birlikte integral

ve limit siralamasi degistirilebilir. Yani,
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<A’ (u),v> = Iga(x)lm(@—ﬂ(x)}u +tev|q_2 (u+tev)vdx—lim 5 f (x,u+tevvdx

t—0

= af ['“' ]|u| v [ f (x,ue

olur. Yukardaki denklemin, sag tarafi v nin fonksiyonu olarak W,®(Q) iizerinden
stirekli lineer fonksiyonel oldugundan dolayi, A Gateaux tiirevlenebilirdir. Simdi de
Asiirekliligini gosterecegiz. Bunun igin de, (u,)cW,®(Q)de u, »>ueW,*(Q)

olacak bir dizi varsayalim. O zaman

‘<A’(un)—A’(u),v> S‘J.Qa(x) Invdx‘+UQ(f (x,u)—f (x,un))vdx‘

yazilabilir. Burada

ve

Holder esitsizliginden yaralanarak,

RO ECrT) (439)
2

esitsizligi elde edilir.
qa

We " (Q)GLI(Q)GL™ (@)

Q)GL
Gommesinden dolayr u, —ueW,*(Q) y1(4.3.9) a uygulayabiliriz. Diger taraftan,
1 =[0(u,) = O(u) < A(x)(ju|" +ul") + (|U [ )

<C(Jup [l [ ) (4.3.10)
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yazabiliriz. Burada C :=max (%,supxeQ ﬂ(x)j. Ayrica, U, —>UeW,*(Q) oldugundan

(a-1)q (29-1)q
e

dolayt Wy®(Q)GL " (Q), Wy®(Q)GL ** (Q) ve W;"(Q)GL(Q) kompakt

gommelerinden (u,) ile gosterilen alt dizi i¢in

(a-2)a
L “* (Q) uzaymnda u, ->u

(2a-2)a
L “* (Q) uzaynda u, - u

L°(Q) uzayinda u, —>u
hhh xeQ i¢in u, > u

yazabiliriz. ve her xe Q ve ne N igin,

u, (%) <w (x), [u, (x)|<w,(x) ve

(a-L)q (29-1)q

u, (X)| < w () olacak sekilde w; € L% (Q), wyeL ™ (Q) ve w, € °(Q) vardr.

Bundan dolayi, bu bilgileri (4.3.10) da kullanarak,

qa
||n|i =‘@(Un)_@(u)‘i =(H®(un)_@(u)(f_ld)(]q—1
g-1 ] 2
ve
q
)—@(u)‘% = °(1+|Un|qfl +ul o u, [ +|u|2q’l)q—1

©(u

n

(a-1)q (a-1)q (29-1)q 29-1)q
q

(29-1)
Sc(1+|w1| bR +u ot H|w,| a1 +|u| o jeLl(Q)

elde edilir. Simdi de n— o0 iken ‘@(un(x))—G)(u(X))‘—)O oldugunu gosterecegiz.

Aslinda,
|un|q q-2 |U|q -2
o000} =| 500 0,2 o
<1 |un|2q*2 u, —|u|2q*2 ul+B(x) |un|q*2 u, —|u|q*2 u

yazabiliriz. Simdi de 1<k <o igin ¢, >0 sabiti mevcuttur.
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&7 -1l ¢ < e -5l(ll+16l) " weis e RY

¢, >0 sabiti mevcuttur (Chipot, 2009). Bu yiizden u, —u eW;* () oldugundan

lim|© (u, () ~©(u(x)) =0

elde edilir. Bu son esitlikte, (f1), Holder esitsizligi, W, (Q)GL° (Q)G L (Q) siirekli

gdmmeyi ‘ L( f(x,u)—f (X,un))vdx‘ terimi icin kullanirsak
U (x,u ))vdx‘<c f (|W3| +|u|s_1)|v|dx
|W3|S N

g%;ﬁ( R T

esitsizligini elde ederiz. Ustelik, f in siirekliligini ve hhh x € Q igin u, (X) —>u (X) g0z
ontinde bulundurursak

lim

n—o0

jg( f(x(u,))- 1 (XU(X)))‘ —0

elde ederiz. Yukardaki elde edilen biitiin bilgileri dikkate alip ve Lebesque giiglii

yakinsama teoremini uygularsak

lim

n—o

Jo(F (o)~ F (xu)) =0

ve

Iim.[ ©(u, )| 1dx 0

n—o0o

Esitliklerini elde ederiz. Sonug olarak, son iki denklem birlikte

<A’(un)—A’(u),v>‘:O

IlmsupHA’ —A'(u)

n—o0

(@) oy o
sonucuna variriz. O halde, A" =W, (Q)— (Wol'q’ (Q)) stireklidir.

Not 4.3.5 Yardime1 Teorem 4.3.4 sonucunda, tiirevi (4.3.4) verilen ¢ € Cl(Wol‘q’ (Q), R)

sahibiz. Eger (4.3.3) ve (4.3.4) karsilagtirirsak, ¢ fonksiyonelinin kritik noktalar1 ayni
zamanda (4.3.2) ve (4.3.3) saglayan fonksiyonlardir. Bu yiizden (4.1.1) problemin
¢cOziimiinii elde etmek icin & fonksiyonelinin kritik noktalarini arastiracagiz. Bu
amacla, fonksiyonel ¢ kritik noktalariin oldugunu ispat etmemize yardimci olacak

asagida verilen baz1 sonuglar elde edecegiz.



48

Yardimci Teorem 4.3.6. (f1) ve (f3) kosullarinin saglandigini kabul edelim. Bu

durumda, & fonksiyoneli asagidaki kosullar1 saglar.
i) ||u||® =17 <lolmak iizere biitin ueW,(Q) i¢in &(u)>7>0 olacak sekilde 7 ve
7 pozitif reel sayilar1 vardir.
ii) ], >L&(e) <0 olacak sekilde e €W, (€2) meveuttur.
Ispat
1) (f3) kosulundan, 56(0,1) ile birlikte verilen herhangi bir € e (0, 57 /2cfcg)ic;in

q
|F(x,t)|£ €|(:| VxeQlt|<s

yazabiliriz. Diger taraftan,

1 Yop®—q
= = o°lop’—q 1
ol =m=( ] e

olacak sekilde ueW;®(Q) olsun. Ayrica, Onerme 4.2.3 ve W, (Q)G L*(Q) siirekli
gommesinden, yani; YueW,”(Q) i¢in |u|q <G, |u, olacak sekilde 3c, = C(|Q|) >0

vardir. Dolayisiyla,

o(0)> 2 Jox/sl | - e

m oo’ €
By Sl

m g € 1 » €
> Lyll”? == G| 257 —=¢8 |pd =
e T e T

yani £(u)>7>0 oldugu elde edilir.

ii) Oncelikle, t>1 ve s>0 igin ®(ts) St"’od)(s) saglanir. Gergekten, (4.2.5)
varsayimina gore

2¢(2)

<@’ Vz>0
o(z) 77

yukardaki denkleme mevcuttur. Buradan da asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

J-ts gD(Z) < ts¢_0dZ
s ®D(z) sz
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log®(ts)—log®(s) < logt”’

D(ts) <t” d(s)

Ayrica, 0 ¢ eW*?(Q) ve 1<teR olsun. Bu durumda, (4.3.2.) ve 6> o9p° >2q

yardimiyla

e(tg) = 2t"¢’ (I D(x |Vu|)dx) +—j (x)|g*" dx+th a(x) B(x)|g| dx
+j X )dx — ct I 9| dlx

denklemi elde edilir. Bu son esitsizlikte, t —+oo iken &(t¢)—>—oo elde ederiz. Daha
sonra da yeteri kadar biiyiik t>1 igin, eger || >7 ile birlikte tg=e alimrsa
¢(e) <0 elde ederiz.

Yardimci Teorem 4.3.7. (f1) ve (f2) kosullar1 altinda ¢, (PS) kosulunu saglar.

Ispat
Herhangi bir {u,} =W, *(Q) dizisi ve ¢ > 0sabiti i¢in

£(u,) &'(u,)

kosullarinin saglandigini kabul edelim.

.0 (4.3.11)

o)

Ik olarak, (u,) dizisinin Wy® () de sinirli oldugunu gosterelim. Aksine, (u,) dizisi
W,® (Q) de sinirli olmasin. Yani, n — coiken ||un||¢ > ve ek olarak ||un||® >1 olsun.

Daha sonra, (4.3.11) den dolay1 mevcuttur bir C >0 reel sayisi igin
[l ]
A a n
C+||un||25(un):A(p(un))+J'Q 5 { ] —ﬂ(x)} dx—J'QF X,u
m e G
>_1 d
7 = ] Juf o
My e
>_ 2 —
2 —u ;" ~clu,

esitsizligini yazabiliriz. Diger taraftan, yukardaki esitsizligi ||un||; boliip ve n— 400
alindiginda zaman op, >s>1 ifadesi ile geliski elde ederiz. Bu yiizden (un),

WA (Q) de siirlidir. Dolayistyla, W, (Q) Yansimal1 Banach uzay1 oldugundan, (un)
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dizisinin zayif olarak ueW,®(Q) ya yakinsayan bir alt dizi mevcuttur. Simdi, bu

yakinsamanin gii¢lii oldugunu gosterecegiz. O halde, (4.3.11) kullanirsak

(&' (un),u, —u) = A(p(u,)(P'(u,) b, —u>)+J.Qa(x)[%—ﬁ(x)j|un|q2 u, (u, —u)dx

—_[ u —u dx—>0

yazabiliriz. Diger taraftan, (f1), W,"* (Q)G L (Q) kompakt gobmmesi ve Holder
esitsizliginden

U X,u,)(u, —u dx‘<f lu, |Slu lu, —u|dx < |lu,

lu,—u|. >0 (4.3.12)

S
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elde ederiz. Benzer sekilde, W,® (Q)G L (Q), Wy (Q)GL"(€2) kompakt
gémmelerinden ve Holder esitsizliginden

J.Qa(x)[m_ﬁ(x)]|un|q2 u, (u, —u)dx

q

< 6.|'Q(|un|q 7L1)|ur1|(171|un —uldx

_ 2q-1 1
<C (_[Q|un| ! |u, —u|dx+.[Q|un|q |u, —u|dx)

U, |

— 29-1 -1
Sc{ N I P TRV T q|un—u|qJ—>O (4.3.13)
_: g-1

olarak buluruz. Burada €T = 2max[supxeQ a(x)Xsup, ﬂ(x)ll dir. O halde, (4.3.12)
aq

ve (4.3.13) esitsizliklerini kullanarak
A(p(uy) (2 (uy).u, —u)) =0
elde ederiz. Bu durumda, (4.2.4) ve (AO) kosullarindan dolayr (u,) giiglii bir sekilde

u eWOM’ (Q) ye yakinsar. Sonug olarak; ¢, (PS) kosulunu saglar.

Teorem 4.3.3 iin ispati;

Yardimei teorem (4.3.7) ve ( 4.3.9) den dolay1 fonksiyonel & Mountain-Pass teoreminin
(Ambrosetti ve Rabinowitz, 1973) kosullarini saglar. Bu ylizden (4.1.1) probleminin
stfirdan farkli en az bir zayif ¢6zlimii vardir. Bu ¢oziim & fonksiyonelinin ayni

zamanda Kkritik noktasidir.
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4.4. Ornekler

Bu boliimde, sonuglarimizi basarili bir sekilde uygulayacagimiz somut problemler

sunacagiz. Farz edelim ki

A(t)=1
a(t)=f""
B(x)=1 (4.4.1)
a(x)=a =const >0
f (X,t) :|t|7_2t,7/ eR,y>1
p=q=2
Daha sonra (4.1.1) denklemi Ginzburg-Landan (GL) sinifi denklemi
2
_Vzwm[%_l}” ="y .0 (4.4.2)

v =0,0Q
denklemine doniisiir. Burda  stiper iletken durumu tanimlayan microdalga fonksiyonu

ve |l,y|2si'1per iletken elektronlarin yogunlugunu gosteriyor. Bu denklem, ilk olarak

(Ginzburg, Landau, 1950) 6nerildi. Siiper iletkenlik alaninda GL denklemi makroskobik
stiper iletkenlik olaylarin1 anlamada 6nemli bir rol oynar. GL denklemleri ile ilgili
detayli bilgi icin (Bethuel, Bresiz, ve Hlein, 1994; Bethuel, Bresiz, ve Hlein, 1993;
Comte ve Mironezcu, 1999; Jimbo ve Morito, 2001; Lefter ve Radulescu, 1996; Lu ve
Pan, 1996;Lu ve Pan, 1996 Mironescu, 1995; Morito, 2001;Struwe, 1993.)
referanslarina bakiniz.

Problem (4.4.2) ye karsilik gelen enerji fonksiyoneli, GL enerji olarak adlandirilir ve

asagidaki gibi tanimlanmustir.

eWy? >R,

1 : 21
a(w)=5 ] Vvl dX+fQ(‘”T—1) dX—;IQIV/V dx

ve fonksiyonel ¢. m kritik noktalar1 esdeger norm ||

2 ( poincare esitsizligine gore )
ile birlikte
W, (Q) ={y eW,? (Q):y =0,0Q}

iginde
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2

e =l = ([ Vvl %)

deki gibi tanimlanmistir. Burada,

%

OX;

Wl’Z(Q):{y/e LZ(Q):a—We L*(Q),i :1,2,...,N} dir.

Teorem 4.4.1. 4<y<2 = NZN

ve O0<a <1 in sagladigimi varsayalim. Daha sonra

(4.4.2) probleminin W, (Q) de sonsuz ¢oklukta ¢oziimii vardir.

Ispat

(4.1.1) probleminde goriinen biitiin fonksiyonlarin, (4.4.1) sagladigindan biitiin gerekli
sartlar (AQO) ve (f1)-(f4) (4.4.2) problemi i¢in saglar. Bu yiizden, (4.4.2) problemi igin
yardimci teorem 4.3.6. ve yardimer teorem 4.3.7 saglandigini kolayca gosterebiliriz.
Bunu sdylemek ile birlikte, farkli bir yaklasim gerektirdiginde yardimci teorem 4.3.7.

ispatinin 6zl anahatin1  vermek istiyoruz. Bu amagla, Palais-Smale dizisi

(u,) =Wy?(Q) igin
&(uy,)

Tekrar ¢eliski ile ”un”w >1 oldugunu varsayalim. (4.4.3) ger¢eklerinden dolay1 C,

&(u,)—>c ve —0 (4.4.3)

(wi*(e))

A<k <y sartim saglayan x pozitif reel sayilarmm varlign ve W;? (Q)G LZ(Q)

gdmmesi ile birlikte

4
Z(E_EJHUHMZ | [M_|un|2+1}1x
2 K wo2%l 4
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('“' |u|}dx+ Lol o
(5 o e e

k>4 ve O<a<l oldugundan (u,), W,?(Q) i¢inde smurhdir. W,?(Q) nim
Yansimali bir Banach uzay oldugunu géz éniinde bulundurursak, u e W, (Q) ya zayif

bir sekilde yakinsayan (un) alt dizisi vardir. Daha sonra (4.4.3) i kullanarak

2
<gi(un),un—u>:J.QVun(Vun—Vu)dx+J.Q{%— } u)dx - J‘ [y, (u, —u)dx —
Ayrica, Holder esitsizliginden ve W;?(Q)GL'(Q) ve Wy?(Q)GL'(Q) kompakt
gommesinden dolay1
ool vy (v, ~u)dx >0 (4.4.4)

ve

L{%—l}un (u, —u)dx

saglandigini sirastyla (4.3.12) ve (4.3.13) de oldugu gibi kolayca goriilebilir. Bu yiizden,
(4.4.4) ve (4.4.5) dolayr

[ Vu,(Vu, -Vu)ix -0 (4.4.6)

-0 (4.4.5)

elde ederiz. Diger taraftan,

(L(v)w)= IQ|VV| P vvwwdx, p >1 (4.4.7)
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olarak tanimlanan L :W,? (Q)CUS(WOL2 (Q))* operatorii S, tipindedir ( bkz Teorem 3.1,
Fan ve Zhang, 2003). Dolayisiyla, p=2,v=u, vew=u,—u ifadelerini (4.4.7)
denkleminde yerine koyarsak IQVun(Vun—Vu)dx olarak elde ederiz. Bu da S,
sinifinda oldufunu gosterir.  Bu yiizden (4.4.6) dan ve W;?(Q) i¢inde u, —>u
yakinsamasindan dolayr &, fonksiyoneli (PS) sartin1 saglar. Sonu¢ olarak (4.4.2)

problemi W;#(Q) da basit olmayan ¢oziime sahiptir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu calismamizda

_A(JQQ(Vu(x))dx)div(a(Vu(x))Vu(x))Jra(x)[u(:)—ﬂ(x)]u(x)“u =f(xu) Qda

u =0 0Q Uzerinde

denklemini sifirdan farkli zayif ¢oziimleri aragtirllmigtir. Bu zayif ¢oziimleri bulmak

icin Mountain Pass geometrisi teoremi kullanilnistir.

5.2 Oneriler

1) Calismamizda kullandigimiz (4.1.1) denkleminde Fountain teoremini uygulayarak
stfirdan farkli en az iki kritik noktasinin varligi gosterilebilir.

2) Calismamizda (4.1.1) denkleminde p yerine p(x) alinip; Mountain Pass teoremleri
kullanilarak sifirdan farkli en az bir kritik noktasinin varlig1 gosterilebilir.

3) (4.1.1) denkleminde p yerine p(x) kullanilarak Fountain teoremi ¢alisilabilir. Boylece

sifirdan farkli en az iki kritik noktasinin varligi gosterilebilir.



56
KAYNAKLAR

Adams, R.A., 1975, Sobolev spaces, Academic Press, New York.

Adams,R.A. ve Fournier,J.J., 2003,Sobolev Space. Elsevier Science.

Alves, C.O. ve Ferreira, M. C., 2015, Existence of solutions for a class of p(x)-
Laplacian equations involving a concave- convex nonlinearity with critical
growth in RN, Topological Methods in Nonlinear Analysis, 45 (2), 399-422.

Ambrosetti, A. ve Rabinowitz, P. H., 1973, Dual variational methods in critical point
theory, J. Funct. Anal., 14, 349-381.

Avci, M., Cekic, B. ve Mashiyev, R.A., 2011, Existence and multiplicity of the
solutions of the p(x)-Kirchhoff type equation via genus theory, Math. Meth.
Appl. Sci. 34 (14) 1751-1759.

Avci, M. ve Pankov, A., 2018, Multivalued Elliptic Operators with Nonstandard
Growth, Advances in Nonlinear Analysis 7 (1) 35-48.

Ayazoglu (Mashiyev), R. ve Avci, M., 2016, N.T. Chung, Existence of Solutions for
Nonlocal Problems in Sobolev- Orlicz Spaces via Monotone Method, Electronic
Journal of Mathematical Analysis and Appl. 4 (1) 63-73.

Bethuel, F., Brezis, H.ve Hlein, F.,1994, Ginzburg-Landau Vortices, Birkhuser,

Bethuel, F., Brezis, H. ve Hlein, F., 1993, Asymptotics for the minimization of a
Ginzburg-Landau functional, Calculus of Variations and PDE 1 123-148.
Bonanno, G., Molica Bisci, G. ve R adulescu, V., 2012, Quasilinear elliptic non-
homogeneous Dirichlete problems through Orlicz-Sobolev spaces, Nonlinear

Anal. TMA 75 4441-4456.

Boureanu, M.M. ve Udrea, D.N., 2013, Existence and multiplicity results for elliptic
problems with p(.)-Growth  conditions, Nonlinear Analysis: Real World
Applications 14 (4) 1829-1844.

Chipot, M., 2009, Elliptic Equations: An Introductory Course, Birkhuser Verlag AG,
Basel,

Colasuonno, F. ve Pucci, P., 2011, Multiplicity of solutions for p(x)-polyharmonic
Kirchhoff equations, Nonlinear Anal. 74 5962-5974.

Corr'ea, F.J.S.A. ve Figueiredo, G.M., 2009, On a p-Kirchhoff equation via
Krasnoselskiis genus, Appl. Math. Letters 22 819-822.



57

Comte, M. ve Mironescu, P., 1999, Minimizing properties of arbitrary solutions to the
GinzburgLandau equation, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh
Section A Mathematics 129 (6) 1157-1169.

Cruz-Uribe, D.V.ve Fiorenza, A., 2013, Variable Lebesgue Spaces: Foundations and
Harmonic Analysis, Springer, Basel,

Cianchi, ve Andrea., 1996, A Sharp embedding theorem for Orlicz-Sobolev Spaces,
indiana Univ.J.45,39-65

Diening, L., Harjulehto, P., Hasto, P. ve Ruzicka, M., 2011, Lebesgue and Sobolev
spaces with variable exponents, Lecture Notes in Mathematics, vol. 2017,
Springer-Verlag, Heidelberg,

Donaldson, T.K. ve Trudinger, N.S.,1971, Orlicz-Sobolev spaces and imbedding
theorems, J.Funct.Anal., 8, 52-75.

Fan X.L. ve Han X.,2004, Existence and multiplicity of solutions for p(x)-Laplacian
equations in RN. Nonlinear Anal.59:173-188.

Fan, X.L.,2012, Differential equations of divergence form in Musielak-Sobolev spaces
and a sub-supersolution method, J. Math. Anal. Appl. 386 593-604.

Fan, X.L., 2010, On nonlocal p(x)-Laplacian Dirichlet problems, Nonlinear Anal. 72
3314-3323.

Fan, X.L. ve Zhang, Q.H.,2003, Existence of solutions for p(x)-Laplacian Dirichlet
problem, Nonlinear Anal. 52 1843-1852.

Fan, X.L. ve Zhao, D., 2001, On the spaces Lp(x)(Q2) and W m,p(x)(Q2), J. Math. Anal.
Appl. 263 424-446.

Fang, F. ve Tan, Z.,2012, Existence and Multiplicity of solutions for a class of
quasilinear elliptic equations: An Orlicz-Sobolev setting, J. Math. Anal. Appl.
389 420-428.

Fukagai, N., Ito, M. ve Narukawa, K. 2006, Positive solutions of quasilinear elliptic
equations with critical Orlicz- Sobolev nonlinearity on RN, Funkcial. Ekvac. 49
235-267.

Galewski, M. 2005, A new variational method for the p(x)-Laplacian equation, Bull.
Australian Math. Soc. 72 (1) 53-65.

Ginzburg, V. ve Landau, L.1950, On the theory of superconductivity,
Zh.exper.teor.Fiz. 20 1064-1082.



58

Harjulehto, P., Hasto, P. ve Kl'en, R., 2016, Generalized Orlicz spaces and related
PDE, Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Appl. 143 155173.

Hudzik, H., 1976, On generalized Orlicz-Sobolev space, Funct. Approx. Comment.
Math. 4 37-51.
Heidarkhani, S., Caristi, G. ve Ferrara, M., 2016, Perturbed Kirchhoff-type Neumann
problems in Orlicz-Sobolev spaces, Comput. Math. Appl. 71 2008-2019.
Jimbo, S.ve Morito, Y., 2001, Notes on the limit equation of vortex motion for the
Ginzburg-Landau equation with Neumann condition, Japan J. Indust. Appl.
Math. 18 483-501.

Kirchhoff, G., Mechanik, Teubner, Leipzig, 1883.

Krasnosels’kii, M. ve Rutic’kii, J., 1961, Convex Functions and Orlicz Spaces,
Noordhoff, Groningen.

Krasnosel’skii, M.A., ve Rutickii, Ya.B., 1961, Convex Functions and Orlicz
Spaces.Noordhoff, Groningen, The Netherlands.

Kufner, A., John, O.ve Fucik, S., 1977, Function Spaces, Noordhoff, Leyden.

Lefter, C. ve R adulescu, V.D., 1996, On the Ginzburg-Landau energy with weight,
Annales de I’Institut Henri Poincar C, Analyse Non Linaire 13 (2) 171-184.

Lu, K. ve. Pan, X.B., 1996, Ginzburg-Landau equation with DeGennes boundary
condition, J. Differential Equations 129 136-165.

Luxemburg, W.,1955, Banach Function Spaces, (Thesis), Technishe Hogeschool te Delft,
The Netherlands.

MihTailescu, M. ve Radulescu, V. 2008, Neumann problems associated to non-
homogeneous differential operators in Orlicz-Sobolev spaces, Ann. Inst. Fourier
58 2087-2111.

Mironescu, P.,1995, On the stability of radial solutions of the Ginzburg-Landau
equation, J.Func. Anlaysis 130 334-344.,

Morito, Y.,2001, Stable solutions to the Ginzburg-Landau equation with magnetic
effect in a thin domain, Japan J. Indust. Appl. 21 129-147.

Musielak, J.,1983, Modular spaces and Orlicz spaces, Lecture Notes in Math, vol.1034,
Springer-Verlag, Berlin.

Musayev B. ve Alp M., 2000, Fonksiyonel Analiz. Balcit Yaymnlar: Tic.Ltd.Sti Kiitahya.

Rabinowitz, P.H., 1986. Minimax Methods in Critical Point Theory with Applications

to Differential Equations, Amer. Math. Soc., Providence, R.I.



59

Rao, M.M. ve. Ren, Z.D., 1991, Theory of Orlicz Spaces, Marcel Dekker Inc., New
York.

R~adulescu, V.D. ve Repov’s, D.D.,2015, Partial Differential Equations with Variable
Equations: Variational Methods and Qualitative Analysis, CRC press, New
York,.

Struwe, M., 1993, Une estimation asymptotique pour le modle de Ginzburg-Landau, C.
R. Acad. Sc. Paris 317 677-680.

Siddigi A.H.,2004, Applied Functional Analysis. Marcel Dekker Inc. New York.

Willem M.,1996, Minimax Theorems. Birkhauser.Basel

Yucedag, Z., 2015, Existence of Solutions for p(x)-Laplacian Equations Without
Ambrosetti-Rabinowitz Type Condition, Bull. Malaysian Math. Sci. Soc. 38 (3)
1023-1033



60

OZGECMIS
KIiSISEL BiLGILER
Ad1 Soyadi : Berat SUER
Uyrugu . T.C
Dogum Yeri ve Tarihi : Derik-01.06.1979
Telefon :
Faks :
e-mail . beratsuer72@gmail.com
EGITIM
Derece Ady, Tlge, 11 Bitirme Y1l
Lise . Fatih lisesi Diyarbakir 1996
Universite . Dicle Universitesi Diyarbakir 2001
IS DENEYIMLERI
Yil Kurum Gorevi
2001-2019 M.E.B Ogretmen

UZMANLIK ALANI Fonksiyonel Analiz

YABANCI DIiLLER Ingilizce

BELIRTMEK iSTEGINiZ DiGER OZELLIiKLER

YAYINLAR

Siier, B., Yiicedag, Z. ve Avci, M., 2018, A class of nonlocal elliptic equations

in orlicz-sobolev spaces, EJONS International Congress On Mathematic, Engineering

and Natural Sciences-I11, Mardin- Tiirkiye, 41.(Yiiksek Lisans tezinden yapilmistir).

Siier, B., Yiicedag, Z. ve Avci, M., 2018, Solutions of ginzburg-landau-type equations
involving variable exponent, EJONS International Congress On Mathematic,

Engineering and Natural Sciences-111, Mardin- Tirkiye, 36.

Avci, M. ve Siier, B., 2019, On a nonlocal problem involving a nonstandard
nonhomogeneous differential operator, Journal of Eliptic and Parabolic Equations,5(1),
47-67.



