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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

ORLICZ UZAYLARINDA P-AMEMIiYA NORMUNA GORE BAZI
GEOMETRIK OZELLIKLER

Badik Hiiseyin UYSAL

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

Bu tez ¢alismasinin iki temel amaci vardir.

Ik olarak, modiiler uzaylarin bir 6rnegi olan Orlicz uzaylari iizerinde p-Amemiya norm
ailesini (1 < p < ) tanitmak ve infimum degerini aldig1 parametreleri siniflandirmaktir.

Ikinci olarak, Orlicz uzaylarinin Luxemburg ve Orlicz normlarina gore incelenen ug noktalari
ve yuvarlakligi gibi geometrik 6zelliklerini p-Amemiya normuna gore incelemektir. Bu

tez kapsaminda [5] makalesinde incelenen geometrik 6zellikler derlenerek Orlicz uzaylari
tizerinde biitiinciil olarak ele alinip kargilagtirilmig ve ispatlar1 ayrintili olarak verilmistir.

Haziran 2021, 116 sayfa.

Anahtar kelimeler: Orlicz uzaylari, p-Amemiya normu, u¢ nokta, yuvarlaklik.

vii



SUMMARY

M.Sc. THESIS
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This thesis has two main purposes.

The first aim is to introduce the p-Amemiya norm family (1 < p < o) on Orlicz spaces,
which are examples of modular spaces, and to classify the parameters at which the norms
attain their infimums.

The second aim is to examine geometric properties such as extreme points and rotundity
in Orlicz spaces with respect to p-Amemiya norms, which are studied with respect to
Luxemburg and Orlicz norms. In this thesis the geometric properties examined in the article
[5] are considered and compared in a unified manner on Orlicz spaces and their proofs are
given in detail.
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1 GIRIS

Bu tezin temel amaci, Lebesgue uzaylarinin dogal bir genislemesi olan Orlicz uzaylari
tizerinde yeni bir norm olan p-Amemiya (1 < p < o) normunu tanitip bu norma gére Orlicz

uzaymnin geometrik yapisini incelemektir.

Orlicz uzaylar1 Orlicz normu kullanilarak W. Orlicz tarafindan 1932 yilinda tanmitilmigtir
[17]. Daha sonra Orlicz uzaylar iizerinde denk norm olan Luxemburg normu tanitilmigtir
[12]. 1983 yilinda J. Musielak tarafindan Orlicz uzaylariin modiiler uzaylarla iligkileri
incelenmis ve Orlicz uzaylarmin bir modiiler uzay oldugu gosterilmistir [14]. Ote yandan,
Orlicz uzaylarinin geometrik 6zellikleri H. Hudzik ve M. Wisla tarafindan, Orlicz normu
ile incelenmigtir [9]. Orlicz uzaylarinin geometrik 6zellikleri daha ayrintili sekilde S. Chen
tarafindan ¢aligitlmistir [1]. 1k kez 2008 yilinda, Y. Cui, L. Duan, H. Hudzik ve M. Wisla
tarafindan Orlicz ve Luxemburg normlarini kapsayan p-Amemiya (1 < p < o) normu Orlicz
uzaylarinda tanitilmis ve bu norma goére Orlicz uzaylarinda birim yuvarin u¢ noktalari,

yuvarlaklik gibi bazi geometrik 6zellikleri incelenmigtir [5].

Orlicz uzaylarinda verilen Orlicz, Luxemburg ve p-Amemiya (1 < p < o) normlart i¢in
literatiirde verilen geometrik Ozelliklerin karsilastirip yorumlanmasini amaglayan bu tez

calismasinin genel kisimlari sekiz boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim on bilgilerden olusmaktadir. Tezde kullanilan temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir. o-sonlu, atomsuz ve tam 6l¢ii uzay1 (G, X, i) tizerinde yogunlagilmstir.

Ikinci boliimde, Orlicz fonksiyonlar1 ve ozellikleri tanitilarak sonraki boliimlerde

kullanilmak {izere 6nemli 6nermeler ve sonuglar verilmistir.

Uciincii béliimde, modiiler fonksiyon araciligiyla olusturulan modiiler uzay tamitilmistir.

Yine, ® bir Orlicz fonksiyonu ve f : G — R olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere
po(f) = [ ®(f(1))du
G

seklinde tanimlanan modiiler fonksiyon araciligiyla modiiler uzaylarin bir 6rnegi Ly, (G)



Orlicz uzay: tanitilarak bu uzayda denk normlar Luxemburg ve Orlicz normlar1 verilmistir.

Dérdiincti boliimde, Ly, (G) Orlicz uzay: iizerinde 1 < p < oo ve her f € Ly, (G) icin

p-Amemiya fonksiyonu

inf (14 ph (k)7 1< p<os
>
1 llpa =

infk~! max{1,po(kf)} p ==

>

seklinde tamimlanmugti. Daha sonra, Onerme 2.4.2 de p = o igin co-Amemiya
fonksiyonunun Luxemburg normuna esit oldugu gosterilmistir. Bu ifade kullanilarak 1 <
p < oo icin p-Amemiya fonksiyonunun Teorem 2.4.6 da Luxemburg ve Orlicz normuna denk

bir norm oldugu gosterilmis ve p = 1 durumunda Orlicz normuna esit oldugu elde edilmistir.

Besinci ve altinc1 boliimlerde, oncelikle p-Amemiya normunun elde edilebilirligi diger
bir deyisle infimum degerini aldig1 £ > 0 sayilarmin ¢aligilabilmesi icin gerekli altyapi
olusturulmus ve daha sonra p-Amemiya normunun elde edilebilirligi Teorem 2.5.24 de ele
alinmistir. Daha sonra bu k sayilarinin siniflandirilmasi yapilarak p-Amemiya normununun

calisilmasi daha kolay hale getirilmistir.

Yedinci ve sekizinci boliimlerde, ise tezin temel amaglarindan biri olan Ly, (G) Orlicz
uzaylarinda verilen tiim normlara gore birim yuvarin u¢ noktalar1 ve yuvarlaklik gibi bazi
geometrik Ozellikleri incelenmigstir. Buna gore, 1 < p < oo i¢in p-Amemiya normunun
Orlicz ve Luxemburg normlarindan daha giiclii bir norm oldugunu gosteren cesitli drnekler

verilmistir.

Ayrica, tezin bulgular, tartisma ve sonug¢ kisminda tezde ele alinan konularin 6nemli noktalari
Ozetlenerek, literatirde mevcut calismalar biitiinciil bir bakis acisiyla yorumlanmistir.

Konuyla ilgili yapilmas1 planlanan ¢alismalar belirtilerek ileriye doniik hedefler sunulmustur.



2 GENEL KISIMLAR

Genel kisimlar sekiz boliimden olusmaktadir. {1k boliim olan &n bilgilerde tezde kullanilan
temel tamm ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde, ® Orlicz fonksiyonlar1 tanitilarak
ilerleyen boliimler icin altyap: olusturulmustur. Uciincii boliimde, modiiler uzaylarin bir
ornegi olan Ly, (G) Orlicz uzaylan ve iizerinde tanimli normlar ¢alisilmistir. Dordiincii
boliimde, Orlicz uzaylar iizerinde yeni ve daha genel bir norm olan p-Amemiya (1 < p < =)
norm ailesi tamtilip Luxemburg ve Orlicz normlarina denkligi verilmistir. Besinci boliimde,
p-Amemiya (1 < p < o) normunun elde edilebilirligi diger bir deyisle infimum degerini
aldig1 k£ > 0 sayilari calisilmigtir. Altinci boliimde, bu sayilarin siniflandirilmas: yapilmistir.
Yedinci boliimde, Orlicz uzaylarinin kapali birim yuvarinin u¢ noktalart ¢alisilmigtir.
Sekizinci boliimde, Orlicz uzaylarinin yuvarlaklig incelenerek 1 < p < oo i¢cin p-Amemiya

normunun, Orlicz ve Luxemburg normlarindan ayiran 6zellikleri sunulmustur.

2.1 ON BILGILER

Bu kisimda, Olgii teorisine iligkin tanim ve teoremler verilmistir. Bu kistmdaki genel bilgiler

[4] kaynagindan alinmigtir.

Tanmm 2.1.1 G bostan farkli bir kiime olsun. G kiimesinin £ C Z?(G) alt kiimelerinin bir

ailesi
1.0,Ge,

2. Her A€ X i¢in G\A €L,

3. Her n€ N icin A, € X ise UAnGZ

n=1

kosullarini sagliyorsa, bir o-cebiridir denir.

G bostan farkli bir kiime ve £ da G iizerinde bir o-cebiri olmak iizere (G,X) ikilisine
oOlciilebilir uzay, X daki her bir kiimeye de X-0l¢iilebilir kiime veya sadece ol¢iilebilir kiime

denir.



Tanim 2.1.2 (G, X) ol¢iilebilir uzay olmak iizere o-cebiri iizerinde tanimhi 1t fonksiyonu,

2. Her A€ X i¢in u(A) >0,

p(An)

s

1

n

3. (A,), X daikiserli ayrik kiimeler dizisi ise p ( U A, ) =
n=1
kosullarini sagliyorsa i ye X tizerinde bir 6l¢ii denir. Bu durumda, (G, X, i) 6l¢ii uzayi olarak
adlandirilir.

Tanmm 2.1.3 (G,X,u) 6l¢ii uzayi olsun. G € X igin u(G) < oo ise u dlgiisiine sonlu dl¢i,
(G,X, u) 6l¢ii uzayma sonlu 6l¢ii uzayi denir. Daha genel olarak, X daki bir (A,) dizisi igin

G=|JA, ve u(A,)<e,neN
n=1
ise u ol¢iisiine o-sonlu 6l¢ii ve (G, X, u) ticliisiine de o-sonlu 6l¢ii uzay: denir.

Tanmm 2.14 (G,X,u) ol¢ii uzayi, A € £ ve t(A) > 0 olmak iizere her B C A dlciilebilir
kiimesi i¢in u(B) = 0 veya u(B) = u(A) oluyor ise A kiimesine u dl¢iisiiniin bir atomudur

denir.

Eger u(A) > 0 olacak sekilde bir A € X kiimesi bir atom iceriyor ise i dl¢iisiine atomik ol¢ii

ve bu durumda (G, X, i) 6l¢ii uzayina atomik l¢ii uzay: denir.

Eger (G,X, 1) uzayinda hig¢ bir atom yok ise u ol¢iistine atomsuz (atomik olmayan) 6l¢ii ve
(G,X, 1) uzayma atomsuz 6l¢ii uzay1 denir.

Ornek 2.1.5 G =N, £ = #(G) ve u sayma Olgiisii olmak iizere her tek nokta kiimesi u
Olciisiiniin birer atomudur.

Ayrica G = R i¢in X Borel cebiri, u Lebesgue ol¢iisii olmak iizere (G, X, L) uzay1 atomsuz

Olcili uzayidir.

Tanmm 2.1.6 (G,X, u) 6l¢ii uzayi olsun. Eger
ACBeX ve u(B)=0 iken Ac X

kosulunu saglhiyorsa u olciisiine tam 0l¢ii denir.



Tamm 2.1.7 (G,X,u) 6lcii uzay: olsun. Eger belirli bir 6zellik u(A) = 0 olan bir A € X
kiimesinin disindaki her noktada gecerli ise bu 6zellik G iizerinde p-hemen hemen her yerde

(¢ - h.h.h) gecerlidir denir.

Tamim 2.1.8 (G,Xs), (H,Xy) iki olgiilebilir uzay ve f : G — H bir fonksiyon olmak iizere
her E € Xy i¢in
fUE) X6

oluyorsa, f fonksiyonuna 6l¢iilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.1.9 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (G,X,u) ol¢ii uzay1 ve (f,), G iizerinde

taniml1 asagidaki kosullar saglayan olciilebilir fonksiyon dizisi olsun.
1. Gizerindeher n € N igin 0 < f,,(t) < fu+1(¢f) <o p-hhh

2. limf,=f u-hhh
n—soo

Bu durumda f dl¢iilebilir fonksiyondur ve

lim /fnduz/fdu
n—soo
G G
gecerlidir.

Teorem 2.1.10 (Fatou Lemmasi) (G,X, 1) 6l¢ii uzayi olmak iizere her n € N igin

fn: G — [0,00] 6l¢iilebilir fonksiyon dizisi ise
/ liminf f,dy < liminf / fudp
n—roco n—oo
G G

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.1.11 (Lebesgue Sinirli Yakinsalik Teoremi) (G,X, i) ol¢ii uzayi olmak iizere g,
G iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve (f,) G tizerinde agagidaki kosullar1 saglayan

Ol¢iilebilir fonksiyon dizisi olsun.
1. limf,=f u-hhh
n—oo

2. Her ne€ N i¢in |f,(r)] < |g(¢)| u-h.hh.



Bu durumda her n € N i¢in f, f1, f2, ..., f, fonksiyonlari integrallenebilirdir ve
tim [ fudu= [ fu
n—oo
G G

bulunur.

Tanim 2.1.12 (G, X, u) 6l¢ii uzayi ve 1 < p < o olsun. Bu durumda f : G — R olmak iizere
[1rwrdu <
G

kosulunu saglayan olgiilebilir f fonksiyonlarinin hemen hemen her yerde esitlik bagintisina

gore denklik siniflarinin olusturdugu uzay LP(G) ile gosterilir. Yani,
LP(G) = f:G— R f olgiilebilir Ve/|f(t)|pdu < oo
G

olur ve bu uzay iizerinde norm

1
p

1fll, = | [ 17017

G

ile verilir. Ayrica p = oo ise

L*(G) = {f : G — R | f olgiilebilir ve esssup | f(7)| < 00}
teG

seklinde tanimlidir ve esasen sinirh fonksiyonlarin uzayi olarak adlandirihir. L (G) tizerinde

norm

[1f1le = esssup [ f(2)]
teG

ile verilir.



2.2 ORLICZ FONKSIYONLARI

Asagida verilen tanim ve Ozellikler i¢in [1], [5] ve [20] kaynaklarindan yararlanilmistir.

Tanim 2.2.1 Bir konveks @ : R — [0, o] fonksiyonu

l. Heru € R igin ®(—u) = D(u),

3. RT =[0,0) iizerinde sol siirekli,

4. lim ®(u) = oo

U—r0

kosullarini sagliyorsa & fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir.

Tanmim 2.2.2 ® Orlicz fonksiyonu olmak iizere
Y(v) = sup{u|v| —D(u) : u>0}

ile tanimlanan ¥ fonksiyonuna & fonksiyonunun biitiinler (tamlayan / tiimleyen) fonksiyonu
denir. ¥ fonksiyonu da bir Orlicz fonksiyonudur ve (P, W) ikilisi biitiinler Orlicz fonksiyon
cift olarak adlandirilir.

Ornek 2.2.3 Asagida (®,P) biitiinler Orlicz fonksiyon ¢ifti icin 6rnekler verilmistir.

. 1<p,g<oo, %—k%{ = 1 olmak iizere ®(u) = % Orlicz fonksiyonunun biitiinler
fonksiyonu
[v[?
Y(v) =—
seklindedir.

2. ®(u) = el — |u| — 1 Orlicz fonksiyonunun biitiinler fonksiyonu
W) = (14 [v)) In(1+[v]) = |v]

seklindedir.



Teorem 2.2.4 ® : R — [0,o0] bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda & fonksiyonu i¢in
u
®(u) = /(p(t)dt, >0
0

temsili gegerlidir. Burada, ® fonksiyonunun sag tiirevi ¢ : Rt — [0,%0] , ¢(0) = 0 olacak
sekilde R™ iizerinde artan ve soldan siirekli bir fonksiyondur. Ayrica, ¢ fonksiyonunun
sonsuz degerini aldig1 yerlerde ® fonksiyonu da sonsuz degerini alir. Yine, ¢ fonksiyonunun

tersi Y fonksiyonu olmak iizere ® Orlicz fonksiyonunun biitiinler fonksiyonu

W(y) = / w(t)di, v>0
0

ile tanimlanan ¥ bir Orlicz fonksiyonudur.

Onerme 2.2.5 (Young Esitsizligi) ® : Rt — R bir Orlicz fonksiyonu ve ¥, &

fonksiyonunun biitiinler Orlicz fonksiyonu olsun. O halde,
uw < P(u)+¥(v), u=0,v=0

esitsizligi gecerlidir. Esitlik, v = @(u) veya u = y(v) igin gegerlidir.

Tanmim 2.2.6 (A; Kosulu) @ bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bir K > 0 sayis1
P(2u) < KD(u), u>0

olacak sekilde varsa @ Orlicz fonksiyonu A, kosulunu saglar denir ve ® € A; ile gosterilir.

Onerme 2.2.7 ® bir Orlicz fonksiyonu olsun. O halde her 0 < u < v i¢in,

o< P _ W)
u v
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. @ konveks fonksiyon oldugundan,
P(u) —®(0) _ ®(v) —®(0)




gerceklenir ve ®(0) = 0 oldugunu kullanarak

bulunur.

Tanim 2.2.8 ® bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere
ag:=sup{u >0 : ®(u) =0} ve cep:=sup{u>0: ®(u) <o}
seklinde tanimlanir.
Onerme 2.2.9 (®,P) biitiinler Orlicz fonksiyon cifti olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

1. u<co

2. @(Jul) <

3. W(@(|u])) = [ulo(lu]) — B(u) < oo

Ispat. Kabul edelim ki, u < cg olsun. O halde, ¢(|u|) < oo bulunur. Aksi halde, u < cq

olmasiyla celisilir.

Tersine, @(|u|) < oo olsun. O halde, u < ¢ saglamr. Aksi halde, @(|u|) < o olmasiyla

celigilir. Dolayisiyla, (1) ve (2) ifadeleri denktir.

Kabul edelim ki, ¢ (|u|) <  olsun. O halde Onerme 2.2.5 kullanilirsa

D(u) +¥(@(|ul) = lul@(ul) = ¥(@(|u])) = [ul@(|u|) — D(u) < oo

bulunur. Tersi de benzer sekilde elde edilir. Boylece (2) ve (3) ifadeleri denktir.

Gozlem 2.2.10 Her |u| < cg igin

D(u) < oo ve W(P(Ju])) <eo
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olur. Ayrica, her |u| > cg i¢in

DP(u) =¥ (@(|ul)) =
bulunur. Ote yandan,
D(co) <W(@(cop)) = +oo
saglanir.
Onerme 2.2.11 ® bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere, u > 0 igin,

D (u)

Jo( <2 <o

elde edilir. Benzer sekilde, W biitiinler Orlicz fonksiyonu olmak tizere v > 0 i¢in,

bulunur.

ispat. Her u > 0 icin, ® fonksiyonunun tanimindan

D(2u) — P(u)
< —7 2.1
o) 2u—u @D
gerceklenir. Boylece, her u > 0 icin (2.1) ifadesi diizenlenirse
1 u D(u)
—0(=) < 2.2
59 < — (2.2)
olur. Diger taraftan,
@ 1y 1 1
WL L gtar < o) [1dr = ugw 3
u u u u
0 0
bulunur. O halde (2.3) ifadesi diizenlenirse,
D(u
W < pw) 2.4)
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saglanir. Boylece (2.2) ve (2.4) ifadelerinden

Loty <2

< o(u)

u

elde edilir.

Benzer sekilde W fonksiyonu i¢in de gosterilir.

Onerme 2.2.12 Her ¢ > 0 ve 0 < u < v < o icin asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.

Ispat. Kabul edelim ki, ®(u) = cu olsun. O halde, @(u) fonksiyonu @®(u) fonksiyonun sag

tiirevi oldugundan @(u) = ¢ bulunur. Dolayisiyla, Onerme 2.2.5 kullanilarak
Y(ou))=up(u)—d(u)=uc—cu=0

elde edilir. Boylece,

Y(o(u)) =0

bulunur.

Tersine, ¥(@(u)) = 0 olsun. O halde, Onerme 2.2.5 kullanilirsa u # 0 olmak iizere
u@(u) —d(u) =0= P(u) = up(u)

elde edilir. Buradan ¢ (u) = ¢ bulunur ve bdylece, ®(u) = cu gergeklenir. O halde, (1) ve (2)

ifadeleri denktir.

Onerme 2.2.13 & bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere a > 0 icin

. . D(u) .
L}grgo(au—db(u))<oo<:>ulgi; » —L}l_r;lo(p(u)—a
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gerceklenir.

Ispat. Kabul edelim ki, lim (au — ®(u)) < oo olsun. O halde,

U—5o00

tin (%7 ) = m (M) =0

olur.

Tersine lim @ = a olsun. Boylece, Onerme 2.2.11 kullanilarak
Uu—roo

. m 2
= =
o) > fim ==

elde edilir. Ayrica, @ fonksiyonunun tanimindan

¢(2u) < P Bu) — P(2u) _ P(3u) — P(2u)

3u—2u u

bulunur. Dolayisiyla,

lim ¢(u) < lim

<CI>(3M) - CI>(2u)>

U—yoo U—yoo u
o (2
_ 3 4im 2GW i 224
u—oo 3y u—oo 2
=3a—2a=a

gerceklenir. O halde lim @ (u) = a elde edilir. Boylece Onerme 2.2.5 kullanilarak

U—roo

ua —o(u) ="¥(@(u)) +u(a —¢(u))

<o)+ [ wlnd
o(u

)

a (u)
—w(o(u)+ [ widr— [y
=W¥(a) < oo

bulunur. Buradan, 1i_r>n (ua—P(u)) < e olur.
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Onerme 2.2.14

1. @ Orlicz fonksiyonunun 0 < u < e i¢in [0, v) araliginda dogrusal olabilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul u € [0,v) icin ¥(¢(u)) =0 olmasidir.

2. ® Orlicz fonksiyonunun orijinden gecen egik asimptotu olabilmesi i¢in gerek ve yeterli

kosul li_r>n Y(¢@(u)) < oo olmasidir.
U—yo0

Ispat. 1. Kabul edelim ki @ fonksiyonu [0,v) araliginda dogrusal bir fonksiyon olsun. O

halde Onerme 2.2.12 geregince u € [0,v) i¢in

¥(p(u) =0

elde edilir.

Tersine her u € [0,v) icin ¥(@(«)) = 0 oldugunu kabul edelim. O halde 2.2.12 6nermesinden

& fonksiyonunun [0, v) araliginda dogrusal oldugu elde edilir.

2. Kabul edelim ki, @ Orlicz fonksiyonunun orijinden gecen egik asimptotu var olsun. O

halde bir a > 0 i¢in

lim (au — P(u)) < +oo

U—o0
gerceklenir. Boylece, Onerme 2.2.13 uygulanirsa

. D(u) .
ML = e= e

elde edilir. O halde, Onerme 2.2.5 kullanilirsa

lim ¥(@(u)) = lim (u@(u) —P(u)) = lim (ua — P(u))

U—reo U—reo U—reo

bulunur. Boylece, (2.5) ifadesinden

lim ¥(@(u)) < +oo

U—r

gerceklenir.

(2.5)
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Tersine kabul edelim ki, lim ¥(@(u«)) < 4oo olsun. O halde ¥ biitiinler Orlicz fonksiyonu
U—yoo
stirekli oldugu kullanilarak

a=lim @(u) < +oo

U—ro

bulunur. O halde Onerme 2.2.13 kullanilirsa,

lim (ua — ®(u)) < 4oo

U—r

elde edilir. O halde, ® fonksiyonunun orijinden gecen egik asimptotu vardir.

2.3 ORLICZ UZAYLARI

Modiiler uzaylar 1950 yilinda H. Nakano tarafindan calisilmistir [16]. 1959 yilinda W.
Orlicz ve J. Musielak tarafindan modiiler uzaylarda norm yapisi sunulmustur [14]. Daha
sonra, bu ¢calismada verilenlerden yola ¢ikarak 1983 yilinda J. Musielak modiiler uzaylarin
Orlicz uzaylar ile iligkisini inceleyip Orlicz uzaylarinin 6zel bir modiiler uzay oldugunu
gostermistir [14]. Bu tarihsel gelisim dogrultusunda, bu boliimde modiiler uzaylarin tanimi
verilerek, @ Orlicz fonksiyonu ile tanimlanan bir modiiler fonksiyon araciligiyla Orlicz

uzaylar1 ve iizerindeki denk normlar, Luxemburg ve Orlicz normlari tamtilacaktir.

Bu boliimde verilen tanim ve oOzellikler icin [14], [15] ve [20] kaynaklarindan

yararlanilmistir.

Tanim 2.3.1 X reel bir vektor uzayi olsun. Bir p : X — [0, fonksiyonu
1. her u € X i¢in p(u) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul u =0,

2. her ueX igin p(—u)=p(u),
3. her u,ve X ve a,b>0,a+b=1 igin p(au+bv) <ap(u)+bp(v)
kosullarini sagliyorsa p fonksiyonuna konveks modiiler fonksiyon denir.

Ornek 2.3.2 (X, ||-||) bir normlu uzay olmak iizere p(-) = || - || norm fonksiyonu bir konveks

modiiler fonksiyondur.
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Norm fonksiyonunun 6zelliklerini kullanarak asagidaki esitsizlikler kolaylikla elde edilir.
l. Her u€ X icin p(u) =0< |jul| =0 u=0.

2. Her ue X icin p(—u) = || —ul| = ||ul| = p(u).
3. Her u,ve X ,a,b>0,a+b=1 igin
p(au+bv) = [lau+bv|| < al|u|| +b|v|| = ap (u) + bp(v)

O halde p(-) =] - || bir konveks modiiler fonksiyondur.

Onerme 2.3.3 X, = {u €eX: /llirg+ p(Au) = 0} reel bir vektor uzayidir.
_>

Ispat. 1. Her u,v € X, igin
lim p(Au)=0=Ve >0 35, >0,0< A <8, icin p(Au) <e,

A—0t

lim p(Av) =0=Ve >0 38/ >0,0< A <&/ icin p(Av) <€

A—0T

elde edilir. O halde, §; = min{1, 8/, 6/} alinirsa
Ve>030:>0,0<A <o igin p(Alu+v)) <e
olur. Yine, p fonksiyonunun konveksliginden
0<pA(u+v)) <Ap(u+v)

gerceklenir. Boylece,

llg{)gp(?t(bt-l-\/)) =0

bulunur.

2. Herue€ X, , o € Rigin, benzer sekilde,
Ve>038">0,0<A <8 icin p(Au) <e
olur. O halde, §; = min{1, 8/} alinirsa,

Ve>0 36 >0, 0<A <& igin p(A(au)) < e
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olur. Yine, p fonksiyonunun konveksliginden
0< p(A(au)) < Ap(ou)

bulunur. Buradan,

li A =0
g pLhan)

elde edilir. O halde X,,, R iizerinde bir vektor uzayidir.

Bu tez boyunca reel vektor uzaylar ile calisilacaktir. Kompleks vektor uzaylari durumu L.

Chen, Y. Cui tarafindan [2] makalesinde calisilmistir. Ayr1 bir calisma konusudur.

Tamm 2.3.4 X, = {u eXx: klim+p(lu) = 0} vektor uzayr modiiler vektor uzay1 olarak
—0

adlandirilir.

Bundan sonra (G,X, ) o-sonlu, atomsuz ve tam 6Slgiiye sahip bir 6l¢ii uzay: olarak kabul

edilecektir.

Onerme 2.3.5 f: G — R 6lgiilebilir bir fonksiyon ve ® bir Orlicz fonksiyonu olsun.
po(f) = [ ®(f(1) du
G

seklinde tanimlanan fonksiyon konveks modiiler bir fonksiyondur.

Ispat. ® Orlicz fonksiyonunun tanimi kullanilirsa, her € G ve f 6l¢iilebilir fonksiyonu igin
po(f) = [ @((1))du >0
G
olur. Yine,

I. f=0 olmak iizere pa(0) :/<I>(O(t))du :/Odu —0 veher a>0 icin pa(af) =0
G G

2. po(—f)= [ ®(~fW)du = [ @) = pols)
G G
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3. G izerinde tamimh Olgiilebilir her f, g fonksiyonu ve a,b > 0,a+b =1 igin P

fonksiyonunun konveksliginden

pola+bg) = [ ®laf)+bslr)) du
G

< / ad(£(1)) +bD(g(1))d p
G

—a [@(f(e)du-+b [ (e(r))dp
G

G

= apa(f) +bpa(g)

elde edilir. O halde, pe(-) fonksiyonu bir konveks modiiler fonksiyondur.

]

L°(G) ile G iizerinde tanimli X-6lgiilebilir fonksiyonlarin denklik simiflarinin kiimesini

gosterelim.

Tanmim 2.3.6 @ bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere
Lpy (G) = { £ €L°(G): lim po(Af) =0} ={f€L°(G): 3A>0, [ (A1) <=}
G

seklinde tanimlanan uzay bir modiiler uzaydir ve bu uzay Orlicz uzay1 olarak adlandirilir.

Tanim 2.3.7 & bir Orlicz fonksiyonu olsun. Her f € L, (G) igin

1 £llg = inf{A >0:pp (A7 F) <1} =inf{ 1 >0 : /CID(?L‘lf(t))d/,L <1
G

seklinde tanimlanan fonksiyon Orlicz uzay1 iizerinde bir normdur ve bu norma Luxemburg

normu denir.

Yine, Orlicz uzayi iizerinde tanimlanan diger norm asagidaki gibidir.

Tanim 2.3.8 (P, W) biitiinler Orlicz fonksiyon ¢ifti olsun. Her f € L, (G) i¢in

11l = supq [ 1£(0s(0) i : pule) = [ W(lg(r)Ddu <1
G G
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seklinde tanimlanan fonksiyon Orlicz uzayi lizerinde bir normdur ve bu norma Orlicz normu

denir.

Onerme 2.3.9 [20] Orlicz uzay: iizerinde tanimlanan Orlicz ve Luxemburg normlari denktir.

Diger bir deyisle her f € Ly, (G) igin,

Iflle < I/l < 2[Iflle

gerceklenir.

Tanim 2.3.10 (&,) biitiinler Orlicz fonksiyon ¢ifti olsun. Her f € Ly, (G) igin,
1 /lo.a = inf k™" (1+ pa (kf))
k>0
seklinde tanimlanan fonksiyon Amemiya formulii / fonksiyonu olarak adlandirilir.

Ik kez, 2000 yilinda H. Hudzik ve L. Maligranda Orlicz uzayinda, Amemiya formulii ile

verilen || - ||¢ 4 fonksiyonunun Orlicz normuna esit oldugunu gostermistir [8].

Teorem 2.3.11 (P, W) biitiinler Orlicz fonksiyon ¢ifti olmak iizere her f € Ly, (G) igin
1116 = infk™" (1+ pa(kf))
k>0
esitligi gegerlidir.

Bu tez calismasinda genel olarak Orlicz normu olarak Amemiya fonksiyonu alinacaktir.

Diger bir deyisle her f € Ly, (G) i¢in

1£11% =114 = inf k™' (1+ pa(f)

anlagilacaktir.

Teorem 2.3.12 [20] L, (G) Orlicz Uzayi, || - ||e Luxemburg normuna gore Banach uzayidur.

2.4 P-AMEMIYA NORMU

Bir 1 < p < o icin p-Amemiya normu ilk olarak 1988 yilinda S. Reisner tarafindan

Calderon-Lozanovskii uzaylarinda tanitildi [19]. Daha sonra, 2000 yilinda H. Hudzik ve
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L. Maligranda tarafindan 1-Amemiya (Amemiya) normunun Orlicz normuna esit oldugunu
gosterildi [8]. 2008 yilinda Y. Cui, L. Duan, H. Hudzik ve M. Wisla tarafindan p-Amemiya
(1 < p < o0) normu Orlicz uzaylarinda ¢aligildi. Buna gore p-Amemiya (1 < p < o) icin
p = oo durumunda co-Amemiya normunun Luxemburg normuna esit oldugu ve 1 < p < o
durumunda ise Luxemburg ve Orlicz normuna denk oldugu gosterildi [S]. Boylece, Orlicz
uzaylarinin p-Amemiya (1 < p < o) normu i¢in bir Banach uzay1 oldugu elde edilmistir.
Bu boliimde ifade edilen bu sonuclar [5] calismasindan alinmistir ve ayritili bir sekilde

incelenmistir.

Tamim 2.4.1 & bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere Ly, (G) Orlicz uzayi iizerinde 1 < p < oo

ve f € L, (G) icin

1
inf k1 (14 p2 (kf))» 1<p<oo
inf k= (1+pg(kf))7 p

/1o =

inf k" 'max{1,pp(kf)} , p=oo
k>0

seklinde taniml1 fonksiyona p-Amemiya fonksiyonu denir. Bu fonksiyonun Teorem 2.4.6 da
bir norm oldugu gosterilmistir. Ayrica, her f € Ly, (G) ve 1 < p < oo igin ||f]|p,,p yerine

|| f||®,p simgesi kullanilacaktir.

Onerme 2.4.2 Her f € L), (G) igin,

Iflle =inf{A >0: pap(A~1f) <1} = ingk_l max{1, pa(kf)}

k>

gerceklenir. Diger bir deyisle, Luxemburg normu ve co-Amemiya fonksiyonu birbirlerine

esittir.

Ispat. Oncelikle her f € Ly, (G) ve po(f) > 1 igin pa(f) = ||f||o oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki, bir f € Ly, (G) i¢in po(f) > 1 iken pa(f) < ||f||o olsun. O halde,

f 1 _
1<Pd>(m;)—(f)) <mpé(f>—l

celigkisi elde edilir. Boylece, her f € Ly, (G) igin

po(f) > 1 iken po(f) > [|fllo 2.6)
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bulunur. Burada (2.6) ifadesini pg(A ~! f) > 1 i¢in uygularsak

Ps(A7 ) = 1A fllo = Apo (AT f) = || fl|@

elde edilir. Dolayisiyla,

Po(A~'F) > 1= Apa(A7'f) = || flle
bulunur. O halde bu ifade kullanilirsa

Iflle= inf A
po(A-1f)<1

= min inf A, inf A Al}
{Ptb(l'f)él pa(A~1f)>1 pa f

— min inf k_l, inf k™' pa(k }
{p¢(kf)<l po(kf)>1 pells)
= inf k™ 'max{1, po(kf)}

k>0

=[]

D oo

gerceklenir. Boylece, co-Amemiya fonksiyonu ile Luxemburg normu esittir.

Bu tez boyunca kullanilan 1 < p < o igin p-Amemiya fonksiyonu i¢in 6nemli bir fonksiyon

olan s, fonksiyonunu tanimlayalim.

Tanim 2.4.3 s, : [0,00) — [1,0) fonksiyonu

1
(I4+uP)r , 1< p<eo
sp(u) =

max{l,u} , p=oo

seklinde tanimlanir. Kolayca goriilebilir ki, 1 < p < oo igin s, fonksiyonu [0, ) araliginda
artan, 1 < p < oo igin [0,c) aralifinda kesin artan ve p = oo igin [1,e0) aralifinda kesin

artan, konveks bir fonksiyondur.

Tanmm 2.4.4 Her 1 < p < oo i¢in s, fonksiyonu Tanim 2.4.3 de verilen fonksiyon olmak
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lizere
op :=max{u >0:s,(u) =1}

seklinde tanimlanir. Daha acik olarak

;o IS p<eo
Op =

olarak alinabilir.

Onerme 2.4.5 Herhangi bir 1 < p < oo olsun.
Po : Lpy(G) = [0,00) ve s,:[0,00) = [1,00)

konveks fonksiyonlar1 igin s, o pp bileske fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.

Ispat. Her f,g: G — R ve her a € [0,1] icin 1 < p < oo iken, s, fonksiyonu bir artan

fonksiyon oldugu kullanilirsa,

(spopa)(of+(1—a)g) =sp(po(af+(1—0a)g))
<sp(opa(f) + (1 —a)pa(g))
< asp(pa(f)) +(1—a)sp(pa(g))

bulunur. O halde s, o pg fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.

Simdi Tanim 2.4.1 de verilen fonksiyonun bir norm oldugunu ve Orlicz uzay1 iizerinde

taniml1 Luxemburg ve Orlicz normuna denk oldugunu verelim.

Teorem 2.4.6 Her f € L), (G) ve 1 < p < oo igin

1£lle = inf k™' (14 [pa(kf))7)? @)

seklinde tamimlanan fonksiyon Ly, (G) iizerinde bir normdur ve bu norma p-Amemiya

normu denir. Ayrica, 1 < p < oo i¢in

1
op < 27|/f]

[|f1le.00 <[]

D0
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gecerlidir. Boylece Luxemburg normu ile p-Amemiya normu denktir.

Ispat. Onerme 2.4.2 geregince p = oo durumu co-Amemiya fonksiyonunun Luxemburg
normuna esit olmasiyla gosterildi. O halde, p = o i¢in co-Amemiya fonksiyonu bir normdur.

Dolayistyla, 1 < p < eo durumu igin || f||e,, fonksiyonunun bir norm oldugunu gésterelim.

1. Her f € Ly, (G) icin

==

| flle,p = gggk”(l + (pa(kf))P)r =0

oldugu kolayca elde edilir.

2. Her f € Ly, (G) ve A € Rigin,
RS llop = inf k(550 po) (1)
= 2] inf (kIZ))~ (sp © pe) (kA )

= [AllIfle.p

bulunur.

3. Her f € Ly, (G) i¢in Onerme 2.4.2 kullamlarak

[1/1

0o = inf k' max{1, pp(kf)}
k>0

< Infk ! (14 (pa(kf))7)7
k>0
(2.8)
1
=||fllop<2r inf k'
fllep <27 inf

1
=27||floe

elde edilir. Boylece (2.8) geregince,

1
[1£] op <27||f]

B0 <[]

(XS
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gerceklenir. Dolayisiyla,

[ fllep, =0<|fllox=0< f=0
bulunur.

4. Herhangi f1, f> € Ly, (G) olsun. Yine, infimum 6zelliginden € > 0 olmak iizere k1,k> > 0

sayilart vardir oyle ki i = 1,2 i¢in,

€
2

=

ki (spopo) (kifi) = k' (1+ (pa(kif)")

< Il

opt

olur. Boylece, k :=

alinirsa s, o pp fonksiyonunun konveksliginden,
ki1 + ko

1
1fi+ fallop < z(Spopcb)(k(fl + f2))

ki +k k k
4 Z(SPOpq:.)( 2k fi+— k2f2>

kiky ki + ko ki + ko
g5 ks kit+ky Kk

< k ki L
kiko k1+k2(5p0p¢>)( 1f1) + ki k1+k2(spopq>)( 2/2)

=k (spopa)(kifi) +k; ' (sp0 pa) (ko fa)
< Allep +l12llep +€
bulunur. O halde, bu ifade her € > 0 i¢in gegerli oldugundan
i+ Lallop < |l Aillop +[If2]lep
elde edilir.

Boylece 1 < p < oo igin ||-||a,, fonksiyonu Ly, (G) Orlicz uzay iizerinde bir normdur. O

halde, (Lo, (G), || - ||®,p) bir normlu uzaydir.

Sonuc 2.4.7 Her f € Ly, (G) igin

1.1 :linfk_l(l +pa(kf)) =Ifllo
>0
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oldugu tanim kullanarak kolayca elde edilir.

Uyan 2.4.8 Bu tez ¢alismasinda her f € Ly, (G) igin Orlicz normu ||f||e,1 ve Luxemburg

normu || f||e . sembolii ile gosterilecektir.

Teorem 2.4.9 Her 1 < p < oo i¢in Ly, (G) Orlicz uzayi || - ||o,, p-Amemiya normuna gore

bir Banach uzayidir.

Ispat. Teorem 2.3.12, Teorem 2.4.6 ve Sonug 2.4.7 kullanilirsa, Ly, (G) Orlicz uzayinin bir
Banach uzay1 oldugu elde edilir. ]

Uyar1 2.4.10 Bir 1 < p < = ve her f € L,,(G) i¢in (po(f))? ifadesinden pL(f) oldugu

anlagilacaktir.

Onerme 2.4.11 Bir ® Orlicz fonksiyonu dogrusal ise p-Amemiya (1 < p < c) normuna

gore Ly, (G) Orlicz uzay1 L'(G) uzayma dogrusal olarak izometriktir.

Ispat. Kabul edelim ki @ Orlicz fonksiyonu [0,0) araliginda dogrusal olsun. O halde her

u > 0igin, ¢ > 0 olmak tizere ®(u) = cu olur. Boylece,

olkf) = [ @krO)dn = ok [ 1£0)lan = £l

elde edilir. Buradan,

f
|M@,=dvm]———
b clflh e,
2 1
1f]|1 infk 1(1+kPP f p>p 1<
c 1 Inf kK c , Sp <o
_ k>0 cllfl 1]y
ch||1 1nfk max{l ke / } , p=oo
Il
( P 1
¢ in (W“+4mv) Cl<p<o
_J) 0

cinfmax{||f||1k1,||f||1} y p=o
\ k>0

(
cliflh, 1<p<ee

clifll o p=e

bulunur. Béylece, Ly, (G) Orlicz uzay1 L' (G) uzayma dogrusal olarak izometriktir.
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2.5 NORM ELDE EDILEBILIRLIK

Bu boliimde 1 < p < = i¢in p-Amemiya normunun elde edilebilir oldugu yani infimum
veya supremum degerine ulastigi k > 0 sayilar1 smiflandirilacaktir. Oncelikle bu sayilari

belirleyebilmek icin gerekli olan tanim ve 6nermeler verilecektir.

Bu boliimde verilen tanim ve teoremler i¢in [1], [20] kaynaklarindan yararlanilmistir. Temel

olarak [5] kaynag1 kullamilmustir.

Tamim 2.5.1 Bir o, : Ly, (G) — [—1, 0], fonksiyonu

P (Fpw(o(f]) —1 , 1<p<eo
op(f) = § —1 , p=0, pa(f) <1
pu(o(|f]) . p=o, palf) > 1

seklinde tanimlanir.

Gozlem 2.5.2 Burada Tanim 2.5.1 geregince o, (-) fonksiyonu 1 < p < oo sayisinin ve po(-)
fonksiyonunun degerlerine gore farkli oldugundan ¢, (-) fonksiyonu farkli durumlar icin

incelenecektir.

Tanim 2.5.1 de verilen fonksiyon yardimiyla ¢alismamizin temeli olacak asagidaki dort

fonksiyonu tanimlayalim.

Tamm 2.5.3 Her 1 < p < oo i¢in

0 Lpy(G) — [0,%0) o 0() =inf{k> 0 pa(kf) < o)
)+ Lpy (G) — [0,0) () =inf{k>0: ay(kf) >0

k5" Ly (G) — (0,00] k() =sup{k>0: ap(kf) <O}
Ap i Lpy(G) % (0,00] = (0.5 . Ay(f.0) =k "5y (pa(ks))

seklinde tanimlanir.

Bu boliimde bu fonksiyonlarin 6zellikleri ve birbirleriyle olan iligkileri incelenecektir. Daha

sonra p-Amemiya normunun elde edilebilirligi icin gerekli altyap1 olusturulacaktir.

Uyar 2.5.4 Bu tez calismasinda inf() = +oo ve % = oo olarak alinacaktir.
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Onerme 2.5.5 Her f € Ly, (G) ve 1< p <eo igin k5(f) <k3*(f) olur.

Ispat. Her 1 < p < oo ve p=ooicin o, (+) fonksiyonunun tanimi farkli oldugundan durumlara

ayirarak inceleme yapalim.
Durum 1 : Her f € Ly, (G) i¢in p = oo ve po(kf) < 1 ise

k,(f) =inf{k>0:—12> 0} =inf@ = +oo
ve

k,"(f) =sup{k >0: -1 <0} = +oo

olduundan k,(f) < k),"(f) esitsizligi elde edilir.

Durum 2: Her f € Ly, (G) i¢in p = o ve pa(kf) > 1 ise,

kp(f) = inf{k >0 pp(@(|f])) =0} =0
k' (f) = sup{k > 0: pw(o(|f])) <0} =20

oldugundan k,(f) < k,"(f) esitsizligi elde edilir.

Durum 3: Her f € Ly, (G) ve 1 < p <o icin k,*(f) < k,(f) oldugunu kabul edelim. O
halde,

A= (k> 05k e (k5 (1) K5 ())} £0

olacak sekilde bir A kiimesi var olsun. Boylece, k,,*(f) < k1 <k}, (f) olacak sekilde bir k; € A

say1s1 mevcuttur. Diger bir deyisle,
sup{k > 0: o, (kf) <0} < ki <inf{k >0: o, (kf) > 0}

esitsizligini saglayacak sekilde bir k; € A mevcuttur. Buradan, 0 < a, (k; f) < 0 geliskisi elde
edilir. Boylece, 1 < p < oo, igin kj,(f) < k,*(f) bulunur. O halde bu ii¢ durumdan dolayz,

I<p<eo igin ky(f) <k (f)

gerceklenir. [
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Tanim 2.5.6 Her f € Ly, (G)\ {0} ve 1 < p < oo, igin, k,(f) ve k,*(f) arasinda kalan

0 < k < oo sayilarimin kiimesi
Kp(f) :=A{0 <k <eo: ki, (f) <k <K, (f)}

seklinde tanimlanir.

Gozlem 2.5.7 K,(f) kiimesinin tanimindan K, (f) = @ ancak ve ancak k,(f) = k,"(f) = +oo

olur.

Onerme 2.5.8 Her f € L), (G) \ {0} ve 1 < p <o, a > 0 igin,
1. k;;(f) = ak;(af)

2. k' (f) = ak, (af)
gerceklenir.
Ispat.

1. Bger kj,(f) = +oo ise her k > 0 igin,
a,(kf) <0< ap(kaf) <0

bulunur. Boylece, k),*(af) = +oo olur. Dolayisiyla, a > 0 i¢in k,(f) = ak),(af) gerceklenir.

O halde, kabul edelim ki k,(f) < +eo olsun. Boylece, her k},(f) < k < 4o igin,
op(kf) =0 op(akaf) >0 a 'k > kj(af) < k > ak}(af)

elde edilir. Yine, k — k,(f) icin k,(f) > akj,(af) bulunur.

Tersine, varsayalim ki k), (f) > k > ak},(af) olacak sekilde bir k > 0 say1s1 var olsun. O halde,
0< ap(akaf) = ap(kf) <0

celigkisi elde edilir. Boylece k,(f) = ak},(af) saglanir.
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2. Eger k;;* (f) = oo ise her k > 0 igin,
o,(kf) <0& ay(kaf) <0

olur. O halde, k),*(af) = +oo bulunur. Boylece, a > 0 i¢in k), (f) = ak},(af) gergeklenir.

Yine, k,*(f) < +oo olsun. Her k" (f) < k < +o0 igin,
—1 k K%
ay(kf)>0& ap(a kaf) >0< - >k, (af)
bulunur. Boylece k — k" (f) almarak ky,"*(f) > ak},*(af) elde edilir.
Tersine, ak),"(af) < k < k,*(f) olacak sekilde bir k > 0 say1s1 var olsun. Boylece,
0 < ap(kf) = ay(akaf) <0

celigkisi elde edilir. O halde
k' (f) = aky," (af)
saglanir.
]

Onerme 2.5.9 Her 1 < p <o ve her f € L, (G)\ {0}, a > 0igin cardK,(f) = cardK,(af)

olur.
ispat.
h:Ky(f) = Ky(af)
kK — k
a

seklinde tanimlanan /4 fonksiyonun birebir ve orten fonksiyon oldugunu gosterelim.
1. 1Ik olarak her k € K,,(f) igin A(k) nin bir fonksiyon oldugunu gézlemleyelim.

(a) Her k € K,(h) i¢in Onerme 2.5.8 kullanilarak,

* %k k kk * %k k
k,(h) <k <k, (h) & ak,(ah) < k < ak),"(ah) < ky(ah) < — < k,"(ah) & P € K,(ah)

k
P a

elde edilir. O halde her k € K,(f) i¢in h(k) = £ € K,(f) bulunur.
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(b) Her ky = ky € K,,(h) igin

ko k
ky = k2:>E1 = ;2 = h(ki) = h(k)

saglanir. O halde (a) ve (b) ifadelerinden yukarida tanimlanan £ bir fonksiyondur.
2. Her ky,ky € Kj(h) icin

k k
/’l(k]) = /’l(kz) = El = ;2:>k1 =k

oldugundan 4 birebir fonksiyondur.

3. Her b € K, (ah) igin Onerme 2.5.8 geregince,

bom
*
—~
>
SN—
ton
*
*
~—
oy
N—

b € Ky(ah) = ki (ah) < b < ky*(ah) = -

ifadesi saglanir ve a > 0 oldugundan
k,(h) < ab < k,"(h)

gergeklenir. O halde, ab € K,(h) bulunur. Boylece ¢ = ab alinirsa h(c) = b oldugundan &

fonksiyonunun orten oldugu elde edilir. Dolayisiyla,
cardK,(h) = cardK,(ah)

bulunur.

]

Onerme 2.5.10 Eger ® Orlicz fonksiyonu [0,0) arahiginda dogrusal ise her 1 < p < oo ve
[ € Lpy(G)\{0} i¢in kJ*(f) = oo olur. Diger bir deyisle

Kp(f) =0 veya K, (f) = [k,(f), +)

gerceklenir.

Ispat. Kabul edelim ki ® Orlicz fonksiyonu [0, o0 ) araliginda dogrusal olsun. O halde, her
u € [0,v) igin ®(u) = cu bulunur. Bdylece, Onerme 2.2.14 geregince her k > 0 ve
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[ € Lpy(G) \ {0} igin

pw(@(k|f])) =0

bulunur. O halde

;

-1, 1<p<e

ap(kf)=q —1 , p=o, po(kf) <1

0 , p=oo, palkf)>1

\

elde edilir. Boylece, her k > 0 ve 1 < p < oo igin a,(kf) < 0 bulunur. Buradan
k¥ (f) =sup{k > 0: =1 <0} = +oo

olur.

Tamm 2.5.11 Bir f € L°(G) fonksiyonunun destegi
suppf :={t € G: f(t) # 0}

seklinde tanimlanir.

Bundan sonra f € Ly, (G) olmak iizere her n € N igin

Gn C Gy, W(Gn) <o ve | JG, =G

n=1

kiimeler dizisinin bir alt kiimesi olan
Hy={t€G, : |f(t)] <n}
kiimesi iizerinde tanimli sonlu destekli
fa(t) = f () xn, (2.9)

fonksiyon dizileri kullanilacaktir.
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Onerme 2.5.12 Eger 0 < k < 6~'(f) ise her n € Nigin k||f,||., < min{k(n+1),cq } olur.

||00

Ispat. Kabul edelim ki 0 < k < 6~!(f) olsun. O halde
k|| fn]leo = kinf{c > 0 :h.h her 7 € Gigin | f,(t)| < ¢} <kn < k(n+1)

bulunur. Ayrica, k|| fp|| = co ise A= {t € G:k||fu(t)|| = co } pozitif dl¢iiye sahip bir kiime

olmak tizere,
palkof) = [ ®(kof(1))du
G
> / D (ko fo(1))dpt
G
> / D (ko fo(1))dit
A

D (ko fu(t)xa(t))du

WV

Q\ Q\

k
b (—Occp) d[u = +o0
k
elde edilir. Buise 0 < k < 6~ !(f) olmasiyla gelisir. Dolayisiyla, her n € N i¢in

k[ falleo < min{k(n+1),co }

bulunur.

Gozlem 2.5.13 Eger 0 < k < 07 1(f) ise

Pa(kfn) < +oo ve py(Q(klfal)) < 4oo

gerceklenir.

Onerme 2.5.14 Her k € R igin

pa(kfn) / po(kf) ve pw(Q(k|fal)) / pe(@(k|f]))
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elde edilir.

Ispat. Her n € Nvet € Gicin f,(¢) < f(¢) oldugundan Teorem 2.1.11 kullanilarak
lim po(kfi) = lim [ @E7(0)dn = [ Slks(e))du = po(ks)
G G

gerceklenir. Benzer sekilde, py (@ (k| f,])) / pw(@(k|f])) oldugu elde edilir.

Onerme 2.5.15 @ bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere her f € Ly, (G) \ {0} igin cq < o ise
0~ (f) < e olur.

Ispat. Kabul edelim ki, 8~!(f) = o olsun. O halde 8(f) = 0 ise pp(k~'f) < +oo olacak
sekilde bir ko > O sayis1 yoktur. Fakat bu ifade cgp < +oo olmasiyla celisir. Dolayisiyla
67! (f) < +oo bulunur.

Onerme 2.5.16 Her f € L,,,(G) ve n € Nigin 0~ 1(f) < 6(£,) bulunur.

Ispat. 0(f,) = inf{k > 0: pe(k~'f,) < +o} ve O(f) =inf{k > 0: pg(k~'f) < +oo}
olmak iizere

{k>0:pap(k ' f) < +oo} C{k>0:pap(k ' f,) < +oo}

oldugunu gozlemleyelim. O halde k; € {k > 0: po(k~! f) < +o0} olarak alinirsa

pa(ky ' f) < +eo
elde edilir. Buradan, bu ifade yardimiyla

polk ! f,) = / ok £ (1))d

G

< [ @l fle)dn

G

= pa(ki ' f) < +oo

bulunur. Boylece, pe (k' f,) < oo saglanir. Buradan, kj € {k > 0: po (k™! f,) < oo} olur.
Dolayisiyla,
{k>0:pa(k™" f) < +o0} C {k>0:po(k™ f,) < 4o}
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gerceklenir. O halde,

0(f,) = inf{k > 0: po(k~'f,) < +oo}
<inf{k > 0: pg(k™' f) < +oo}
=0(/)
esitsizligi saglanir. Boylece her n € Nigin 67! (f) < 87!(f,) olur.
[

Onerme 2.5.17 Esas olarak sinirly, olgiilebilir ve destegi sonlu 6lgiiye sahip her f € L°(G)
i¢in,

60(f) =inf{k > 0: py(@(k ' |f])) < +oo} ise O(f) = 60(f)

olur.

Burada 07! (f) = ﬁ seklinde alinacaktir.

Ispat. Kabul edelim ki 87! (f) < ko < 6, ' (f) olacak sekilde ko sayisi var olsun. O halde,

pw(@(ko|f|)) < oo bulunur ve boylece ko|| f|| < co elde edilir. Aksi halde, her k > k i¢in
pw(@(ko|f])) = +oo olursa ko > 6, ' (f) geliskisi elde edilir. Boylece,

paliof) = [ ®(kof())dn

G

< [ @kl fll)du

G

= ®(kol|f|eo )1t (suppf) < oo

olur. Bu ifade 6! (f) < ko olmasiyla celisir.

Benzer sekilde, eger 6, (f) < ko < 87'(f) ise pa(kof) < oo ve buradan, ko||f||« < ca
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oldugunu elde ederiz. Boylece,

puloliol1)) = [ ¥(p(kalf1)du

G

< / W (ko|| f]]--))d i

G

= W(@ (ko[ fllw)pt(suppf) < +oo
gerceklenir. Bu ise, 6, Y(f) < ko olmasiyla celisir. O halde,

0(f) = 60(f) = inf{k > 0: pu(@(k~'[f])) < +oo}
esitligi elde edilir.
OJ

Gozlem 2.5.18 Onerme 2.5.17 yardimiyla bu tez boyunca 6 ( f) iizerinde ile yapilan islemler

0v(f) tizerinde uygulanabilir.

Onerme 2.5.19 Eger cgp = +oo ise her k € R ve her esas olarak smirli, destegi sonlu dlgiiye

sahip Olctilebilir f fonksiyonu i¢in,

Pa(kf) < oo ve py(@(klf]) < oo

saglanir.

Ispat. Kabuliimiiz geregi, cg = +oo oldugundan her u > 0 icin ®(u) < +oo gerceklenir.
Buradan, pg(kf) < +oo bulunur. Diger taraftan, Onerme 2.5.17 kullanilarak

Pw(Q(k|f])) < oo

elde edilir.
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Onerme 2.5.20 Her 1 < p <o ve hera > 0icin,

olur.

ispat.

flu) =

1+uP! 1
max+u—al:(1—|—ap)P

1+ul™!
flu)= —i—u—al denirse,

(1+ur)™

(p=Dwr2a(l +ur)' s (1= p~)(1 +ur) 7 pur' (1 +u~'a)
(l—l—w”)(l_ll’)2

(p— D21+ u?) 7 (a(1 + u?) — u(1 + u~a))
(1+up) =)

(= hw (4w a—u)

(H—ul’)(l*%)2

olur. Boylece f fonksiyonu maksimum degerini u = a noktasinda alir. O halde,

1+uP! 1
max+u—al:(1—|—ap)P

elde edilir.

Onerme 2.5.21 Her f € L,,,(G) \ {0} ve her 1 < p < o igin asagidakiler gegerlidir.

1

(98]

n

o)

)

\]

. k+— oy, (kf) fonksiyonu [0,e0) araliginda artan bir fonksiyondur.

(0,071(f)) C{k>0:A,(f,k) <+ } olur.

.k — A,(f,k) fonksiyonu (0, 0~1(f)) araiginda siireklidir.

.k — Ap(f,k) fonksiyonu (0, k,(f)) araliginda kesin azalan bir fonksiyondur.

.k — A, (f,k) fonksiyonu (0, k,*(f) ) araliginda azalan bir fonksiyondur.

.k Ap(f, k) fonksiyonu (k,*(f), 6~!(f)) araliginda kesin artan bir fonksiyondur.

.k Ap(f,k) fonksiyonu (k(f),0~'(f)) arahginda artan bir fonksiyondur.
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ispat.

1. Her 0 < ki < ky < o0 igin o, (kf) = péfl(kf)pq;((p(k]ﬂ)) — 1 seklinde tanimh

fonksiyonunun artan bir fonksiyon oldugunu yani, k; < k; iken

oy (kif) < op(ka f)

oldugunu gosterelim.

Burada o, (kf) fonksiyonun [0, ) araliginda artan bir fonksiyon oldugunu gostermek icin
pa(-) ve py(-) fonksiyonlarinin [0,e) araliginda artan fonksiyon olduklarini géstermek
yeterli olacaktir. Bunun icin, ® ve ¥ fonksiyonlar1 artan fonksiyon olduklarindan k; < k»
icin,

po(kif) = | P(kif(2))du

< [ @(kaf(2))du

Q\ Q\

= po(ka.f)

olur. Benzer sekilde, k| < k> iken

pu(@lialf)) = [ plhalfO)]))d
G

< / W( (ko] £(1)]))dut
G

= py(@(k2|f]))

gerceklenir. Boylece pg(-) ve pw(-) fonksiyonlari [0, e ) araliinda birer artan pozitif

fonksiyonlar olduklarindan k; < k3 i¢in

a, (ki f) = p2~ " (ki f)pw(@(ki| f])) — 1

<ph (ke f)pe(@(kal f1) = 1 = ay(kaf)

olur. O halde k — a,(kf) fonksiyonu [0, ) araliginda artan bir fonksiyondur.
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2. Her 0 < k< 071(f) icin A,(f,k) =k Ls,(pa(kf)) = k~1(1 +p§,(kf))37 olsun. O
halde, pgp(kf) < 4o oldugundan

1
Ap(f,le) =k (14 pg (kf))7 < +oo
elde edilir. Buradan k € {k > 0: A,(f,k) < +oo} saglanir. Boylece,

(0,071(f)) C {k>0:A,(f,k) < +oo}

bulunur.

3.Her0<k < 8 !(f) vehern €N i¢in 0 < k, < 8~!(f) olsun. O halde k, — k ise
Ap(f Kn) =k~ (14 PR (Knf)7 = k=1 (1+ A7 = Ap(f.K)
oldugundan k — A, (f, k) fonksiyonu (0, 6~!(f)) araliginda siireklidir.
4. Her 0 < ky < ky < kj,(f) ise her n € N igin,
Py (kfpe(p(klfl) <1

olur. Boylece Onerme 2.5.17 geregince, i=1,2 igin po(kif;) ve py(@(ki|f,|)) fonksiyonlart
sonludur. Ayrica 0 < ky < k,(f) oldugu igin,

ap(kaf) = P2 (kafp) pw(@(ka| fu])) — 1

p—1
= (/‘P(szn(t))du) (/‘P(Qv(szn(t)))du> -1
G

G

p—1
< ( / d><k2f<r>>du) ( / ‘P(<P(sz(t)))du> -1
G G

= op(k2f) <0

bulunur. Diger bir deyisle o, (k2 f,) < @, (kaf) < 0 elde edilir. Ayrica,

g = min{ 1,6~ ™)y (ko) (1 4 plhafi)) 7 }
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seklinde alinirsa Onerme 2.2.5 ve Onerme 2.5.20 geregince,

Ap(fn;kz) = k2_1 (Sp Op¢>(k2fn)>

S -

=k (14 p5(kafn))

— 1+ pg)—l (kan)pfb(kan)
ka(1+4ph(kafp))' 7

1+ (ko) ( [Rlfulotalfue))du Ply((P(k2|fn)))
G

(1+pL(kafa)) 7

ph (o) ( / fn(t)¢(szn(t))du) + 1 (1-p5 () pw(o(hal )
G

(14 pLkaf)) 7

P ko) ( / fn(t)<P(szn(t))du) k5 (ko)
_l G
(1+pjkafi)
p—1 1
Py o) [ 110l fu0)) it — = (k2 fo)
G 1

< - — &,
(1 +p£(k2fn)) r

L+ (ko) ( [HlfaOlokalfyle)au — Pw(¢(k2|fn)))
G

= 1 — &,
ki (14 pL(kafy)) 7

_1pp  (afi)paliif)
ki (1 + Pé))(kan))l

_gn

=

1 p 1
< k—l(l + P (ki fu))? — €

:Ap(fnakl) — &

elde edilir. Boylece,
Ap(fnakZ) < Ap(fnakl) —&
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bulunur. Burada, her iki tarafin n — oo i¢in limit alinirsa,

&—+%:mm{me%wfh%wﬁxuvg@ﬁy”%}>o

n—oo

saglandigindan

Ap(fika) S Ap(f k1) —& <Ap(fik1)

elde edilir. Dolayisiyla, k — A, (f, k) fonksiyonu (0, k), (f)) arahi§inda artan bir fonksiyondur.

5. Her 0 < ki <ky <ky*(f) ise,

PE (K f)pw (@K fu])) < 1

bulunur. Boylece Onerme 2.5.17 geregince i = 1,2 igin po(kif,) ve pw(o(ki|fa])
fonksiyonlart sonludur. Ayrica benzer sekilde 0 <k < k" (f) oldugu i¢in bir 6nceki ifadenin

gosterimine benzer sekilde o, (ks f) < 0y (k2f) < 0 bulunur. Burada

v = min{ 1, (k™' —ki " ap(kafi) (14+phlkafi)) 7 )

seklinde alinirsa, Onerme 2.2.5 ve Onerme 2.5.20 geregince 4. ifadesine benzer sekilde

=

Ap(fark2) =k (14 pL (ko))

Vo afo) | [ Rl fu®lotal fole) s — pu(@liolful)
G

ko (14 pl(kaf))' 7

tpg hefi) | [HilAOl0Gl O dr — pulohl i)
G

N

11 — &n
b1+ phlhasi)

_ 1ty (kfu)pokify)
k(14 pL(kaf,))' 7

n

<=

1
<i U +pg(k1fa))? — &

:Ap(fna]ﬂ) — &
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. . . . —» o0 e
bulunur. Son olarak n — oo icin limit alinirsa, &, %0 olur. Boylece,

Ap(fika) <Ap(f k1)

elde edilir. Bu ifade ise k — A,(f,k) fonksiyonunun (0,k;"(f)) araliginda azalan bir

fonksiyon oldugunu gosterir.

6. k' (f) <ki <hka < 0-1(f) ise bir (f,) dizisi icin i = 1,2 iken pg(kif,) < 4oo
saglanir. Boylece, Onerme 2.5.17 geregince, pw (@ (ki|f,])) < +oo olur. Ayrica, ki*(f) < ki
icin,

0 < op(kif) = ph " (ki f)pa (k| f])) =1 < oo

olur. Boylece her n € N i¢in,

0 < op(kifu) = p " (kifu)Pe(@(k|ful) —1 < oo
elde edilir. O halde, benzer sekilde,
& 1= min{1, (k" —ka Vg, (k1 ) (1+ G (ki )7}
seklinde alinirsa,

Py tufy) [1Olealf(0))dn— ki~ eplha )
G

Ap(furk1) = ;
o) (+pgkafa)' 7

Py i) [ 1lelf (0D dn ~ k™ eplha )
G

< — &,

(1+pL(kifu)' 7

_ 1+p8 " (ki fo)po(kafy)
k(1 +Pg,(k1fn))1_;

n

1 P 1
< k_2(1 "‘Pcp(szn))p —&

:Ap(fka) — &
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elde edilir. Bu ifade, her n € N i¢in gerceklendiginden n — +co icin limit alinirsa,
& — ey i=min{ 1, (ki '~k ")y (ki f)(1 +p2(kf) T >0
oldugundan, A, (f,k1) <A,(f,k2) — € < Ap(f, k) esitsizligi elde edilir. Dolaysiyla,

Ap(f,ki) <Ap(f k)

esitsizligi saglanir. O halde , k — A (f, k) fonksiyonu (k,*(f), 6~1(f)) araliginda kesin artan

bir fonksiyondur.

7. Herhangi k, (f) < ki <k < 0-1(f) ve (f,) dizisi icin i = 1,2 iken pe(k;f,) < oo
olur. Boylece 2.5.17 geregince, py (@ (ki|fu|)) < +oo bulunur. Ayrica, ky,(f) < k1 igin,

0< aplkif) = p& " (kif)pwl(@(ki|f])) — 1 < +oo

oldugundan her n € N i¢in,

0 < oy (kify) = pb (ki ) pw (@ (ki | fa]) = 1 < 40

olur. O halde benzer sekilde,

g =min{ 1, (k; =" —ky N, (ki f,) (1 + pg(klfn))*”% } seklinde alinirsa,

Py tufy) [ 11Olealf (0D dn— ki~ eplho )
Ap(fmkl) = G

(1+pL(ki )7

p ) [ 1 lo Gl fu(t)du ko eyl )
G

< 1—1 — &
(1 +pg)(k1fn)> z

- 1—|—p£_1(k1fn)pd>(k2fn)
ka(1+ P (ki fu))' 7

n

1 1
< k—2(1 +pg(kafn))? — &

:Ap(fnakZ) — &
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elde edilir. Bu ifade, her n € N i¢in gerceklendiginden n — +co icin limit alinirsa,

n—oo

= min{ 1, (k™' —ka ™) (ko) (14 ph ke fi)) 7 } =50

olur. Boylece,
Ap(kal) <Ap(f,k2)

bulunur. O halde, k — Ap(f,k) fonksiyonu (kj( £),071(f)) araliginda artan bir

fonksiyondur.

Onerme 2.5.21 de 1 < p < o durumunu incelendi. Simdi ise p = o durumunu inceleyelim.
Onerme 2.5.22 Her f € Ly, (G) \ {0} ve p = o icin asagidakiler gecerlidir.

1. k+— Ow(kf) fonksiyonu [0, o) araliginda artan bir fonksiyondur.

2. (0,071(f)) C {k>0:Au(f,k) < +oo} olur.

3. k> Aw(f, k) fonksiyonu (0, 8~!(f)) araliginda siireklidir.

4. k> Aw( f,k) fonksiyonu (0, k% (f)) araliginda kesin azalan bir fonksiyondur.

5. k— Aw(f,k) fonksiyonu (0, k5*(f)) araliginda azalan bir fonksiyondur.

6. k> Aw(f,k) fonksiyonu (kX (f), 8~ 1(f)) araliginda kesin artan bir fonksiyondur.

7. ks Ao(f,k) fonksiyonu (k% (f), 8~ 1(f)) araliginda artan bir fonksiyondur.

Ispat. p = oo icin

-1 ,p:°°,Pq>(f)<1
0o (kf) =
pe(@(lf) » p=c°, pa(f) >1

fonksiyonunun tanimlanisindan ispat asagidaki gibi farkli durumlara ayrilacaktir.

1. Herhangi 0 < ky < ky < oo i¢in
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Durum 1: Eger p = o ve pg (k1 f) < 1,pa(kaf) < 1ise
Ooo(k1 f) = —1 = Oes(k2.f)
esitligi elde edilir.
Durum 2: Eger p = o0, pp (k1 f) > 1 ve po(kof) > 1 ise
%o (ki f) = pw(@(k1f]) < pw(@(k2|f])) = Oeo(Kaf)
esitsizligi elde edilir.
Durum 3: Eger p = oo, pp(k1f) > 1 ve po(kaf) < 1 ise pg artan bir fonksiyon oldugundan
1 < pa(kif) < palkaf) <1

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla bu durum gecersizdir.

Durum 4: Eger p = oo ve po (k1 f) < 1, pa(kaf) > 1ise

Qoo (k1 f) = =1 < py(@(ka|f])) = 0t(kaf)

esitsizligi saglanir dolayisiyla yukaridaki 4 durumdan dolay1 k — Ot (kf) fonksiyonu [0, o)

aralifinda artan bir fonksiyondur.

Uyari 2.5.23 Bir sonraki ifadeleri gosterirken p = o i¢in pg (k1 f) > 1 ve po (ko f) < 1 olmast

durumundan yukaridaki gibi ¢eliski elde edileceginden bu durum ihmal edilecektir.

2. Her 0 < k < 0~ 1(f) igin pe (k1 f) < oo olur. Ayrica
Aw(f k1) = ki " "max{1, po (ki f)} < +oo
gerceklendiginden k; € {k > 0: Aw(f,k) < +oo} bulunur. O halde,
(0,071(f)) C {k>0: Aw(f k) < +oo}

elde edilir.
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3. Her ky,k € (0,071(f)) igin ve k, — k olsun.
Durum 1: Eger p = oo ve po(kf) > 1, pa(knf) > 1 ise,
A°°(f7 kn) = kn_l max{l,pcp(knf)} = kn_]pfb(knf) njoo k_lqu(kf)

bulunur. Béylece,

Ae(frkn) = k' po(kf) = k™' max{1, pe(kf)} = Aw(f k)
oldugundan A (f,k,) — A(f, k) elde edilir.
Durum 2: Eger p = o0, pp(kf) < 1 ve pop(knf) < 1 ise,
Aco(f k) =k~ max{1, po(knf)} =k~ —> k™' =k~ max{1, po(kf)} = Aw(f k)

olur. O halde, Ac.(f,k,) — Aw(f,k) bulunur.
Durum 1 ve Durum 2 den k — A.(f, k) fonksiyonu (0,0~ (f)) araliginda siireklidir.

4. Her 0 < ky < kp < kL(f) igin po (k1 f) < pa(kaf) < 1 olur. Dolayisiyla,
Aw(f, ko) =k ' max{1, po(kaf)} = ks ' <k ' = ki " max {1, pa (k1 f)} = Aw(f k1)

olur. Boylece, Aw(f,k2) < Aw(f,k1) gergeklenir. Bu ise k — Aw(f,k) fonksiyonunun

(0,k%(f)) arahiginda kesin azalan bir fonksiyon oldugunu gosterir.
5.0 < k; <ky <kZ(f) olsun.
Durum 1: Eger po(kafy) < 1 ise,
Aw(frs ko) = ky ™ max{1, pp(kafn)} = ko' < ki~ = ki max{1, po (ki fn)} = Aw(fu, k1)
elde edilir.

Durum 2: Eger pgp(kaf,) > 1 ise Quo(kofn) < Oo(kaf) < 0 oldugundan py(@(k|fu])) =0
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olur. Boylece pg (k2 f,) fonksiyonunun artanlifindan ve Onerme 2.2.5 geregince,

k™ po(kafy) = /CP ko fu(1)

= [kl 1) @bl 1) Nl — ko™ Pl )
G

= [ 11010l fuo) ) ~ k™ pu(plial )
G

= [0l alf(e)
G

= [ Olptalf))dn ~k " pu(plialil)
G

=k [KilfOlolalf0)Ddn — ki~ prlolalfi))

G
<k [ (@0 + ol f))) di— ki~ pu(plialf])

G

B /¢(k1 FaODdp+ k™ pw(@(ka| £u(1)]) — ki~ pw (@ (ke ful))
G

! [eulfie)han
G

=k 'pa(kifn)

<ky ' po(kaf) < +oo
elde edilir. Boylece,

Aw(fr k) = max{ko ! ko pa (ko fr)} < max{ky ' ki po (ki fu)} = Awe(frr K1)

olur ve n — oo i¢in limit alinarak,

A°°(f7 kZ) < Aoo(f7 kl)
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bulunur. O halde, k — A« (f,k) fonksiyonu (0,k%"(f)) araliginda azalan bir fonksiyondur.

6. Herhangi k%'(f) < k1 < kp < 87'(f) ise tto(kf) > O bulunur. Dolaysiyla,
pao(kif) > 1 ve py(@(ki|f])) > 0 olur. O halde,

g :=min{ 1, (ki —k2 " pw(p(kilfu])) }
seklinde alinirsa Onerme 2.2.5 kullanilarak,

Ao frr k1) = ki~ ' max{1, po (ki1 f) }
= k1 peg (k1 f)

:/|fn(t)|(p(k1|fn(f)|)dﬂ—kl_lpw(ﬁo(kﬂfnm
G

= [0l Ddn ke pulpal i)~ &
G
=k ( / szna)«p(klfn(r)\)dup\p<<p<k1fn>>> ~ e
G
3 ( [@tahi) +‘P(<P(k1fn(t)))d/~tPw(<P(k1|fn))) -

(/CD ko fu(t))dp + pw (@ (k1| fu])) — (¢(k1fn|))) -
=k [ D(kafult))du — &,
!

=k, 'po(kafn) — €n
=k, ' max{1, pa(kafy)} — €

—Aoo(fme) — &
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elde edilir. Boylece, n — o0 i¢in limit alirsak,

& — & =min{1,(k; ' —ka pw(@(ki|fu]))} >0
saglanir. O halde,
Aw(kal) <A°°(f7k2) — & <A°°(f7k2>

bulunur. Boylece, Aw(f k1) < Aw(f,kz) gerceklenir. Buradan, her kL' (f) < k; < ky <
0~ 1(f) icin k — Aw(f,k) fonksiyonunun artan oldugunu elde edilir.

7. Herhangi k%, (f) < ki < kp < 871(f) olsun. Bu durumda
Ko(f) =inf{k > 0: aw(kf) = 0} <ky <ky <inf{k >0: po(k~" f) < +oo}

gerceklendiginden .. (ky f) > O olur. Buradan pe (k1 f) > 1 ve py(@(ki|f])) = O bulunur. O
halde ,

gu:=min{L, (k;' =k, )pw(@(ki|fa]))}

seklinde alinirsa Onerme 2.2.5 kullanilarak,

Ao far k1) = k1~ max{1, po (ki f) }
= ki ' pa (ki fy)

:/yfn(t)\<p(k11fn(t)\)du—krlpw«p(kl\fn\))
G

= [1h@)etal ()~ pulelalful) &
G

<k pokafy) — &
:Aoo(fnak2> — &
olur ve n — oo icin limit alirsak, &, — & := min{1, (k; ' — k" Dpw(@(k|f]))} = 0

oldugundan

Aw(fakl) <A°°(f7k2)

bulunur. Boylece k + Au(f,k) fonksiyonu (k%(f),07'(f)) araliginda artan bir
fonksiyondur. [
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Calismalarimizin temel noktasini olusturacak asagidaki teoremi verelim. Bu teorem bize

p-Amemiya (1 < p < e0) normunun hangi k € R i¢in elde edilebilir oldugunu verecektir.

Teorem 2.5.24 Her 1 < p <o ve f € Ly, (G) \ {0} igin asagidaki durumlar gecerlidir.
1L Eger k() = ky'(f) = +oo ise [[f]lap = Jim A,(f.4

2. Eger k,(f) <k, (f) =+oeo iseher k € [k,(f), +e) icin ||f]lo,=Ap(f,k)

3. Eger k;‘,*(f) < —+oo ise her k € [k;(f),k;*(f)] icin ||f||o,p =Ap(f,k)

Ispat. 1. Kabul edelim ki k,(f) = k,*(f) = +oo olsun. O halde,
ky,(f) =inf{k > 0: oty (kf) > 0} = +oo

oldugundan o, (kf) > 0 olacak sekilde bir ko > 0 say1s1 bulunamaz. Diger taraftan,
k,"(f) =sup{k > 0:0(kf) <0} = +oo

saglandigindan her k > 0 i¢in o, (kf) < 0 bulunur.

Durum 1: Eger p = oo ve po(kf) < 1ise, her k > 0igin a,(kf) < 0 olur. Boylece,
pa(kf) < 1 oldugundan a,(kf) = —1 bulunur. O halde,

_ -1 _ -1 _
1fllo.p = int k' max{1,pa(kf)} = jnfk " =0

elde edilir. Ayrica,

lim A, (f,k) = lim max{1, po(kf)} = ]}ergokfl =0

k—yo0
gerceklendiginden p = oo ve pp(kf) < 1 ise
flko,y = fim 4,(£.0
elde edilir.

Durum 2: Eger p = o ve po(kf) > 1 ise, her k > 0 icin a,(kf) = pw(@(k|f])) <O
oldugundan her k > 0 igin py(@(k|f|)) = O bulunur. Ancak , pp(0) =0 > 1 ¢eliskisi elde
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edilir. Dolayisiyla boyle bir durumdan s6z edilemez.

Durum 3: Eger 1 < p < oo ise, her k > 0 i¢in o, (kf) < 0 oldugundan

P27 (kf)pw(@(klf]) < 1

elde edilir. Boylece, pe(kf) < +oo gerceklenir. Buradan Onerme 2.5.17 geregince,

pw(@(k|f])) < +oo bulunur. O halde, Onerme 2.5.21 ve Onerme 2.5.22 kullanilarak

lim Ap(f,k) = lim k! (1+ p(kf))? = inf k™ (14 (kf)? =11/ llo.p

k—>o0

elde edilir. Béylece 1 < p < oo ve f € Lp, (G) \ {0} icin k(f) = k" (f) = oo ise

1fllap = Jim Ap(£.4)

bulunur. Diger durumlar benzer sekilde yapilir.

Onerme 2.5.25 Her f € L,,,(G) \ {0} ve 1 < p < e igin

(011711} | < { k>0 p§ kpulollr) <1 |

gerceklenir.

Ispat. Kabul edelim ki 1 < p < oo icin k; € (0, ||f] |<;1p) olsun. O halde, ilk olarak

1/, <O7'(f)

oldugunu gozlemleyelim. Teorem 2.4.6 ve pg(+) artan bir fonksiyon oldugundan,

po (I111la4F) < pa (1171151

(2.10)

elde edilir. Burada, || f|| . normunun tanimindan pe (|| f| ’&;7100 f) < 1 bulunur. Boylece (2.10)

ifadesinden po(||f]|q.,f) < oo olur ve buradan || f||}, < 67 (f) esitsizligi elde edilir.

Varsayalim ki, 0 < kp < HfH&,’lp ve pé’)_l(kof)pq;((p(kolf\)) > 1 olacak sekilde bir ko var

olsun. Onerme 2.5.16 geregince kg < 0! (f) ise po (ko f,) < oo bulunur ve Onerme 2.5.17
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kullanilarak py (@ (ko|fn|)) < oo gerceklenir. Boylece, n € N igin

1< Pg_l(kofn)p‘P((p(kOVnD) <o

elde edilir. O halde,

pa(kof) < p(lIfllgpf) <1
gerceklenir. Ayrica u Ol¢iisii atomsuz oldugundan, dlciilebilir bir E kiimesi bulunabilir ve
g = fuXE icin

1< b~ (kog)pw(@(kolg])) < pu(@(kolg))) < 27 @.11)

gerceklenir. Buna ek olarak (2.11) ifadesinden pg;l (kog) < +eove 1 < py(@(kolg|)) < +eo

bulunur. Ayrica,

=1 (212

o2 (ko) pq,< o(kolg) ) < P (kog)pu((kolg)))

pb (kog)pw(@(kolg))) )~ P& (kog)pw(P(kolg]))

olur. Onerme 2.2.5 ve Onerme 2.5.20 kullanilarak

1

o> lflla, —inf {k~"(1+ ph(kf)

<=

:k>o}

==

> inf{k—l(l +pl(kg))P k> o}

1+ p? (k k
> inf + P og)Pd>(10€)
20 k(14 pl(kog)) 7

Pk Olkolz) ) S
e <p§>1(kog)P\P(<P(ko|g|)) top (kelpalie)

_1
>0 k(1+ph(kog))' 7

1 1 po(kog) + pw(@(kolgl))
ko (1+p(’f,(kog))l_% pw(@(kolgl))

olur. Eger,

Durum 1: p=1 ise

11 1 pa(kog) +pw(e(kolg))) _ 1
ko = ko (1+ pa(kog))' ! pw (@ (kolgl)) ko
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celigkisi elde edilir.

<=

(1+uP)

Durum 2: Eger 1 < p < o ise, T
ubP—

(1-+ur)s

up—!1

fonksiyonu (0,ec) araliginda kesin azalandir. O

1
halde, her u € (0, 1] igin > 27 olur. Boylece, (2.11) ifadesinden

11 1 pa(kog) + pw (@ (kolgl))

ko ko <1+p§)(k0g))l_% P\P((P(k0|g|))

| 1 ph (kog) +ph " (kog)pw(9(kolg)))

ko(14p2kog) 7 Pw(o(kolg])Ph " (kog)

1 P (kog) + 1
r _1
k0 pys (o (kolg))) Pl (kog) (1 + P2 (Kog)) 7

_ 1 (1+pg(kog) z
ko py (@ (kolg]))ph " (kog)

o A .
~ ko pe(9(kolgl)) ~ ko

bulunur. Buradan, kl > kl celiskisi elde edilir. O halde
0 0

(0, 11/llg},) © {k > 0: p5~" (kf)pw((klf1)) < 1}

elde edilir. Son olarak k = || ||, ise. kabul edelim ki, p§ " (|| [l /) pw(@(|[£l5} | £1) > 1
olsun. O halde,

k() < Ifllg,

gergeklenir. Varsayalim ki, k" (f) < |[|f] B,lp olsun. Boylece,

k() < ko < I|fllg

olacak sekilde bir k, sayisi vardir. Ancak kp < ||f H;}p sayist i¢in bir onceki ifade de
oldugu gibi bir geliski elde edilir. Boylece, k" (f) = || f| \;}p bulunur. O halde Teorem 2.5.24

kullanilarak,

11l = Ap(F11 ) = 1f1l0,(1+PEUIF ISP > 1 £lla,



52

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla,

oL (A lah eIl 1) < 1

bulunur. O halde

(0. 11flle, | < { k>0 p§ kpulolr) <1 §

gerceklenir.

Onerme 2.5.26 Her f € L,,,(G) \ {0} ve 1 < p < o igin asagidaki ifadeler gecerlidir.
1. Bger k" (f) = 4o ise k3 (f) = 07 (f) = +oo
2.k5(f) < k5E(f) < 071(f)

ispat.

1. Kabul edelim ki k,* (f) = +oo olsun. O halde her k > 0 i¢in o, (kx) < O olur. Bu

ifadeyi kullanarak asagidaki ii¢ durumu inceleyelim.

Durum 1: Eger p = oo ve pg(kf) > 1 ise,

o (kf) = pw(@(k|f])) < 0= pw(p(klf])) =0

olur. Boylece,

0(f) = 60(f) =inf{ k> 0: pu(ps(k'|f])) =0 < +e0 } =0

oldugundan 6~!(f) = 4o ifadesi elde edilir.

Durum 2: Eger p = o ve pa(kf) < 1 ise her k > 0 icin a,(kf) = —1 seklinde tanimli
oldugundan

6(f) =inf{k > 0: pap(k 1f) <1 <o} =0

ifadesini elde ederiz ve bu ifade yardimiyla 8 ~!(f) = +oo elde edilir.
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Durum 3: 1 < p < e olsun. Her £ > 0 i¢in

ap(kf) = pb (kf)pw(@(klf])) < 1

olur ve boylece Onerme 2.5.17 ve her k > 0 igin, po(kf) < 4o, pu(@(k|f|)) < +oo olur.

Buradan,

0(f) = 60(f) =inf{k > 0: pp(k™' f) < +oo} = inf{k > 0: po(@(k™"|f])) < +eo} =0

gerceklenir. Dolayisiyla 8~ '(f) = +oo olur. Boylece Durum 1,2,3 ifadelerinden eger
ky(f) = +oo ise
071 (f) =Ky (f) = +eo

elde edilir.

2. Onerme 2.5.5 geregince her f € Ly, (G) igin

kp(f) <k (f)

gergeklenir. O halde k), (f) < 0(f )~! oldugunu gozlemleyelim.

Durum 1: Eger k3*(f) = oo ise Onerme 2.5.26 (1) kullanilarak, 0~ !(f) = o bulunur.
Dolayistyla her f € Ly, (G) igin,

ky(f) <k (f) < 87'(f)
elde edilir.

Durum 2: Eer k),"(f) < oo ise her k < k);*(f) igin o, (kf) < 0 bulunur. Buradan,

P27 (kf)pw(@(klf]) < 1

elde edilir. O halde, pgp(kf) < +eo ve py(@(k|f])) < e olur. Ayrica Teorem 2.5.24

kullanilarak

A (1)) = Inf A (FK) = |l < -+
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gerceklenir. O halde,

Ap(F(F) = (67 ()™ (14 Pk ()7 < oo

olur. Dolayisiyla, pe(k,*(f)f) < oo bulunur. Buradan k;*(f) < 0-1(f) elde edilir.
Boylece, 1 < p < e igin

kp(f) <k (f) < 071(f)
esitsizligi saglanir.
O

Tanmim 2.5.27 (Kesin konvekslik) & bir Orlicz fonksiyonu ve u € R olsun. Eger her v,w € R

icin v £ w ve 2u = v+ w olmak tizere
20(u) < P(v) +P(w)
kosulu saglaniyorsa u noktasina & fonksiyonunun kesin konveks noktasi denir ve &

fonksiyonunun tiim kesin konveks noktalarinin kiimesi SCq ile gosterilir.

Gozlem 2.5.28 SCop C {u € R: P(u) < oo} U{£ce} olur. Eger u ¢ SCo U {£co} ise
R\ (SCp U {+cop, —co}) sayilabilir sayida agik araliklarinin birlesimi olarak yazilir.

Onerme 2.5.29 Her f € Ly, (G)\ {0} ve 1 < p <eoigin k5(f) < k5*(f) ve pa(kf) > 0 ise
u-h.hh ¢ € suppf icin kf(¢) ¢ SCo olur.

Ispat. Kabul edelim ki ky(f) < 2k < k,*(f) olacak sekilde bir 0 < k < oo sayis1 var ve
pao(2kf) > o), olsun. O halde, ¢,(2kf) = 0 bulunur. Ayrica,

k,(f) <k <2k <ky <k, (f) vek:=

olacak sekilde k; ve k; sayilar1 bulunabilir. Boylece Teorem 2.5.24 kullanilirsa,

Ap(f ki) = Ap(f,2k) = Ap(f ka) = || fllw.p
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esitligi saglanir. O halde, s, o pgp fonksiyonunun konveksliginden

2[[/Mle.p = 2Ap(f,2k)

=2(2k) " (sp 0 o) (2kf)

1 2k
- k((spopq))(k]+k2

1)

B ki +ko

2 ki
kif+ k
kT )
ki+ky ki

< ki+k kp
kiky ki+ko

kiky ki +ko

(spopa)(kif)+ (spopa)(kaf)

=k (spopalkif))+k " (spopa)(kaf)
:Ap(fakl) +Ap(f7k2)
=2||fllo,p

elde edilir. Burada pg(kf) > o, ve s, fonksiyonunun [0),,0) araliginda kesin artan oldugu

kullanarak y h.h.hf € suppf icin

2k ko
ki +ko

— (s (0) + 0l (1)

DKS (1)) = B e

f@)

gergeklendigini, yani 2kf (1) ¢ SCe oldugunu gosterelim. Bu ifadeyi iki duruma ayiracagiz

ikinci durum benzer sekilde yapilir.

Kabul edelim ki p =« iken pg(2kf) > 1, po(kaf) = 1 ve po(kif) = 1 olsun. Boylece,

1 1 1
—(5000P0) (2kf) = =500 0 P (k1 f) + =500 0 P (k2. f)
k ki k>
bulunur bu ifade s., fonksiyonunun tanimi kullanilarak yeniden diizenlenirse,

L max{1,po(2kf)} = - max{1pofs )} + - max{1,po(kes)}

esitligi elde edilir. O halde k' po(2kf) = ki 'po(kif) + ka ' po(kaf) olur. Boylece, u



56

h.h.h ¢ € suppf icin

ki
ki +

dhiky ko

d —
(k1+k2 )) ki + ko

Dk f())+ kz‘I’(sz(l))

bulunur. Dolayisiyla, u-h.h.hz € suppf icin kf (t) ¢ SCp gerceklenir.

]

Onerme 2.5.30 Eger p = oo ve k% (f) < k%'(f) ise @ Orlicz fonksiyonu [0, k% (f)|f]]-)

aralifinda dogrusaldir.

ispat. Kabuliimiiz geregi
KE(f) = inf{k >0 0t(kx) > 0} < k < sup{k >0 ot (kx) < 0} = k2 (f)

olacak sekilde bir k sayisi vardir. Boylece, 0w (kf) = O bulunur. Dolayisiyla, pe(kf) > 1
oldugundan py (@ (k|f|)) = O olur. Diger bir deyisle,

[ wiotkir) =0
G

oldugundan her 0 < k < k2°(f) ve u h.hh 1 € G icin W(¢(k|f|)) = O olur. Dolayisyla,
Onerme 2.2.14 ifadesinden @ fonksiyonunun [0,k%(f)||f||) arahiginda dogrusal bir

fonksiyon oldugu elde edilir.

2.6 Kp-SONLULUK, K;*-SONLULUK VE Kp-TEKLIK

Bu boliimde, Orlicz uzayinda tanimli Orlicz normu i¢in Rao Ren tarafindan [20] kaynaginda
ve Luxemburg normu i¢in S.Chen tarafindan [1] kaynaginda caligilan £*(-) ve k**(-)
fonksiyonlari 1 < p < o igin k,(+) ve k,*(-) fonksiyonlarina genellestirilecektir. Daha sonra
sonluluk durumlarin1 tanimlayarak gerek ve yeter kosullar verilecektir. Ardindan, k,-tek
tanimi verilerek p-Amemiya normunun elde edilebilir oldugu & > 0 sayisinin tek tiirlii olmasi
icin gerek ve yeter kosullar verilecektir. Bu boliimde verilen tanim ve teoremler igin [5]

makalesinden yararlanilmigtir.
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Tanim 2.6.1 Bir ® Orlicz fonksiyonu 1 < p < eoigin her f € Ly, \ {0} icin
0 < k5(f) < 4o

kosulunu saglyorsa @ fonksiyonuna kj-sonlu fonksiyon denir. Denk olarak, ® Orlicz

fonksiyonu k,-sonlu olmasi igin gerek ve yeterli kosul her f € Ly, (G) \ {0} i¢in

Kp(f) = {0 <k <oo: k5(f) Sk <Ky ()} £0
olmasidir.
Teorem 2.6.2
1. Bir 1 < p < eoigin cg < = kogulunu saglayan her @ Orlicz fonksiyonu k},-sonludur.
2. Eger cp = +oove p =1 ise,
(a) her f € Ly, (G)\ {0} igin 0 < || fl|5)y < kj(f) gegerlidir.

(b) @ Orlicz fonksiyonu kj-sonlu olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul @ Orlicz

fonksiyonunun orijinden gegen egik asimptotu olmamasidir.
3.Egercp =+ ve 1 < p <ooise,
. . —1 % .1
(a) her f € Lp, (G) \ {0} i¢in O <||f]|g , <k, (f) gegerlidir.

(b) @ Orlicz fonksiyonu kj,-sonlu olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul @ Orlicz

fonksiyonunun [0, o) araliginda dogrusal bir fonksiyon olmamasidur.
4. Eger cp = +o0 ve p =ooise,
(a) her f € Lpy (G)\ {0} igin 0 < || f]|qme = K5 (f) olur.
(b) Her @ Orlicz fonksiyonu & -sonludur.
ispat.

1. Her f € Ly, (G) igin Onerme 2.5.26 geregince 1 < p < oo igin

kp(f) <k () <67'(f)
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gerceklenir. Ayrica Onerme 2.5.15 kullanilarak 8! (f) < 4 elde edilir. Boylece,
k,(f) < oo

bulunur. Dolayistyla @ fonksiyonu k,-sonludur.

2.(a) ve 3.(a) ifadelerini ispatlayalim. Kabul edelim ki, 1 < p < e ve f € L, \ {0}
igin k, (f) < || f] E,}p olsun. O halde Teorem 2.5.24 kullanilarak

11l = Ap(F 1 A15) = 17 lla p (14 PR o) > [1£ s,

celiskisi elde edilir. Dolayisiyla,

0 <|Ifllo, <Ki(f)

oldugu bulunur. O halde p =1 i¢in

0<|Iflloy <ki(f)

elde edilir. Dolayisiyla teoremin 2.(a) ifadesi gecerlidir. Benzer sekilde 1 < p < e i¢in

0 <|fllg., < Kki(f)

gerceklenir. Oyleyse 3.(a) elde edilir.

2.b. Eger ® Orlicz fonksiyonunun orijinden gecen egik asimptotu yok ise Onerme

2.2.14 uygulanirsa

lim W(@(u)) = +oo (2.13)

U—>oo

bulunur. Boylece, ]}im pw(@(k|f])) = 4oo olur. O halde
—>00

ki (f) = inf{k > 0: pg(@(k|f])) = 1} < +ee

olur. Aksi halde, kj(f) = 4o ise, py(@(ko|f|)) > 1 olacak sekilde bir ko > 0 sayist yoktur.
Boylece, her k > 0 i¢in py(@(k|f|)) < 1 oldugundan (2.13) ifadesiyle celisir. Dolayisiyla,
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ki(f) < oo bulunur. O halde ® Orlicz fonksiyonu k}-sonludur.

Tersine kabul edelim ki, ® Orlicz fonksiyonu kj-sonlu olsun. Varsayalim ki, ®

fonksiyonunun orijinden gecen egik asimptotu var olsun. O halde, Onerme 2.2.14 geregince

lim ¥(¢(u)) < +oo

U—r

elde edilir. Boylece ¢ € R olmak iizere 1i_r>n Y(p(u)) = c olarak alinirsa, y olgiisii atomsuz
U—yoo

oldugundan 6yle bir dl¢iilebilir A kiimesi bulunabilir ki,
0 < u(A) < oo ve cu(Ad) <1
olur. Ayrica, f = x4 seklinde alinirsa, her £ > 0 i¢in,

pe(@(klf1) = /‘P(fp(k|f(t)|))du
G

— [ wlo)au
A

(2.14)
=¥(p(k))u(A)
< lim W(o(u))1(A)

U—oo

gerceklenir. Boylece,

ki(f) =inf{k >0: oy (kf) >0}
=inf{k >0:py " (kf)pw(@(klf]) > 1}
=inf{k > 0: pe(@(k|f])) = 1}

elde edilir. Fakat (2.14) ifadesinden, py(@(k|f|)) < 1 oldugu kullanilarak,
K (f) = inf@ = +oo

bulunur. Bu ifade @ Orlicz fonksiyonunun kj-sonlu olmasi ile celisir. O halde, ® orlicz

fonksiyonu orijinden gecen egik asimptota sahip degildir.
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3.b. Kabul edelim ki f € Ly, (G)\ {0} i¢in ® fonksiyonu [0,0) araliginda dogrusal
olmasin. O halde ® fonksiyonu [0,) araliginda dogrusal olmadig1 icin Onerme 2.2.14

geregince, bir ky > 0 vardir ve py (@ (ko|f|)) > 0 olur. Boylece

P (k) puw((k|f])) 5 oo

bulunur. Dolayistyla k,(f) < oo olur. Ciinkii,

k() = inf{k > 0: o5~ (kf)pw (k[ £])) > 1} = +eo

olsaydu. pé’,_l (kf)pw(@(k|f])) = 1 olacak sekilde bir ko > 0 sayis1 var olmazdi. Dolayisiyla
her k > 0 igin p2 " (kf)pw (@ (k|f])) < 1 olur. Ancak, bu ise

. -1
lim o™ (k) pu (K A1) = +=o
ile gelisir. O halde, k), (f) < +eo olur. Dolayisiyla, ® Orlicz fonksiyonu k,-sonludur.

Tersine kabul edelim ki & Orlicz fonksiyonu k,-sonlu olsun. Varsayalim ki & fonksiyonu
[0,00) araliginda dogrusal olsun. O halde, bir ¢ > 0 vardir ve her u € [0,00) i¢in ®(u) = cu

olur. Boylece, Onerme 2.2.12 kullanilirsa her u > 0 i¢in,

bulunur ve béylece her f € Ly, (G) \ {0} ve k> 0 igin

pb (kf)pw(p(klf) =0 <1
gerceklenir. O halde,
K5(f) = inf{k > 0: ph ' (kf)pw(@(k|f]) —1> 1} =inf{k > 0: —1 > 1} = inf0 = +oo

elde edilir. Bu ise @ Orlicz fonksiyonunun k,-sonlu olmast ile ¢elisir. Bdylece ® fonksiyonu

[0,00) araliginda dogrusal degildir.

4.a. Kabul edelimki, p =ocove f € Ly, (G)\ {0} olsun. Luxemburg normunun tanimi
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geredi, p¢(||f||;}oof) < 1 oldugu igin, aoo(||f||cf,}wf) = —1 bulunur. Boylece,

11l ghe <KL(F)

olur. Varsayalim ki bir k > 0 i¢in ||f] \(;m < k < k%L(f) olsun. Boylece 0w (kf) < O olur. O
halde, pp(kf) < 1 oldugundan Luxemburg normunun tanimindan, k < || f]| |g,1 celigkisi elde
edilir. O halde,

0 < || fllgm = ka(f)

ifadesi elde edilir
4.b. Eger p = oo ise ® Orlicz fonksiyonu i¢in 4.(a) geregince,
0 < k2(f) = [|fllpen < +o

gerceklenir. Bu ise @ fonksiyonunun k% -sonlu oldugunu gosterir.

Tanim 2.6.3 Bir ® Orlicz fonksiyonu 1 < p < oo ve her f € Ly, (G) \ {0} igin
0 <k (f) < +oo

kosulunu sagliyorsa ¢ fonksiyonuna k;*—sonlu fonksiyon denir. Denk olarak & Orlicz

fonksiyonunun k,*-sonlu olmas igin gerek ve yeterli kosul her f € Ly, (G) \ {0} igin

Kp(f) ={0 <k <oo: ko (f) Sk <k, ()} #0
olmasidir.
Teorem 2.6.4
1. 1< p<eeigin cg < oo kosulunu saglayan her ¢ Orlicz fonksiyonu k,*-sonludur.

2. Eger 1 < p < e ise ® Orlicz fonksiyonunun k,"-sonlu olmasi igin gerek ve yeter

kosul k,-sonlu olmasidir.

3. Eger p = oo ise ® Orlicz fonksiyonunun &2 -sonlu olmasi icin gerek ve yeter kosul

® fonksiyonunun [0,0) araliginda dogrusal olmasidur.
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ispat.

1. Her f € Ly, (G) \ {0} i¢in Onerme 2.5.26 geregince 1 < p < o igin

0 <kp(f) <k (f) <67 (f)

gerceklenir. Ayrica Onerme 2.5.15 kullanilirsa, 0! (f) < 4o elde edilir. Boylece,
k' (f) <Aoo

bulunur. Dolayistyla ¢ fonksiyonu k),"-sonludur.

2. Kabul edelim ki, ® Orlicz fonksiyonu k,*-sonlu olsun. O halde her f € Ly, (G) \ {0}

icin , Onerme 2.5.26 ifadesinden,

0 < ki(f) <K*(f) < +oo

olur. Boylece ® Orlicz fonksiyonu k, - sonludur.
Tersine ® Orlicz fonksiyonunun k,-sonlu oldugunu kabul edelim.

Durum 1: Eger, 1 < p < oo i¢in, P Orlicz fonksiyonu k,-sonlu ise, Teorem 2.6.2 geregince,
® fonksiyonu [0,c0) araliginda dogrusal degildir. Boylece, Onerme 2.2.14 kullanilarsa
pw (@ (ko|f])) > 0 olacak sekilde bir ko > 0 bulunur. Boylece,

P2 (kf)pw (@ (k| f])) =5 oo (2.15)

gergeklenir. Varsayalim ki &,* (f) = oo olsun. O halde, (2.15) ifadesiyle celisilir. Boylece,
k" (f) < +oo olmahdir. Diger bir deyisle ® fonksiyonu k*-sonludur.

Durum 2: p = 1 i¢in, ® Orlicz fonksiyonu k;—sonlu ise Onerme 2.6.2 geregince, orijinden

gecen egik asimptotu yoktur. Boylece, Onerme 2.2.14 kullanilarak,

lim W(g(K|f])) = +o=

bulunur. Boylece, ]}im pw(@(k|f])) = +oo olur. Benzer sekilde, bir kg > 0 sayist vardir, dyle
—>00
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ki
P (k) pw (@ (kI f1)) =5 oo (2.16)

saglanir. Eger k,*(f) = +oo ise (2.16) ifadesiyle gelisilir. Boylece,
k" (f) < oo

olmalidir. Diger bir deyisle ® fonksiyonu k,"-sonludur.

Durum 3: Kabul edelim ki p = oo i¢in ® Orlicz fonksiyonu k."-sonlu olsun. Varsayalim ki,
® Orlicz fonksiyonu [0,0) araliginda dogrusal olsun. O halde Onerme 2.2.14 kullanilarak

asagidaki iki durum incelenir.
i) Eger po(kf) < 1 ise,
K2 (f) =sup{k > 0:—1<0} = +oo

olur. Fakat bu ise ® fonksiyonunun k."-sonlu olmasiyla ¢elisir.

ii) Eger po(kf) > 1 ise
K2 (f) = sup{k > 0:0 < 0} = +oo

olur. Bu ise ® fonksiyonunun k2*-sonlu olmasiyla celisir.
Dolayisiyla, i) ve ii) ifadelerinden @ Orlicz fonksiyonu [0, o) aralifinda dogrusal olamaz.

Tersine, @ Orlicz fonksiyonu [0,) aralifinda dogrusal olmasm. O halde Onerme 2.2.14
geregince, bir kg > 0 vardir ve pw(@(ko|f|)) > 0 olur. Boylece k1 > ko igin, po (ki f) > 1

olur. Boylece

O (k1 f) = pe(@(ki|f])) >0

ifadesi elde edilir. O halde, k5°(f) < k; < +oo gergeklenir. Diger bir deyisle ® Orlicz

fonksiyonu k% -sonludur.
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Tanim 2.6.5 Bir ® Orlicz fonksiyonu 1 < p <o ve her f € Ly, (G) \ {0} icin
0< k;(f) = k;*(f) < oo

kosulunu saghiyorsa @ fonksiyonuna k,-tek fonksiyondur denir. Denk olarak & Orlicz
fonksiyonunun kj-tek olabilmesi igin gerek ve yeterli kosul her f € Ly, (G)\ {0} icin
cardK,(f) = 1 olmasidir.

Teorem 2.6.6

l. p=1ve a:=sup{u >0 : ¥(¢p(u))u(G) < 1} olsun. O halde ® Orlicz

fonksiyonunun k;-tek olabilmesi i¢in gerek ve yeterli kosul
(a) a=ce veya P, |[a,cq) lizerinde kesin konveks bir fonksiyondur.
(b) ® Orlicz fonksiyonu orijinden gecen egik asimptota sahip degildir.

2. Eger 1 < p < = ise @ Orlicz fonksiyonunun k,-tek olabilmesi i¢in gerek ve yeterli

kosul ® fonksiyonunun [0,0) araliginda dogrusal bir fonksiyon olmamasidir.

3. p=ocoveb:=inf{u > 0: P(u)u(G) > 1} olsun. ® Orlicz fonksiyonunun k..-tek
olabilmesi i¢cin gerek ve yeterli kosul ® fonksiyonunun her € > 0 i¢gin [0,b + €| araliginda

dogrusal olmamasidir.
Ispat.

1. Kabul edelim ki, p =1 i¢in @ Orlicz fonksiyonu kj-tek olsun. Varsayalim ki,
Teoremin 1.(a) sikki saglanmasin. O halde, ¢(u) fonksiyonu ¢ < d i¢in [c¢,d) C [a,co)
arahiginda sabit bir fonksiyondur. Ayrica, ¢ < ¢ oldugundan ¥(@(c)) < +eo bulunur.
Dahasi, Onerme 2.5.17 kullanilarak, a < ¢(u) < cg ise P(@(c)) < 4+ ve a < ¢(u) igin

a=sup{u>:¥(@(u)u(G) <1} < @(u) = ¥(@(u))u(G) > 1

elde edilir. Ayrica, u atomsuz Ol¢ii oldugundan Oyle bir £ € X kiimesi bulunabilir ki

W(Q()R(E) = 1. f = 1& ve k € [e,d] igin,

pw(@(k|f]) = /‘P(fp(klf\))du =¥(ok)u(E) =1
G
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olur. Boylece, ki (f) < ¢ < d < kj*(f) bulunur. Bu ise k;-tek olmasi ile celisir. Dolayisiyla

a = c¢g olmak zorundadir.

Tersine, ®, [a,cqe) tizerinde kesin konveks olsun. O halde f € Ly, (G) \ {0} ve p =1 i¢in
pa(kf) = 0 = oy oldugundan Onerme 2.5.29 geregince, k}(f) = ki*(f) bulunur. Boylece,
® Orlicz fonksiyonu ki-tektir.

1.(b). Kabul edelim ki @ Orlicz fonksiyonu orijinden gecen asimptota sahip
olmasin. O halde Teorem 2.6.2 geregince, ® fonksiyonu kj-sonludur. Ayrica Teorem 2.6.4
geregince, kj*-sonludur. Dolayisiyla, her f € Ly, (G)\ {0} i¢in, kj(f) = k{*(f) oldugunu

gozlemleyelim.

Varsayalim ki, k7 (f) < k < k{*(f) olsun. Diger bir deyisle,
Ki(f)=inf{k > 0: 0 (kf) >0} <k <sup{k>0:a;(kf) <0} =ki"(f)

olacak sekilde bir k sayis1 vardir. O halde, a;(kf) = 0 bulunur. Buradan,

1

(kf)pw(@klf]) = 1= pw(p(k|f]) =

elde edilir. Boylece, p = 1 oldugu igin pe(kf) > 0 = o] olur. Boylece Onerme 2.5.29
geregince, pu-h.h.h t € supp f igin kf(r) ¢ SCe dir. O halde, Teoremin 1.(a) ifadesini
kullanarak a > 0 , u(G) < o ve u-h.h.h 7 € supp f igin k| f(r)| < a olur. Dolayisiyla, u
h.h.ht € suppf icin W((k|f(1)])) < u~'(G) olur. Béylece,

(k) /w (kD) < [17'(6) = (@)u(G) = 1
G

saglanir. O halde, py(@(k|f])) < 1 ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla, @ Orlicz fonksiyonu
kq-tekdir.

Tersine, kabul edelim ki @ Orlicz fonksiyonu ki-tek olsun. O halde ® Orlicz fonksiyonunun
orijinden gecen asimptotunun olmadigini gosterelim. Kabuliimiiz geregi & ki-tek ise,
fonksiyonu k; tekligin tanimi geregi hem k7j-sonludur hem de k7 *-sonludur. O halde, Teorem

2.6.2 geregince, P Orlicz fonksiyonunun orijinden gecen asimptotu yoktur.

2. Kabul edelim ki, 1 < p < o0 igin ® k,-tek olsun. O halde ® fonksiyonunun [0, o)
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aralifinda dogrusal olmadigin1 gosterelim.

Kabuliimiiz geregi @ , k,-tek oldufundan k,-tekligin tanimi geregi k;;—sonludur. Ayrica,

Teorem 2.6.2 geregince, ® fonksiyonu [0,0) araliginda dogrusal degildir.

Tersine, kabul edelim ki @ fonksiyonu kj,-sonlu olsun. O halde @ kj-tek oldugunu
gosterelim. Kabuliimiiz geregi ® k),-sonlu oldugundan Teorem 2.6.4 geregince, k,*-sonludur.

O halde, her f € Ly, (G) \ {0} i¢in varsayalim ki ,
0 <ky(f) <ki <hkpy <k, (f) < oo
olacak sekilde O < k; < kp < 4-o0 var olsun. Diger bir deyisle,
k;;(f) = inf{k >: a,(kf) > 0} < ki <ky <sup{k >: ap(kf) <0} = k;‘,*(f)

olacak sekilde 0 < kj < ky < +oo elde edilir. Boylece, i = 1,2 icin o, (k;f) = 0 olur.
Dolayisiyla
~1
ap(kif) = pg  (kif)pw(@(kilf])) =1

elde edilir. Boylece, i = 1,2 i¢in,
0 < pap(kif) < +eo ve 0 < py(Q(ki|f])) < +oo

bulunur. Ayrica, u — ®(u) fonksiyonu {u > 0:0 < ®(u) < +eo} araliginda kesin artan ve

u — ¥(¢(u)) fonksiyonu [0,0) araliginda artan oldugundan,

0=ap(kif) =pg (kif)pa(@(kilf]) =1 < ph " (kaf)pw(@(kal £1)) — 1 = w(kaf) = 0

celigkisi elde edilir. Boylece k,(f) = k,"(f) olur. O halde, ® Orlicz fonksiyonu k,-tekdir.

3. Kabul edelim ki, p = oo ve b := inf{u > 0 : ®(u)u(G) > 1} iken ® fonksiyonu
[0,b+ €] araliginda dogrusal olmasin. O halde, f € Ly, (G) \ {0} ve v =kZ"(f)||f]|. olmak

izere varsayalim ki

ko (f) <k <kZ(f)

olacak sekilde k > 0 sayisi var olsun. O halde ¢t (kf) = 0 olur. Boylece u h.h.h z € G igin
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Y (@(k|f(t)])) = 0 bulunur. Dolayisiyla 0 < u < v igin,

pe(@(k|f])) =0

saglanir. Teorem 2.6.4 ve Onerme 2.2.14 den @ fonksiyonu [0,v) araliginda dogrusaldur.

Boylece v < b bulunur. Dolayisiyla @(v)u(G) < 1 oldugu elde edilir.

Varsayalim ki, pp(kf) > 1 olsun. O halde,

1< polkf) = [ @(kf()du < [ B)dp=DWI(G) <1
celigkisi elde edilir. Boylece, kL (f) = k2 (f) olur ki buradan & fonksiyonu k.. -tekdir.

Tersine, kabul edelim ki k.-tek olsun. O halde ® fonksiyonunun her € > 0 i¢in [0,b + €]

aralifinda dogrusal olmadigini gosterelim.

Varsayalim ki @ Orlicz fonksiyonu her € > 0 igin, [0,b + €] aralifinda dogrusal olsun. O
halde, b < b+ € ise,
influ>0:Pu)u(G)>1} <b+e

olur. Dolayisiyla ®(b+ €)u(G) > 1 bulunur. Ayrica, 0 < u < b+ € i¢in dyle bir dlgiilebilir
E kiimesi alalim ki f = u)g ve pep(f) > 1 olsun. Boylece,

K(f) = inffk > 0: pu(p(Kf) >0} =0 < 1
olur. Buradan 0 < uk < (b+ ¢€) i¢in

pe (@Kl f]) = /‘P(fp(k!f(tﬂ))du

G

N\

[ ¥otb+e)au
G

=Y¥(e(b+e))u(E) =0

gergeklenir. O halde, k% (f) < 1 < (b+¢&)u~! < k¥ (f) elde edilir. Bu ise & fonksiyonunun
ke - tek olmasiyla celigir. Dolayisiyla, ® fonksiyonu her € > 0 i¢in [0,b + €] araliginda
dogrusal degildir.
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]

Sonug 2.6.7 Eger ® Orlicz fonksiyonu (—cg,ce) araliginda kesin konveks ise 1 < p < oo
i¢in kp-tekdir. Dahasi, cp = oo ve ® Orlicz fonksiyonu orijinden gecen egik asimptota sahip

ise @ Orlicz fonksiyonu her 1 < p < o i¢in kj,-tek olur

2.7 UC NOKTALAR

Orlicz uzaylarinda Orlicz normu kullanilarak u¢ noktalar H. Hudzik ve M. Wisla tarafindan
calisilmisgtir [9]. 1996 yilinda S. Chen ug noktalar1 Orlicz ve Luxemburg normu kullanarak
ele almistir [1]. Yine, Y. Cui, H. Hudzik, M. Nowak, R. Pluciennik tarafindan u¢ noktalar
dizisel Orlicz uzaylarina tasinmistir [6]. Ardindan, Orlicz uzaylarinda Orlicz ve Luxemburg
normu ile verilen bu geometrik kavramlar p-Amemiya normu kullanilarak Y. Cui, L. Duan,
H. Hudzik, M. Wisla tarafindan [5] makalesinde ¢alisilmistir. Bu dogrultuda [5] makalesinde
elde edilen sonuglar bu boliimde ayrintili bir sekilde ele alinarak, diger calismalarla

karsilagtirma yapilacaktir.

Tanmm 2.7.1 (Ug¢ Nokta) L,,(G) Orlicz uzayinin kapali birim yuvari ve yuvar yiizeyini
sirastyla B(Lp, (G)) ve S(Lp,(G)) ile gosterelim. Eger f € S(Lp,(G)) fonksiyonu, her
8,h € B(Lpy(G)) igin 2f = g+ h iken g = h oluyorsa bu f fonksiyonuna B(Ly, (G)) kapali
birim yuvarin ug noktasi denir. B(L,,, (G)) kapali birim yuvarinin tiim u¢ noktalarinin kiimesi

ExtB(Lp,(G)) ile gosterilir.
Tanim 2.7.2 Orlicz uzayimin bos olmayan bir alt kiimesi i¢in

Ac={f €A k,(f) < +oo} ve Awu ={f €Ak, (f) < +oo}

seklinde tanimlansin.

Onerme 2.7.3 Yukaridaki gibi tanimlanan A, ve A, kiimeleri i¢in
Ay CAL,CA

saglanir.

Ispat. ilk olarak A, kiimesinin tanimindan A, = {f € A : ky(f) < +oo} C A elde edilir.
Simdi A.. C A, oldugunu gozlemleyelim. Bir f € A,, alahm. Boylece, f € Ly, (G) igin
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k3*(f) < oo olur. Ayrica, Onerme 2.5.5 geregince, k5, (f) < +co bulunur. Boylece
A CALCA

elde edilir.
O]

Gozlem 2.7.4 Eger ® Orlicz fonksiyonu k;—sonlu ise her A C Ly, (G) icin Ay = Ay =A

olur.

Onerme 2.7.5 Her 1 < p < o igin,
. ExtB(Lpy(G)) C S.(Lpy (G)),
2. S(Lpy(G)) Nconv (B(Lpy, (G)) \ Bex(Lpy (G))) C S(Lpg,(G)) \ Sux (Lpy (G)),

3. Eger f € B(Lpy(G)) ve u({t €G: |f(t)| =ca}) > Oise

£ €5(Lpy(G)) . Ky(f) =Ky (f) =1 ve palf) < 0
olur.

4. Eger p=ooiken pg(f) =1ve u({t € G: f(t) € SCp) > 0 ise,

[ €8(Lpy(G)) ve ko (f) =k (f) =1

olur.
Ispat. 1. Ispatiii¢ duruma ayiracagiz.

Durum 1: Kabul edelim ki p = o ve f € ExtB(Lp,(G)) olsun. O halde, f € S(Ly,(G)) olur.
Ayrica, Teorem 2.6.2 nedeniyle her ® Orlicz fonksiyonu &, -sonlu oldugundan her

f € 8(Lpe(G)) igin k% (f) < o0 bulunur. Dolayisiyla f € S.(Lp, (G)) elde edilir.

Durum 2: 1 < p < oo olsun. Eger ® Orlicz fonksiyonu [0,0) aralifinda dogrusal degil ise,

Teorem 2.6.2 geregince, ® Orlicz fonksiyonu k)-sonludur. Dolayisiyla,

ExtB(Lp,(G)) C S+(Lpy(G))
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olur. Eger @ Orlicz fonksiyonu [0,0) araliginda dogrusal ise Onerme 2.4.11 geregince,
Ly (G), L'(G) uzayma lineer izometriktir. Boylece L' (G) uzaymin ug noktalar kiimesi bos

kiime oldugu kullanilarak
ExtB(Ly,(G)) = ExtB(L'(G)) =0

bulunur. O halde, ExtB(Ly,(G)) C S«(Lp,(G)) elde edilir.

Durum3: p=1ve f € ExtB(Lp,(G)) olsun. O halde f € Ly, (G) igin kj(f) < 4o oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki &} (f) = +oo olsun. Teorem 2.5.24 kullanilarak

| fllp = lim k' (14 po(kf))
k—yo0
gerceklenir. Ayrica, a,b > 0 sayilar1 icin
A={teG:a< f(t)<b}

kiimesini tanimlayalim. Burada, A kiimesinin y(E) = u(F) olacak sekilde sonlu ve pozitif
Olciiye sahip olan ayrik E,F € ¥ alt kiimeleri vardir. Kabuliimiizden ® Orlicz fonksiyonu

ki-sonlu degildir. Boylece Teorem 2.6.2 kullanilarak

lim W((u)) < +oo

U—r

elde edilir. Yine, ¥ siirekli bir fonksiyon oldugundan

¢ = lim @(u) < 4oo (2.17)

U—roo

olur. Boylece, (2.17) ifadesinden bir u, > 0 ve d € R sayilar1 bulunabilir ve her u > ug i¢in

cu+d < P(u) < (c+eu+d
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olur. Ayrica 0 < v < a olmak iizere,

(f(2), f(2)) , t€G\(EUF)
(g(1),h(t)) ;=1 (F(t)—Vv,f(t)+V) , t€E (2.18)

| (fO)+v.f)=v) , t€F

seklinde tanimlayalim. G tizerinde g # h ve g +h = 2 f oldugu bulunur. Ayrica

k > ug(a—v)~!igin,

18]lg,1 < Jlim k= (1+pa(kg))

= kli_r)rgok*1 <1 + pao(kfx6\(EUF)) +Pa(k(f = V)XE) + par(k(f + V)%F))

< Jim k! (1+/ Dk (1)) dp + / ((c+£)kf(t)+d)du)

G\EUF EUF

<klimk1(1+/cbkf du—l—/ ckf(t)+d) du-i—/skf )
—>00

G\EUF EUF EUF

= lim k!
k—>oo

< limk! B(kf(1))du + /cpkf Ndw) |+, 1/ekf()
kv G\EUF EUF EUF

1+/<1> kf(t) du) /ef(t)du

EUF

< lim k™ (1+pq> kf) /ebdu
k—roo
EUF
= lim k! (1 +Pq>(kf)) +2eu(E)
—>00

= [|flle1 +2€bp(E)

=142¢ebu(E)
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elde edilir. Boylece, € — 0 igin ||g||p ; < 1 ve benzer sekilde ||A||g ; < 1 bulunur. Buradan,
g,h € B(Ly,(G)) olur. Ayrica g # h ve g+h =2 f oldugundan f fonksiyonu B(Lj,, (G)) kapali
birim yuvarinin bir u¢ noktasi degildir. Ancak, bu ifade f € ExtB(L,,(G)) olmasiyla celisir.
Dolayisiyla, k(f) < 4oo bulunur. Boylece,

EXtB(LPcD (G)) C 8. (chb(G))

elde edilir.

2. Bir f € S(Lpy(G)) Nconv(B(Lpy (G)) \ Bex(Lpg)(G)) alalim. O halde, 0 < a < 1
icin f =ag+(1—a)holurve ||f||lo, =1, 8 h € B(Lp,(G)) icin g,h ¢ B.+(Lp,(G)) bulunur.
Diger bir deyisle,

k,"(h) =+ ve k,"(g) = +eo (2.19)
bulunur. Her k£ € R icin

po(kf) = [ D(kf(1))du
G

D(k(ag(r) + (1 —a)h(r)))du

Q\

<a [ @kg(t))du+(1-a) [ S(kh(r))dp
G G

= apo(kg) + (1 —a)po(kh)

elde edilir. O halde (2.19) ifadesinden pe(kg) ve pe(kh) fonksiyonlarinin sonlu olur. Bunu

gosterelim.

Durum 1: Eger p =1 ve k{*(h) = kj*(g) = +oe ise,
her k>0 icin a;(kh) <0 ve o(kg) <0
olur. Boylece,

o (kh) = p& D (k) pw (@(K[R))) < 1 ve an(kg) = pi ™" (kg)pw(@(klg])) < 1
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elde edilir. Buradan, py (@ (k|h|)) < 1 ve pw(@(k|g|)) < 1 bulunur. Buradan, pg(kh) < oo
ve po(kg) < oo elde edilir.

Durum 2: Eger 1 < p < eove k)" (h) = k,"(g) = +ooise
her k> 0 i¢in oy, (kh) <0 ve ap(kg) <O
olur. Boylece

o (kh) = pi ™" (ki) pw(@(kIA])) < 1 ve ap(kg) = p " (kg)pw(p(klg])) < 1

bulunur. O halde
Pa(kg) < +oo v po(kh) < +oo

elde edilir.
Durum 3: Eger p = oo ise
(a) pao(kh) <1, po(kg) < 1 alinirsa pg(kh) < 4o ve pep(kg) < +oo elde edilir.

(b) Eger pp(kg) > 1 ve pp(kh) > 1 olsun. Ayrica, k2 (g) = kX (h) = +eo oldugundan
her k > 0 igin Qo (kg) < 0 ve Qo(kh) < 0 esitsizlikleri elde edilir. Buradan, her & > 0 i¢in

0o (kg) = pe(@(K|g|)) <O ve 0t(kh) = pg(@(k|h|)) <O

bulunur. Boylece, Onerme 2.5.17 geregince, pg(kg) ve pg(kh) sonlu olmak zorundadir. O
halde, 1 < p < +oo icin pg(kg) < +oo ve pg(kh) < oo olur. Bu durumda 8! (f) = 4o
oldugunu gosterelim. Her k > 0 igin pg (kf) < oo oldugundan,

6(f) =inf{k > 0: pap(k~'f) < +oo} =0

elde edilir. Boylece ﬁ = +oo gergeklenir. Buradan, f € Ly, (G) \ {0} i¢in k), (f) = 0-1(f)

oldugunu gozlemleyelim. Varsayalim ki k%*(f) < 6~'(f) = +eo olsun. O halde k3*(f) <
ko < o0 i¢in Teorem 2.5.26 kullanilarak
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1=11£lle,
= (k" (/)" (sp o pa) (k5" (f)f)
<ko'(spopa)(kof)
< Jim k™! (s 0 pa) (k/)

<alimk!(spo0pa(kg)) + (1 —a) lim k™' (s, 0 pg) (kh)

k—>o0 k—yoo
=dllglle, + (1 —a)llhlle,

<a+(l—a)=1
celiskisi elde edilir. Dolayisiyla Onerme 2.5.26 geregince,
Ky (F) = 071(f) = +eo

olur. Dolayisiyla,
fe S<LP¢> (G)> \ S (LP<I> (G>)

bulunur.

3. Eger f € B(Lp,(G)) ve u({t € G:|f(t)| =ca}) >0ise her k> 1 igin

(spopa)(kf) = +oo > |flle,

olur ve Teorem 2.5.24 ile ¢elisir, benzer sekilde her k < 1 ig¢in,

kK (spopa)(kf) =k > 12 |fllg,

bulunur ve Teorem 2.5.24 ile celisir. Boylece, kK = 1 icin

1= flle, = (spopa)(f) = 5,(0) =1

elde edilir. Boylece || f||g , = 1 oldugundan f € S(Le(G)) bulunur. pe(f) < o), oldugunu
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gozlemleyelim.

Durum 1: 1 < p < e olsun. O halde,

1
(1+pg(f))? =5p(0) =1= po(f) =0
olur. Boylece, po(f) < 0 = o), saglanir.

Durum 2. p = oo ise,

max{1,po(f)} = 1= po(f) <1= 0w

elde edilir. Boylece her 1 < p < oo icin

pa(f) < 0

bulunur. Son olarak, f € B(Ly,(G)) ve u({t € G : |f(t)| = co}) > 0 oldugu icin cep <
+oo olur. Boylece Teorem 2.6.4 geregince, ® k,*-sonlu olur. Dolayisiyla Teorem 2.6.6

kulamlarak k,-tek oldugu elde edilir. O halde,
kp(f) =k, (f) =1

bulunur.

4. Kabul edelim ki p = « olsun. Eger po(f) =1 ve u({t € G: f(t) € SCp}) >0 ise
|1l < 1 elde edlilir. Boylece, her k > 1 icin,

k™ (500 po) (kf) = pa(f) =1 > HfH‘bm

olur ve Teorem 2.5.24 ile celisir, benzer sekilde her k < 1 i¢in,

k! (swo pa) (kf) = k™ max{1, pa(kf)} =k~ > 12 ||fllg.

bulunur ve Teorem 2.5.24 ile celisir. Boylece k = 1 icin,

ko (f) =k (f) =1
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elde edilir. Ayrica
fllg oo = (500 p2) (f) = 1

olur.

]

Sonuc 2.7.6 Her f € B(Ly,(G)) igineger 1 < p <cove u({r € G:|f(t)| =ca}) > Oise,

0 , 0<u<co
Dd(u) = (2.20)

+oo . US> CP

olur. Ayrica p-Amemiya (1 < p < o0) normuna gore Ly, (G) , L”(G) uzaymna izometriktir.

Yani,
-1
e, = co I+ [lw
esitligi gegerlidir.

Ispat. Eger 1 < p < o igin 0, = 0 oldugundan Teorem 2.7.5 kullanilirsa

pa(f) <0, =0=pse(f)=0

elde edilir. Boylece , 0 < u < cp < +o0igin ®@(u) = 0 bulunur. Ayrica, u > cg igin @ (u) = +oo
olur. Dolayistyla, (2.20) temsili elde edilir. Son olarak g € Ly, (G) igin,

lglla, = inf{k " : pa(ke) = 0}
=inf{cg'k : hh.h 1 € G igin [g(t)] <k}
=co'llgll
bulunur. Béylece, Ly, (G) Orlicz uzay1 L”(G) uzayina izometriktir.

]

Onerme 2.7.7 Her f € S,..(Lp, (G)) icin 2f = (g+h) olacak sekilde g,h € B(L,, (G))\ {0}
fonksiyonlari var olsun. O halde k), (f) < k < k,*(f) ve u- h.h.ht € Gigin kf(t) € SCq ise
8,h € Bi(Lp,(G)) olur.

Ispat. ispati iki duruma ayiracagiz.
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Durum 1: Kabul edelim ki Ly, (G) uzay1 k,-sonlu olsun. O halde,
k,(8) < +oo ve k,(h) < +eo

bulunur. Ayrica hipotezden, g,/ € B(Lp, (G)) oldugundan g, € B,(Ly,, (G)) olur.

Durum 2: Varsayalim ki Lp,, (G) uzay1 kj-sonlu olmasim. O halde p = 1 igin Teorem 2.6.2

geregince, ® fonksiyonunun orijinden gecen asimptotu yoktur. Onerme 2.2.14 kullanilirsa,

lim ¥(@(u)) < +oo

U—so0

olur. Ayrica, Onerme 2.7.5 geregince, ki*(g) veya kj*(h) sonludur. Genelligi bozmaksizin

ky, € (0,00) olsun. O halde , k§ < kj, < k7" (h) olacak sekilde bir kj, sayist vardr.

Kabul edelim ki k}(g) = oo olsun. Onerme 2.5.26 geregince, 6(g) = 0 olur. O halde,
0 < kg < +ooigin

2> gl + 1o
= tim (k" (51pu) () + ]l )
> lim S (2 palhee) + 1 pahi)
> lim S8 50 po) (g + k)

1
> k—h(sl o po) (kg +kyh))

> 2(2kn) " (510 pa (2kn )
22[|fllp, =2

olur. Boylece,

8]l = [1Allg,1 = [ £lo, = 1= (2kn) ™" (s10p) (2knf)
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elde edilir. Buradan, k7 (f) < 2k, < k{*(f) gerceklenir. O halde,

lim

kg+kh ( ky,
S1

k 1
kg+khpq>(kgg)+ £ Pcb(khh)) = Esl(pd>(2khf))

kg + ky,

bulunur. Ayrica, pe(2k,f) > o1 = 0 olur. Dahasi, s; fonksiyonunun siirekliliginden ve

Teorem 2.1.10 geregince, u-h.h.h. t € G i¢in

. ky, k
Jim_ (ke (0) + (A0 ) = @26 0)

elde edilir.
A={t€G:[f(t)] < e ve [g(t)] # 0}

seklinde tanimlayalim. Yine, lim, . ¥(@(«)) < +o0 oldugu i¢in, ¥ siirekli oldugundan,

d = lim @(u) < +oo bulunur. Ayrica, Onerme 2.2.13 kuulamilirsa
U—ro

lim 204

u—o Y

saglanir. Boylece, her ¢ € A icin,

dkp|g(t)| + P (kysigng(t)h(t)) = P(kn|g(?)| + knsign g(t)h(z))

elde edilir. O halde, herhangi bir ¢ € A i¢in 2k, f(¢) € SCg olur.

Burada, u = kysign g(¢)h(t) , v = kj,|g(t)| denilirse, ®(u+v) = ®(u) + dv elde edilir. Ayrica
& fonksiyonunun konveksliginden her u > 0,w > v i¢in,
Du+w)—du) . Pu+v)—>o(u)

d>oeu+w)> > =d
w 1%

bulunur. Benzer sekilde, her 0 < w < v i¢in,

4> o(utv) > D(u+v)—P(u+w) > D(u+v)—D(u) _y

vV—Ww \%

gerceklenir. Boylece her w > 0 i¢in ®(u + w) = ®(u) + dw olur. Buradan, u+v ¢ SCe
bulunur. Dolayisiyla, 2k, f (1) = F(u+v) ¢ SCe celiskisi elde edilir. Boylece,
g,h € By(Lp,(G)) olur. O
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Teorem 2.7.8 Her bir 1 < p < eoigin, f € S(Lp, (G)) fonksiyonunun B(L,, (G)) kapali birim

yuvarinin u¢ noktasi olabilmesi i¢in gerek ve yeterli kosul asagidaki 6zellikleri saglamasidir.
L k() =k (f) < +en
2. Herphhht e G igin ky(f)f(t) € SCo,
3. (a) polky()f) > o veya
(b) u-hhhteGigcin |[f(1)| = co
Ispat. (3) ifadesi icin iki farkli inceleme yapacagiz.

Durum 1: Kabul edelim ki 3(b) saglansin. O halde (1) ve (2) siklarinin saglandigimi
gozlemleyelim. Onerme 2.7.5 geregince, k,(f) = ky*(f) = 1 < +oo bulunur. Bdylece
(1) saglamir. Ayrica, kesin konvekslik tanimindan kabul edelim ki (2) saglanmasin yani

ky(f)f(t) = f(t) ¢ SCq olsun. Diger bir deyisle t € G igin

g(t),h(t) e R dyle ki g(t) # h(t) iken, 2f(¢) = g(¢) + h(z)

iken buradan,

oo > 20(/(1)) > B(s(1)) + B(A(1)) = o=

celigkisi elde edilir. Boylece, k,(f)f(t) € SCo olmak zorundadir. Boylece (2) ifadesi
gegerlidir. Dolayisiyla, 3(b) saglaniyor ise (1) ve (2) saglanir. Yine, kabul edelim ki,
f ¢ ExtB(Lp,(G)) olsun. O halde, g,h € B(Lp,(G)) ve g-+h =2 iken g # h olsun. Béylece,
u{t€G:|f(t)] = co}) > 0oldugundan, u l¢iistiniin atomsuzlugundan

E;={reG:co=|f(t)] <|g(1)[} yada Ey={r € G:cop=|f(1)] <|n(t)|}

pozitif 6l¢iiye sahip kiimeler mevcuttur. Genelligi bozmadan, p1(Eg) > 0 olsun. O halde,
pole) = [ Dle(t)dn > [ ®(g(0)dn = polers,) =+
G E
bulunur. Simdi ise her £ > 0 i¢in iki duruma ayiracagiz.

Her k > 1 i¢in, po(kg) = pa(g) =+
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olur. Béylece, k),*(g) = —oco oldugundan (1) ile gelisilir. Dolayisiyla k > 1 olamaz. Her
k < ligin, k,*(g) <1 oldugu kullanilarak

1> llgllg,, = (ky(8)'spopalky(8)g) = (ky(8)) ™' > 1
celigkisi elde edilir. Dolayisiyla, g = & olmak zorundadir. O halde f € ExtB(Lp, (G)) bulunur.

Durum 2: Varsayalim ki (1)(2) ve 3(a) ifadeleri saglansin ve g+ h = 2f olacak sekilde
g,h € B(Lp,,(G)) var olsun. O halde, g = h oldugunu gozlemleyelim. (1) ve (2) ve Onerme
2.7.5 kullanilirsa

k,(g) < +oo ve k,(h) < oo

elde edilir. Ciinkii f € S(Lp,(G)) icin (1) ifadesinden f € Syi(Lpy(G)) saglanir ve
g,h € B(Lp,(G)) icin (2) ifadesinden ky,(f)f(#) € SCo ve ky,(f) = k = k,*(f) gergeklenir.
Dolayisiyla, g,h € B (Lp,(G)) olur. Diger bir deyisle

k,(8) < +eo ve k,(h) < +oo

kgok

bulunur. Burada k, = k},(g) ve ki, = k},(h) seklinde alarak k := % ile gosterelim. O halde
g h

sp ve @ fonksiyonunun konveksliginden

2> lg]

opt e,

= kg~ (spo pa) (keg) + ki~ (sp 0 po) (kyh)

kg —+ kh

ky,
kg ~+ ky,

ke ki kg

= kekn )(kg+kh

)

)(spopa)(keg) + ( )(sp o pa)(knh)

k
> ( ko )Sp((kg+kh)Pd>(kgg)+(kng]%)Pq>(khh))

kg -+ kh

Vgt + (2 )

Z

(spopa) (=

> k! (sp 0 pa) (kg + k)

=2(2k) " (sp 0 po) (2kf)

2 2||flle, =2
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olur. Boylece bu esitsizlikten,

18llo,p = llAlle,, = 1£lle, =1 = (2k) "' (sp 0 po) (2kf)

elde edilir. Ayrica (1) ifadesinden 2k = ks (f) = k»*(f) olur. Ustelik,

5o (2 Polbes) + (0 Ipolba) ) =5y pol2k1)

bulunur. Yine, pe(2kf) > o, ve s,(-) fonksiyonu [0,,+o0) araliginda kesin artan

oldugundan, s,(-) fonksiyonunun tersi vardir. Dolayisiyla,

( )Po (kg8) + (-———)pa (knh) = pa(2kf)

kp,
kg —|—kh kg +kp,

olur. O halde,

(i a5,) [ otssonaus (L) [t = [ ocisonan

G

bulunur. Boylece

/<<k ]ilkh)q)(kgg@)ﬂk Ifkh)q’(khh(f))—CP(Zkf(f))) dp =0
G § g

elde edilir. O halde p h.h.h7 € G ig¢in,

kp,
kg —+ kh

( )P (kgg (1)) + ( )@ (knh(t)) = P(2k[ (1))

k —l—kh

gerceklenmesi igin gerek ve yeter kosul h.h.h t € G icin kgg(t) = kph(t) = 2k f(¢) olmasidur.
Dolayisiyla,

ke = [|kg8llg , = |Iknhllp , = kn = 2k

olur. Buradan, f = g = h bulunur. Boylece f € ExtB(Ly,(G)) bulunur.

Tersine, kabul edelim ki f € ExtB(Ly,(G)) olsun. O halde u 6l¢iisii atomsuz oldugundan

EC{reG:|f(t) <co}ved < u(E) < +oo
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olacak sekilde olciilebilir bir E kiimesi bulunabilir. Béylece Onerme 2.7.5 geregince,
ky(f) < oo bulunur. O halde varsayalim ki pe(k;,(f)f) < 0}, olsun. Dolayistyla bir u > 0
vardir ve po (k,(f)(f +uxe)) < o) olur. Boylece p(E1) = p(Ez) olacak sekilde dlciilebilir
ayrik Eq, E; C E kiimesi vardir. Ayrica,

(f(1), f(2)) t€G\ (EIUEy)
(g(t),h(t)) =< (f(t)—u,f(t)+u) ,t€E

(f(O)+u, f(t) —u) 1 cEr

\

seklinde tanimlayalim. Boylece

8]l < (k5 (£) ™" (5p 0 Po) (K (f)g)

< (&) (sp o pa) (K3 () (f +uxe))
< (K5 () sp(op)

elde edilir. O halde 1 < p < o igin s(0,) = 1 oldugundan,

l18lle,, < k()" <[ fllg,, <1

bulunur. Bdylece g € B(Lp,,(G)) olur. Benzer sekilde ||/, , < 1 olur ve dolayistyla g,h €
S(Lpy(G)) elde edilir. Ayrica, g ve h fonksiyonlarinin tanimindan g # h ve g+ h = 2f
oldugundan f ¢ ExtB(Lp,,(G)) olur bu ise hipotezle gelisir. O halde pa (k),(f) f) > 0) ifadesi

saglanir. Diger bir degisle 3(a) ifadesi saglanr.

Varsayalim ki, bir k > 0 i¢in k),(f) < k <k,*(f) veya

k=k,(f)ve u({t € G:kf(t) ¢ SCo}) >0

olsun. Onerme 2.5.29 geregince, her iki durum iginde u({t € G : kf(t) ¢ SCo}) > 0 olur.
Ug nokta kiimesinin tanimindan (—cg,c) \ SCo en fazla sayilabilir sayida agik araligin
birlesimi olarak yazilabilir. Boylece ve p(E) > 0 olmak iizere bir € > 0 ve (a,b) agik araligi
vardir ki @ Orlicz fonksiyonu, [a,b] C (—ce,ce) araligl iizerinde afindir. Yine, u(A) > 0
olmak iizere A = {t € G : kf(t) € (a+€,b— ¢€)} ile tammlidir. Ayrica P bir afin fonksiyon
oldugundan, u € [a,b] i¢in ®(u) = cu+d seklindedir. Simdi ise A kiimesinin @(A;) = u(Az)
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olacak sekilde iki A| ve A, kiimesine ayiralim ve g ve h fonksiyonlarini

(f(1), f(2)) , 1€G\(A1UAy)
(8(t),h(1)) =4 (f()—&,f(t)+e) , t€A

(f(t)+ef(t)—e) , 1€

\

seklinde tanimlayalim. O halde, g # h ve g+h = 2 f olur. Boylece, ®(u) = cu+d oldugundan

polkeita) = [ B(ke(r)a,un (1))
G

— [ (kg(r))dn

AjUAy

— / d(kg(t))du + / D(kg(t))du
Ay A2

_s / (ckg(r) +d)dp + / (ckg(r) +d)dy
A Ay

_ / Dk fxa,un,(t))dM

AjUA,
= pao(kfxa,ua,)
elde edilir. Benzer sekilde, po(khxa,ua,) = Po(kfXa,ua,) olur. Buradan,

pa(kg) = po(kh) = pa(kf)

saglanir. Dolayisiyla Teorem 2.5.24 kullanilarak

18llo,, <K 'spopa(kg) =k~ spopa(kf) = | flle, =1
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saglanir. Benzer sekilde [|h]|g , < 1 gergeklenir. Boylece g,/ € B(Lp,,(G)) bulunur. O halde,
g # hve g+h=2f oldugundan, f ¢ ExtB(Ly,(G)) elde edilir. Bu ise kabuliimiiz olan

f € ExtB(Lp,(G)) ile gelisir. O halde, k,(f) = k,"(f) < +e ve u hhhh t € G igin,
ky(f)f(t) € SCq olur.

]

Sonug 2.7.9 Herhangi bir f € S(Lp, (G)) fonksiyonunun B(Ly,, (G)) kapali birim yuvarinin

uc noktasi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul asagidaki ifadelerin saglanmasidir.
1. p=1ligcin
(a) Kj(f) = ki*(f) < +o.
(b) u-h.h.ht € Gicinky,(f)f(?) € SCo
2. 1<p<oovep-hhht € Gigink,f(t) € SCp olmasidir.
3. p=ocoigin
(a) po(f)=1ve u-hhhr e Gigin f(t) € SCp veya
(b) u-h.h.hr € Gigin |f(t)| = cop
Ispat.

1. o7 =0 oldugundan pe(f) > 0 = o olur. Boylece Teorem 2.7.8 kullanilarak
Ki(f) = Ki*(f) < +oo ve p-hhh 1 € G igin K5(f)f(t) € SCo

elde edilir.

2. 1< p<eigin 6, = 0 olduundan pg(ky,(f)f) > 0 bulunur. O halde Teorem 2.7.8
3(a) saglanir. Ustelik, 4 h.h.h t € G icin ky(f)f € SCq ise ®, (0,00) araliginda dogrusal
degildir. Boylece Teorem 2.6.6 gere8ince, ® k,-tektir. Dolayisiyla,

G0N =K' (f) < +es

olur. Boylece, Teorem 2.7.8 in kosullar1 saglanir ve istenilen elde edilir.
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3. Kabul edelim ki (a) veya (b) ifadeleri saglansin. O halde Onerme 2.7.5 kullanilarak
ka(f) =ka(f) =1

bulunur. Ayrica, ||f]|p < 1 ise po(f) < 1 = 0. olacagindan pg(f) birden biiyiik olamaz

boylece Teorem 2.7.8 den istenilen elde edilir.

2.8 YUVARLAKLIK

Bu boliimde Orlicz uzaymin ExtB(Lp,(G)) ug noktalar kiimesi araciligryla yuvarlaklik

kavram ele alinacaktir.

Bu boliimde verilen tanim ve teoremler icin [5] ve [20] kaynaklarindan yararlanilmustir.

Tanim 2.8.1 L, (G) Orlicz uzay1 igin,
ExtB(Lp, (G)) = S(Lpy (G))

saglaniyorsa Ly, (G) Orlicz uzayina yuvarlak Banach uzayi denir.

Onerme 2.8.2 & fonksiyonu (—cg,ce) aralig1 iizerinde kesin konveks olmayan ve

®(cp) < +eoo kosulunu saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Eger pu(G) < +oo ve
f € Lpy(G)\ {0} igin
Kk —1
ky' (f) = collfllw

kosulu saglaniyorsa , Ly, (G) Orlicz uzay1 yuvarlak degildir.
Ispat. 0 < ug < ce < o0 icin ug ¢ SCq olmak iizere

Durum 1: Varsayalim ki u,cqo's,(®(co)(G)) > 1 olsun. O halde p 6lgiisii atomsuz
oldugundan, u,cqe s, (P(cop)(E)) = 1 olacak sekilde bir 6lgiilebilir E kiimesi bulabiliriz.

Bu E kiimesi iizerinde f = ug olsun. Yani, f = u, xg olarak tanimlayalim. Boylece,

|| fllo =inf{c >0:u-hhhreG|f(t)|<c}=inf{c>0:pu-hhht € Euy<c}=u
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elde edilir. O halde, Teorem 2.5.24 kullanilirsa

11l = (k5" (F) " sp(paky (£)1))

=co ||/ llsp (PolcallfIIZ'1))

= couosy | [ Bleall SIS r0))dn

G

=co”uos, | [ (ol w)dn
E

= co”wosy | [ @callfIIZ" 1171
15,

= c(p_luosp D(cep)du

e

= o™ 'uosy (P(ca)u(E)) = 1

bulunur. Béylece f € S(Ly,(G)) olur. O halde kabul edelim ki, f € ExtB(Lp,(G)) olsun.
Buradan, Teorem 2.6.2 geregince, 1 = ||f||o,, < k,(f) ve k,(f) < 6~!(f) oldugundan, u-
h.h.ht € Gigin

k(NS (1) < k(NI flee < ca

bulunur. Kabuliimiizden, pt- h.h.ht € Gigin, kj,(f) f(t) ¢ SCq olur. Bu ise, Teorem 2.7.8 den
f € ExtB(Lp, (G)) kabuliimiizle celisir. Dolayisiyla f ¢ ExtB(Lp, (G)) olur. Boylece Ly, (G)
Orlicz uzay1 yuvarlak degildir.

Durum 2: Varsayalim ki, s,(®(ce)i(G)) = 1 olsun. O halde, u(E) >0 ve u(G\E) >0
olacak sekilde ol¢iilebilir E kiimesi bulabiliriz ve f = uoXe + coXc\r seklinde alabiliriz.

Boylece,
1< sp(@(u0) (E) + Dlca) i (G\ E)) < 5,(®(ca)(G)) = 1

oldugundan

$p(@(u0) L (E) + (o)t (G E)) = 5, (P(ca)n(G)) = 1 (2.21)
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bulunur. Ustelik,
||fllo =inf{c >0:u-hhhreG [f(r)] <c}
=inf{c >0:u-hhht € G |uoxe(t) +coxee(t) < c}
=inf{c > 0:u-hhht € G uoxe(t) +coxe\e(t) <c}
= Co

elde edilir. Boylece, || f||., = co gergeklenir. Dolayisiyla (2.21) ifadesinden ve

k5 (f) = coll £l =caco ' =1
oldugundan

11l = (5 () splpaky (f)f))

= sp(pa(f))

=5, | [@(re)au
G

=5, /Cb(uo)du—l— / D(cep)du
E G\E

bulunur. Boylece f € S(Lp, (G)) olur ve benzer sekilde f ¢ ExtB(Lp,(G)) oldugu elde edilir.

Durum 3: Varsayalim ki, uoco s, (®(co) 1 (G)) < 1 ve 5,(®(cap)(G)) > 1 olsun. Oyleyse
U(E) > 0 ve s,(P(co)u(G\ E)) > 1 olacak sekilde olgiilebilir bir E kiimesi bulabiliriz.

Boylece bu kiime iizerinde f fonksiyonunu

£ () = uce™"sp (@ couo)u(E) + D(ca)u(G\ E))
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seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon [ug,ce] aralifinda siireklidir. Dahasi, f(ug) < 1 ve

f(ce) > 1 olur. Ciinkii:
Fluo) = uocgsp(Puy ' cotto) t(E) + @(ca) (G \ E))
= ugca ™ "sp(P(ca) i (E) +P(co) (G \ E))
= uoce ' sp(P(co)1(G))
<1
olur. Benzer sekilde
flea) = cace'sp(D(ca ™ cao)t(E) +D(ca) (G \ E))
= 5p(®(uo) (E) + P(ca) (G \ E))
> 5,(®(ca)u(G\ E))
> 1

bulunur. O halde, f(u;) = 1 olacak sekilde bir up < u; < cg bulabiliriz. Ayrica,
f=uoXe +umxe\e
olsun. Boylece, benzer sekilde, || f||.. = u; olur. Buradan,
1flla, = (k5 (1)) sp(palky* (£))) = uica™ 'sp(po(u ™ caf)) = flur) =1

elde edilir. O halde, f € S(Lp,(G)) olur. Yine, benzer sekilde f ¢ ExtB(Ly, (G)) ifadesi elde
edilir. Durum 1,2 ve 3 geregi Ly, (G) Banach uzay1 yuvarlak degildir.
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Teorem 2.8.3 L,,(G) Orlicz uzaymnimn yuvarlak olabilmesi igin gerek ve yeterli kosul

asagidaki ifadelerin saglanmasidir.
1. @ Orlicz fonksiyonu k,-tekdir.
2. ® Orlicz fonksiyonu (—ce,ce) araliginda kesin konvekstir.
3. (a) 1 < p<eveya
(b) p =00 ve ® € Ay olmalidir.

Ispat. Kabul edelim ki (1),(2) ve (3) saglansin. O halde L,,(G) yuvarlak oldugunu
gosterelim. Bunun igin ExtB(Lp,(G)) = S(Lpe(G)) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
f € 8(Lpy(G)) olsun. O halde, (1) ifadesinden @ Orlicz fonksiyonu k,-tek oldugundan

0 <ky(f) =K' (f) < oo

bulunur. Ayrica (2) sikkindan @ Orlicz fonksiyonu (—ce,ce) aralifinda kesin konveks olur.

Boylece,

Durum 1: 1 < p < o ise Teorem 2.7.8 geregince ExtB(Lp,(G)) = S(Lpy(G)) esitligi
gecerlidir. O halde, L, (G) uzay1 yuvarlaktir.

Durum 2: ® € A, olsun. Burada ||f||p =1 olmasi igin gerek ve yeter kosul pe(f) = 1
olmasidir. Boylece, Teorem 2.7.8 geregince, ExtB(Lp,(G)) = S(Lp,(G)) gerceklenir. O
halde, Ly, (G) uzay1 yuvarlaktir.

Tersine ilk olarak Orlicz uzayr yuvarlak ise @ Orlicz fonksiyonunun k,-tek oldugunu
gosterelim. Varsayalim ki & k,-tek olmasin. O halde cardK,(g) # 1 olacak sekilde bir
g € Lpy (G)\ {0} vardir. O halde, f = ||g|¢,8 € Loy (G) olur. Yine,

—1
flle, = llgllepllelle, =1

oldugundan f € S(Lp,(G)) bulunur. Ayrica Onerme 2.5.9 ifadesinden cardK,(f) # 1
bulunur. O halde Teorem 2.7.8 geregince, f ¢ ExtB(Lp,(G)) ifadesi elde edilir. Boylece
Ly, (G) Banach uzay1 yuvarlak degildir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. Dolayisiyla & Orlicz

fonksiyonu k,-tekdir.
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Yine, Ly, (G) Orlicz uzay: yuvarlak ise & Orlicz fonksiyonu (—ce,ce) araliginda kesin
konveks oldugunu gosterelim. Varsayalim ki ® Orlicz fonksiyonu (—ce, ¢ ) araliginda kesin

konveks olmasin. O halde (1) sikkindan & k,-tekdir. Teorem 2.6.6 geregince,

lim &~ (1)B((u)) = +oo

Uu—roo

bulunur. Boylece, yeteri kadar biiyiik # > 0 icin
7! ()W (p (1)) u(G) > 1
olur. Eger cq = o0 ise Onerme 2.5.17 kullamilarak,
P! () W(@(u)) < oo

elde edilir. Ayrica, li_r)n ®(u) = +oo oldugu i¢in yeteri kadar bityiik u > 0 igin ®(u)u(G) > 1
U—so0
olur. Benzer durumlari ¢y < +oo icinde elde etmemiz gerekir. O halde varsayalim ki

cp < oo olsun.
Eger 1 < p <ooise
her 0 < u < co igin 7' (u)¥(@(u))u(G) < 1
veya p = oo ise,
0<u<ce icin Pu)u(G) <1
olsun.

Eger bu iki kosul saglantyorsa ®(c) < 40 ve u(G) < +oo olur. Ayrica her f € Ly, (G)\ {0}
icin

k5 (f) = sup{k > 0: ap(kf) < 0} = col|£]..]

bulunur. Boylece, Onerme 2.8.2 geregince, Ly, (G) yuvarlak degildir. Dolayistyla bu kabuller
altinda celiski elde edilir. O halde, 0 < u; < cg sayis1 ve bir E € X dl¢iilebilir kiime vardir.
Ayrica, 0 < U(E) < 40 ve (G \ E) > 0 kosullart saglanir.

Eger 1< p < oo ise, @7 (u)W(@(u1))(E) > 1,



91

eder p=oo ise, D(u))U(E) > 1

olur. Yine ise up ¢ SCq olacak sekilde bir 0 < up < ce sayist ve EgNE =0 ve 0 <
P(up)u(Ep) < 1 olacak sekilde bir Ey € X ve E; C E olacak sekilde E; € ¥ alt kiimesi

vardir. Eger,
1< p<ooise, D (ug)¥(@(uo)) p(Eo) + PP~ (ur)W(@(u1))u(Er) = 1,

p =0 ise, P(up)U(Eo) +Pur)p(Er) =1

ifadeleri gerceklenir. Simdi,

b = s,(P(uo) 1 (Eo) +P(ur)u(Er)) ve f=b""(uoxr, +uixe,)

seklinde tanimlayalim. O halde her 1 < p < e i¢in &, (kf) = 0 olur. Dolayisiyla,

ky(f) < b <k, (f)

esitsizligi gerceklenir. Eger p = oo ise kabuliimiizden dolay1 ®(u;)u(E) > 1 esitsizligi elde
edilir. Boylece Sonug 2.6.7 ifadesinden py (@ (b|f])) = W¥(@(u1))u(Er) > 0 olur. Buradan,

kao(f) =b=kZ(f)
elde edilir. Boylece her 1 < p < oo icin

flle, =b"" (spopa) (bf)

=575y | [ @(brie)du
G

=5y | [ @b (ot (1) w2 (1) g
G

— s, / Doy, (1) + w1 e, (1))du
G

= b5 (P(uo) 1 (Eo) + P(ur) u(Er)) = 1
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olur. Buradan f € S(Lp,(G)) bulunur. Ancak k(f) < k;*(f) oldugundan Teorem 2.7.8
geregince f ¢ ExtB(Lp,(G)) elde edilir. Bu ise celigkidir. Dolayisiyla, ® Orlicz fonksiyonu

(—co,ce) araliginda kesin konvekstir.

Son olarak kabul edelim ki Ly, (G) yuvarlak Banach uzay1 olsun. Buradan, p = oo iken

P € A, oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki ® ¢ A; olsun. O halde, pe(g) < 1 = 0., olacak sekilde bir g € S(Lp, (G))
bulabiliriz. Ayrica pu({t € G : [g(t)| < ca}) > 0 ise, g ¢ ExtB(Ly,(G)) olur. Bu nedenle,
kabul edelim ki her 1 - h.h.h ¢ € Gigin |g(¢)| = co olsun. O halde, 0 < u(E) < 4o ve u(G\
E) > 0 olacak sekilde 6lgiilebilir bir E kiimesi bulabiliriz. Eger f = gx¢\ g denirse, po(f ) <1
ve her k > 1 i¢in pg (kf) = oo olur. Béylece k% (f) = k% (f) = 1 bulunur. Buradan,

Il = &7 oo (f) 00 (P (ke (£))) = 5000 pao(f) = 1

elde edilir. Béylece f ¢ ExtB(Lp,(G)) olur. O halde L,,(G) yuvarlak degildir. Bu ise

kabuliimiiz ile ¢eliseceginden ® € A, olur.

]

Sonuc 2.8.4 Eger 1 < p < e ise Ly, (G) Orlicz uzayin yuvarlak olmasi igin gerek ve yeter

kosul @ Orlicz fonksiyonu (—cg,cq) araliginda kesin konveks olmasidir.

Sonug 2.8.5 p =1 ve p = o igin Ly, (G) Orlicz uzay1r p-Amemiya normuna gore yuvarlak

ise her 1 < p < e i¢in Ly, (G) Orlicz uzay1 yuvarlaktir.

Ancak p =1 durumunda (—ce,ce) aralifinda @ Orlicz fonksiyonun kesin konveksligi

Ly (G) Orlicz uzayinin yuvarlak olmasini gerektirmez. Asagidaki rnek bu durumla ilgilidir.

Ornek 2.8.6 ®(u) = |u| — arctan(|u|) Orlicz fonksiyonu (—oo,+o0) araliginda kesin
konvekstir. Fakat p = 1 i¢in Ly, (G) Orlicz uzay1 yuvarlak degildir.

2
1+ u?
bir fonksiyondur. Ayrica, ¢ fonksiyonu [0, o) araliginda artandir. Dahasi,

Gergekten, ®(u) = |u| — arctan(|u|) ise ¢(u) =

oldugundan [0, o) araliginda siirekli

d*®(u)

Ik >0

u € (0,400) igin

gerceklenir. Boylece ® Orlicz fonksiyonu (0, +ec) araliginda kesin konvekstir ve her u > 0
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icin lim ¢(«) = 1 oldugundan

U—»o0

Y(@(u)) = up(u) - P(u) = arctan(u) — —— f >

1—|—u

olur. O halde Teorem 2.6.2 geregince @ fonksiyonu kj-sonlu degildir. Dolayisiyla Toerem
2.8.3 geregince Ly, (G) Orlicz uzay1 p = 1 i¢in yuvarlak degildir. Bu ifade asagidaki gibi de

gosterilebilir.

Birc >0 i¢in u(E) < 2 ve ci(E) = 1 olacak sekilde bir E € X kiimesi var olsun ve f = cxg

seklinde tanimlansin. O halde, her £ > 0 i¢in

plf1) = [ ¥(p(klf()

Q

V(@ (kexe(r)))du

Se— O

W (g (ke))du

Y I

(@ (ke))W(E)

<-u(E)<1

elde edilir. Boylece, k7 (f) = ki*(f) = +oo olur ve Teorem 2.5.24 geregince,

1l = fim k"1 (pa(kF))

= lim k™! (1+ po (kf))

= lim k! 1+/<I>(kf(t))du

k—oo

— timk ! [ 1+ / ®(ke)dp

k—roo

= lim k! (14 (ke — arctan(kc) ) (E))

k—yo0

=cu(E)=1
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esitligi elde edilir. Boylece f € S(Lp, (G)) \ ExtB(Lp,(G)) olur.

Fakat Ornek 2.8.6 da verilen @ fonksiyonu tarafindan iiretilen Ly, (G) Orlicz uzay1 1 < p < o

icin yuvarlaktir.

Ornek 2.8.7 ®(u) = |u| — arctan(|u|) Orlicz fonksiyonu ve 1 < p < o igin Ly, (G) Orlicz

uzay1 yuvarlaktir.

Gergekten, @ = |u| —arctan(|u|) fonksiyonu (—oo, +o0) aralifinda kesin konveks oldugundan

Sonug 2.6.7 ifadesinden @ k,-tek fonksiyondur. Ayrica, u # 0 igin

D (2u) - 2|u| — arctan(2|u|)
D(u) |u| —arctan(|u|)

seklinde taniml fonksiyon R\ {0} iizerinde siireklidir. Ayrica,

. D(2u) . P(2u)
Mo o Ve M )

bulunur. Boylece R iizerinde sinirlidir. Dolayisiyla, bir K > 0 sayist vardir ve her u € R
icin @(2u) < K®(u) gergeklenir. O halde @ € A; olur. Dolayisiyla, Teorem 2.8.3 geregince,
1 < p <ooigin Ly, (G) Orlicz uzay: yuvarlaktir,

Bir sonraki 6rnek sadece 1 < p < e i¢in Ly, (G) Orlicz uzayinin yuvarlak olduguyla ilgilidir.

Ornek 2.8.8 11(G) = 4+ ve

olsun. O halde 1 < p < oo igin, Ly, (G) Orlicz uzay1 yuvarlaktir. Fakat p = 1 ve p = oo
durumlarinda yuvarlak degildir. Ger¢ektende her u € (—co, 4-c0) \ {0} igin

—1

d*® Tl
W) _e"
du? luf?
oldugundan & fonksiyonu kesin konvekstir. Ayrica u = 0 i¢in v = 1,w = —1 olmak {izere

vtw=2uve ®0)=0,&(1)=le" !, &(—1)=e!ise ®(0) =0 < 2¢~! oldugundan u = 0
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noktas1 @ fonksiyonunun kesin konveks noktasidir. Boylece,

—1
lule™, u+#0
0, u=>0

Orlicz fonksiyonu (—eo,+oco) araliginda kesin konvekstir. O halde, 1 < p < oo igin Ly, (G)

Orlicz uzay1 yuvarlaktir. Her # > 0 i¢in,

=1

W(p(u) =u(l+u s —uew =e7 /1

oldugundan ® Orlicz fonksiyonu Teorem 2.6.6 kullanilirsa k-tek degildir. Boylece, Teorem

2.8.3 geregince, p = 1 igin Ly, (G) Orlicz uzay1 yuvarlak degildir.
Dahast her u > 0 icin,

-1
D(2 2ueu _ =
(Qu) _2ueT ook — 265+ oo
D(u) uew j—eo

bulunur. Dolayisiyla, ® Orlicz fonksiyonu A, kosulunu saglamaz. Boylece Teorem 2.8.3

ifadesinden dolay1 p = oo i¢in Ly, (G) Orlicz uzay1 yuvarlak degildir.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tez ¢alismasinda genel olarak fonksiyonel analiz, 6l¢ii teorisi ve Orlicz uzaylarina iligkin
temel teoremler ve metotlar kullanilmistir. (G,X, ) o-sonlu, atomsuz ve tam Ol¢ii uzayi
olmak iizere u 6l¢iisii atomsuz oldugundan herhangi bir @ > 0 sayisi i¢in (A) = o olacak

sekilde ol¢iilebilir bir A € X kiimesinin var oldugu kullanilarak ispatlar yapilmustir.

Orlicz uzayi iizerinde 1 < p < o icin p-Amemiya normunu calisirken infimum degerini
aldigr k > 0 sayilarnt smiflandirilarak p-Amemiya normunun elde edilebilirlii caligma
boyunca kolaylik saglamistir. Ayrica, Orlicz uzay: iizerinde tamimhi Luxemburg ve Orlicz
normlar i¢in gecerli olan dzellikler 1 < p < oo i¢in s, fonksiyonunun artanlig: ve konveksligi
kullanilarak p-Amemiya normu igin verilmistir. Yine, bu 6zellikler Ly, (G) Banach uzayinin
geometrik yapis1 calisilirken kullanilmistir. Konuyla ilgili literatiirde ¢esitli kaynaklar
taranarak bu ozelliklerin 6nemi hakkinda bilgiler verilmis ve karsilagtirmalar yapilmigtir.
Kitap ve makaleler okunarak Orlicz uzaylar1 i¢in p-Amemiya normunun ve geometrik

ozelliklerinin daha rahat anlagilip ¢alisilmasi i¢in gerekli diizenlemeler yapilmistir.
Bu tez boyunca [5] makalesi temel alinarak caligmalar biitiinciil olarak ele alinmistir.

Kullanilan yontem ve sonugclar ile ilgili kitap ve makalelerin kiinyeleri Kaynaklar béliimiinde

belirtilmistir. Ayrica bu tez yazimi i¢in LaTeX programi kullanilmistir.
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4 BULGULAR

Genel kisimlar1 sekiz bolimden olusan bu tez ¢alismasinda ilk bolimde, (G,X,u) 6lgii
uzayinin o-sonlu, atomsuz ve tam 0l¢ii uzayi oldugu belirtilerek 6l¢ii teorisine iligkin temel

tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, @ Orlicz fonksiyonu tanitilip bu tez boyunca kullamlan integral temsili
Teorem 2.2.4 ifadesinde sunulmustur ve Orlicz fonksiyonlart icin gerekli Onermeler

verilmisgtir.

Uciincii boliimde, p konveks modiiler fonksiyon tanitilip modiiler uzay tanimi yapilmustir.

Daha sonra ® bir Orlicz fonksiyonu ve f : G — R dlciilebilir bir fonksiyon olmak iizere
po(f) = [ ®(f(1))du
G

seklinde tanimlanan pg fonksiyonunun bir konveks modiiler fonksiyon oldugu gosterilmistir.
Ardindan bu fonksiyon araciligiyla Ly, (G) Orlicz uzaylari verilip Orlicz uzayinin modiiler
uzaylarin bir 6rnegi oldugu goriilmiistiir. Bu dogrultuda Orlicz uzayi iizerinde tanimli Orlicz

ve Luxemburg normlarinin denk normlar oldugu belirtilmistir.

Dérdiincii boliimde, @ bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere Ly, (G) Orlicz uzayi iizerinde
p-Amemiya (I < p < o) normu her f € Ly, (G) igin

inf k' (14 ph(kf))7 1< p<oo

k>0

inf k"' max{1, pp(kf)} ,p=o0
k>0

1 fllpar =

seklinde tanimlanmistir. Bu normun Onerme 2.4.2 geregince, p = o i¢in Luxemburg normu
p = 1 i¢in Orlicz normu oldugu elde edilmistir. Boylece, p-Amemiya normunun Orlicz uzay1
tizerinde taniml1 dogal normlar olan Luxemburg ve Orlicz normlarini igeren bir norm oldugu
goriilmiistiir. Daha sonra 1 < p < oo icin Teorem 2.4.6 aracilifiyla Luxemburg ve Orlicz

normuna denk oldugu gosterilmistir.
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Besinci boliimde, p-Amemiya (1 < p < o) normunun elde edilebilirligi, diger bir deyisle
infimum degerini bir noktada almasi icin gerekli altyapi hazirlanmistir. Bunun i¢in kullanilan
0(-) ve 1 < p < oo igin kj(+),k,"(+),Ap(, k) fonksiyonlarmin tanim verilerek birbirleriyle

olan iligkileri incelenmistir. Bu kapsamda asagidaki Onerme elde edilmistir.
Onerme 4.1.1 Her f € Ly, (G) \ {0} ve her 1 < p < = i¢in asagidakiler gecerlidir.
1. k — a,(kf) fonksiyonu [0,0) araliginda artan bir fonksiyondur.
2.(0,071(f)) C{k>0:A,(f k) <+ } olur.
3. k— A,(f,k) fonksiyonu (0, 0~1(f)) arahiginda siireklidir.
4.k Ap(f,k) fonksiyonu (0, k,(f) ) arahiginda kesin azalan bir fonksiyondur.
5.k A,(f,k) fonksiyonu (0, k;*(f)) araliginda azalan bir fonksiyondur.
6. k — A,(f,k) fonksiyonu (k,*(f), 6~!(f)) araliginda kesin artan bir fonksiyondur.
7. k— Ap(f, k) fonksiyonu (ky(f), 6~!(f)) araliginda artan bir fonksiyondur.

Bu Onerme kullanilarak p-Amemiya normunun elde edilebilirligi asagidaki Teoremde

sunulmustur.

Teorem 4.1.2

Her 1 < p <oove f € Lp,(G)\ {0} i¢in asagidaki durumlar gecerlidir.
L Eger ky(f) = ky'(f) = +oo e [[f]lap = Jim A,(f.0

2. Eger k,(f) <k, (f)=+ee iseher k€ [k,(f), +eo) icin [|f]|e,p =Ap(f k)
3. Eger k;*(f) < +oo ise her k € [k;(f),k;*(f)] icin ||f||o,, =Ap(f,k)

Boylece p-Amemiya normunun hangi k£ > 0 sayilari i¢in elde edilebilirligi bulunmustur.

Altinct boliimde Ly, (G) Orlicz uzaymin geometrik yapilar1 olan ug nokta ve yuvarlaklik
kavramlarini ¢aligmak i¢in @ fonksiyonunun kj,-sonlu k,*-sonlu ve k),-tek olmasi durumlar

tanitilip incelenmisgtir. Bu dogrultuda asagidaki sonuclar elde edilmistir.
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Sonu¢ 4.1.3 @ bir Orlicz fonksiyonu olmak {izere cg = +oo olmasi durumunda asagidaki

durumlar gecerlidir.
1. p=1icin,
(a) @ fonksiyonunun orijinden gegen egik asimptotu yoksa k,-sonludur.
(b) @ fonksiyonunun orijinden gegen egik asimptotu yoksa k,*-sonludur.

(¢) a=sup{u:¥(@(u))u(G) < 1} olmak iizere ® fonksiyonu [a,o) araliginda kesin

konveks ve orijinden gecen egik asimptotu yoksa k,-tekdir.

2. 1 < p<oeigin,
(a) @ fonksiyonu [0,e0) araliginda dogrusal degilse kj,-sonludur.
(b) @ fonksiyonu [0,0) araliginda dogrusal degilse k,"-sonludur.
(c) @ fonksiyonu [0,c0) araliginda dogrusal degilse k,-tek olur.

3. p =0 igin,
(a) @ fonksiyonu kj-sonludur.
(b) @ fonksiyonu [0,0) aralifinda dogrusal degilse k,"-sonludur.

(¢) b=inf{u: ®(u)u(G) > 1} olmak iizere her u > b igin ® fonksiyonu [0, u]

araliginda dogrusal degilse k,-tek olur.

Sonu¢ 4.1.4 Y biitiinler Orlicz fonksiyonu olmak {izere cp = 4o olmasi durumunda

asagidaki durumlar gecerlidir.
1. p=1igcin,

(a) lim ¥(¢(u)) = o ise k},-sonludur.

U—oo

(b) lim ¥(¢(u)) = oo ise k,"-sonludur,

U—»oo

(c) a=sup{u:¥(@(u))u(G) < 1} olmak tizere lim W(¢(u)) = oo ise k,-tek olur.

U—soc0



100

2. 1< p<oeoigin,
(a) Bir ug > 0 vardir ve W(¢(up)) > 0 ise k,-sonludur.
(b) Bir ug > 0 vardir ve ¥(¢(up)) > 0 ise k,"-sonludur.
(c) Bir ug > 0 vardir ve W(@(up)) > 0 ise k,-tek olur.
3. p=ooigin,
(a) @ fonksiyonu k-sonludur.
(b) Bir up > 0 vardir ve ¥(¢(up)) > 0 ise k,-sonludur.
(¢) b=inf{u: ®(u)u(G) > 1} olmak iizere her u > b i¢in ¥(@(u)) > 0 ise k,-tek

olur.

Yedinci boliimde, Ly, (G) Banach uzayinin ug¢ noktalar tanitilarak asagidaki 6nemli sonug

elde edilmistir.

Teorem 4.1.5 Herhangi bir f € S(L,,,(G)) fonksiyonunun B(Lj,, (G)) kapali birim yuvarinin

uc noktast olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki ifadelerin saglanmasidir.
1. p=1icin
(@) ki (f) = k" (f) < oo,
(b) u-h.h.ht € Gigin k,(f)f(t) € SCo
2. 1<p<eovephhht e Gigink,f(t) € SCp olmasidir.
3. p=ooigin
(a) pao(f)=1vehhht e Gicin f(r) € SCop veya
(b) u-h.h.hr € Gigin |f(t)| = cop

Son béliimde ise Ly, (G) Banach uzayinin yuvarlak olmasi arastirilarak asagidaki kullanigh

teorem verilmisgtir.
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Teorem 4.1.6 L, (G) Orlicz uzayinin Yuvarlak olabilmesi icin gerek ve yeterli kosul

asagidaki ifadelerin saglanmasidir.
1. @ Orlicz fonksiyonu k,-tektir.
2. ® Orlicz fonksiyonu (—ce,ce) araliginda kesin konvekstir.
3. (a) 1 < p<ooveya

(b) p=o0 ve ® € A, olmalidur.

Bu tez calismasinda Orlicz uzaylarinin geometrik yapisi [5] makalesi temel alinarak
p-Amemiya (1 < p < o) normuna gore ayrintilariyla incelenmistir. Orlicz uzaylarinin
geometrik Ozelliklerine iligkin, literatiirde mevcut ¢aligmalar biitiinciil olarak ele alinmis ve

daha iyi anlagilmasi i¢in farkli ve ayrintili ispatlar sunulmustur.
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5 TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alisgmasinda (G,X, i) o-sonlu, atomsuz ve tam 6l¢ii uzay1 ve @ Orlicz fonksiyonu
olmak iizere Ly, (G) Orlicz uzay iizerinde p-Amemiya (1 < p < o) normu ¢alisilmigtir. Bu
tezin temel calisma alanini olusturan Orlicz uzaylarinin geometrik yapisi [5] makalesi ve

[20] ve [1] kitab1 temel alinarak incelenmistir.

Elde edilen sonuglar ii¢ ana boliim halinde ele alinabilir. Oncelikle pg(-) konveks modiiler
fonksiyonu ile Orlicz uzaylarinin 6zel bir modiiler uzay oldugu gosterilmistir. Ardirdan &

Orlicz fonksiyonunun bazi 6zellikleri verilerek siniflandirma yapilmistir.

Ikinci boliimde Orlicz uzaylar iizerinde tanimli Orlicz ve Luxemburg normlarina denk ve
yeni bir norm olan p-Amemiya (1 < p < o) normu tanitilarak bu normun ¢aligilmasini
kolaylagtiran yardimci fonksiyonlar olan 6(-) ve 1 < p < oo igin kj(-),k,"(1),Ap(:,k)
fonksiyonlariin tamtilarak 6zellikleri incelenmistir. Ardindan p-Amemiya (1 < p < oo)

normunun ¢alisilmasini kolaylastiran asagidaki ifade verilmigtir.

Her 1 < p <oove f € Lp,(G)\ {0} i¢in asagidaki durumlar gegerlidir.
L Bger k() =k (f) = +o0 ise [|fllop = lim 4,(£.4)

2. Eger k,(f) <k, (f) =+oo iseher k € [k,(f), +eo) icin ||f]lo,=Ap(f,k)
3. Eger k,"(f) < oo ise her k€ [k,(f), &, (f)] igin ||f[lo, =Ap(f,k)

Boylece p-Amemiya normu i¢in hangi k > 0 sayilarinin elde edeilebilirligi bulunmustur.

Uciincii boliimde ise bir dnceki boliimlerde gosterilen 6nermeler ve teoremler araciligiyla
Orlicz uzaylarimin Geometrik Ozellikleri olan u¢ nokta ve yuvarlaklik kavramlari igin

asagidaki sonuclar ¢ikartilmistir.
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Teorem 5.1.1 Her 1 < p <o igin, f € S(Lp,(G)) fonksiyonunun B(L,, (G)) kapali birim

yuvarinin u¢ noktasi olabilmesi i¢in gerek ve yeterli kosul asagidaki 6zellikleri saglamasidir.
L k() =k () < oo
2. Herphhht e G igin ky(f)f(t) € SCo
3.
(a) pa(ky(f)f) > 0, veya
(b) u-h.hht € Gigin |f(f)| = ce ifadelerini saglamasi gerekir.

Teorem 5.1.2 L,,(G) Orlicz uzaymnin yuvarlak olabilmesi igin gerek ve yeterli kosul

asagidaki ifadelerin saglanmasidir.
1. ® Orlicz fonksiyonu k), - tektir.
2. @ Orlicz fonksiyonu (—ce, ce) araliginda kesin konvekstir.
3. (a) 1 < p<eoveya

(b) p =00 ve ® € Ay olmalidur.

Boylece Lebesgue uzayini kapsayan daha genel bir fonksiyon uzayinda geometrik yapilar

yeni ve daha giiclii bir normla calisilmistir. Elde edilen bu sonuglar 1 < p; < oo i¢in

U

(f) o

alinirsa Lebesgue uzaylarinda da gecerlidir.

Ileriye doniik olarak bu tez calismasinda elde edilen sonuglar agirlikli Orlicz uzaylar iginde

incelenebilir. Oyle ki w agirlik fonksiyonu igin
L?V)(G) =< f:G— F|f olgiilebilir, 34 >0 /<I>(Mf(t)w(t)|)d,u
G

ile tanimlanan agirlikli  Orlicz uzaylarinin  geometrik  6zelliklerinin ~ belirlenmesi

planlanmustir.
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