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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

ORLICZ UZAYLARINDA P-AMEMIYA NORMUNA GORE BiRIM
YUVARLARIN INCELENMESI

Esra BASAR

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Prof. Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

Bu tezin amaci genel anlamda fonksiyonel analizin kapsamindaki bir konuyu soyut harmonik
analiz bakis agisiyla yorumlamaktir.

Genel olarak bir X Banach uzay1 i¢in B(X) kapali birim yuvarinin u¢ noktalarinin kiimesinin
kapali olmas1 gerekmez. M. Wista ve A.S. Granero, Orlicz uzaylarinin birim yuvarinin ug
noktalarinin kiimesinin kapaliligini, daha genis bir norm sinifi olan p-Amemiya normlarina
gore incelemistir [7, 17].

Bu tez kapsaminda ise [7], [9] ve [17] calismalar1 derlenerek, genel ol¢ii uzay1 yerine G
lokal kompakt grup ve sol Haar 6lciisii icin ele alinmistir. Ik olarak p-Amemiya normlari
tanitilmis ve 6nemli 6zellikleri verilmistir. Daha sonra Orlicz uzaylarinin birim yuvarlarinin
uc noktalariin kiimesinin kapalilig1 sirasiyla p = oo, p =1 ve 1 < p < oo durumlarn icin
p-Amemiya normlarina gore incelenmisgtir.

Haziran 2021, 98 sayfa.

Anahtar kelimeler: Orlicz uzayi, p-Amemiya normu, u¢ nokta, lokal kompakt grup.
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The aim of this thesis is to interpret a topic that is generally in the scope of functional analysis
from the point of view of abstract harmonic analysis.

In general the set of extreme points of the closed unit ball B(X) of a Banach space X does
not need to be closed. M. Wista and A.S. Granero examined the closedness of the set of
extreme points of the unit ball in Orlicz spaces for p-Amemiya norms which is a wider class
of norms [7, 17].

In the thesis, the works of [7], [9] and [17] have been discussed in the context of a locally
compact group G and the left Haar measure instead of a general measure space. First,
p-Amemiya norms were introduced and significant properties of these norms were given.

Then the closedness of the set of extreme points of the unit balls in Orlicz spaces has been
examined with respect to the p-Amemiya norms for the cases of p =o0o, p=1and 1 < p < oo.
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1 GIRIS

Bir Z kompakt Hausdorff uzay: tizerinde taniml reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin
uzayr C(Z) olsun. X bir Banach uzay1 olmak iizere K(X,C(Z)) ile X uzaymdan C(Z)
uzaymna giden dogrusal kompakt operatorlerin uzayir gosterilsin. Bir X Banach uzayinin
topolojik duali olan X* uzaymin kapali birim yuvart B(X*) olsun. Yine, B(X*) kiimesinin
uc noktalarinin kiimesi ExtB(X*) ile gosterilsin. Bir 7 € K(X,C(Z)) i¢in, x € X ve z € Z
olmak iizere (T'z)(x) = (Tx)(z) seklinde tamimlanan T’ : Z — X* siirekli doniigiimiiniin
varlig1 biliniyor [5, 5.490]. Eger T (Z) C ExtB(X*) ise T uygun operatdr olarak adlandurilir.
Ayrica K(X,C(Z)) uzayindan alinan bir uygun operatér, B(K(X,C(Z))) birim yuvari i¢in
bir u¢ noktadir [5]. Ote yandan, ExtB(X*) kiimesi kapali ise T : X — C(Z) operatdriiniin
uygun olmasi icin gerek ve yeter kosul; T :Z — X* siirekli operatoriiniin bir Zy C Z
yogun alt kiimesi i¢in T (Zo) € ExtB(X*) olmasidir (Onerme 2.1.4). Ancak ExtB(X*)
kiimesi her zaman kapali olmak zorunda degildir. Kapali birim yuvara iligkin bu ozellik,
[1, 7, 17] calismalarinda, p-Amemiya normu ile bir Banach uzay1 olan Orlicz uzaylari i¢in

incelenmistir.

Orlicz uzaylart W. Orlicz tarafindan, L” Lebesgue uzaylarinin genellestirmesi olarak
1932’de, Orlicz normu ile tamtilmistir [13]. Bu genellestirme, 1 < p < o i¢in Lebesgue
uzaylar1 taniminda yer alan ®(u) = u” fonksiyonu yerine daha genel bir & konveks
fonksiyonu alinarak yapilmistir. Daha sonraki yillarda Orlicz uzaylan farkli normlar ile
incelenmigtir. Orlicz uzaylari, 1955 yilinda Orlicz normuna denk bir norm olan Luxemburg
normu ile calistlmigtir [11]. Luxemburg normu ile verilen ve genel bir M 0l¢ii uzay:
lizerinde tamimlanan L®(M) Orlicz uzay: igin ExtB(L®(M)) kiimesinin bu norma gore
kapaliligi, A.S. Granero ve M. Wista tarafindan 1992 yilinda incelenmistir [7]. Ardindan
1993 yilinda S. Chen ve M. Wisla tarafindan, Orlicz normu ile verilen Orlicz uzayinda
ExtB(L®(M)) kiimesinin kapalilig1 sonraki senelerde yapilan calismalara kiyasla daha
yiizeysel bir sekilde ele alinmistir [1]. 2000 yilinda, H. Hudzik ve L. Maligranda tarafindan
Orlicz uzaylarinin, Orlicz normu ve Luxemburg normunu da kapsayan daha genis bir norm
ailesi olan p-Amemiya normlari ile arastirilmasi onerilmistir [9]. Bundan sonra, 2008 yilinda

p-Amemiya normlari ile verilen Orlicz uzaylarinin temel teorisi ¢alisilmis ve birim yuvarin



uc noktalari, yuvarlaklik gibi baz1 geometrik 6zellikleri incelenmistir [4].

Bir @ Orlicz fonksiyonunun tiimleyeni ¥ fonksiyonu olsun. Burada, 1 < p < oo icin,
p-Amemiya normu ile verilen Lg’ Orlicz uzayimin duali %—i—%l = 1 kosulunu saglayan
1 < g < oo sayisiicin L;P uzay1 olur [9]. Buna gore, atomsuz genel bir M 6l¢ii uzay: lizerinde
tanimlanan ve 1 < p < o i¢in p-Amemiya normu ile verilen L;?(M ) Orlicz uzaylarinda,
ExtB(Lg’(M)) kiimesinin bu norma gore kapaliligi, M. Wisla tarafindan 2018 yilinda
calistlmistir [17]. Yine bu ¢alismada, Orlicz normu yani 1-Amemiya normu ile verilen
Orlicz uzaylarinda ExtB (L‘lb) kiimesinin kapalilig1 i¢in de [1] ¢calismasina gore daha ayrintili

sonuglar verilmistir. Ote yandan, p = o i¢cin p-Amemiya normu Luxemburg normuna esit

oldugundan, bu durum da [7] ¢alismasinda ele alinmustir.

Yapilan tiim bu calismalar derlenerek, bir yorum niteleginde olan bu tezde ayrik (diskret)
olmayan bir lokal kompakt grup G iizerinde p-Amemiya normlarina iligkin temel 6zellikler
ve ExtB (LE(G)) kiimesinin kapalilig1 ayrintilt bir sekilde incelenmigtir. Tez, genel anlamda
sekiz boliimden olusmaktadir. Ik olarak on bilgiler kisminda, tezde kullanilacak temel
tamm ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde, p-Amemiya normu tanitilmis ve dnemli
sonuglar elde edilmistir. Sonraki boliimlerde sirasiyla ExtB(LE(G)) kiimesinin kapalilig1,
ExtB(LT(G)) kiimesinin kapaliligi ve 1 < p < co olmak iizere ExtB(LY(G)) kiimesinin
kapalilig1 ¢alisilmistir. Tez boyunca, temel alinan [7], [9] ve [17] makaleleri ile uyumlu

olarak reel degerli fonksiyonlarin Orlicz uzaylar1 géz oniinde bulundurulmustur.



2 GENEL KISIMLAR

Genel kisimlar sekiz boliimden olusmaktadir. {1k boliim olan &n bilgilerde tezde kullanilan
temel tanim ve teoremler verilecektir. Ikinci boliimde, p-Amemiya normu tanitilacak ve bazi
ozellikleri verilecektir. Ugiincii bolimde, Ext B(LE(G)) kiimesinin kapalilig1 aragtirilacaktir.
Sonraki bolimde, ExtB(LP(G)) kiimesinin bos kiime olmasi igin bir 6lgiit verilecektir.
Besinci boliimde, L?(G) icin sonraki boliimlerde kullanilmak amaciyla bazi yardimci
sonug¢lar elde edilecektir. Altinci ve yedinci boliimlerde ise bg sabitinin sonlu ve sonsuz olma
durumuna gore EXtB(L‘lb(G)) kiimesinin kapalihig1 ¢alisilacaktir. Sekizinci ve son boliimde

ise, 1 < p < o durumu igin ExtB (L;?(G)) kiimesinin kapalilig1 incelenecektir.

2.1 ON BILGILER

Tamm 2.1.1 (Birim Yuvarin U¢ Noktasi, [17]) Bir X normlu uzayi verilsin. X uzayinin
kapali birim yuvar1 B(X) ve birim yuvar yiizeyi S(X) olmak iizere eger x € S(X) noktasi
y # z olacak sekilde y,z € B(X) elemanlarimin aritmetik ortalamasi olarak yazilamiyorsa
yani hery # z € B(X) i¢in x # %(y + z) ise x noktasina, B(X) kiimesinin bir u¢ noktasi denir.

B(X) kiimesinin ug¢ noktalarinin kiimesi ExtB(X) ile gosterilir.

Tanim 2.1.2 (Kompakt Dogrusal Operator, [5]) X ve Y birer normlu uzay ve S(X) kiimesi, X
uzayinin birim yuvar yiizeyi olmak tizere eger 7' (S(X)) goriintii kiimesinin ¥ uzayinin norm
topolojisine gore kapanis1 kompakt ise, T : X — Y dogrusal operatoriine kompakt dogrusal
operator ad1 verilir.

Bir X Banach uzayr ve Z kompakt Hausdorff uzay: i¢cin K(X,C(Z)) ile X uzaymndan,
Z tizerinde tanimlh reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin C(Z) uzaymna giden dogrusal
kompakt operatorlerin uzaymi gosterelim. 7 € K(X,C(Z)) igin, x € X ve z € Z olmak iizere

(T/z) (x) = (T'x)(z) seklinde tanimlanan T':Z — X siirekli doniigiimii vardir.

Tamm 2.1.3 (Uygun Operatér, [5]) Eger T'(Z) C ExtB(X*) ise T uygun operatdr olarak

adlandirilir.

Onerme 2.1.4 Eger ExtB(X*) kiimesi kapaliysa, bir T € K(X,C(Z)) operatriiniin "uygun



operator" olmasi icin gerek ve yeter kosul bir Zy C Z yogun alt kiimesi i¢in,
T (Zy) C ExtB(X™)

olmasidir.

Ispat. T siirekli oldugundan, T'(Z) = T'(Zy) € T'(Zo) C ExtB(X*) = ExtB(X*) olur.

Uyari : Bir X Banach uzay1 i¢in ExtB(X) kiimesi kapali olmak zorunda degildir.

Ornek : R3 uzaymi ele alalim. C = coh({(#£1,0,£1)}U{(0,y,z) : y* +z> = 1}) olmak iizere
bir x € R? i¢in x| = inf{r > 0:x € rC} olsun. Eger (0,sini, cosl) C ExtB(R?) dizisi
alinirsa, (0,sinl,cosl) "5 (0,0,1) olur. Ancak (0,0,1) = 1((1,0,1) + (~1,0,1)) olarak

yazildig1 icin (0,0, 1) noktas1 B(R?) kiimesinin bir ug noktast degildir. O halde, Ext B(R?)
kiimesi kapal1 degildir.

Tanmim 2.1.5 (Yuvarlak Normlu Uzay, [4]) X bir normlu uzay olmak iizere eger

ExtB(X) = S(X) esitligi saglaniyorsa, X uzayina yuvarlak normlu uzay adi verilir.

Tanmm 2.1.6 ([3]) (M, X, V) bir 6l¢ii uzay1 olsun. Eger M kiimesi her n € N i¢in v(4,,) < oo
kosulunu saglayan A, kiimelerinin sayilabilir birlesimi olarak yazilabiliyorsa, v Ol¢iisiine

o —sonlu ol¢ii ad1 verilir.

Tanmm 2.1.7 ([3]) Bir (M,X,v) 6l¢ii uzay icin, v(A) > 0 olmak iizere her B C A igin
v(B) =0 veya v(B) = v(A) kosulunu saglayan bir A € X kiimesi varsa bu A kiimesine atom
ad1 verilir. Eger bu kosulu saglayan higbir A ol¢iilebilir kiimesi yoksa v Olciisiine atomsuz

veya atomik olmayan 6l¢ii denir.

Asagidaki lemma ve teoremler, [15] numarali kaynaktan alinmustir.

Teorem 2.1.8 (Egoroff Teoremi) Bir (M,X, V) ol¢ii uzay: verilsin. E € ¥ sonlu dl¢iilii bir
kiime olsun. (f,) ise w—hhh t € E i¢in f,(t) — f(¢) noktasal yakinsamasi gerceklenecek
sekilde, E iizerinde tanimli reel degerli ve Olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O
zaman, her € > 0 i¢in V(E \ F) < € olacak sekilde bir F C E kapali kiimesi vardir dyle

ki F kiimesi iizerinde (f,)) dizisi, f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Lemma 2.1.9 (Fatou Lemmasi) (M,X,V) bir ol¢ii uzayt olsun. M iizerinde tanimli reel



degerli fonksiyonlarin 6l¢iilebilir ve negatif olmayan bir (f,,) dizisi i¢in
/fdv = /liminffndv < liminf/fndv
n—oo n—oo
esitsizligi saglanir.

Teorem 2.1.10 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) Bir ol¢ii uzayr (M, X, v) verilsin. (f,), M
tizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin 6l¢iilebilir, artan ve negatif olmayan bir dizisi
ve f, M iizerinde tamimli reel degerli olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger v-hhh t € M i¢in

fn(t) — f(t) noktasal yakinsamasi gercekleniyorsa

r}i_r)ll/fndv:/fdv
esitligi saglanir.

Teorem 2.1.11 (Lebesgue Sinirli Yakinsaklik Teoremi) (M,X,v) bir 6l¢ii uzayr olsun.
(fn), M iizerinde tamiml reel degerli fonksiyonlarn olgiilebilir bir dizisi olsun 6yle ki
her t € M icin f,,(t) — f(¢) noktasal yakinsamas1 gerceklensin. Her t € M ve her n € N
igin |f,(¢)] < g(t) olacak sekilde bir g € L'(M) varsa f € L' (M) olur. Ayrica f, Iy fve

li_r>n [ fadv = [ fdv saglanir.
n—roo

Tamim 2.1.12 (Olgiide Yakinsama) Bir (M,X,v) ol¢ii uzayinda (f;,), M iizerinde tanimli
reel degerli ve Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi, f, M iizerinde tanimli, ol¢iilebilir ve reel

degerli bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 i¢in

tim v (€ M2 1£,(1) — £(0)| > €}) =0

kosulu saglaniyorsa, (f;,) fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna v dl¢iisiinde yakinsar denir.

Onerme 2.1.13 (Olgiiniin Siirekliligi, [3]) (M,Z, V) bir 6l¢ii uzay1 olsun.
i) Eger (M,) C X artan bir kiime dizisi ise,

() - e

saglanir.



ii) Eger (D,) C X azalan bir kiime dizisi ve en azindan bir terimi sonlu 6l¢iiye sahipse

v (ﬂ D,,) = nli_rggoV(Dn)
n=1
saglanir.

Asagidaki tanimlar ve teorem, [6] numarali kaynaktan alinmustir.

Tanim 2.1.14 (Topolojik Grup) Grup islemlerinin siirekli oldugu yani her 7, x € G icin
t — t~! ve (t,x) — tx fonksiyonlarm siirekli kilan topoloji ile donatilmig bir G grubuna

topolojik grup denir.

Tanmm 2.1.15 (Lokal Kompakt Grup) Her elemanmin kompakt bir komsulugu olacak
sekilde Hausdorff bir topoloji ile donatilmis olan topolojik grup, lokal kompakt grup olarak

adlandiriir.

Tamm 2.1.16 (Haar Olgiisii) G bir lokal kompakt grup ve u, G iizerinde bir regiiler Borel
olciisii olsun. Eger her 6lgiilebilir A C G alt kiimesi ve her t € G igin u(tA) = u(A) ise u
Olciisiine sol Haar ol¢iisii denir. Benzer sekilde her olciilebilir A C G alt kiimesi ve her t € G

icin u(Ar) = u(A) saglaniyorsa u olgiisiine sag Haar ol¢iisii denir.

Teorem 2.1.17 G bir lokal kompakt grup olmak iizere, G grubunun iizerinde bir sol Haar

oOl¢iisii vardir ve pozitif bir skaler ¢carpimi kadar tektir.

Buradan itibaren, p olgiisii sol Haar 0l¢iisii olarak alinacak ve genelligi bozmaksizin kisaca
Haar 6l¢iisii olarak bahsedilecektir. Bununla beraber, G bir lokal kompakt grup ve u olciisii
G lizerindeki tam, o-sonlu Haar 6l¢iisii olarak kabul edilecektir. Ayrica ayrik gruplar hari¢

tutulacak, dolayistyla atomsuz olan Haar 6lciileriyle ¢alisilacaktir.

Lokal kompakt grup G iizerindeki olgiilebilir ve reel degerli fonksiyonlarin pu denklik

stniflarinin kiimesi ise L°(G) ile gosterilecektir.

Uyar : Bu tez igin, genisletilmis reel sayilar kiimesi [—eo, 00| {izerinde % =00, 1 =0,0.00=0,

inf() = o olarak kabul edilecektir.

Tanim 2.1.18 (Orlicz Fonksiyonu, [8]) Bir @ : R — [0, 0| fonksiyonu;
i) @(0) =0,
i) (0,00) iizerinde ® #£ 0 ve @ # oo,



iii) her u € R i¢in ®(—u) = ®(u),

iv) by = sup{u > 0: ®(u) < oo} olmak iizere by noktasinda soldan siirekli,

V) (—bg,be) iizerinde konveks

kosullarini sagliyorsa Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilir.

Burada (0, ) tizerinde, ® = 0 ile her u € (0,00) i¢in ®(u) =0 ve ® = oo ile her u € (0, )

icin @(u) = o olmasi anlagilacaktir.

Ayrica, Orlicz fonksiyonu i¢in bir diger sabit ap := sup{u > 0 : ®(u) = 0} ile tanimlanir. Bu

tez icin ag ve by sabitleri onemli rol oynayacaktir.

Ote yandan Orlicz fonksiyonu, ®(0) = 0 kosulunu saglayan konveks bir fonksiyon

oldugundan [0, ) iizerinde artandir.

Ornek : Her u € R icin ®(u) = % seklinde tanimlanan ® fonksiyonu, ap = 0 ve by = oo

kosullarini saglayan bir Orlicz fonksiyonudur.

Tez boyunca, p4 ile @ Orlicz fonksiyonunun sag tiirevini, p_ ile de sol tiirevini gosterecek

ve agsagidaki kabulleri yapacagiz.
1) p—(0) =0, p_(o0) = limy_e p— (1) Ve by < oo ise her u > by igin p_ (u) = oo olsun.
2) p+(o0) = limy o p+ (1) Ve b < oo ise her u > b igin py (1) = oo olsun.

Tanim 2.1.19 (Tiimleyen Orlicz Fonksiyonu) Bir & Orlicz fonksiyonu i¢in
Y(u) == sup{|ulv—P(v):v >0}

ile tanimlanan ¥ : R — [0, oo] fonksiyonuna tiimleyen Orlicz fonksiyonu denir.

Kolayca goriilebilecegi gibi tiimleyen Orlicz fonksiyonu da bir Orlicz fonksiyonudur.

Dolayisiyla W fonksiyonu, [0, o) artan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.

Onerme 2.1.20 (Young Esitsizligi, [14]) @ bir Orlicz fonksiyonu ve ¥, @ i¢in tiimleyen

Orlicz fonksiyonu olsun. O halde u,v € R icin Young esitsizligi ad1 verilen,

uv < P(u) +¥(v)



esitsizligi saglanir. Ustelik v = p., (u) alimirsa esitlik durumu yani,

up+ (1) = ®(u) +¥(p+(u))

xn

elde edilir. Bu durum "Young esitligi" olarak anilacaktir.

Onerme 2.1.21 ([14]) Verilen u, v reel sayilart ve ® Orlicz fonksiyonunun sag ve sol
tiirevleri igin

i) p—(u) < pi(u),

i)u<vise py(u) < p_(v),

i) H={re G:p_(t) # p+(t)} ise card(H) < X

kosullar1 gerceklenir.

Onerme 2.1.22 ([4]) Bir ® Orlicz fonksiyonu ve onun tiimleyen Orlicz fonksiyonu ¥
verilsin.

1) Wo p. fonksiyonu artan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.

ii) Herhangi bir u € [0,o) alinsin. Bu durumda W(p, (u)) < oo olmasi igin gerek ve yeter
kosul ®(u) < oo olmasidur.

iii) W o p fonksiyonunun sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ® fonksiyonunun orijinden
gecen bir efik asimptotunun olmasi ve denk olarak lim, . W (p+(u)) < oo kogulunun
saglanmasidir.

iv) @ Orlicz fonksiyonunun dogrusal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her u € R igin

Y(py(u)) = 0 esitliginin saglanmasidir.

Tamim 2.1.23 (A;-Kosulu, [17]) i) Her u € R i¢in ®(2u) < K®(u) esitsizligi saglanacak
sekilde bir K > 0 sabiti varsa @ fonksiyonu, Ap(R) kosulunu saglar denir ve ® € Ay(R)
seklinde yazilir.

ii) Her |u| > ug igin ®(2u) < K®(u) esitsizligi ve P(up) < oo saglanacak sekilde bir K > 0
ve bir up > 0 sabiti varsa @ fonksiyonu, A (eo) kosulunu saglar denir ve ® € Ay (o) seklinde

yazilir.

iii) Her |u| < ug icin ®(2u) < KP(u) esitsizligi ve ®(ug) > 0 saglanacak sekilde bir K > 0
ve bir up > 0 sabiti varsa ® fonksiyonu, A;(0) kosulunu saglar denir ve ® € A(0) seklinde

yazilir.

iv) 1(G) < oo sart1 altinda @ € Ay(e0) ve U (G) = oo sart1 altinda ® € Ay(R) saglaniyorsa P



fonksiyonu, Ay (1) kosulunu saglar denir.

Tamm 2.1.24 (Orlicz Uzay1) Bir ® Orlicz fonksiyonu ve bir f € L(G) igin I fonksiyonu

Io(f) = [ ®(71)du(r)
seklinde tanimlanir.

Bir ® Orlicz fonksiyonunun iirettigi Orlicz uzayi ise
L2(G)={feL%G): 31 >0, Ip(Af) < oo}
ile tanimlanir.

Bu sekilde tamimlanan L®(G) uzayi, reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayidir [14].

f € L®(G) olmak iizere, L®(G) Orlicz uzay1 genelde,

IIqu»:inf{?t >0: Iy (%) < 1}

ile taniml1 Luxemburg normu veya buna denk bir norm olan ve

111 =sup{ [ 170)s0ldne): ¢ € 2¥(6), o) <1
seklinde taniml1 Orlicz normu ile verilir [14].

Bu boliimiin geri kalaninda [17] makalesi esas alinarak, temel tanimlar ve sonuglar

verilecektir.

Tanim 2.1.25 (Kesin Konvekslik Noktas1) Birbirinden farkli herhangi u,v € R icin
w = 2(u+v) olmak iizere P(w) < 3(P(u) + P(v)) esitsizligi gercekleniyorsa, w € R
noktasina ® fonksiyonunun bir kesin konvekslik noktasi denir. Ayrica ¢ fonksiyonunun

kesin konvekslik noktalarinin kiimesi SCg ile gosterilir.

SC4 ile de @ fonksiyonunun negatif olmayan kesin konvekslik noktalarinin kiimesi yani

SCq N [0,00) kitmesi gosterilecektir.

Ayrica, kesin konvekslik noktasi tanimi g6z Oniine alinirsa her w € SCq igin @(w) < oo

oldugu kolayca elde edilir.
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Uyari: 1) Mg ile p fonksiyonunun kesin monotonluk noktalarinin kiimesini gosterecegiz.

O halde,
Mg ={u>0: p, bir € > 0i¢in (u — €,u+ €) tizerinde siirekli ve kesin artan}

kiimesidir. Bir u € Mg i¢in (u — 5,u+5) C Mg olacagindan Mg, reel sayilarin agik bir alt

kiimesidir. Dolayisiyla en fazla sayilabilir sayida acik araligin birlesimi olarak yazilabilir.

i1) Do ile @ Orlicz fonksiyonunun sag tiirevinin sol tiirevine esit olmadig1 noktalarin

kiimesini gosterecegiz; yani

Do={u>0:p_(u) <py(u)}

kiimesidir. Ote yandan p, fonksiyonunun siirekli oldugu noktalarda p_ = p, olur [14].

Boylece Dg kiimesi, p tiirev fonksiyonunun siireksizlik noktalarinin tiimiinii icerir.

Tanmm 2.1.26 (Afin Noktalar) i) Eger ®(u) < oo ve (u,u+ €) iizerinde p..’nin sonlu ve sabit
olacag sekilde bir € > 0 sayis1 varsa, u > 0 noktas1 ® fonksiyonunun bir sag afin noktasidir.

@ fonksiyonunun sag afin noktalarinin kiimesi RA¢ seklinde gosterilir.

ii) Eger ®(u) < oo ve (u— €,u) iizerinde p,’nin sonlu ve sabit olacad: sekilde bir € > 0
sayis1 varsa, u > 0 noktasi1 @ fonksiyonunun bir sol afin noktasidir. @ fonksiyonunun sol afin

noktalarinin kiimesi LAg ile gosterilir.

iii) Eger ®(u) < o ve u > 0 ise (u — €,u+ €) lizerinde po’nin sonlu ve sabit olacagi
sekilde bir € > 0 sayis1 varsa; eger u = 0 ise her x € [0,¢€) i¢in p,(x) = 0 olacak sekilde
bir € > 0 sayis1 varsa, u > 0 noktas1 ® fonksiyonunun bir afin noktasidir. ® fonksiyonunun

afin noktalarinin kiimesi A¢ seklinde gosterilir.

Uyar : Bir afin noktas1 hem sag hem sol afin noktasidir ancak hem sag hem sol afin noktasi
olan bir nokta afin noktas1 olmak zorunda degildir.

Ornek : Birbirinden ve sifirdan farkli a, b, ¢ reel sayilar1 ve € > 0 igin,

ax+b x€[u,u+e)
d(x) =

bx+c x€(u—5,u)
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seklinde alinirsa u noktasi, ® fonksiyonu i¢in hem sag hem sol afin noktasidir ancak afin

noktas1 degildir.

Asagida ® Orlicz fonksiyonu’nun kesin konvekslik noktalar1 ve afin noktalarina iligkin bir

gozlem verilecektir.

Gozlem 2.1.27 1) Bir ® Orlicz fonksiyonunun herhangi bir afin noktasinin, bir komsulugu
tizerinde p. sabit ve sonlu olacagindan, afin noktalar1 kesin konvekslik noktasi olamazlar.
Ayrica, @ fonksiyonunun sonlu deger aldigir ve afin noktasi olmayan herhangi noktanin
bir komsulugunda p tiirev fonksiyonu kesin artan olacagindan, bu nokta kesin konvekslik

noktasi olur. Dolayisiyla,
SCs={u>0:D(u) <o}\Ag

oldugu gozlemlenir.

i1) Hem sag hem sol afin noktasi olan ancak bir afin noktasi olmayan noktalar p. icin

stireksizlik noktas1 olacagindan,
(LAcp URAq)) \Aq) C Do

olmalidir.

Bu gozlemden asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonuc 2.1.28 Afin noktasi tanirmindan Ag kiimesi, her bir noktasinin en az bir komsulugunu
icerir. Bu sebeple reel sayilarin acik bir alt kiimesidir. O halde, ® fonksiyonunun siirekliligi

g6z oniine alinirsa SCe = ® 1[0, ) \ Agp oldugundan SCq kapali bir kiimedir.

Bu béliimiin geri kalaninda, sonraki boliimlerde kullanilacak olan kesin konvekslik ve afin

noktalarina iligkin 6nemli 6zellikler 6nermelerle verilecektir.

Lemma 2.1.29 Bir € > 0 ve u > 0 igin @ fonksiyonu, (z — &,u + €) iizerinde sonlu olsun.

Bu durumda asagidakiler saglanir.

i) Eger u ¢ RAg ise u € Mg N (u,00) UDg N (u,00) olur.

i) Eger u ¢ LA U{0} ise u € My N (0,u) UDg N (0,u) olur.
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Ispat. i) : Kabul edelim ki u ¢ RAg olsun ancak u ¢ Mg N (u,0) UDg N (u, ) olsun. O halde,
u ¢ Mo (u,00) ve u ¢ Dg N (u,°0) olur. Bu durumda, bir 11 > 0 bulunabilir 6yle ki 1 < &,
B(u,n) Mg N (u,00) =0 ve B(u,n)NDeN(u,00) =0 saglanir. Buise, Do N (u,u+n) =10

ve Mo N (u,u+ 1) = 0 olmasini gerektirir.

Burada, Dg N (u,u + n) = 0 oldugundan p fonksiyonu, (u,u -+ n) iizerinde siirekli ve
Mg N (u,u+n) =0 oldugundan p, (u,u+ n) iizerinde sabittir. Yani u € RAg oldugu elde
edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.

ii) : Benzer sekilde kabul edelim ki u ¢ LAg U {0} olsun ancak u ¢ Mg N (0,u) UDg N (0, u)
yani u ¢ Mq,ﬂ—((),u) ve u ¢ Dq;ﬂ—((),u) olsun. Buradan, bir 17 > O bulunabilir dyle ki
Do N (u—n,u) =0 ve Mp N (u—n,u) = 0 bulunur. Dolayisiyla p, fonksiyonu, (u—mn,u)
tizerinde siireklidir ve kesin artan degildir. Boylece p; fonksiyonu, (u— 7,u) iizerinde ya

tek bir pozitif deger ya da O degerini alabilir. Bu ise u ¢ LAg U {0} olmasi ile ¢elisir.

Sonug 2.1.30 Bir @ Orlicz fonksiyonu i¢in SCJ, = (Mp UDg) N{u > 0: P(u) < oo} esitligi
elde edilir.

Ispat. be = sup{u > 0: ®(u) < =} olmak iizere ® artan bir fonksiyon oldugundan

®(bp) = 0 ise Mg = 0 olur. Ayrica her u > bg igin ®(u) = o olacagindan SC; = {bo}
ve her u < bg i¢in ®(u) = 0 olacagindan Dy = {bgp} yani istenen esitlik saglanir. Ciinkii
(0U{ba})N[0,be] = {bp} = SCZ olmalidir.

Simdi ®(bg) > 0 kabuliiyle SC3 C (Mg UDg)N{u>0:®(u) < oo} kapsamasini gosterelim.

Durum 1: Eger bg € Sth ise ®(bgp) < oo olacagindan by < oo elde edilir. Kabul edelim ki b,
(Mg UDg) N{u >0:®(u) < =} kiimesinin bir eleman1 olmasin. O halde bir 1) > 0 vardir
oyle ki Do N (b — N,bep) = 0 ve Mo N (bp — 1N, bp) = 0 olur. Bu sebeple p, (be — N, bo)
iizerinde siirekli ve kesin artan olmayan bir fonksiyondur yani p, (be — 1,be) iizerinde
sabittir. Ayrica, p_ ile p.’min tanimindan p_(bg) < e = p(bg) saglanir. Bu ise bp € Do

olmasini gerektirir ki bu da bg ¢ (Mg UDg) N{u > 0: ®(u) < oo} olmast ile gelisir.

Durum 2: Eger 0 € SCZ ve p4(0) > 0ise 0 = p_(0) < p.(0) dolayistyla 0 € Dg yani
0€ (MpUDg)N{u>0:®d(u) < oo} olur

Kabul edelimki 0 € SC3, p+(0) =0 ve 0 ¢ (Mg UDg) N {u>0:P(u) < e} olsun. O halde,
bir 1 > 0 bulunabilir yle ki (1) < o, DpN(—N,Nn) =0 ve MpN(—n,n) = 0 saglanir.
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Boylece, p. fonksiyonu, (—n,n) iizerinde siireklidir ve kesin artan degildir. Dolayisiyla
p sabit ve u € [0,1) icin p () = 0 dir yani 0 € Ag olur. Onerme 2.1.27°den 0 € Ag ise
0 ¢ SCo olacagindan bu 0 € SC§ olmast ile gelisir yani 0 € (Mo UDg) N{u > 0: P(u) < oo}

olmalidir.

Durum 3 : Eger u € SC§ \ RAg veya u € SC;, \ (LAp U{0}) ise Lemma 2.1.29’dan sirastyla
U € Mg (1,00) UDg N (t,00) C (M UDg) N{u>0:P(u) < o} veya
u€ Mg N (0,u) UDg N (0,u) C (MgpUDg)N{u>0:®(u) < oo} olur.

Durum 4 : u € SC4 \ {0}, u € RAg ve u € LAy ise u ¢ Ag oldugundan
u€ (LAp URA®) \Ap C Dg ve buradan u € Dy C (Mo UDg) N{u>0:®(u) < o} oldugu
elde edilir.

O halde, dort durum altinda da
SCY C (Mo UDg)N{u>0:®(u) < oo}

kapsamas1 gerceklenir.

Simdi ise ters kapsamanin yani (Mg U Dg) N{u > 0: ®(u) < o} C SCe kapsamasinin

saglandigini gosterelim.

Uy > 0 olacak sekilde ug € (Mp UDg) = (Mg UDg) alalim 6yle ki @ (ug) < oo olsun. O halde

bir (uy)nen € Mo UDg C SC dizisi vardir 8yle Ki u, % ug yakinsamasi gerceklenir.

Eger up = b ise Sonug 2.1.28’den Sth kapali oldugu i¢in ®(bgp) < oo dolayisiyla by < oo
olur. ®(bg) < oo ve her € > 0 i¢in ®(bg + €) = « olacagindan bgp ¢ Agp yani by = ug € Sth
elde edilir.

Eger 0 <ugp < by ise P(bgp) > P(up) olacagindan ¢ < e olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir
oyle ki ®(up) < ¢ < ®(bgp) saglanir. ¢ fonksiyonunun siirekliliginden lim, oo P(u,) =
D(up) yani lim, e P(u,) < ¢ < O(bg) elde edilir. Bu sebeple yeterince biiyitkk n € N
dogal sayilan i¢in ®(u,) < ¢ ve dolayisiyla, (u,) C {u > 0: P(u) < ¢} ﬂSth olur.
@ fonksiyonunun siirekliliginden bu kiime iki kapali kiimenin kesisimi halindedir ve

dolayisiyla kapalidir. Bu durumda ug € SC$ olur. O halde,

(MpUDg)N{u>0:®(u) < oo} CSCop
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saglanir.

Sonug olarak elde edilen iki kapsamadan esitlik saglanir.

Lemma 2.1.31 p_(u) < oo kosulunu saglayan her u € SCJ i¢in negatif olmayan (u,) ve (&,)
dizileri bulunabilir 6yle ki u, — u, &, — p(u) ve (u,) C SC4, saglanir. Bunun yani sira
0<& <byve pi(Buy) <& < p+ (%un> esitsizlikleri her n € N ve her 0 < 8 < 1 igin

saglanir.

Ispat. Durum 1 : ilk olarak u € Dg kabul edelim yani p_(u) < p. (u) saglansn.
d = p4(u)— p—(u) ve her n € N i¢in u,, = u seklinde secelim. p, (u) < oo gart1 altinda
& =py(u) — %, p+(u) = oo sart1 altinda ise &, = p_(u) + n olarak belirlensin. Ayrica

u € Dy oldugundan, 0 = p_(0) < p4(u) oldugu biliniyor.

p+(u) < oo igin, Young esitliginden up, (u) = ®(u) +¥(p+(u)) olur. Burada u, py(u) ve
®(u) sonlu oldugundan ¥ (p (u)) da sonludur. O halde, her n € N i¢in

0<& < pi(u) <bg=sup{v>0:¥(v) <oo}
olur. Eger p. (u) < oo ise, her n € N i¢in,
0<& =p-(u)+n<eo=limp(u)=by

olur. Béylece, her n € Nigin, u = u, € SC3, &, — p4(u) ve her 0 < < 1 igin

p+(Bup) = p+(Bu) < p—(u) <& < p+(u) < p+ <%u> = p+ (%un)

elde edilir.

Durum 2: Simdi u ¢ Dg olsun. Bu sebeple p;, u noktasinda siireklidir. ® ve py bir
€ > 0 i¢in [0,u + ¢€) iizerinde sonludur. Aksi takdirde her v > u i¢in p(v) = oo saglanirdi,
dolayistyla p. fonksiyonu, D¢ kiimesi diginda siirekli oldugundan p_(u) < oo = p,(u) =

lim,_,,+ p+(v) olurdu ve bu da u ¢ Dg olmast ile celigirdi.

Eger u € Mg ise u, —> u olacak sekilde bir (u,) C Mo [0,u+ %) C SC4 dizisi vardir. Her
n € Nigin &, = p, (u,) olarak secilirse, p nin bu kiime iizerindeki kesin artanlig1 ve Young

esitliginden &, < py(u+ %) < by olur. Ayrica p,, fonksiyonu, u noktasinda siirekli oldugu
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icin &, — p.+(u) olmalidir. O halde p. fonksiyonu, Mg iizerinde kesin artan oldugundan

her0 < 8 < 1ven e Nigin

P (Bun) < P (n) = B < ps (é)

esitsizlikleri elde edilir.

Eger u ¢ Mg ise Sonug 2.1.30°dan u € Dg olmalidir. O zaman, u, — u olacak sekilde bir
(un) € DN (0,u+%5) C SC4 dizisi vardir. Simdi ise

dy,
n—+1

dy = p+(un) — p—(un) ve &n = P (un) —

olarak segilsin. O halde, her n € Ni¢in, 0 < d, < p (u,) < p4(u+%) < oo olur ve dolayisiyla

€
Sn < p(un) < py <”+§) <by

esitsizlikleri saglanir. Burada (d,) sinirli ve p fonksiyonu, u noktasinda siirekli oldugundan,

&y — p4(u) olur, her 0 < B < 1 ve n € N igin,

P (Bitn) < p(tn) < Eu < (i) < ps (%)

esitsizlikleri saglanir.

Boylece ti¢ durum i¢in de aranan dizilerin varlig1 gosterilmis olur.

2.2 P-AMEMIYA NORMLARI

Orlicz wuzaylar1 iizerinde Luxemburg ve Orlicz normlarinin tanimli oldugundan
bahsedilmisti. Simdi 1 < p < o olmak iizere asagida tanimlanacak olan s, fonksiyonu
aracilifiyla iiretilen p-Amemiya normlar1 tanimlanacak ve [4, 9] calismalar1 temel alinarak

bu normlara iligkin sonuclar verilecektir.

Tanim 2.2.1 1) 1 < p <o veu > 0i¢in

(I+uP)/P, 1<p<eo
Sp(“):

max{l,u}, p=o
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olarak tamimlansin. Boyle tamimlanan s, fonksiyonu konvekstir ve 1 < p < oo i¢in [0, )
iizerinde kesin artandir. p = oo igin [1,00) iizerinde kesin artan ve (0,1) iizerinde sabit bir

fonksiyondur.

i) Bir f € L°(G) igin 1 < p < o0 olmak iizere || ||o , p-Amemiya fonksiyonu, s, fonksiyonu

aracilifiyla

/]

1 o1
o= 0t Lspllo(kr)) = ot 15y [ @(krian)

(1+ ([ @(kf)du)?)V/P, 1< p<eo

max{l, [®(kf)du},  p=eoo

seklinde tanimlanmir. L®(G) Orlicz uzay: iizerinde p-Amemiya fonksiyonunun bir norm

oldugu daha sonra gosterilecektir.
Onerme 2.2.2 Luxemburg normu ve co-Amemiya fonksiyonu ayni formiile sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki f € L°(G) olsun.

Eger Ip(f) > 1 iken Ip(f) < ||f]le = inf{A > 0: ]q;(%) < 1} olursa, Iy fonksiyonunun
konveksliginden 1 < Ip (%) < Iq)% 7 Io(f) = 1 olurdu ve 1 < 1 celiskisi elde edilirdi. O
halde, Ip(f) > 1ise Io(f) > || f|| olmalidir. Boylece, Iq,(f) > 1 olacaglndan Iq,( ) > ”f”‘l’

elde edilir ve denk olarak llqg(%) > || fllo olur. Ugiincii adimda A = E alinirsa,

Iflo= inf A=min{ inf A, inf Mq,(i>
Ip(kf)<1 1¢(£)§1 1¢(%)>1 A

1 1
= mi f - f —Ilpk
i {I(p(}cr]l‘)<l k 1¢(}<r})>1k o f)}

esitlikleri elde edilir.

1 1
A= inf - veB= inf -Ip(kf) olsun.
Icp(}cf)ﬁl k v 1¢(}cf)>1 k o(kf) olsu

o . . . . 1
Eger min{A,B} = A ise min{A,B} = (}(I}§<l ;= l%r>118 rmax{1,Ip(kf)} ve

min{A, B} = B ise min{A,B} = . (}{r}l; I—Icp(kf) 1nf rmax{1,Ip(kf)} olur.
(05} >

Sonug olarak, her f € L°(G) igin || f]|lo = || f]|@. esitligi elde edilmis olur.



17

Teorem 2.2.3 Orlicz uzay: lizerinde 1 < p < o i¢in p-Amemiya fonksiyonu, Luxemburg

normuna denk olan bir normdur. Ayrica bir f € L°(G) ve 1 < p < o igin || f||lo < [|fllo,p <

21/P||f|l esitsizligi saglanir. Ustelik (L®(G), || -||3,) bir Banach uzayidir.

Ispat. Bir f € L%(G) alinsin. Burada p = o igin || f||¢ = ||f|/®.«~ oldugundan 1 < p < oo
kabul edilebilir.

|| flle = infi=o  max{1,lp(kf)} esitligi Onerme 2.2.2’den biliniyor. Eger

1 1
max{1,lp(kf)} = 11ise 112{)% < ;12{)%(1 +I£(kf))1/1’

olur. Diger yandan,
max{1,Io(kf)} = Io(kf) ise max{1 Lo (kf)} = (Ig(k/))"/? < (1+15 (k)"
elde edilir. Bu esitsizligin iki tarafindan k > 0 iizerinden infimum alinirsa,
inf lmax{l,lq;(kf)} < infl(l + I (kf)VP
k>0 k k>0 k
bulunur. Dolayisiyla iki durumda da || f||e < || f||®,, saglanir.

Diger yandan, 2'/7|f|le = 2'/7 inf{% :Io(kf) <1} olur. Infimum tanimindan, her € > 0

i¢in bir k¢ > 0 vardir dyle ki
1 o1
27| fllo+e 2 (1 (ke)P 2 inf (1 +15 ()7 = /o,
€

saglanir. O halde, || f||e, < 2'/7||f|| esitsizligi elde edilir.
Simdi || - ||, fonksiyonunun Orlicz uzay: iizerinde bir norm oldugunu gésterelim.

1) Bir f € L°(G) igin ||f||op = infi=0 t5p(Io(kf) oldugundan her € > 0 igin bir kg > 0
bulunur oyle ki || f||o,, + € > éSp(I(I)(kgf)) > 0 dolaysiyla || f||o,, > 0 saglanr.

2) f1, > € L°(G) olsun. Yine infimum tanimindan, her € > 0 igin &y, k> > 0 bulunabilir dyle
ki £5p(lo(kifi) < || fillop+ §» i € {1,2} saglanir. Kabul edelim ki k = 1% olsun. Burada,

sp ve Iy fonksiyonlari, artan ve konveks oldugundan s, o Iy fonksiyonu da aym 6zelliklere
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sahiptir. O halde, her € > 0 icin

1 ki +k kik kik
I+ Pl < gspllalbsic+ ) = e syt (42 18 )

—S
kiko P ki + ko ki + ko
ki+ky kp ki+ky ki
< Io(k _— I (k
T T
1 1 € &
= —spola(kifi)+—spolo(kafa) < ||fillop+ =+ L2llep+ =
ki ko 2 2

saglanir. Dolayisiyla her € > 0 i¢in || fi + f2||e,, < ||f1]
11+ Lallep < [l fille, + /2]l esitsizligi elde edilir.

@.p + || 2|le,p + € olur. O halde,

3) A € R olsun. Bu durumda,

1A.f]

o1 .
@p=inf - spolo(kAf) = |A|inf -mm spola(kAf) = 2] fle,

k||
bulunur.
4) f=0ise || fllop=infiso 1 (1 + (f @(kf)du)P)!/? = infi-o 1 = 0 olur.

| fllo,p =0ise ||fll®,p > || flle > 0 oldugundan || f|e = 0 ve Luxemburg normu bir norm

oldugu i¢in f = 0 olmalidir. O halde, |/ f|l®,, = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f =0

olmasidur.
Sonug olarak, | - ||@ , L®(G) iizerinde bir normdur ve Luxemburg normuna denktir. O
halde, Orlicz uzaylart Luxemburg normuyla Banach uzay1 olduklarindan (L*(G),|| - ||@,,)

bir Banach uzayidir [14].

Uyar1 : Buradan sonra 1 < p < o i¢in p-Amemiya normu ile verilen Orlicz uzayini L;?(G)

ile yani (L®(G), || - ||lo,p) = L;?(G) seklinde gosterilecektir.

Teorem 2.2.5’in ispat1 i¢in [9] ¢alismasindaki yontemlerin benzerleri kullanilacak ve bunun

icin asagidaki 6zellik tamtilacaktir.

Tamm 2.2.4 (Fatou Ozelligi, [9]) Bir L*(G) Orlicz uzayi icin, (f,) C L®(G) ve bir
f € L°(G) alinsin. Ayrica || ||, L®(G) iizerinde bir norm olsun. Eger sup,,cy ||| < o ise

f € L®(G) ve lim, e || fu]| = || f]| gerceklenirse, | - || normu Fatou 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 2.2.5 Orlicz normu ve 1-Amemiya normu ayni formiile sahiptir.
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Ispat. Bir f € L°(G) icin Young esitsizligi kullanilarak,

[ 1r0)g@du) = [0 laut)
<o [ @lkr@)ant)+ [#(a)dut)
= £ Un(kf) + ()

esitsizligi elde edilir. Iy(g) < 1 olacak sekilde g € L¥ (G) fonksiyonlar1 iizerinden supremum
alinirsa, |[f]|% < (1 + lo(kf)) esitsizligi elde edilir. Simdi ise k > O degerleri iizerinden

infimum alinirsa,

1A% < 1 fllo, (2.1)
esitsizligi elde edilir.

Simdi 1-Amemiya normunun Fatou 6zelligine sahip oldugunu yani f, C L‘lb(G) ve f €

L2(G) igin 0 < fu 7 f ve sup,en[|fullo,n < eoise f € LP(G) ve | |

kosullarinin saglandigini iddia ediyoruz.

Bu iddiay1 ispatlamak amactyla kabul edelim ki 0 < f, ' f, f, C LY(G), f € L°(G) ve

sup,e || fall®,1 < oo kosullar1 saglansin. o, := || f,||@,1 olarak tanimlansin. Boylece,
1+ 1p(k 1+ 1p(k
k>0 k k20 k

olur. Bu esitsizligin iki tarafindan o := sup, .y @, belirlenerek supremum alinirsa,

o =supo, <
neN neN

saglanir. Dolayisiyla || f||le,1 < o esitsizligi gosterilirse

lim || f,
n—oo

.1 = SUp | fulles = [ flle1

neN

oldugu gosterilmis olacaktir.

| flle1 > a olursa, ||f|le1 > a + 6 olacak sekilde bir § > 0 sayist bulunurdu. Bu
ise her k > 0 icin %( + Ip(kf)) > a + 0 olmast demektir. Fatou Lemmasi’ndan
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Ip(kf) < liminf,_,.Io(kf,) esitsizligi gerceklenir. O halde,

(1+1p(kf)) > a+o

x| =

L1+ (k) 2

olacak sekilde (fy,) C (fu) alt dizisi vardir. Bu da her m € N i¢in || £, [[61 > 0+ 0 >

olmasin1 gerektirir. Bu ise & sayisinin supremum olmast ile ¢gelisir. Yani

lim [| fullo,1 = sup || fullo,1 = || fllo,1 < oo
oo neN

oldugu elde edilir. Ayrica || f||o,1 < o oldugundan f € LP(G) olur. Dolayistyla 1-Amemiya

normu Fatou 6zelligini saglar.

Hem 1-Amemiya normu hem de Orlicz normu Fatou 6zelligini sagladigindan negatif
olmayan bir f € L®(G) basit fonksiyonu igin | f|le1 < ||f]|% oldugunun gosterilmesi
yeterli olacaktir. Ciinkii bir g € L®(G) i¢in |g| negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan,
|g| fonksiyonuna yakinsayan ve negatif olmayan basit fonksiyonlarin bir dizisi olan (f},)
bulunabilir [3]. Ayrica hem Amemiya normu hem de Orlicz normu i¢in || f||a.1 = || f|||®,1 Ve
1£1% = [ £111% esitlikleri saglandigindan, f € L®(G) basit fonksiyonu igin || f||e1 < || £]1%

esitsizliginin gosterilmesi yeterlidir.

Simdi, @ bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere her € > 0 igin (—bp, by, ) iizerinde piiriizsiiz
yani tiirevi siirekli olan ve her u > 0 icin ®(u) < Me(u) < P((1+ €)u) esitsizliklerini
saglayan bir M, Orlicz fonksiyonu bulunabilecegini ve bunun yam sira L®(G) ve LY (G)

uzaylarinin ayni oldugunu iddia ediyoruz.

Bu iddiay1 ispatlarken her u > 0 ve keyfi bir € > 0 i¢in

B 1 (1+€) P(s)
Me(u) = m/u ; ds

alalim. & fonksiyonunun siirekliliginden M, piiriizsiiz bir Orlicz fonksiyonudur.
Simdi esitsizliklerin saglandigini gosterelim. & fonksiyonunun artanlifi ve integralin

monotonlugundan, € > 0 icin

/(1+e) cp(u)ds - /(1+s) D(s) s

s s
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elde edilir. O halde,

@(u)(n((1+2)u) ~Inw) < [ e 20s) )¢

u S

®(u)In (M) < /M(HS) %ds

u S

olur. Buradan,

ve denk olarak

1 (1+¢€) q)(s) B
P(u) < m/u Tds = Me(u)

elde edilir. Benzer sekilde,

/(1+s) D(s) </(1+e) Mds:d>((1+8)”)ln(l+£)

s - S

elde edilir ve buradan

(1+¢) K
Mg(u):m/u v q’i ) ds < o((1 1))

bulunur. Boylece,
D(u) < Me(u) <P((1+¢€)u) (2.2)

esitsizlikleri saglanir.

Eger f € LM:(G) ise [ Mg (kf)du < o olacak sekilde bir k > 0 sayisi vardir. Her u > 0 igin
®(u) < Me(u) oldugundan [®(kf)du < [Me(kf)du < o yani f € L®(G) dolayisiyla
LM (G) C L®(G) kapsamasi elde edilir.

Diger taraftan, f € L®(G) ise [®(kf)du < o olacak sekilde bir k > 0 sayis1 vardir. Her
u > 0 igin Mg () < ®((1 + €)u) oldugundan [ M, (UT"E)k f> d < [ ®(kf)du < oo saglanr.
Bu ise f € LM¢(G) olmas1 anlamina gelir. Dolayistyla L®(G) C LMz (G) kapsamast da elde

edilir. Bu iki kapsamadan L®(G) = LM¢ (G) esitligi gosterilmis olur.

Ayrica Ng, M fonksiyonunun tiimleyen Orlicz fonksiyonu olmak iizere ® < M, oldugundan

sup,>otulv| — Me(u)} < sup,~o{ulv| — ®(u)} elde edilir. O halde, her v € R igin
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Ne(v) < ¥(v) saglanir ve bu sebeple LY (G) C LV¢(G) olur. Bu durumda,

{[1rweian e e 16). i) <1} < { [1reolant) ¢ € 2%6). (o) <1

olur. Boylece

1flle < [1fll3, < (1+e)flle (2.3)
elde edilir.

Ek olarak (2.2)’den

1 1
inf 2 (1+To(kf)) < inf =141, (kf))

<gf]1<(1+lq>((1+8)kf))

1
I f
=48 Il g

(1+1a((1 +€)kf))

saglanir ve buradan,

1 et < 1l fllpze. < (1 +¢)

(2.4)

oldugu elde edilir.

O halde, piiriizsiiz bir Orlicz fonksiyonu i¢in 1-Amemiya normunun Orlicz normuna esit
oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Eger bu esitligi gosterebilirsek (2.1), (2.3) ve

(2.4)’ten
1flle < fllox < I lIaen = /13 < (M +€)lflle

olur ve buradan

1£115 < [1flles < (L+)[1£1I%

oldugu elde edilir. Burada € > 0 keyfi oldugundan her f € L®(G) icin || f||3 = || f||o.1 esitligi

saglanir.

Buradan, normlarin esitligini negatif olmayan f € Lq’(G) basit fonksiyonu icin, @ Orlicz
fonksiyonunun piiriizsiiz olmasi kabulii altinda ispatlamamiz yeterli olacaktir. Bu esitligi

asagidaki iic durum i¢in ayr1 ayri inceleyecegiz.
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P(u)

L. @ Orlicz fonksiyonu sonlu degerli ve lim,, ;o — = = o0
1L Timy e 28 < oo
II. bgp < o0
Durum I: Kabul edelim ki limu_my = oo ve ® sonlu degerler aliyor olsun. &

fonksiyonunun piiriizsiizliigiinden lim,,_,. p+ (#) = oo olur. Ayrica bir negatif olmayan f €
L®(G) basit fonksiyonu igin ® sonlu degerler aldigindan herhangi bir k > O igin Ay (py (kf) <
oo ve limy_,e0 hp(p4(kf) = oo saglanir. hy(p (kf)) siirekli oldugundan ara deger 6zelligini

saglar ve bu sebeple Iy (p (kof) = 1 olacak sekilde bir kyp > 0 bulunur. Dolayisiyla,

7ot < (1 +olkof)) = o (a(ps (ko) + Ealko)
0 0

_ % / ko (6)p+ (ko (£))dp(z)
_ / F@)ps(kof(1)du(e) < II£11%

elde edilir.

%’4) < oo olsun. O zaman & orijinden gegen bir egik

)

u

Durum II: Kabul edelim ki lim,, o

= limy_ye0 p+(«) bulunur [4]. O halde, Young
(u)

u

asimptota sahiptir dolayisiyla lim,_e

esitliginden by = lim,_,e p4 (#) oldugu bilindiginden, by = lim, e p4 (#) = lim,, e
ve buradan piirtizsiiz @ Orlicz fonksiyonu igin u — o iken pi(u) * by elde edilir. Simdi

negatif olmayan f € L®(G) basit fonksiyonu icin iki alt durumu diisiinecegiz.

ILa: suppf, f fonksiyonunun destegi olmak tizere u(suppf) > olsun. O halde,

1
Pbw)
w(suppf) > m saglanacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir. Herhangi bir € € (0, §]
alalim ve ug > 0 her u > ue icin p4 (u) > by — € olacak sekilde yeterince bityiik olsun. n € N

icin A, = {r € G: f(t) > “¢} olarak tammlansin. O halde, u(A,,) > W_e) olacak sekilde

en azindan bir m € N vardir. Bir 7 € A, i¢in mf(t) > ue oldugundan p (mf(t)) > py(ug) >
by — € olur. Sonug olarak, ¥(p. (mf(t))) > W (by — €) ve dolayisiyla

lP(b\y — 8)

1= Sy —e)

< W(by —&)u(An) < lp(p+(mf)) <o

olur. O halde Durum I’deki gibi bir ko > 0 i¢in hy(p(kof) = 1 ve buradan || f|

o1 < [flg

oldugu elde edilir.
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ILb: Bu kez u(suppf) < m olsun. Ig(g) < 1 oldugunu kabul edelim. O zaman p-hhh
t € Gigin |g(7)| < by olur ¢iinkii her u > by i¢in W(u) = oo saglanir. Buradan,

[ 0swann)| < [ 1r0ewlaut) < ve [170)au=bel s,

bulunur. A(t) = by Xsupps(t) olarak belirlenirse asagidakileri elde edilir.

[ @Ohe)du(e) = bl £l ve (k) = Hbw)u(suppf) < 1

Supremum alinirsa || f||3, = byl f||1 olur. Diger yandan Monoton Yakinsaklik Teoremi

uygulanirsa,

- | .1 .1
o1 = inf (1 +1p(kf)) = lim (1 +Io(kf)) = lim ~lo(kf)

4 ()]
n—=re Jsuppf kn’f(t)’
P(knl f(1)])

= lim ————d =b =|fllg
[ 17 Jim TS an(e) = bel £ = 1115

171

D(knf (1)) du(r)

elde edilir.
Durum III : Bu durumu da iki alt duruma ayirarak inceleyecegiz.

IIl.a: Kabul edelim ki bp < o ve p_(bg) = oo olsun. Normlarin homojenlik 6zelliginden,
esitligi sadece || f||e.1 = 1 olacak sekilde bir f € L®(G) basit fonksiyonu i¢in gostermemiz

yeterlidir.

Simdi, f € L®(G) basit fonksiyonu heri € Nn € N, ¢; € R ve (A;) 6lgiilebilir kiime dizisi icin
f=Y" cixa, kanonik gosterimine sahip olsun ve || f||o,1 = 1 saglansin. m € N igin ¢, =
max{c;:i=1,...,n} olsun. Tammlarindan ®, [0, b¢) iizerinden sonlu deger alir ve u " bg
iken p (1) /oo saglanir. O halde, 0 < k < %‘5 sayist bulunabilir 6yle ki W(p 4 (kcp) )1 (Ay) >
1 olur. Ayrica her t € G i¢in

0 <W(ps(kf(t)) <WP(py(kem) <oo

ve bu 1 < Iy(p4(kf)) < oo oldugunu gosterir.
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Ayrica A — O igin hg(po (A f)) — 0 saglanir ve A degiskenli Iy(p4 (A f)) fonksiyonu [0, %ﬂ

tizerinde siirekli oldugundan bir kg € (0,k) i¢in Ip(p4 (kof)) = 1 olur. Buradan,

| fllo1 < || f]|g saglanr.

ILb: Simdi ise by < o0 ve p_(bg) < o olsun. f ve ¢, [IL.a sikkinda oldugu gibi tanimlansin.
Basit fonksiyon tanimindan ®(c,,) > 0 ise 0 < u(A,;) < e olmalidir. Yine, k = ZC’;Z olsun.
Eger Iy(p4(kf)) > 1 ise bir ko € (0,k] icin yine ara deger ozelliginden hy(p(kof)) =1

olur. Dolayisiyla || f||l@,1 < || f]|% saglanir.

Eger Iy(p+(kf)) < 1 ise k sayisinin se¢iminden her 7 € A,, i¢in kf(¢) = bg olur. A C A,
sonlu ve pozitif ol¢iilii bir alt kiime olsun. ¥ sonlu degerler aldigindan, bir f > p_(be)

bulabiliriz dyle ki Iy (p+ (kf) xg\a) + P (B)1(A) = 1 saglanr.

Burada g(t) = p+ (kf(t)) Xc\a(t) + B xa(t) olarak tanimlarsak ¢ hemen hemen her ¢ € G igin
D(kf(t))+W(g(t)) =kf(t)g(t) ve Iy(g) = 1 olur. Ayrica || f||o,1 = 1 kabulii geregi
1flle,r = 1= [lf]|g bulunur.

(2.1) esitsizligi goz oniine alinirsa, li¢ durumda da her f € LY(G) igin || f]|o,1 = || £]|$ esitligi
elde edilir.
O

O halde Teorem 2.2.5 ve Onerme 2.2.2 goz oOniine alinarak, buradan itibaren Luxemburg
normu ile verilen Orlicz uzayr LE(G) ve Orlicz normu ile verilen Orlicz uzayr LY (G)

gosterilecektir.

Asagida 1 < p < oo olmak iizere bir f € § (Lg’(G)) elemaninin, B(Lg’(G)) kiimesinin bir ug

noktasi olmasinda 6l¢iit verilmesi icin 6nemli role sahip olan fonksiyonlar tanimlanacaktir.

Tanm 2.2.6 o, : L3(G) — [—1,], k% : LY(G) — [0,00) ve k3" : LY(G) — (0,e]

fonksiyonlarini agagidaki gibi tamimlayalim.

B (Dhe(p(If]) —1, 1<p<o

Doy(f) =1 -1, p=oovelp(f) <1

Ly (p+(111), p=-covelp(f)>1

ii) K5(f) = inf{k > 0: oy (kf) > 0}
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iii) k,"(f) = sup{k > 0: &t (kf) < 0}

Ayrica, k artiginda «,(kf) artacagindan her f € L;’(G) igin &, (f) < k,*(f) olur [4].

Eger,
Kp(f) ={0 <k <oo:k,(f) <k<K,(f)}

olarak tanimlanirsa K,(f) = @ olmasi igin gerek ve yeter kosulun K, (f) = &,"(f) = o

oldugu kolayca goriiliir.

Asagida p-Amemiya normuna iligkin 6nemli bir teorem verilecektir.

Teorem 2.2.7 ([4]) Bir f € LT(G)\ {0} igin,

D) 1, (f) =&, (f) = e ise || fllo,p = limg—e(sp 0 Lo) (K f),

i) &, (f) < K5"(f) = eoise her k € [k, (f), %) icin || flle,p = (sp o lo) (k[),
i) k,"(f) < ooise her k € [k, (f), k,*(f)] igin || flle,p = (spole)(kf),

kosullar1 saglanmaktadir.

Tanmm 2.2.8 i) Bir @ Orlicz fonksiyonuna, her f € Lg’(G) i¢in k(f) < oo kosulunu
sagliyorsa k,, sonlu, eger her f € L;I;(G) igin &, (f) < oo kosulunu saghyorsa k,"* sonlu
denir.

ii) Bir ® Orlicz fonksiyonuna, her f € Lg’(G) icin k,(f) = x,*(f) < o kosulunu sagliyorsa
K, tek denir.

Asagidaki teoremlerde, ® Orlicz fonksiyonunun k,, sonlulugu ve ), tekligi incelenecektir.

Teorem 2.2.9 i) Her 1 < p < oo i¢in bg < oo kosulunu saglayan & Orlicz fonksiyonu
sonludur.

ii) Eger by = o0 ve p = 1 ise, ® Orlicz fonksiyonunun k;* sonlu olmasi igin gerek ve yeter
kosul ®’nin orijinden gegen bir egik asimptotunun olmamasidir.

iii) Eger bgp = o ve 1 < p < o ise ® Orlicz fonksiyonunun & sonlu olmasi igin gerek ve
yeter kosul ®@’nin [0, ) lizerinde dogrusal olmamasidir.

iv) Her Orlicz fonksiyonu k7 sonludur.

Ispat. i) : Kabul edelim ki

0(f):=inf{k>0: Iq>(]£) < oo}
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veE

Ap(f:K) 1= pspllalky)

olsun. O halde,

ﬁ =sup{k > 0: Ip(kf) < oo}

olmalidir.

Oncelikle, iddia ediyoruz ki K, (f) < k7 (f) < #f) esitsizlikleri saglanir.

Bunun i¢in, f € L;?(G) olmak iizere k" (f) < oo ise Teorem 2.2.7°den

Ap(F.K5" (1)) = Inf Ap(£.0) = [ fllop <

bulunur. Dolayisiyla Ig (k" (f)f) < oo olur. Buradan k,*(f) € {k > 0: Ip(kf) < oo} elde

edilir. Boylece
1
K5 (f) <sup{k >0:lp(kf) <o} =—r
yazilir. Ayrica k,*(f) = sup{k > 0 : ap(kf) < 0} = oo ise her k > 0 icin oy, (kf) <0 ve

dolayistyla her k > 0 icin I (kf) < oo olur. Bu ise 51~ = co yani K, (f) = L = oo oldugunu

0(f) 0(f)
gosterir. O halde,
1
esitsizlikleri elde edilir.
Simdi bg < oo oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ﬁ < oo olmalidir clinkii ﬁ = oo

olursa her k > 0 i¢in Ip(kf) < oo olurdu ancak kf > by igin Ip(kf) sonlu olamaz. O halde,

) <55 () < 5

oldugundan bg < oo iken, KI;" sonludur.
i1) : Teoremin 1) sikkindan dolay1 bgp = oo sart1 altinda incelememiz yeterlidir.

Gereklilik : ® Orlicz fonksiyonu, k; sonlu ve orijinden gegen bir egik asimptota sahip olsun.
Onerme 2.1.22°den lim, ;o ¥(p (1)) < o0 olur. Kabul edelim ki lim,, o ¥(p (1)) =c € R
olsun. Burada p 6lgiisii atomsuz oldugundan 0 < p(A) < o ve cu(A) < 1 olacak sekilde
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Olciilebilir A kiimesi bulunabilir. f = ¥4 olsun. Buradan,

[ ¥ () = [ (o ()dp < cn4) <1

bulunur. O halde, her k > 0 i¢in oy (kf) < 0 olacagindan ki (f) = e olur ve dolayisiyla &

fonksiyonu, k; sonlu olamaz.

Yeterlilik : Kabul edelim ki f € Lg’(G) ve ® orijinden gecen bir egik asimptota sahip olmasin.
Onerme 2.1.22’nin iii) sikkindan @ fonksiyonunun orijinden gegen bir egik asimptotu
olmast i¢in gerek ve yeter kosul lim,,_,.o ¥(p+ (1)) < oo oldugundan, kabiiliimiizden dolay1

limy 00 ¥(p4 (1)) = oo olmalidur.

limy_o Iy (p (k| f])) = o0 oldugundan {k > 0 : Iy(p(k|f])) > O} # 0 olur. O halde,

K1 (f) = inf{k > 0 Iy (p (k|f])) = 0} < oo

elde edilir. Boylece, ® Orlicz fonksiyonu k| sonludur.
ii1) : Kabul edelim ki 1 < p < oo olsun.

Gereklilik : ® Orlicz fonksiyonu, K; sonlu ve dogrusal olsun. O halde, bir ¢ > 0 ve her

u € [0,00) icin ®(u) = cu seklindedir. Dolayisiyla her u i¢in p (u) = ¢ yani
Y(p+(u) ="(c)=upy(u) —P(u) =uc—cu=0
olur. Boylece her f € L;?(G) ve her k > 0 icin

ap(kf) =15 (kf)lw(py (K|f]) =0 <1

yani

K:(f) = inf{k > 0: 0y (kf) > 0} = inf@ = oo

bulunur. Bu ise, ® fonksiyonunun K; sonlu olmasi ile ¢elisir.

Yeterlilik : Kabul edelim ki f € Lg’(G) ve @ fonksiyonu, [0,0) iizerinde dogrusal olmasin.
& fonksiyonunun dogrusal olmasi igin gerek ve yeter kosul her u icin ¥(py(u)) =0

oldugundan bir kg > 0 ve bir f = 0 i¢in W(p(ko|f|)) > O olur. Dolayisiyla sifirdan farkl
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ol¢iisii olan bir kiime iizerinde [W(p+ (ko|f]))du = Ie(p+(kolf|)) > 0 olmahdir. O halde,

lim 75 (k )l (p (K| f])) = o0

k—ro0

yani limy_,. 0ty (kf) = oo oldugundan {k > 0: at,(kf) > 0} # 0 elde edilir. Bu da

K:(f) = inf{k > 0: 0ty (kf) > 0} < oo

olmasini gerektirir yani ¢ fonksiyonu, k7, sonludur.

iv): Bir f € L2(G)\ {0} almsin.
Onerme 2.2.2°den || f||¢ .« = || flle =inf{k >0: [ (%) dp <1} olur. Fatou Lemmasi’ndan,

A . f
Jo (i) o <mmi fo (i Jan< 1 e o Jan<

elde edilir. Dolayisiyla Qo (”f]hq)) = —1 ve buradan W < kE(f)=inf{k>0: oo (kf) >0}

olur.

Simdi kX(f) = G f\l olmas1 gerektigini iddia edlyoruz Bunun i¢in kabul edelim ki e j||
k% (f) olsun. O halde, bir > 0 bulunabilir 6yle ki HfH <t < k5(f) ve buradan t ¢ {k >
0: 0t (kf) > 0} saglanir. Dolayistyla 0o (7 f) < 0, yani 0o(?f) = —1 ve Ip(rf) < 1 bulunur.

Ayrica
1 1

Iflle ™ inf{k >0 Iq,( ><1}

=sup{k >0:Ilp(kf) <1}

olur. Boylece, 1 < < t ¢eliskisi elde edilir. Sonug¢ olarak 0 < T7Te f|| K5(f) ve

||f o
f € L2(G)\ {0} oldugundan x%(f) = e f\l < oo elde edilir, yani ® fonksiyonu k7, sonludur.

Teorem 2.2.10 i) Bir ® Orlicz fonksiyonunun, p =1 ve a :=sup{u > 0: ¥(p4(u))u(G) < 1}
olmak iizere, ] tek olmasi icin gerek ve yeter kosul

a) a = bg veya P fonksiyonunun [a,be) tizerinde kesin konveks olmasit ve

b) ® fonksiyonunun orijinden gecen bir egik asimptotu olmamast

kosullarinin saglanmasidir.

ii) @ Orlicz fonksiyonunun, 1 < p < oo i¢in k), tek olmasi icin gerek ve yeter kosul P

fonksiyonunun, [0, ) tizerinde dogrusal olmamasidur.
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iii) Bir @ Orlicz fonksiyonunun, b := inf{u > 0 : ®(u)u(G) > 1} olmak iizere, k. tek
olmast igin gerek ve yeter kosul @ fonksiyonunun herhangi bir € > 0 i¢in [0,b + €] arahig1

tizerinde dogrusal olmamasidir.

Ispat. i): Eger ¥(p (u))u(G) < 1ise ¥(p(u)) < oo olur. Young esitliginden
Y(pi(u)) = |u|ps+(u) — ®(u) < oo ve dolayisiyla P(u) < oo elde edilir. Buradan,

{u>0:W(p, (u)H(G) < 1} € {u>0: bu) < o}

olur. Iki taraftan supremum alinirsa a < bg saglanr.

Gereklilik : @ Orlicz fonksiyonu k; tek olsun. Yani her f € L(G) icin &7 (f) = k}*(f) < oo
saglansin. O halde @ fonksiyonu xj sonludur ve Teorem 2.2.9’un ii) sikkindan k| sonluluk

icin gerek ve yeter kosul ® fonksiyonunun orijinden gecen bir asimptotunun olmamasidir.

Simdi kabul edelim ki (a) sikki saglanmasin yani a # bg olsun. Boylece, a < bg ve @, [a,be)
iizerinde kesin konveks olmasin. Onerme 2.1.27°den kesin konvekslik noktasi olmayan
noktalar afin noktas1 olacagindan, ¢ < d olacak sekilde [c,d| C [a,bg ) bulabiliriz dyle ki p
fonksiyonu [c,d] iizerinde sabit ve sonludur. O halde, ¥(p(c)) < e ve ¢ > a oldugundan
Y(ps(c))u(G) > 1 olmalidir. Burada u dlgiisti atomsuz oldugundan W(p(c))u(E) =1
olacak sekilde olgiilebilir bir E kiimesi bulunur. Diyer yandan f = g olsun. O zaman, her

k € [c,d] igin,

Re(p (k) = [ 2o (k) = [ ®(p(k)dp =P (p(e)u(E) =1

olarak bulunur. Ayrica, ki (f) = inf{k > 0 : Ip(p+(k|f])) —1 >0} ve
K" (f) =sup{k > 0: Iy (p+(k|f|)) —1 <0} oldugundan & (f) < c¢ <d < x{*(f) olur ki bu

® fonksiyonunun kj tek olmasi ile ¢gelisir.

Yeterlilik : f € L?(G) \ {0} olsun. Kabul edelim ki (a) ve (b) kosullar1 saglansin ancak
@ fonksiyonu kj tek olmasin. Teorem 2.2.9 ii) sikkindan (b) saglaniyorsa @ fonksiyonu
ki sonludur. Ayrica k;(f) < k < k;*(f) olacak sekilde bir k > 0 sayis1 vardir. O halde,
Ly(p+(k|f])) = 1 olmalidir. Boylece, Ip(kf) > 0 elde edilir ve u— hhh # € suppf igin

kf(t) ¢ SCq olur ([4], Lemma 4.2). Bu durumda (a) sikkindan a > 0, u(G) < e ve p—hhh

1

t € G igin k| f(t)| < a sonuglarini elde ederiz. Buradan u—hhh ¥(p. (k|f(7)])) < e

Ly(p+(k|f])) < 1 olur. Bu ise bir celigkidir.

ve
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i1) : Burada 1 < p < oo kabul edilsin.

Gereklilik : Eger ® Orlicz fonksiyonu, k), tek ise tanimindan her f € Lg’(G) i¢in K, (f) =
K,"(f) < o dolayisiyla @ fonksiyonu, k, sonludur. Teorem 2.2.9’un iii) sikkindan &, [0, )

tizerinde dogrusal olamaz.

Yeterlilik : Kabul edelim ki & fonksiyonu, k; sonlu ve f € L;I,’(G) icin k., (f) # Kk,"(f) olsun.
O halde,

K, (f) < ki <ka < Kk,*(f) saglanacak sekilde 0 < k; < ky < oo sayilar1 vardir. Bu durumda
i € {1,2} igin o, (kif) = 0 olmahdur. Ciinkii k; > Kk, (f) ve k2 > K, (f) oldugundan

ap(kif) > 0 ve benzer sekilde ki < k,"(f) ve ko < k,*(f) oldugundan o, (k;f) < 0 elde
edilir. Bu durumda, i € {1,2} i¢in 0 < Ip(kif) < oo ve O < Iy(p (kif)) < eo bulunur. Ayrica,
I sonlu ve sifirdan farkli oldugu yerlerde yani (ag, be) lizerinde kesin artan ve Iy o p artan

oldugundan,

0=ay(ki f) =1 (ki )ka(ps kil f) =1 <15 (ko f)lw (P (Ral 1) = 1 = atplkaf) = O

celiskisi elde edilir. O halde, her f € Lg)(G) igin k,(f) = &,"(f) < e olmalidir yani P,

tektir.

iii) : Gereklilik : ® fonksiyonu K. tek ve bir € > 0 igin [0,b + €] tizerinde dogrusal olsun.
Burada b = inf{u > 0 : ®(u)u(G) > 1} ve ® artan oldugundan ®(b+ €)u(G) > 1 olur.
Bir u € (0,b+ ¢) alahm. u atomsuz oldugundan f = uyg iken Ip(f) > 1 olacak sekilde
bir dl¢iilebilir £ kiimesi bulunabilir. k = 1 i¢in Ip(kf) = Ip(f) > 1 oldugundan aw.(kf) =
0o (f) = Iy (p+(|f])) > 0 ve dolayisiyla 1 € {k > 0: 0o (kf) > 0} olur. Buradan inf{k >0 :
0o (kf) > 0} = k% (f) < 1 elde edilir. Ote yandan, 0 < k < ]% icin,

R (p (A1) = [ P k)i < [ (o (b-+€))dp = P(p (b+ €)u(E) =0

R LI LI * b+ sk : .
esitsizligi saglanmaktadir. O halde, k% (f) < 1 < £ < xZ*(f) olur. Bu ise ® fonksiyonunun

K- tek olmasi ile gelisir.

Yeterlilik : Kabul edelim ki & fonksiyonu, K. tek olmasin ve bununla birlikte herhangi
bir £ > 0 icin [0,b + €] iizerinde dogrusal olmasin. f € L2(G) \ {0} ve v = & (f)| f|l-

olsun. Seciminden 0 < v < oo olur. Teorem 2.2.9’dan Orlicz fonksiyonu @, k% sonludur.
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K5 (f) < k < xZ°(f) olsun. O halde Iy(p(k|f])) = (kf) = 0 ve dolayisiyla u— hhh
t € Gigin ¥ (p4(k|f(7)])) = 0 olur. O halde k| f(7)| < k|| f||l~ < v oldugundan u € [0,v) i¢in
Y(p(u)) =0, busebeple [0,v) iizerinde ® dogrusaldir. O zaman v < b olmalidir ¢iinkii v > b
olsaydi bir € > 0 i¢in ®, [0, + €] tizerinde dogrusal olurdu. v < b oldugundan ®(v)u(G) < 1
ve bu Ip(kf) < Ip(v) < 1 olmasim gerektirir. Ancak, ¥(p4 (kf)) =0 # —1 oldugundan Q.
fonksiyonunun tanimi goz oniine alindiginda Ip (kf) > 1 olmalidir. Bu ise Ip(kf) < 1 olmasi

ile celigir. O halde ® fonksiyonu k.. tek olmalidir.

Sonug 2.2.11 Her 1 < p < e i¢in (—bg,be) iizerinde kesin konveks olan herhangi bir ®
Orlicz fonksiyonu, k, tektir. Ayrica ® Orlicz fonksiyonu, eger bg = oo kosulunu sagliyorsa

ve orijinden gegen bir egik asimptota sahip degilse her 1 < p < oo i¢in k, tektir.

Ispat. (—bg,bg) iizerinde kesin konveks olan bir fonksiyon dogrusal olamayacag1 icin @,

K tektir.

Teorem 2.2.12 ([4]) Her | < p<ooigin f €S (L;?(G)) elemaninin B(L;?(G)) kiimesinin bir
uc noktast olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) K, (f) = K,"(f) <o,

ii) u—hhh ¢ € Gigin k;(f)f(¢) € SCo,

iii) Ip (x5, (f)f) = Xfeo} () veya p—hhh 7 € G igin |f(2)| = bo

kosullarinin saglanmasidir. Burada,

0, 1<p<e
X} (P) =
seklinde tanimlanir.

Onerme 2.2.13 Eger ® Orlicz fonksiyonu dogrusal ise, 1 < p < oo icin Lg’(G) Orlicz uzayi,

L'(G) Lebesgue uzayina dogrusal bir doniisiim aracilig1 ile izometriktir.

Ispat. Eger ® Orlicz fonksiyonu dogrusal bir fonksiyon ise bir ¢ > 0 ve her u € R icin
®(u) = cu seklindedir.

o1 o1 1
IFllep = inf 25y (T k) = inf sy kel f111) = inf 21+ (kel £1)7) 7

1 1 /p
— inf =k T | =
inf —kel| £l (kc\|f|]1+ ) cll £l



33

O halde, her f € L?(G) igin T(f) = 1 f ile verilen T: L?(G) — L'(G) doniisiimii LY (G) ve

L'(G) arasinda dogrusal olan bir izometridir.

Onerme 2.2.14 ([2]) (M,X, V) genel bir 6l¢ii uzay1 olmak iizere,

1 1
EXtB(Ll) = {CXA :A € X bir atom, ¢ = V(A) veya c = _m}

olur.

Teorem 2.2.12°den yola cikilarak asagidaki iki sonug verilebilir.

Sonug 2.2.15 Eger 1 < p < o ise f € S(Lg’(G)) elemaninin, B(L;?(G)) kiimesinin bir ug
noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) ® fonksiyonunun [0, o) iizerinde dogrusal olmamast,

ii) K,(f) = {k} ise pu— hhhr € Gigin kf(t) € SCo

kosullarinin saglanmasadir.

Ispat. Gereklilik : Kabul edelim ki f, kapali birim yuvar icin bir u¢ nokta ve ® fonksiyonu,
[0,00) iizerinde dogrusal olsun. Onerme 2.2.13’den Lg’(G), L'(G) uzayina dogrusal olarak
izometriktir. Ote yandan, Onerme 2.2.14 ve u 6l¢iisiiniin atomsuz oldugu goz oniine alinirsa
Ext B (L;?(G)) = 0 olacagi biliniyor. Bu ise f elemaninin bir u¢ nokta olmasi ile ¢eligir yani

&® fonksiyonu, [0,) iizerinde dogrusal olamaz.

Yeterlilik : Kabul edelim ki i) ve ii) giklart saglansin ve K, (f) = {0 <t < oo: Kk, (f) <t <
k,"(f)} = {k} olsun. Boylece k,(f) = k,"(f) < oo yani Teorem 2.2.12’nin i) sikki saglanir.
Ayrica 1 < p < oo oldugundan Ip(kf) > 0 = Y{.)(p) dolayisiyla Teorem 2.2.12’nin iii)
sikki da saglanir. K,(f) = {k} ise k = k,(f) olacagindan Teorem 2.2.12’nin ii) sikk1 da
saglanmaktadir. O halde, f € Ext B(L(G)) elde edilir.

Sonug 2.2.16 ([4]) Eger p=ocise f € S (L;?(G)) elemaninin, B(L;?(G)) kiimesinin bir ug
noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) Io(f) = 1, u—hhh t € G igin £(r) € SC,

i) g—hhh t € Giin |f(1)| = b < o

siklarindan birinin saglanmasidir.

Teorem 2.2.17 ([4]) 1 < p < igin L;?(G) uzayinin yuvarlak olmasi icin gerek ve yeter

kosul
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i) ®@ Orlicz fonksiyonunun «, tek olmasi ve
i) @ fonksiyonunun (—bg,be) iizerinde kesin konveks olmast ve
m)a)l < p <o veya

b) p =0 ve d € Ay(u)

kosullarinin saglanmasidir.

2.3 LUXEMBURG NORMU ILE VERILEN ORLICZ UZAYLARI (L2(G))

Bu bolimde p = co durumu igin ExtB(Lg’(G)) kiimesinin kapaliligi, [7] ¢alismasindakilerin

lokal kompakt gruplar icin diizenlenmesiyle incelenecektir.

Tammm 2.3.1 (I, Kosulu) Eger her u € SCop N [0,cv] ve v € SCo igin d.u(G) < o ve
®(u) < K.®(v)+d olacak sekilde ¢ > 1, K > 1 ve d > 0 sabitleri varsa, ¢ Orlicz
fonksiyonuna I';, kosulunu sagliyor denir ve ® € I',; seklinde yazilir.

Onerme 2.3.2 Bir @ Orlicz fonksiyonu I, kosulunu saglamasin ve ExtB(L2(G)) kiimesi
kapali olsun. Her n € N i¢in a := min{u(G), 1}, K, := 2';—+2, cn = 142-0"*2) olmak iizere
D (u,) > K, P(v,) kosulunu saglayan (v,) C SCp ve (u,) C SCo N [0,cpvy] dizileri goz
oniine alinsin. 1 (G) = oo sart1 altinda (v,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ ®(v,) > 0
esitsizligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki ® fonksiyonu I, kosulunu saglamasin, Ext B(L2(G)) kiimesi kapali

ve her n € Nicin K, = %H, ¢y = 1427 (%2) glsun. Burada

dy = sup{P(u) > K,P(v) : u € SCoN[0,cyv] vev € SCo }

olarak tanimlansin. O zaman, her n € N i¢in, u € SCe N [0,c,v] ve v € SCp olmak iizere
kabullerimizden ®(u) < d, < K,P(v) +d, ve dolayisiyla ®(u) < K, P(v) +d, olur.

® ¢ T, ve her n € N icin ®(u) < K,P(v) + d, oldugundan her n € N i¢in d,,.u(G) = oo
olmalidir. Aksi takdirde & < I',, olurdu.

®(uy,) > K,P(v,) kosulunu saglayan v, C SCq ve u, C SCe N[0, c,v,] dizilerini alalim. Eger

her n € N i¢in d,, = « ise K, = %ﬂ oldugundan ®(u,) "3 oo saglanir. Eger bir k € N igin
di < oo ise ®(uy) < dj olacagindan P (uy,) dizisi sinirh bir dizi olur. Ayrica n dogal sayilart

arttifinda supremumu alinan kiimeler azalacagindan (d,,) azalan bir dizidir.

U(G) = oo sart1 altinda (v,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ ®(v,) > 0 esitsizligi
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saglanmiyorsa bir (v, )men C v, alt dizisi bulabiliriz 6yle ki her m € N igin ®(v,, ) =0

seklinde olur. SCp C [ag,bs] ve her m € N i¢in v, € SCo oldugundan,
[V, | = ap = sup{u > 0: P(u) =0}

olmalidir. Kabuliimiizden her m € N i¢in ®(u,,) > K,P(v,,) = 0 olur. Dolayisiyla &
artan oldugundan her m € N i¢in v, < u,, ve tammlamgindan u,,, < c,,Vv,, olur. ¢, =
142 (m+2) ye |Vn,,| = ae oldugu biliniyor. O halde Sikistirma Teoremi’nden uy,, noe ae
elde edilir. Ote yandan her m € N igin v,,, < u,,, oldugundan 0 < ag < be saglanr.

Simdi p Haar 6l¢iisiiniin atomsuzlugunu kullanarak (X,,) C G alt kiimeler dizisini alalm

oyle ki D (up,, )i (X)) = 1 olsun.

Her m € N i¢in

f=aa)xc ve gm = |un,|Xx, +aoXc\x,,
olarak tanimlansin. Yine, @ Orlicz fonksiyonu artan ve f < ag oldugundan ®(f) = 0
olmalidir. Boylece Ip(f) = 0 # 1 olur. Ayrica ®(bg) > 0 oldugundan p—hhh ¢ € G igin
|f(x)| = be olamaz. Bu durumda, Sonug 2.2.16’dan f ¢ ExtB(LE(G)) saglanir. Diger

yandan,

To(gm) = [ ®((un, 25, + a0k, (0)du (1)
_ /X By, )t + /G , Plao)du
=y, JU(X) +0 = 1

esitligi elde edilir. Ayrica ag, un,, € SCop oldugundan (g,,) C SCq olur. Dolayisiyla (g,),

B(L2(G)) kiimesinin ug noktalarnin bir dizisidir. Bir A > 0 alinsin. Yeterince biiyiik m > mq

nn+2)

dogal sayilar1 i¢in A(cy,, — 1) = A2 < 1 yazilir. Buradan,

0<Ip(A(gn—f)) =P

(
= D(A (un,, — Vi, ) )L (Xim)
< B (cn, — a1 (Xor)
< P(ag)p(Xm) =0

m—oo

elde edilir. O halde, inf{k >0:1p (é’m,;f ) < 1} — llgm — fllo ™= 0 bulunur.
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Bu ise ExtB(LE(G)) kiimesinin kapali olmasi ile gelisir ciinkii (g,,) C ExtB(L2(G))
dizisinin f ¢ ExtB(LE(G)) elemanina yakinsadig1 elde edildi. O halde 6nermenin kabulleri

altinda (v,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ ®(v,) > 0 olmalidir.

Teorem 2.3.3 Bir ® Orlicz fonksiyonu verilsin. Ext B(L®(G)) kiimesinin kapali olmast igin

gerek ve yeter kosul @ fonksiyonunun I', kosulunu saglamasidir.

Ispat. Gereklilik: Kabul edelim ki ExtB(L®(G)) kiimesi kapali olsun ve & Orlicz
fonksiyonu I', kosulunu saglamasin. Her n € N icin K,,, ¢, ve a sabiti Onerme 2.3.2’teki gibi

tanimlansin. Onerme 2.3.2’ten, [ (G) = oo sart1 altinda her n € N i¢in ®(v,) > 0 oldugunu
kabul edebiliriz.

Eger u(G) = o ise atomsuz ve o—sonlu Haar o6l¢iisii i¢in her n € N igin u(X,)®(v,) =

a2~("+1) olacak sekilde ayrik ve olciilebilir bir (X,) ailesi bulabiliriz. ®, T, kosulunu

saglamadigindan ®(u,) > K, ®(v,) = 2”;2(13(\/,1) olmalidir. Dolayisiyla, ®(u,) = oo ve

ayrica u, > vy > C—lnun oldugundan ®(v,) = oo saglanir. Ayrica, bu X, se¢imi, 11(G) < oo

sart1 altinda yine ayni esitsizlikler saglanacagi i¢in miimkiindiir. Yine,
F=Y vaxx, +asxc\ = x,
n=1

olarak tanmimlansin. O halde,

Z/CIDvndLH-Z/ )du

\Un lX

elde edilir. Ip(f) sonlu oldugundan f iyi tanimhidir. Ayrica Sonug 2.2.16 gz 6niine alinirsa
Is(f) < 1 oldugundan f, B(LE(G)) kiimesinin bir ug noktasi degildir. ® ¢ I, oldugundan
her i € Nigin ®(u;) > Ki®(v;) = 2 =—®(v;) olmaldir. Buradan,

2i+2
D) > ——B(v)u(X) =2 > 1

elde edilirr O zaman pu Olgiisiiniin atomsuzlugundan her i € N icin X; kiimelerinin,

D(ui)(Ai) = 1 — 35 ve P(v))u(A;) = 57 olacak sekilde olgiilebilir A; alt kiimeleri
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bulunabilir. Her i € N i¢in

gi = Z (VaXx, +wixa; +viXxaa; + Ao XG\Uy_, X,)
n#i

olarak tanimlansin. Boylece,

, nd+/ d+/ w)du+ [ ®(vi)d
o(@)=Y [ otnant ¥ [ @laadurt | @wdut [ @0
a

n#i n#i
- ;F + @ (u) 1 (A;) + P (vi) (X)) — P(vi) L (A;)
=1

bulunur. Ayrica her i € N igin g; € SCp oldugundan (g;), B(LZ(G)) kiimesinin ug

noktalarinin bir dizisidir. O halde,

gi—f= (Z (VuXx, T uiXa; +VviXx\a, +aoXc\ U=, X,,)) - (Z VXX, taoXc\U-_ x, + Vi%X,->
n#i n#i

= ”i%Ai - ViXA,'

Buradan,

(A2~ 2y (x;) < zzf<f+2>cp(v,-) w(X;) = Aa2~ %3

olur. Ancak Aa2~(+3) =3 yakinsamasindan ||g; — f||e % 0 elde edilir. O zaman,

ExtB(LE(G)) kiimesi kapali olamaz.
Sonug olarak, ® ¢ I, ise ExtB(LE(G)) kiimesi kapali degildir dolayisiyla bu gerektirmenin
karsit tersi gerceklenir. ExtB(LE(G)) kapali ise @ € I, oldugu elde edilmistir.

Yeterlilik : Genelligi kaybetmeksizin, kabul edelim ki K > max {2 } ve ® € I', iken
Ext B(L®) # ExtB(L2(G)) olsun. Bir f € ExtB(LE(G))\ ExtB(L®(G)) almsin. SCq kiimesi
Gozlem 2.1.28 geregi kapalidir. Sonug 2.2.16’dan ExtB(LE(G)) C SCe oldugu biliniyor.
Buradan, ExtB(L®(G)) C SCp = SCq bulunur. O halde p—hhh x € G i¢in f(x) € SCo
saglanir. Ayrica f ¢ ExtB(L®) oldugundan Ip(f) < 1 olmalidir. Ciinkii Ip(f) = 1 olursa f
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fonksiyonunun birim yuvar i¢in bir u¢ nokta olmamasi kabuliiyle celisilirdi. Yine, Ip(f) > 1
olursa ||f||®, > 1 olur ve dolayisiyla birim yuvarin u¢ noktalarinin bir dizisinin birim
yuvar digindaki bir elemana yakinsamasi ¢eligkisi elde edilirdi. Boylece 0 < 8 < 1 igin
Is(f) =1—0 < 1 olsun.

g Jrecimimi u(G) =0
{xeG:k <ifmlveya s =0}, n(G) <o

seklinde tanimlansin ve k > K dogal sayisim sabitleyip nj; terimlerini n;y > k olacak

sekilde secelim. Burada k dogal sayilart arttiginda n; dogal sayilart artacagi icin % azalir
dolayisiyla Hy kiimeleri artar ve buradan f g, (x) " f(x) saglamr. @ artan ve siirekli
oldugundan ®(fxg, (x)) / ®(f(x)) olur. Bu durumda, Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden
Io(f) —1o(fxg,) < % elde edilir. O halde (H;) < oo olmalidir. Aksi takdirde, [ ®(f)du >

fCID(nl—k)d/.L = oo olurdu.

Yine, Io(f) < 1 oldugundan E = {x € G: f(x) # be } olarak tanimlanirsa (E) > 0 olmalidur.
f € ExtB(L®) oldugundan en azindan bir (¢;) C ExtB(L®) dizisi vardir dyle ki k — oo
icin ey Hhm f yakinsamasi gerceklenir. Burada (e;) birim yuvarin u¢ noktalarinin bir dizisi
oldugundan Sonug 2.2.16 goz 6niine alinirsa her k € N i¢in Ip(ex) = 1 ve g—hhh x € G i¢in
ex(x) € SCp olmalidir. Egoroff Teoremi’nden H; C Hy kapal alt kiimelerini bulabiliriz dyle
ki her k € Nigin u(Hy \ Hy) < % olur ve fxg, dizisi f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.
Her k € N igin Ip(e;) = 1 oldugu biliniyor. O halde, pt({x € E : ex(x) # bg}) > 0 olur. Ote

[Nl eo
yandan, e, —> f yakinsamasindan

o

|V—Mbm§@ 2.5)

olur. Lebesgue Sinirli Yakinsaklik Teoremi’nden

5
IbUMM—bQMmN<Z (2.6)

olarak alinabilir. Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden ise 1 — § = Ip(f) oldugu kullanilarak,

Ip(f) —lo(fXn,) 2.7

< %
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yazilabilir. Yine, e M&w f yakinsamasi ve Ip fonksiyonunun siirekliliginden

Is(K (e — f)) < 1 olur ve dolayisiyla

Io(K(ex — f)) < |[K(f —ex) o0 = K[ (f — €r) |0 < K- <

6 6
4k~ 4 2:8)

elde edilir. Eger, (2.6) esitsizligi kullanilirsa,

Ip(exXo\m,) = lo(exxc) — lo(exxn,) = 1 — lo(exxn,)
=1—Io(fxn,) +1o(fXn,) — lo(erXn,)

o)
>1—1Io(fxm,) — 1

30
=lo(fxc\m) +6— 5= T (2.9)

|

olur. Burada,
B, = {X c G\Hk 3 qD(ek(x)) > kq)(f(x))} ve A = G\ (HkUAk)

olarak tamimlansin. O zaman,

o

0
lo(erxay) < Ko (foa) <lo(fXe\m) < 0=

olur. Boylece,

30 o0 O
Io(exxs,) = lo(exXo\n,) — lo(exXa,) > T —lo(erxa) > —F— = 5 (2.10)

elde edilir. O halde, (2.8) ve (2.10) esitsizlikleri kullanilarak,

|

To(K(f —e)m) < IalK(F ~0) < 3 < 5 < In(estn, @1

bulunur. Ayrica, (2.11) esitsizliginden dolay1
Ci = {x € B : P(ex(x)) > P(K(f(x) —ex(x)))}

ile tanimlanan kiime i¢in u(Cy) > 0 olur. Eger u(G) < oo ise se¢iminden gerekirse bir alt

diziye gegerek u(G\ Hy) < % oldugunu kabul edebiliriz. O halde p(G) < oo ise
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- - 1 1 2
p(Cr) < u(G\ Hy) = u((G\ Hy) U (Hi \ Hy)) < T
saglanir. Boylece,
Io(exxc,) = lo(exxs,) — lo(erxs,\c,)
> lo(exxs,) — o (K(f —ex) XB,\c,) (2.12)

ENR=Y
O

9
2

olur. (2.12) esitsizliklerinden u({x € Cy : (ex(x)) > %}) > 0 olmalidir. Ote yandan, k € N
ve w—hhh x € Gy i¢in f(x),ex(x) € SCo oldugundan D(ex(xy)) > %k ve f(xx),ex(xx) € SCop
olacak sekilde x; € Cy segebiliriz. Eger u(G) = oo ise, u(Cy) > 0 ve f(x),ex(x) € SCop
oldugundan yine f(xy),ex(x;) € SCo olacak sekilde x; € Cy, segebiliriz.

1 (G)’nin sonlulugu i¢in iki durumda da vy = |f(x¢)| ve ug = |ex(xx)| yani ug, vy € SCo
ve x; € Cy C By dolayisiyla x; € By saglanir. By kiimesinin se¢iminden ®(uy) > kP (vy) >

K®(vy) olur, ® artan oldugundan u; > vy bulunur. Ayrica x; € Cy oldugundan,

K (ux — vie) < K| f (i) — ex (i) | < lex (i) | = g

olur. Dolayistyla uy € (vi, (14 z7)vi) € [0,cvi] elde edilir. Ancak p(G) = isebu @ €T,
olmasi ile celigir.

Eger j1(G) < oo ise ®(uy) — KP(vi) > (1— &) d(uy) ve D(uy) > % bulunur. Boylece
K
= sup(®(1) - K@) = sup (13 @) ) ==
k k

elde edilir. Bu ise yine ® € I, olmas1 ile celisir. O halde ® € T, ise ExtB(L2(G)) kiimesi
kapalidir.

Onerme 2.3.4 Eger ® Orlicz fonksiyonu, A, (1) kosulunu saghyorsa I',, kosulunu da saglar.

Ispat. Kabul edelim ki @ Orlicz fonksiyonu, A,(u) kosulunu saglasin. O halde, i (G) < oo
ise @ € Ap(oo) yani, her |u| > ug icin (2u) < KP(u) esitsizligi saglanacak sekilde bir K > 0
ve P (ug) < oo olmak iizere bir ug > 0 sabiti ve U(G) = « ise ® € Ay(R) yani her u € R
icin ©(2u) < K®(u) esitsizligi saglanacak gekilde bir K > 0 sabiti var olsun. I, kogulunun

tammmindaki ¢ ve d sabitlerini sirasiyla 2 ve 0 olarak alalim. Burada d = 0 oldugundan
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d.u(G) =0 < oo saglamr. &, Ay (1) kosulunu sagladigindan, her t € SCpN [0, 2u] ve u € SCop
i¢cin

D(r) <DP(2u) < KP(u) = KP(u) +d
olur. Buradan ® € I';, oldugu elde edilir.

Sonug 2.3.5 Eger @ Orlicz fonksiyonu Ay(u) kosulunu sagliyorsa, ExtB(LE(G)) kiimesi
kapalidir.

Ispat. Onerme 2.3.4'ten ® € Ay(u) olmasi, ® € ', olmasim gerektirir. Dolayisiyla ® €

Ao () ise Ext B(L2(G)) kiimesi kapaldir. =

Bu tezin sonraki boliimleri icin [17] calismasi temel olusturacaktir.

2.4 EXT B(L?) KUMESININ BOS KUMEDEN FARKLILIGI

Teorem 2.2.5’ten f € L°(G) igin || f]|o,1 = || f||% esitligi biliniyor. Simdi asagidaki sabitleri
tanimlayalim.

by = inf{u > 0: W(p. (u)u(G) > 1)

by = sup{u > 0: ¥(ps (u))u(G) < 1}

Tanim 2.2.6’da verilen ¢, fonksiyonunda p = 1 almarak b} = & (xc) ve by = k" (xc)

oldugu kolayca goriiliir.

Lemma 2.4.1 Bir ® Orlicz fonksiyonu i¢in asagidakiler saglanir.

) ap <bg <bg <bo

ii) Eger by < oo ise W(p— (b)) u(G) < ¥(p— (b ))u(G) <1 olur.

iii) Eger b}, < by ise (G) <o ve ¥(p1 (b%))u(G) =¥ (p—(by))u(G) =1 olarak bulunur.
iv) Eger u(G) = o ise

by =b% =sup{u>0:p_(u) =ayp} =sup{u > 0: P fonksiyonu (0,u) lizerinde dogrusal}
ve ¥(p_(b3))u(G) =¥ (p-(bg))u(G) = 0 esitlikleri saglanr.

v) Eger 1(G) = oo ve ap > 0 ise b}, = by = ae elde edilir.

vi) Eger b < oo ise @(b3') < oo olmalidir.

Ispat. i): Eger ap = 0 ve bg = o ise, k] (¥s) < k;*(xc) oldugundan ag = 0 < b}, <

by < o = bg olacag: agiktir. Simdi kabul edelim ki bg < oo olsun. Bir bg < k < oo igin
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biliyoruz ki ®(k) = oo saglanmalidir ve Young esitlidinden kp (k) = ®(k) +¥(p(k)) = oo
olur. Dolayisiyla p. (k) = oo olmali ve buradan ¥ (p, (k)) = o ve ¥ (p+(k))u(G) =0 > 1
bulunur. O halde tanimindan b3" < bg saglanir. Benzer sekilde, ap > 0ise 0 < k < ae olacak
sekilde bir k € R bulunabilir. ag sabitinin tanimindan ®(k) = 0 ve [0,aq] lizerinde ® =0
oldugundan p. (k) = 0 bulunur. Buradan ¥(py(k)) = 0 ve ¥(p4(k))u(G) =0 < 1 elde

edilir. O halde tanimindan ag < by, gergeklenir.
ii) : Kabul edelim ki b3 < oo olsun. by = 0 ise
¥(p-(bg))u(G) =¥(p-(bg))u(G) =0<1

olacagindan istenen elde edilir. by > 0 kabul edelim. Wo p_ artan ve by, < by oldugundan
Y(p—(b%))u(G) <Y (p—(bg))u(G) saglamr. Simdi ¥(p— (b)) (G) > 1 oldugunu kabul
edelim. W o p_ soldan siirekli oldugundan ¥ (p_(Bb%"))1(G) > 1 saglanacak sekilde bir

B € (0,1) vardir. po (Bby) > p—(BbY) oldugundan

¥(p+(Bbg))u(G) = ¥ (p-(Bbg))u(G) > 1

olur. Ancak by tanimindan, her u < b} igin W(p(u))u(G) < 1 olmasi gerekirdi.
Bby < by oldugundan bu bir celiskidir. ¥(p— (b3 ))u(G) < 1 olmaldir.

iii) : Eger b}, < by ise u,v € (b}, bl sayilari bulunur. u < v ise Onerme 2.1.21°den p (u) <

p—(v) olur ve buradan

1 <¥(py()u(G) <¥(p-()u(G) <¥(p+(v))u(G) <1

elde edilir. p; sagdan siirekli oldugundan,

ve p_ soldan siirekli oldugundan

Y(p-(bg))u(G) = lim ¥(p_(v))u(G)= lim 1=1

*k — Kk —
v—by v—by
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olur. Boylece,

Y(p+(bp))u(G) =1 =" (p-(b3))u(G)

saglanir. Ayrica by > ag oldugundan ¥ (p_(b%’)) > 0 dolayistyla u(G) < oo olmalidir.

iv): Lemmanmn iii) sikkindan p(G) = o ise b3 = by olacagi biliniyor. Ayrica
¥ (po(u))u(G) < 1 < o olmast igin gerek ve yeter kosul ¥(p (1)) = 0 olmasidir. Onerme
2.1.22°den ¥(p (1)) = 0 olmasi iginse gerek ve yeter kosul ® fonksiyonunun [0, «) iizerinde

dogrusal olmasidir. O halde,
{u>0:¥(p+(u))u(G) <1} ={u>0: P fonksiyonu [0, o) iizerinde dogrusal }
ve dolayisiyla
by = sup{{u > 0 : ® fonksiyonu [0, o) iizerinde dogrusal }

esitligi elde edilir. Onerme 2.1.21den x < y icin pi(x) < p_(y) oldugundan
Y(ps(u))u(G) < 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul ¥(p (1)) = ¥(p—(u)) = 0 olmasidir.

Bu durumda,

{u>0:p_(w)=aw} € {u>0:p_(u) < aw} = {u>0:¥(p, (w)u(G) < 1}

saglanir. Ancak p_ artan oldugundan,

sup{u>0: p—(u) = ag} = sup{u > 0: ¥(py (u))u(G) < 1} = by

bulunur. Béylece, by < oo kosulu ve i) sikkindan W(p_(b%))u(G) < 1 elde edilir.
Dolayistyla pt(G) = oo oldugundan ¥ (p_(b%")) = 0 ve buradan

0 <W(p-(bp))1(G) <¥(p-(b3))(G) =0

bulunur. O halde,
¥(p-(bp))u(G) =0="L(p-(by))1(G)

esitligi saglanir.

V) : ag sabitinin tantmindan ag > 0 ise [—ag,ae)| iizerinde @ = 0 olur. Ote yandan,
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U (G) = o= oldugu icin b}, = by ve

{u>0:¥(py(u)u(G) <1} ={u>0:¥(py(u)) =0}
olmalidir. Bu kiime esitligi i¢in supremum alinirsa by’ = ag yani by, = by = ae elde edilir.

vi): Eger by = 0 ise ®(by) = 0 olacagindan by > 0 kabul edebiliriz. by < oo oldugu
i¢in ii) stkkindan W(p_ (b)) (G) < 1 olmalidir. Dolayisiyla W(p_(b%)) < oo ve buradan
p—(bg) < oo bulunur. Young esitliginden

D(by) = by p-(be) —¥(p-(bg)) <o

elde edilir. OJ

Simdi b}, < by < oo olmas1 durumunda, bu iki sabitin & i¢in birer kesin konvekslik noktas:

olduguna dair bir lemma verecegiz.

Lemma 2.4.2 Bir @ Orlicz fonksiyonu i¢in b, by € SCS U {e0} olur.

Ispat. ae € SCQE oldugundan ae < by ve by < oo durumlar igin incelememiz yeterli
olacaktir.

Kabul edelim ki b}, ¢ SC$ olsun. O halde Onerme 2.1.27°den by € Ao olur. Dolayisiyla bir
0 < &€ < b} —ag icgin py, (bg, — €,b} + €) tizerinde sonlu ve sabittir. Ayrica,

u € (by, by +€) icin W(py(u))u(G) > 1 olur. py, (by — €,b + €) lizerinde sabit
oldugundan ¥(p (b3 — 5))u(G) > 1 olur. Bu ise b}’ by, {u>0: ¥ (p, (u))u(G) > 1}
kiimesi icin bir alt sinir olmasi ile ¢elisir.

Benzer sekilde by ¢ SC:g olsun. O halde Onerme 2.1.27°den b} € Ag olur. Dolsyistyla
bir 0 < 0 < by —ag icin (b — 0,by + 0) lizerinde p, sabit ve sonludur. (b3 — 0,03 )
tizerinde (Wo p, )u(G) <1 olur. Ayrica p verilen komsulukta sabit oldugundan p (b3) =
Py (b:; + g) ve buradan W(p , (b)) (G) = (p+ (bl +5))1(G) < 1 elde edilir ki bu ise

bz "1n st sinir olmast ile gelisir.

Lemma 2.4.3 Eger by < o ise,

i) her € > 0 igin W(p (b3 +€))u(G) > 1 olur.
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ii) by < bg ise asagidakiler saglanir.

@ ®(p+ (b))1(G) > 1 olur
(b) ¥(p+ (uo))uu(G) > 1 olacak sekilde bir ug € SCS N [bly, o) vardir.

Ispat. i): Bir € > 0 igin ¥(p,(b% + €))u(G) < 1 olsaydi, by bu esitsizligi saylayan

noktalarin supremumu oldugundan by > by + € > by celiskisi elde edilirdi.

ii) a): Eger by < bg ise bir 0 < 6 < bg — b}y igin @ fonksiyonu, [bg, by + O] lizerinde
sonlu, dolayistyla p sonludur. Eger i) sikkini g6z oniine alirsak, her x € (b3, b5 + 8] igin

Y (p4(x))u(G) > 1 olmalidir. Ayrica Wo p, sagdan siirekli oldugundan

¥(p+(bg))u(G) = lim ¥(p,(x))u(G) =1

*k
x—bg

elde edilir.

b): Lemma 242den b} € [b,0) N SC; olmast gerektigi biliniyor. Eger
¥(p+(by))u(G) > 1 ise ug = by igin istenen elde edilir. b}y < bg kabulii ve ii).a)’dan
Y (p+(bg))u(G) < 1 olamayacagr icin W(py(by))u(G) = 1 kabul edilebilir. Eger
SCq N [bi ) = {bs} ise (bi,0) C Agp olur. O halde, her ¢ > 0 i¢in b} + ¢ € Ag
olmalidir. py sagdan siirekli oldugundan lim,, St p+(u) = py(by) ve dolayisiyla

p+(bg +c) = p+(by) olarak bulunur. Buradan, u > by i¢in

1 =¥(pi(bg))u(G) = ¥(p+(u)) 1(G)

elde edilir. Boylece, sup{u > 0: ¥(p4(u))1u(G) < 1} = o0 = by elde edilir ki bu by < e
olmasi ile celigir. O halde, by sayisindan farkli bir ug € SC$ N [b%,00) vardir. $imdi kabul
edelim ki W(p(uo))(G) = 1 olsun. O zaman her u € [b3 ,ug] icin ¥(po(u))u(G) =1
olur. Bu durumda ug € {u > 0 : ¥(p4(u))u(G) < 1} oldugundan by > ug > by celiskisi
elde edilir. Yani ¥(p(up))u(G) > 1 olmalidur.

O]

Bu boliimiin geri kalaninda Ext B(LT(G)) kiimesinin bos kiimeden farklihig1 aragtirilacaktir.
Teorem 2.4.4 Bir ® Orlicz fonksiyonu igin by < oo ise ExtB (L?(G)) bos kiimeden farklidir.

Ispat. Eger b} < be ise Lemma 2.4.3’ten bir ug € SC N [b, ) igin ¥(p. (up) ) (G) > 1
olacagi biliniyor. Ancak by < oo oldugu i¢in Lemma 2.4.1 ii) sikkindan W (p_(up))u(G) <1
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dolayistyla p_(up) < oo olur. Eger by = be < oo ise ug = by segebiliriz. Ciinkii,

P(u) — by D(u) — (b
p+(up) = lim (u)—*gq,): lim Pu) —Pbe) _
u—bgt u—by U—sbg* u—be

ise W(p(up))u(G) =00 > 1 ve by < oo oldugu i¢in Lemma 2.4.1’den W (p—(uo) )10 (G) < 1
dolayisiyla p_(up) < oo elde edilir.

Iki durumda da p_ (ug) < o olacak sekilde bir uy € SCg sayisinin varlig1 biliniyor. O halde,
Lemma 2.1.31°den 6yle (u,) ve (&,) dizileri bulunabilir ki u, — ug, & — p(up), her
n € Nigin u, € SC§, &, < by ve her B € (0,1) i¢in py(Bun) < & < p+ <l3u"> saglanir.
W(piy(up))u(G) > 1ve &, — py(up) oldugundan yeterince biiyiik n € Nigin ¥(&,)u(G) > 1
olmahdir. Bir ny € N indisini sabitleyelim dyle ki ¥(&,,)it(G) > 1 olsun. Ote yandan her
n € N igin &, < by oldugundan ¥(§,,) < « ve u atomsuz oldugundan W(&,,)u(A) =1
olacak sekilde bir dl¢iilebilir A kiimesi bulunabilir.

ko =1+ P (un,)U(A) ve f— (a<1>%G\A+”nolA)

olarak almsin. O halde, her 7 € G i¢in ko f (1) € {a@,un, } C SC4 olur. Diger yandan, p.(0) <
p—(o0) =1lim, e p— () olmahidir. Ciinkii p_ (o) < p(0) olursa p_, (0, o) iizerinde sabit bir
fonksiyon olurdu ve dolayisiyla ® bir dogrusal fonksiyon olurdu. Ayrica, Onerme 2.1.22’den
® fonksiyonunun (0, <) iizerinde dogrusal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her u € (0, ) i¢in
¥ (p4+(u)) = 0 olmasidir. Boylece by = sup{u > 0: ¥ (p(u))u(G) < 1} = oo elde edilir ki
bu b} < oo olmasi ile gelisir. Young esitliginden ay = p.(0), by = p_(e0) ve ¥, (ay,by)
tizerinde kesin artan oldugu i¢in ¥, (p(0), p—(e0)) tizerinde kesin artandir. Ayrica her n € N
ve B € (0,1) icin p4 (Buy) < &, < p+ (%un> oldugu goz oniine alinarak,

w(p (Blof) = [ (o (Bhof))du = (b (B (A) < ¥(E)H(A) =
(o (o) (o ()
)

elde edilir. Her 8 € (0, 1) i¢in Iy (p4 (Bkof)) < 1 oldugundan «j*(f) = ko ve B € (0, 1) i¢in
Iy (pJr (%kof>> > 1 oldugundan i (f) = ko olur. Yani

Ki(f) ={0 <k <eo: i (f) <k < w77 (f)} = {ko}
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bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.2.12°den f € ExtB(LP(G)) olur. Bu ise ExtB(L(G))

kiimesinin bos kiimeden farkli oldugunu gosterir.

Teorem 2.4.5 LT(G) Orlicz uzaymin L'(G) Lebesgue uzayma dogrusal olarak izometrik

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul by = co olmasidur.

Ispat. Gereklilik : Eger L‘ID(G) Orlicz uzay1, L'(G) Lebesgue uzayma dogrusal olarak
izometrik ise Onerme 2.2.14’ten ExtB(L(G)) = 0 olur. Teorem 2.4.4’iin karsit tersi olarak

eger ExtB(LP(G)) kiimesi bos kiime ise b}y = oo olmalidir.

Yeterlilik : Kabul edelim ki by = sup{u > 0 : ¥(p4(u))u(G) < 1} = oo olsun. O halde
her u > 0 i¢in W(p+(u))u(G) < 1 oldugu agiktir. Bu esitsizligin iki tarafindan supremum
alinirsa, sup,~o W(p+ (1)) 1 (G) < 1 elde edilir. Her f € LT\ {0} ve k > 0 igin

0< hylps (k) = [W(p+(f)dn < [ supW(p-(1)dn) = sup ¥(p () u(G) <

u>0 u>0

olur. Buradan, her u > 0 i¢in W(p(u)) < o ve k{*(f) = o oldugu elde edilir. Young
esitliginden her u > 0 i¢in W(p(u)) < oo olmasina denk kosul her u > 0 i¢in ®(u) < oo
olmasiydi. Dolayisiyla bp = sup{u > 0 : ®(u) < o} = oo olmalidir. Bunlarin yani sira
1(G) < oo ve py(e0) =1limy e p+(u) = a < o0 oldugu gozlemlenir. Yine Young esitliginden
biliyoruz ki her u > 0 igin ®(u) = up (u) — ¥ (p+(u)) saglanir. Bu esitligin iki tarafini u > 0

ile boliip, 0 < p(A) < oo olacak sekilde 6l¢iilebilir A alt kiimesini g6z Oniine alinarak limite

gecilirse,
o b4 A) 1
o @0 (P r) 1Y
u—oo U U u 1(A)
bulunur. Ote yandan, k;*(f) = e olarak bulundugu i¢in Teorem 2.2.7°den |fllo1 =

limy o0 %(1 + Ip(kf) elde edilir. @ bir Orlicz fonksiyonu oldugundan, u — W artandir.

u
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Boylece, Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden,

1 1
Il = Jim L1+ 1o(k£) = lim (ra(kf)
= lim - (la(ku))

=tim [ 2T g
suppf

n—eo J, knf(t)
[ tim PETOD, g
suppf = nf (1)
:a/ FOldp(r) =al £
supp f

elde edilir. O halde T'(f) = L1 ile verilen T: L?(G) — L'(G) déniisimii L (G) ve L'(G)

arasinda dogrusal olan bir izometridir.

2.5 ORLICZ NORMU iLE VERILEN ORLICZ UZAYLARI (L?)

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilmak iizere bazi yardimei sonuglar verilecektir.

Lemma 2.5.1 Bir ® Orlicz fonksiyonu alnsin. Bu durumda, f € LP(G) \ {0} fonksiyonu
icin asagidakiler saglanir.

i) [ ]l < oo ise
by b
P

”f”oo Kl (f) < Kik*(f> ve

<7l
b b < ise 101 < oy < (1 @(05)u(G)

[/ le-
b**

siklar1 saglanir.
ii) Eger b = b < oo ise || f]le < oo ve K] (f) = &;*(f) yani K;(f) tek nokta kiimesidir.
iii) @ Orlicz fonksiyonu, by’ < bg olmak iizere (bg ,be) araligi izerinde kesin konveks ise

asagidakiler saglanir.

b* **
a) card(K(f)) > lise || f|le < oo ve ﬁ <k (f) <x*(f) < ||f||oo olur. Boylece,
W= <1l < 0+ 005 uen =

elde edilir.
b) b}, = b}y < o ise K;(f) tek nokta kiimesidir.
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b
iv) Eger b = b < oo ise || f|lee < o0 Ve k¥ (f) = ||f(|1|) olur. Buradan,
f 00 flleo
I <l < 1+ @popu(e) 2L

saglanir. O halde b}y = bg < o0 ve @ (be)11(G) < o iken LY (G) Orlicz uzay1, L(G) uzayina

dogrusal olarak izomorfiktir.

ve || flleo = 1 (G) Orlicz uzayi,

v) Eger ap = bo ise k7 (f) = k7 (f) = ||f||

L*(G) uzayina dogrusal olarak izometriktir.

Ispat. Bir f € LY(G)\ {0} alinsin.
i) : Kabul edelim ki 0 < || f||c < oo olsun. Eger b3, = 0 ise kj (f) > 0 oldugundan a) sikkinin
ilk kismu agiktir dolayisiyla bg, > 0 oldugunu kabul edebiliriz. Tanimindan,

b
by = inf{u > 0 : ¥(p4+(u))u(G) > 1} seklindedir ve buradan 0 < k < ﬁ icin
Y(ps(k||fll))(G) < 1 olmast gerekir. O halde,

by (p1(kf)) < g (p+ (K|S ll)) = (P (K[ flleo)) < 1

*

b
,_chﬁ ) icin oy (kf) < 0 saglanir. Bu durumda,

ki (f) =inf{k > 0: a;(kf) > 0} oldugu i¢in xj (f) >

olur. Dolayisiyla k € {0

*

o
1/l

saglanir.

Eger k >

Hf” aliirsa k|| f|| > bo olur. Ayrica, || f||e = sup,c |f(x)| oldugundan € > 0

icin k(f(xg) + €) > k|| f|| > Do elde edilir. Bu esitsizlikler kullanilirsa,

|k +keNdu = [ (e +ke)dn > [ W(p(kl ) =o»
G {xe} G

bulunur. Boylece, Iy(p4(kf)) = o ve a;(kf) > 0 olur. O halde,

bo
£ leo

K1 (f) =sup{k > 0: oy (kf) <0} <

yani (a) stkkindaki esitsizlik saglanir.

(b) sikkinin saglandigim gostermek icin b3 < oo kabul edelim. O halde, ¥(p+ ()1 (G) > 1
olacak sekilde bir u > 0 vardir. k;*(f) <

Tl fH oldugundan Iy l"" < K**]( 7 elde edilir. Diger
1
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®,1 olur ([4], Teorem 4.3.i1). Boylece,

Al

fok —
<I> Kl

< || fll@,1

bulunur. Ayrica || f]|e < o0, 0 < b} < oo kosullari ve 1-Amemiya normunun tanimindan

1 b**
= inf — 1+1¢(k @ f))
1 k>0k( [1£1leo

esitligi saglanir. Bu esitlik gdz Oniine alinirsa,
Hflloo( (bfp*f»
S T\ 1tle
by £ leo

I
7=

[fllee
b**

K%
bd:'

Il = = 8

elde edilir. Ote yandan <1 oldugu i¢in,

’ HfH

1o (03 1) < [ @0)u =(03)u(G)

olur ve dolayisiyla

m(l I (bé‘p* ))<||f||oo1 p—
g TR\ ) S by U 20e)R(©)

elde edilir. Sonug olarak (b) sikkindaki

/1o
b**

W= < i < 1+ 003t 1=

esitsizlikleri saglanir.

ii): Bir f € L?(G)\ {0} alinirsa, [P (kf)du < o olacak sekilde bir k > 0 olmaldir ve
bg < oo oldugundan ® fonksiyonu her yerde sonlu degildir. Bu durumda || f||cc = oo olursa f
fonksiyonunun LP(G) \ {0} uzayinin bir elemani olmadi1 elde edilirdi.

Eger bg, = be ise i) sikkinin (a) kismindan

* *

Hfﬁ <k () <k (f) <o IIfHoo < oo dolayisiyla, k= ki (f) = k17 (f) < oo
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elde edilir. O halde,

Ki(f) ={0 <k <eo: ki (f) <k <K7"(f)} = {k}

bulunur yani K (f) bir tek nokta kiimesidir.

iii) a): cardKi(f) > 1 olsun ve sifirdan farkli sonlu olciiye sahip bir A kiimesi
bulabilecegimizi kabul edelim oyle ki her 7 € A i¢in &7 (f) < k < x{*(f) say1s1 i¢in

by < k|f(t)| < be olsun. ® fonksiyonu (b3, be) tizerinde kesin konveks oldugundan bu
kiime iizerindeki hicbir noktanin afin noktasi olamayacagi Onerme 2.1.27°den biliniyor.
Yani py, (b3 ,be) araliginin bir alt aralig: tizerinde sabit olamaz. k' (f) < k oldugundan
p+(x7(f)) < p+(kf) olmaldir. Ayrica & (f) < k < xj*(f) oldugundan oy (kf) = 0 yani
Iy(p+(kf)) = 1 bulnur. O halde dl¢iilebilir, A kiimesi igin p (kfxa) € (ay,by) olur. Wop,
sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in Iy(p4 (ki (f)|f])) = 1 saglanir. (ay,by) araligt

tizerinde W kesin artan oldugundan

1= lp(py(k[f])) = be(p+ (K| f12a)) + be (P (K[ f|XG\a))
> ke (p- (k7 (N)If124) +ILP(P+(KT(f)|f|xG\A))
= ly(p+ (1 (NIf]) =

celiskisi elde edilir. Ote yandan, k| f(¢)| > bg olsaydi ¥ (p. (k| f ( )|)) = oo olurdu ki bu
k € K (f) olmasiyla celisirdi. O halde k| f(¢)| < b} yani |f(r)] < <le olmal1d1r Bu esitsizligin
iki tarafindan supremum alinirsa, |||l < %’ < oo olur. Elde edilen bu esitsizligin ise iki

tarafindan k € (x; (f), x;*(f)) degerleri iizerinden infimum alinirsa,

bEx b
[1f]les < inf ~ —F=—7
ke(si (k) kK7 (f)
b **
olur. Sonug olarak, || H <k (f) <k (f) < ”f” esitsizligi saglanir. Buradan,
f o 1 Kk f 00
Wle 1 < fllen < (1400 (@) 1

by k() by

elde edilir yani iii) sikkinin (a) kismindaki esitsizlik ger¢eklenmektedir.
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b) : Simdi kabul edelim ki b}, = by ve cardK,(f) > 1 olsun. O halde iii’nin (a) sikkindan

—Hf(ﬁ < ki (f) <K (f) < ﬁ = ﬁ yani k7 (f) = k1" (f) esitligi saglanur.

Ancak bu cardK;(f) > 1 olmasiyla ¢elisir. O halde, cardK;(f) = 1 olmalidir.

iv): b = bgp < oo olsun. by < oo kabuliinden || f||c. < oo olur. Teorem 2.4.1’in ii) sikki ve

bo
£l

Onerme 2.1.21 g6z Oniine alinirsa, 0 < k < icin

by (p+ (K[ f1)) < Do (p+ (K[| f]l)) < Te(p- (b))

bulunur. Dolayisiyla o (kf) < 0 olur.

Ote yandan, k > ——— ise k|| f|| > bg olur. Dolayistyla her € > 0 igin bir #; € G bulunabilir

||f||oo
oyle ki k(| f(te])|+€) > k|| f]| > Do saglanir. Bundan dolayi,

/G‘P(p+(k(|f|+8)))du > hy(p1-(k[|flle)) = oo ve buradan fp(py (k|f])) = oo

elde edilir. Bu durumda o (kf) > 0 olmasi gerekir. O halde,

() = suplk > 0 (kf) <0} = - <

olur. Bbylece ;" (f) degeri i¢in Teorem 2.2.7°den 1-Amemiya normu elde edilebilirdir yani

1Al = f) (1+1Is(x{(f)f)) saglanr. Eger i) sikkinin (b) kismi kullanilirsa,
1l = : (1+Io(x*(f) 1)) < (1+D(b3)u(G ))Hfﬂoo
SR < e
< 1+ ®(bo)u(6) 1=
P
bulunur ve . bc! =% ( 7 oldugundan
e < 1 < (1-+ 00a(en 1=

be
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elde edilir. Bu esitsizlikten dolay1, by = be < o ve P(bg)U(G) < o ise LP(G) ve
L>(G) dogrusal olarak izomorfiktir. Ciinkii 7 (f) = ;- f ile tammlanan T : LP(G) — L*(G)

D
doniisiimii dogrusal bir izomorfizmdir.

v): Eger ap = b ise agp > 0 olmalidir. Aksi takdirde (0, o) iizerinde @ sonsuza zdes olarak
esit olurdu ve bu ise @ fonksiyonunun Orlicz fonksiyonu olmasi ile ¢elisirdi. Boylece,

0 < agp = by = by = be < oo gerceklenir. Bundan dolay1, ®(be) = P(ag) = 0 bulunur.

Ayrica iv) sikkindan k' (f) = K (f) = ”fc—i’ olur ve dolayisiyla
b A lle (1l
—— < || flleg < (1+P(bo)u(G =
< e < (4 (@)= = UL

bulunur. Buradan, ”2& = || ll@.1, denk olarak || f]|e = ba|| f|l.1 esitligi elde edilir.
D

O halde, ap = b ise LY(G), L(G) uzayina dogrusal olarak izometriktir. Ciinkii 7 (f) = ﬁ f

ile tammlanan T : LP(G) — L*(G) déniisiimii dogrusal bir izometridir.

Lemma 2.5.2 Bir ® Orlicz fonksiyonu bg < oo kosulunu saglasin. f, H'Hi; f olacak sekilde
(f2) C ExtB(L?(G)) ve f € L¥(G) verilsin. Bununla birlikte, her n € N i¢in K (f,,) = {kn}
olsun. Eger

1) 0 < by <bgp < oo,

i1) @ fonksiyonunun orijinden gecen egik bir asimptot almamasi,

111) supSCo < b < o0

kosullarindan biri saglaniyorsa, bir (k,, ) C (k) alt dizisi ve bir kg € K;(f) vardir oyle ki
kn, "% ko ve pi—hhh € G icin ko|f(t)| € SCq saglanr.

-llea

Ispat. Bir f € LY (G) ve her n € Nigin f, € ExtB(LY(G)) alinsin dyle ki f, — f vehern €
N igin K, (f,) = {ka} olsun. (k,) dizisinin; i), ii) veya iii) kosullarindan birinin saglanmasi

durumunda sinirli oldugunu gosterelim.

Eger (f,) C ExtB(LY(G)) ise Teorem 2.2.12°den her n € N igin &} (f,) = ki*(fy) = ky < o0
olmasi gerektigi biliniyor. Ayrica Teorem 2.2.7°den || f»|lo,1 = é(l + Ip(k, fy)) saglanir.
Ayrica her n € Niginf, € S(L?(G)) oldugundan k, = (1 +Igp(kyf,)) ve dolayisiyla her n € N

icin k,, > 1 olur yani (k,) dizisi alttan 1 ile sinirh bir dizidir.

i) : Kabul edelim ki 0 < b3 < bg < oo olsun.
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be < oo oldugundan || f, || < oo saglanir. Lemma 2.5.1in i) sikkindan,

b** b**
[ filleo > o [/l > >0
== T a6 1 T T ey u(G)
elde edilir. Buradan,
1 1+PbE ) )u(G bo
< + (Ek)u( ) olur ve dolayisiyla <?(1+<I>(b S )U(G)) saglanr.
[/ lles by an||oo by
b b . .. o
A < —(1+CI>(b S )U(G)) ve || fnllee < oo oldugu i¢in Lemma 2.5.1in i) stkkindan,
n|loo
bo
K (fn) < o
" | falles
olur. O halde, her n € N i¢in,
bo
o = K7 (fa) € 70 < 1 (14 (b)) (G)) < o0
Ifll = b3

bulunur. Ayrica, b < o ise ®(b) < o oldugu Lemma 2.4.1’in vi) sikkindan biliniyor.
Eger 14(G) < oo ise (ky) dizisi 2 b E(1+P(by)U(G)) < oo sayist ile istten smirlanr.

Eger u(G) = e ise, by > 0 oldugundan her u € (0,b%) i¢in ¥(p (1)) = 0 olur. Dolayisiyla
Onerme 2.1.22°den @ fonksiyonu, (0,b%) tizerinde dogrusaldir. Béylece (0,5%) C Ag olur.
f» C ExtB(L?(G)) oldugu icin Teorem 2.2.12°den p—hhh € G igin k7*(f,)|fu(¢)| € SCo
olmalidir. Bu sebeple pozitif olgiilii bir kiime uzermde K (fu)lfult)| > by esitsizligi

saglanmalidir. Buradan, her n € N igin [f,(1)] > > by ve || falle > by > 0 olur.

(f)
Lemma 2.5.1’in 1) sikkindan her n € N i¢in,
b b
kn =K1 (f) < —2— < — <
= Thil = By

bulunur. Dolayisiyla (k) dizisi, 2 b** < oo sayisi ile iistten sinirhidir. Bu durumda ispatimizin

geri kalaninda lemmanin i) sikkinin saglanmadigini kabul edebiliriz.

Simdi &, % oldugunu kabul edelim. f birim yuvarin bir u¢ noktast oldugundan f = 0
dolayistyla her € > O igin lim,, . t({t € G : | fn(t) —0| < €}) =0 yani (f,) dizisi u dl¢iisiinde
0’a yakinsayamaz. O halde n < u(A,) <o ve A,, C{t € G: f,,(t) > n} olacak sekilde

n > 0, n, C n alt dizisi ve olgiilebilir (A4,,) kiime dizisi bulunabilir.
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i1) : @ Orlicz fonksiyonu orijinden gecen bir egik asimptota sahip olmasin. Bu durumda,
Teorem 2.2.9’un ii) sikkindan limy,_e ¥(p+(u)) = oo olmalidir. k, — oo oldugundan,
limy oo ¥ (p+ (1)) = limy 00 ¥ (p—(kn,,m)) elde edilir. O halde n < u(A,) esitsizliginden
ve (A,,) dizisinin se¢iminden,

0 lim W(p. () < lim P(p_ (kn, 1)) (An) < lim p(p_ (kny fin)) (2.13)

u—ro0 m—yoo m—soo

elde edilir. Ayrica,

sup{k > 0: Iy (p+(kfn)) —1 = ou(kfn) > 0} = ki (fu) = kn

ve k, — oo oldugundan lim,_.ly(p—(kp, fn,)) < 1 olmaldir. Diger yandan, (2.13)
esitsizliginden 1 lim,_,. ¥(p+(u)) < 1 ve buradan lim, . ¥(p+(u)) < % < oo elde edilir.
Ancak bu @ fonksiyonunun bir asimptota sahip olmasini gerektirir ki bu kabuliimiizle ¢elisir.

Yani (k,) dizisi iistten de sinirli olmalidir.
iii) : Kabul edelim ki bg = oo ve supSCq < o0 = bgy olsun. k,, — oo oldugundan k,, 7 =% oo
ve A, tizerinde | f,,, ()| > 1 oldugundan inficqa,, |f,, ()| > N saglanir. Buradan,

1
Mm—yoo

im (ky, inf |f,, (¢)]) > lim k,, N = o > supSCo
1€AN m—oo

elde edilir. O halde yeterince biiyikk m € N ve t € A,, i¢in k,,, | f,, (¢)], @ fonksiyonu i¢in bir
kesin konvekslik noktasi degildir yani &, |fy, (t)| ¢ SCo olur. Bunun sonucu olarak Teorem
2.2.12°den f,,, ¢ ExtB(LE(G)) bulunur. Buise (f;) dizisinin birim yuvarmin ug noktalarmin

bir dizisi olmast ile celisir.

Lemmanin ii¢ kosulu altinda da (k,) dizisinin sinirli bir dizi olmasi gerektigini elde
ettik. Alman (k,) dizisi smirli oldugundan bir ko > 0 igin k, — ko yakinsamasinin
gerceklendigi varsayilabilir ¢iinkii eger gerekirse Bolzano-Weierstrass Teoremi’nden (k)
dizisinin yakinsak bir alt dizisini bularak (k,) dizisinin terimleri yakinsak alt dizisinin
terimleri olarak belirlenebilir. Ote yandan, Teorem 2.2.12 gbz oniine alindiginda (f;,) C
ExtB(L?(G)) oldugu igin pt—hhh t € G ve her n € N igin ky,f,(t) € SCp olmalidir. Gozlem
2.1.28’den SCq¢ kiimesinin kapali oldugu biliniyor. Kesin konvekslik noktalarinin kiimesi

kapali oldugundan p—hhh ¢ € G i¢in ko f (t) € SCop gerceklenir.
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Teorem 2.2.7°den ||fullo1 = %(1 + Ip(kyfy)) oldugu biliniyor. Fatou Lemmasi ve &

fonksiyonunun siirekliligi kullanilarak,

L1+ lalkof)) < I
0

i o1
@1 = lim |l falle, = lim == (14 Lo (knfa))
1
51 (1 -/ q><nminfknrfn<r>\>du<r>)
kO n—oo

= (1 +lalkof))
0

esitsizlikleri elde edilir. Buradan, | f|/e1 = k]—o( 1 + Ip(kof)) saglanir. Bu esitlik ve [4]
numarali makaledeki Lemma 3.5’in iv) ve vi) siklarindan, ko sayisinin K (f) kiimesinin bir

eleman1 olmasi gerektigi bulunur.

Gozlem 2.5.3 Teorem 2.2.12 goz 6niine alindiginda, Ip (ko f) > 0 = X(.} (1) ve u—hhht € G
icin ko f(t) € SCo oldugundan, f € ExtB(L?(G)) olmast igin K| (f) kiimesinin bir tek nokta

kiimesi olmasi gerekir.

Lemma 2.5.4 Kabul edelim ki ® Orlicz fonksiyonu, 0 < ag = bg = by < o kosulunu
saglasin. Eger bir k € K;(f) ve u—hhh 7 € G i¢in k|f(t)| = ae ise K;(f) bir tek nokta

kiimesidir.

Ispat. Bir k € K|(f) ve u—hhh ¢ € G igin k| f(t)| = as olsun. Kabulden her B > 1 icin

R (s (BKLA)) = [ (o (KL = [ W(p--(Bao)d

=¥(p+(Bae))du
=Y¥(p+(Bb3))u(G) > 1

bulunur. O halde r > k ise Iy (p+(r|f])) > 1 ve dolayisiyla a;(r|f]) > O olur.

Ote yandan, her 0 < y < 1 ve u—hhh ¢ € G igin Y?k|f(t)| < yk|f(t)| = yag olur. Onerme
2.1.21°den p (Y*k|f(t)|) < p_(yag) ve buradan

0 < fe(p+(VKIf1)) < ¥(p-(va0))1(G) < ¥(p-(ae))H(G) =0 < 1

olur. O halde r < k ise Iy(p(r|f])) < 1 elde edilir. Dolayisiyla o (7| f])) < O saglanur.

Burada a; (k|f]|) = 0 ve her r > k i¢in a;(r|f]) > 0, her r < k i¢in o (r|f]) < 0 oldugundan
Ki(f) = k() = k yani K () = {k} olur
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Teorem 2.5.5 Bir @ Orlicz fonksiyonu igin agp = supSCop < oo ise ExtB(LP(G)) kiimesi
kapalidir.

Ispat. Eger 0 = ap = supSCqp ise [0,00) C Ag dolayisiyla @ fonksiyonu, [0, o) iizerinde
dogrusaldir. O zaman LP(G), Onerme 2.2.13’ten L!(G)’e dogrusal olarak izometriktir. Bu
durumda ExtB(LP(G)) = 0 olacagindan kapali bir kiimedir. O halde artik ag > 0 kabul

edebiliriz.

Lemma 2.4.2°den bg,by € SCo oldugu biliniyor. ap < by < by ve supSCo = do

oldugundan 0 < ap = b} = b < e olur. O halde SCp = {—aw,as} saglanr.

[RIEN

Simdi f, — f ve her n € N igin K;(f,) = {ky} olacak sekilde f, C ExtB(L?(G)) dizisi
ve bir f € LP(G) alinsin. Eger bg <  ise Lemma 2.5.2’nin i) gikkindan (k) dizisinin bir
ko € K1 (f) elemanina yakinsadigin1 ve u—hhh ¢ € G i¢in ko|f(z)| € SCp oldugunu kabul
edebiliriz. O halde u—hhh ¢ € G i¢in ko| f(¢)| = ag bulunur. Lemma 2.5.4’ten K (f) bir tek
nokta kiimesidir yani £, LT (G) uzaymn birim yuvarinin bir u¢ noktasidir. ExtB(LT(G))
kiimesinin keyfi bir dizisi bir f € ExtB(L(G)) elemanina yakinsadigindan ExtB(LP(G))

kapal1 bir kiimedir.

Sonu¢ 2.5.6 Eger herhangi 0 < a < o, 0 < ¢ < oo sayilart i¢in ®(u) = cmax{0,u — a}
ise ExtB(L?(G)) kiimesi kapalidir. Ozel olarak ExtB(L*(G)) ve ExtB(L'(G) + L*(G))

kiimeleri de kapalidir.

Ispat. Bir u < a i¢in ®(u) = 0 ve u > a i¢in ®(u) = cu — ca > 0 oldugundan ag = a bulunur.
Ayrica (a, o) tizerinde ® afin oldugundan, (a,) C Ag olmalidir. Dolayisiyla supSCe = a =

ag gergeklenir. Teorem 2.5.5’ten ExtB(LY (G)) kiimesi kapalidir,

1) Eger a =1 ve ¢ = oo olarak alinirsa,

o0 u>1

olur. Boylece, by = sup{u > 0: ®(u) < o} =1 =sup{u > 0: ®(u) = 0} = ae esitligi
saglanir. Lemma 2.5.1’in v) sikkindan || f||,1 = || ||« ve dolayisiyla LP(G) = L(G) olur.
Ayrica supSCop = ag oldugundan ExtB(L”(G)) kiimesi kapalidir.
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2) Eger a = c = 1 olarak alinirsa,

olur. ®; Orlicz fonksiyonu, her u € R i¢in ®;(u) = |u| olarak verilsin. Dolayisiyla [0, o)
tizerinde @ (u) = u seklindedir ve L®' (G) = L' (G) esitligi kolayca elde edilir. Eger

0 u<l
D) (u) =

o pu>1

olarak alinirsa 1) sikkindan L®2(G) = L*(G) oldugu biliniyor.

min{®, D, })(s)

N

ds olarak belirlenirse,

Her u € [0,00) icin ®(u) = /OM (

L?(G) = L*1(G) + L**(G) olmalidir [12]. Ote yandan,

[ (min{®1,®2})(s) _JO  wsl
0 § u—1 u>1

oldugu i¢in LY = L!(G) + L™ (G) esitligi elde edilir.

Orlicz fonksiyonu @ icin supSCe = 1 = ag seklinde oldugu agiktir ve dolayisiyla
ExtB(L!(G) + L™(G)) kiimesi kapalidir.

2.6 L*(G) UZAYININ ALT KUMESI OLAN L®(G) UZAYLARI

Bu boliimde, by < oo kosulunu saglayan Orlicz fonksiyonu & tarafindan iiretilen Orlicz

uzaylari igin ExtB(L(G)) kiimesinin kapalilig1 incelenecektir.

Gozlem 2.6.1 Eger ® Orlicz fonksiyonu, bir reel sayidan sonra sonsuz deger aliyorsa yani
bg < oo kosulunu sagliyorsa, bir f € LY(G) elemaninin LP (G) Orlicz uzayina ait olmas igin
A|| £l < be saglanacak sekilde bir A > 0 sayisinin olmasi gerekir. O halde LY (G) C L™(G)

olur.

Lemma 2.6.2 Bir ® Orlicz fonksiyonu 0 < by < be < o kosulunu saglasin. Bununla
birlikte, f; H'Hﬁ; f olacak sekilde (f,) C ExtB(L?(G)) ve f € LY(G) alinsin. Eger agagidaki
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iki kosuldan birini saglayan bir a > 0 sayis1 varsa f, L‘lb(G) uzayinin birim yuvarinin bir ug
noktasidir.
i) u—hhht € G icin k' (f)|f(¢)| > a,

ii) ® fonksiyonu (0, a) tizerinde dogrusal.

Ispat. Lemma 2.5.2°den k, — ko ve t—hhht € G igin ko| f(¢)| € SCo C [a,bg] U{0} olacak
sekilde bir kg € K (f) bulunabilecegi biliniyor.

Burada kg € K;(f) oldugu icin, ko > kj(f) ve dolayisiyla her t € G igin ko|f ()| >
K (f)|f(t)| olmahdir. Ayrica (f,) C ExtB(LY(G)) oldugundan y — hhht € G ve her n € N
icin k,, f,(t) € SCo olur. O halde, u — hhh t € G ve her n € N igin k| f,,(¢)| > a dolayisiyla
ko|f(2)| = limy—eky|fu(2)] > a elde edilir. A := {r € G : f(t) # 0} olarak tamimlansin.
be < o oldugundan by < o ve Lemma 2.5.1’in i) sikkindan || f,, — flle < bao||f — fllo1

n—yo

elde edilir. Dolayisiyla || f;, — f||.c — 0 saglanir.

Kabul edelim ki f fonksiyonu, L‘lb(G) uzayinin birim yuvarinin bir u¢ noktasi olmasin yani
K (f) kiimesi bir tek nokta kiimesi olmasin. O halde bir 0 < € < 1 sayis1 vardir dyle ki
(1 — &)%ko.ko] C Ki(f) veya [ko,12E) C Ki(f) olur. Iki durumda da k.f, % kof

oldugundan 0 < & < 1 igin [|ky|fn| — ko| f|lee < ||knfn — koflle < €a saglanacak sekilde bir

ng € N vardir.

Simdi g—hhh7 € Gigin f(¢) = 0 olmasinin her n > ng i¢in f;,(¢) = 0 esitligini gerektirecegini
iddia ediyoruz.

i) saglantyorsa p—hhh ¢ € G icin x(f)|f(¢)| > a > 0 olacagindan u(G\ A) = 0 olur ve
dolayistyla g—hhh ¢ € G igin f(¢) = 0 olamaz.

Eger ap > 0 ise (f,) C ExtB(LP(G)) oldugundan pi—hhh t € G ve her n € N igin k| f,,()| €
SCq dolayisiyla k| f,(¢)| > ae saglanir. Bu esitsizlik i¢in limite gegilirse,

ko|f(2)| = limy_yeo k| fn(t)| > ae > 0 elde edilir. Bu durumda p—hhh ¢ € G i¢in |f(¢)| > 0
olmalidir. Bunun i¢in iddiamiz1 ispatlarken ag = 0 kabul edebiliriz.

Eger ii) saglaniyorsa @ fonksiyonu, (0,a) iizerinde dogrusaldir ve dolayisiyla (—a,a) N
SCp = {0} olur. u—hhht € Gigin f(t) = 0 ise her n > ng igin k| f(1)| < ||knfull < €a < a
ve ky|fn(t)| € SCo N (—a,a) = {0} olur. Boylece f,(¢) = 0 oldugu elde edilir.
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O halde eger i) veya ii) saglaniyorsa her B,y > 0 ve n > ng igin

Ly (p+(Bkolf|xc\a)) = ¥(p+(0)(G\A) = Iy (p+ (YknfuXc\a)) (2.14)

elde edilir. Simdi ((1 — €)2ko, ko) C K1(f) oldugunu kabul edelim. Her n > ng ve t € A igin

(1—&)’kolf(1)] < (1 —&)(kolf(1)] —€a) < (1 — &)kl fu(t)]
< (1—¢)(kolf] +€a) (2.15)

< (1—€)%kolf(t)| < kol f£(2)]

saglanir. Diger yandan, p. ’mn sagdan siirekliliginden Iy (p- ((1 — €)?ko|f|)) = 1 olmahdur.
O halde G\ A iizerindeki (2.14) esitligi ve (2.15) esitsizliginden, G iizerinde her n > ny igin

1= he(p+((1—&)*ko|f1)) < Fw(p+((1 = &)kl fu])) < B (p+((1 —€)*kol f1)) =

elde edilir. Her n > ng icin oy((1 — €)k,f,) = 0 oldugundan (1 — €)k, € K;(f,) olur.
Dolayistyla K| ( f,,) bir tek nokta kiimesi olamaz. Bu ise n > ng igin f,, ¢ ExtB(L?(G)) oldugu

anlamina gelir ki bu kabuliimiizle celisir.

Simdi [ko, if—i) C K (f) oldugunu kabul edelim. O zaman her ¢t € A ve n > n i¢in

ol 0)] < (ko (1) — ea) < %kn\fm
< (kol (1) +-2a) 2.16)
< kol ()

saglamir. Ote yandan, p_’nin soldan siirekliliginden ve Iy tanimindan

e (e (sl ) ) =t (- (1Egkaln1) ) =1

olur. O halde G \ A iizerindeki (2.14) esitligi ve (2.16) esitsizliginden G iizerinde, her n > ng

= tu(pshalrD) < e (o (bl ) ) < e (o (T kalr1) ) =1

icin
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elde edilir. Dolayistyla her n > ng igin -k, € Ki(f,) olur. Bu durumda K;(f;) bir tek
nokta kiimesi olamaz. Bu ise (f,) dizisinin L?(G) uzayinin birim yuvarinin u¢ noktalarinin

bir dizisi olmasi ile celisir.

Sonug olarak K (f) kiimesi bir tek nokta kiimesi olmalidir yani f, LP(G) uzaymmn birim

yuvarinin bir u¢ noktasidir.

Teorem 2.6.3 Kabul edelim ki bir ® Orlicz fonksiyonu, bir reel sayidan sonra sonsuz deger
alsin yani bg < oo kosulunu saglasin. Bu durumda ExtB(L{(G)) kiimesinin kapali olmasi
icin gerek ve yeter kosul

i) by = b,

il) by < be ve ® fonksiyonunun (b3, be) lizerinde kesin konveks olmast,

iii) bir @ > 0 i¢in P fonksiyonunun (0,a) iizerinde dogrusal olmasi

kosullarindan birinin saglanmasidir.

Ispat. Gereklilik : ExtB(L?(G)) kapali olsun ve i), ii), iii) siklarinin higbiri saglanmasin.
Bir diger deyisle, by < b < oo, by < ¢ < d < bg olmak iizere ® fonksiyonu, bir (c,d) C
(b, be) Uzerinde afin ve P hicbir a > 0 i¢in (0, a) lizerinde dogrusal olmasin. O halde hicbir
a > 0 icin (0,a) tizerinde ¥ o p, sifir degerini alamaz. agp > 0 olsaydi (0,aq) iizerinde
@ = 0 olacagindan W o p bu aralik iizerinde 0 degerini alird1 ki bu kabuliimiizle ¢elisirdi.
Bu durumda ag = 0 oldugu elde edilir. ap € SC;? oldugundan 0 € Sng olmalidir. Sonug

2.1.30’dan SCp = Mg U Dg oldugu biliniyor. O halde, 0 € Mg veya 0 € Dg olmalidur.

Eger 0 € Mg ise her n € N igin 0 < a, € Mg olacak sekilde 0’a yakinsayan bir (a,,) dizisi
bulunabilir. Bu durumda 7, = p4(a,) olarak alalim. ® fonksiyonu (O7 %an) aralig1 lizerinde

dogrusal olmadigindan n,, = p(a,) > 0 olur.

Eger 0 ¢ Mg ise Sonug 2.1.30°den 0 € Dg olmalidir. O halde a, — 0 olacak sekilde
bir (a,) C Do C SC dizisi vardir 8yle ki her n € N igin p_(a,) < p4(a,) saglanir. Bu
durumda ise (1,) dizisinin terimleri (p_(ay), p+(a,)) aralifindan segilsin yani her n € N

icin p_(ay) < My < p+(ay) olsun.

Simdi, p4(c) > p+(b%) oldugunu iddia ediyoruz. by < ¢ oldugundan p, (by) < p4(c)
biliniyor. Eger p,(by) = p+(c) olursa & fonksiyonu, (c,d) iizerinde afin oldugundan

c<u<digin py(u) = py(c) = p+(bg) olur. Buradan,

Y(p1 () (G) =¥ (p+(c))u(G) = ¥(p+(bg))1(G)
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bulunur. Her u € (¢,d), @ fonksiyonu i¢in bir afin noktasi olacagindan (G)’nin sonlu olup
olmadigina bakilmaksizin by > d elde edilir. Buradan, by > d > ¢ > by celiskisi elde
edilirdi. O halde p.(c) > p4(b¥) olmalidir. Onerme 2.1.21°den p. fonksiyonunun artan
oldugu biliniyor. Boylece, p(c) > p4(bg%’) oldugu i¢in ¢ > by olmalidir. Bundan dolay1
Y(p+(u))u(G) > 1 saglanr.

Eger ¢ sayisin1 herhangi 0 < € < ¢ igin, ® Orlicz fonksiyonunun (¢ — €,d) tizerinde afin
olmayacagi sekilde yeterince kiigiik secersek, ¢ ¢ Ag yani c € Mg C Sth olur. Ayrica ¢ < bgp
oldugundan p_(c) < oo saglamir. O halde Lemma 2.1.31°den (c,), (&,) dizileri bulabiliriz
dyle ki c, — ¢, & — p4(c) ve her n € Nigin ¢, € SC$, 0 < &, < by ve her € (0,1)
icin p1(Bey) < & < p+ (%cn> saglanir. @ fonksiyonu, (c,d) iizerinde afin ve (c,) C SC3
oldugundan n € N i¢in 0 < ¢, < ¢ olur. Her B € (0,1) i¢gin &, < p+ (%cn> ve (¢,d) C Ag

& < py (%%) <ps (é0> = p+(c)

elde edilir. Her reel dizinin monoton bir alt dizisi oldugundan, gerekirse bir alt diziye gecerek

oldugundan

cn S eve &, 7 pi(c) oldugunu varsayabiliriz.

Haar olciisii atomsuz alindi§indan 6lgiilebilir bir B alt kiimesi bulabiliriz dyle ki
Y(p+(c))u(B) = 1 saglanir. Burada, ¢ > by oldugundan W(p(c))u(G) > 1 dolayisiyla
1(G\ B) > 0 olur. O halde pozitif 6l¢iilii bir A C G\ B kiimesi bulunabilir.

¥ fonksiyonunun soldan siirekliliginden &, 7 p. (c) ise

lim W(Gn)u(B) =¥ (p(c))u(B) = 1

m—yoo

oldugu elde edilir. Ayrica 1, = pi(a,) > ae veya p_(an) < N, < p+(a,) seklinde
olacagindan ve @ fonksiyonu, pozitif Ol¢iilii bir kiime iizerinde dogrusal olmadigindan
her n € N igin ¥(1,) > 0 olur. Boylece ¥(n,)u(A) > 0 elde edilir. O halde,
limy—yeo P (M) U (A) + (&) (B) > 1 saglanir. Dolayisiyla ¥(n,) i (A) + ¥ (&, ) (B) > 1
esitsizligini saglayacak sekilde bir (m,) C m alt dizisi bulabiliriz. Ote yandan, Haar olgiisii
atomsuz oldugu i¢in her n € N i¢in ¥(n,)u(A,) +¥(En, )1t (B) = 1 olacak sekilde pozitif

olciilii (A,) olgiilebilir kiime dizisi bulabiliriz.

Simdi her n € N i¢in

1
kn =1+®(an)u(An) +P(cm,)U(B) ve fr = k_(anXAn + Cm, XB)

n
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olarak tanimlansin. Bu durumda hern € Nve hert € G igin k,, f,(t) € {0, apn, ¢, } C SCo olur.
Eger her B € (0,1) i¢in py(Bcy) < & < p+ ( ﬁcn> esitsizligini ve (1),) dizisinin se¢imini

g0z Oniine alirsak,

Ly (p+(Bknlful)) = ¥ (p+(Ban)) 1 (An) +¥(p+(Bem,) )1 (B)
<W(Nn)u(An) +¥(Em, ) (B) =1

() o ) oo

(1)1 (An) +¥(Em, )1 (B) = 1

veE

esitsizlikleri bulunur. O halde, her n € N i¢in &} (f,) < k < k7 (f,) esitsizligini saglayan
tek bir k degeri k, oldugundan K;(f,) = {k,} ve bu sebeple Teorem 2.2.7°den || fy||®,1 =
é(l + Ip(knfn)) olur. Buradan,

Il = -1+ lolbuf) = 7 ( [ (@@, + @lon)tu)an ) = 14 =1

}’l n

bulunur. Boylece, Teorem 2.2.12°den (f,) C ExtB(LY(G)) elde edilir. Bununla birlikte,
1
ko=14+®(c)u(B) ve f= PRZL
0

olarak tammlansin. n — o iken a, — 0 ve ¢,, — ¢ oldugu i¢in, ® fonksiyonunun

stirekliliginden k, — ko olur. Simdi || f,, — f|

n — oo icin limit alindiginda a, — 0 ve ¢ — ¢, — 0 oldugundan herhangi bir A > 0
icin A max{ay, ¢y, } — 0 olur. Tanimuindan, Ip (A (k.. f,, — kof)) = P(Aay) 1 (An) +P(A(c—
n—oo

Cm,)) 1 (B) oldugu i¢in ® fonksiyonunun siirekliligi de kullanilirsa Ip (A (knfn — ko f)) — O
bulunur. O halde A > 0 keyfi oldugundan

knfo = kF s = inf (1<1 +1<1>(7L(knfn—kof)))> 40
A>0 \ A
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llll@.1

yani k, f,, — kof elde edilir. Boylece,

1fo = f]

1 1
D1 = k_OHkOfn_kOfH(b,l < E(HkOfn _knandJ,l + ||knfn _k0f|

®.1)

[Ko — knl[|.fo]

1
k—( @1+ [[knfr —koflo1)
0
1
= E(lko — kn| + [knfr — ko fl®1)

saglanir ve dolayisiyla || f,, — f||o,1 — 0 elde edilir.

d .« . . . . v
Bu durumda, 1 < 8 < < icin @ fonksiyonu, (¢,d) tizerinde afin oldugundan,

Iy (p+(Bkolf1)) = ¥(p+(Be))u(B) = ¥ (p+(c)) u(B) =1

bulunur, dolayisiyla [ko,2ko) C Ki(f) gergeklenir. Boylece, Teorem 2.2.12°den f, L (G)
uzayinin birim yuvarinin bir u¢ noktasi olamaz.
Sonug olarak teoremin i), ii), iii) stklarinin @i¢ii birden saglanmiyorsa ExtB(LP(G)) kiimesi

kapal1 olamaz.

Yeterlilik : Burada bg < oo oldugu igin, Teorem 2.2.9’un i) sikkindan bir f € LP(G)\ {0} i¢in
ki (f) = k;*(f) = o olamayacag biliniyor. Dolayistyla K (f) # @ olmalidir. Eger b5 =0

ise by, < by oldugundan
0 = by — inf{u >: W(p, (u))1(G) > 1}

bulunur. O halde, her u > 0 i¢in W(p4(u))u(G) = 1 olur. Boylece ¥(p(u)), bir a > 0 i¢in
(0,a) tizerinde sifir degerini alamaz. Bu sebeple bir @ > 0 i¢in ®, (0,a) tizerinde dogrusal
degildir. Dolayisiyla iii) kosulu saglanamaz. Ayrica by = 0 oldugundan, be = by = 0
esitligi saglanamaz. Ciinkii ® bir Orlicz fonksiyonudur yani (0, o) iizerinde ® = oo olamaz.
Buradan, by = 0 ise i) kosulunun da saglanamayacagi goriilir. O halde by = 0O iken
yalnizca ii) sikkini inceleyebiliriz. Eger ii) saglaniyorsa ® fonksiyonu, (0, be ) iizerinde kesin
konveks olacagindan, Teorem 2.2.17 gz Oniine alinirsa L?(G) uzaymin yuvarlak oldugu
yani ExtB(LP(G)) = S(L?(G)) oldugu sonucuna varilir. Bu sebeple ExtB(LT(G)) kiimesi

kapal1 bir kiimedir.

Buradan sonra b;"b* > (0 kabuliiyle; teoremin 1), ii), iii) siklarindan birinin saglanmasi

durumunda ExtB(L{ (G)) kiimesinin kapali oldugunu gosterecegiz.
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Simdi || f, — fllo.1 — O olacak sekilde (f,) C ExtB(LY(G)) dizisi ve f € LY (G) elemanim
goz oniine alalm. Lemma 2.5.2’den pu—hhh ¢ € G ve her n € N i¢gin {k,} = Ki(f»), ko €
Ki(f), kn — ko ve ko|f(2)| € SCF C |aw, ba)] oldugunu kabul edebiliriz.

ExtB(L®(G)) kiimesinin kapali oldugunu géstermek igin f fonksiyonunun, LY (G) uzaynin
birim yuvarinin bir u¢ noktasi oldugunun gosterilmesi gerekir. Bunun igin de Kj(f)

kiimesinin bir tek nokta kiimesi oldugunun gosterilmesi yeterliydi.

Lemma 2.5.1’in ii) ve iii) siklarindan, b3 = by = be veya by = by < bgp ve P
fonksiyonunun (b3, be) iizerinde kesin konveks olmasi kosullarindan biri saglanirsa, K (f)
kiimesinin bir tek nokta kiimesi olacagi biliniyor. O halde i) ve ii) siklar1 i¢in b3, < by < bo
oldugunu ve b’ = bg oldugunu veya by < bg ise ® fonksiyonunun (b3, be ) iizerinde kesin
konveks oldugunu kabul edelim. Bu durumda, Lemma 2.4.1’in iii) sikkindan p(G) < oo ve
Y(p+(b3))1(G) =¥ (p—(by))u(G) =1 olur. Bu nedenle, by, > 0 ve W(p(b3)) > 0 olur.
Kabul edelim ki Kj(f) bir tek nokta kiimesi olmasm yani i (f) < k*(f) esitsizligi
saglansin. Bir k] (f) < k < k{*(f) icin ly(p+(kf)) = 1 oldugu biliniyor. Béylece, p nin

sagdan siirekliliginden

lim  fe(pe(kf) = lim 1=1=he(ps(x{(f)f))
k=5 (f) k—=x{(f)
elde edilir. O halde xj(f) < k < k;*(f) i¢in oy (kf) = 0 oldugundan Iy(p(k|f])) =1

olmalidir.

Simdi 4 hemen hemen her yerde ki (f)|f(¢)| > b} oldugunu iddia ediyoruz. Aksi takdirde,
bir k € (k7(f), k" (f)) ve pozitif olgiilii bir A kiimesi bulabiliriz 6yle ki her t € A
icin k7 (f)|f(¢)| < by olur. by < by oldugundan, Lemma 2.4.1’in iii) sikki dolayisiyla
Y(p+(b3))u(G) =1 olur. Ayrica tanmmindan her u € (b,by ) icin W(p4(u))u(G) =1
bulunur. Yine, ¥(p4(b3))u(G) = 1 oldugundan W(p (b%)) > 0 ve dolayisiyla

p+(by) > ap =sup{u>0:¥(u) =0}

saglanir. ¥ fonksiyonu, (ay,by) iizerinde kesin artan oldugundan her u € (b3,by) icin
p+(by) = p+(u) olur. Boylece, by, bir sag afin noktasidir. Bu durumda her # € A icin
p+(k|f(2)| < p+ (b)) olmalidir. Aksi takdirde b3, bir afin noktasi olurdu. Bu ise b, sabitinin

bir kesin konvekslik noktasi olmasi yani Lemma 2.4.2 ile gelisirdi. Ayrica, ¥(p,(b%)) >0
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oldugundan her ¢ € A i¢in

Y (p-(k|f1)) <¥(p+(klf])) <¥(p+(by))
esitsizligi saglanir.

by = bg sart1 altinda Lemma 2.5.1’in i) sikkindan, & fonksiyonunun (b}, be) tizerinde
kesin konveks olmast sarti altinda ise Lemma 2.5.1’in iii) stkkindan k|| f||. < b oldugu
elde edilir. Ayrica sayilabilir sayida nokta haricinde p_ = p; ve p atomsuz oldugundan

u-hhh ¢t € G icin p_(t) = p+(¢) saglanir. Boylece,

¥(p-(bg))n(G\A)
¥(p-(bg))n(G\A)
G)=1

1 = Iy(py(p+(k[f])) = e (p—(KIf])) < ¥(p-(bg))u(A) +
_|_

I
Jad
b
<
6%
=

celigkisi elde edilir. O halde p—hhh ¢ € G i¢in kj(f)|f(z)| > b% olmalidir. Lemma 2.6.2’in
i) stkkindan K (f) kiimesi bir tek nokta kiimesi olur yani ExtB(L?(G)) kiimesi kapalidir.

Simdi teoremin iii) sikkinin saglandigini kabul edelim yani bir a > 0 icin ® fonksiyonu,
(0,a) iizerinde dogrusal olsun. Bu durumda da Lemma 2.6.2’in ii) sikkindan ExtB(LY(G))

kiimesi kapalidur.

2.7 SONLU DEGERLI ® FONKSIYONU TARAFINDAN URETILEN L{(G)
UZAYLARI

Bu kisimda sadece sonlu degerler alan yani by = oo kosulunu saglayan Orlicz fonksiyonlari

tarafindan iiretilen Orlicz uzaylar1 gbz Oniine alinacaktir.

Lemma 2.7.1 Kabul edelim ki @ Orlicz fonksiyonu, by, < by < be = oo sartin1 saglasin.
Eger @ pozitif 6l¢iilii bir (a,b) C (b},o) alt aralig1 iizerinde afin ise ve

i) biru € SCo i¢in b < u,

i) b=oveap =0,

iii) b = oo, U(G) < oo ve P fonksiyonunun (c,d) C (ap,a) arali1 izerinde afin olmasi

kosullarindan biri saglantyorsa Ext B(LP(G)) kiimesi kapali degildir.

Ispat. @ fonksiyonu, bir (a,b) C (b%,o0) alt arahigi iizerinde afin olsun. Genelligi
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bozmaksizin, (a,b) arahigmm & fonksiyonunun maksimal afinlik araligi oldugunu kabul
edelim; yani her € > 0 i¢in @, a > 0 ise (a — €,b) iizerinde, b < oo ise (a,b+ €) iizerinde
afin olmasim. O halde a € SCo olur ¢iinkii @ > 0 ise a bir sol afin noktas1 olmadigindan
afin noktas1 da olamaz yani kesin konvekslik noktasidir. Eger a = 0 ise (a,b) C (b}, )
oldugundan a = bg = 0 bulunur. Dolayisiyla 0 = a = ae € SCo olur. Ayrica eger b < oo ise

b bir sag afin noktas1 olmadigindan b € SCq olur.
Ispata ilk olarak bir (d,) C SCo ve buna tekabiil eden (&,) dizilerini secerek baslayacagiz.

Simdi kabul edelim ki 1) saglansin yani bir u € SC¢ icin b < u olsun. Burada u < oo
oldugundan b < oo saglamir. O halde, b € SCq olur. Ote yandan, eger ® fonksiyonu bir
€ > 0 icgin (b,b+ €) tizerinde de afinse p, hem (a,b) hem de (b,b+ €) iizerinde sabit
olacagindan b noktasinin p i¢in bir siireksizlik noktasit olmasi1 gerekir. Aksi takdirde p.,
(a,b+ €) iizerinde sabit olacagindan bu durum, (a,b) araliginin maksimal afinlik araligi
olmas ile celisirdi. Dolayisiyla p_(b) < p(b) olmalidir. Bu durumda, her n € Nigind, = b
ve &, € (p—(b), p+(b)) ve &, \, p—(b) olacak sekilde dizilerimizi se¢elim. Eger bir € > 0
sayist igin & fonksiyonu, (b,b + €) iizerinde afin degilse, bir (d,) C SCy dizisi bulabiliriz
oyle ki her n € Ni¢in d, > b ve d,, \, b saglanir. Bu durumda ise her n € Ni¢in &, = p_(d,)
olarak se¢ilsin. Burada, W fonksiyonunun (ay,by) iizerinde kesin artan olmasi, p_’nin
soldan siirekliligi ve ® fonksiyonunun (a,b) iizerinde afin olmast kullanilarak her n € N
icin

(&)1 (G) > ¥(p- (b)) (G) =¥(p+(a))u(G) = 1

esitsizlikleri elde edilir. Ciinkii ¥(p4(a))u(G) < 1 olursa a < b}, bulunurdu. Bu ise

(a,b) C (b%,°0) olmast ile gelisirdi. Dolayistyla W(p(a))u(G) > 1 olmalidir. O halde,
Olciiniin atomsuzlugu ve o-sonlulugundan bir Xy C G sonlu 6l¢iilii kiimesi bulabiliriz oyle
ki her n € N igin W(&,)u(Xp) > 1 olur. Ayrica yine u Olgiisiiniin atomsuzlugundan oyle
artan (A,) C Xo dizisi bulabiliriz ki her n € N i¢in W(&,)ut(A,) = 1 olur. Bununla beraber,
Ao = U,enAn C Xp olsun ve g = d) ), olarak tanimlansin. Burada bg = oo oldugundan her
A > 0igin

lo(2g)= | @)yt = (A (Xo)

olur. Ote yandan,

1
e=agp, kn =14+®(d,)u(A,) ve f, = Z (eXc\a, +dnXa,)

n
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olarak secilsin.

Simdi kabul edelim ki lemmanin ii) veya iii) siklar1 saglansin ancak i) saglanmasin.
O halde ® fonksiyonu, (a,) C (bg,o0) smirsiz aralig1 iizerinde afindir ve tim kesin
konvekslik noktalari (b}, a) iizerindedir. Ote yandan, ¥(p4 (a))(G) > 1 olmahdir. Ciinkii
Y(ps(a))u(G) <1 olursaher u € (a,) i¢in ¥(p+(u))U(G) = ¥(p+(a))u(G) > 1 olurdu.
Dolayisiyla by = sup{u > 0 : ¥(p4(u))u(G) > 1} = oo bulunurdu. Bu ise b3 < oo kabulii
ile gelisirdi. Diger yandan W (p4(a))u(G) > 1ise a > 0 ve a > bg saglanir. Eger bir € > 0
icin ® fonksiyonu, (a — €,a) tizerinde afinse, a € SCp oldugundan a noktasinin p_ icin bir
siireksizlik noktas1 olmasi gerekir yani p_(a) < p(a) olmalidir. Bu durumda her n € N i¢in
dy=a,&, € (p-(a),ps+(a) ve &, / p+(a) olacak sekilde belirleyelim. Eger ® fonksiyonu,
(a—€,a) tizerinde afin degilse her n € N igin ap < d, < a ve d, /" a olacak sekilde d,, C SCq

dizisi bulunabilir. Bu durumda da &, = p.(d,) olarak secelim. ¥ siirekli oldugundan,

lim W(G,)u(G) = ¥(p+(a))u(G) > 1

n—co

oldugu elde edilir. O halde, gerekirse esitsizligi saglamayan sonlu sayidaki terimleri atarak
her n € N i¢in W(&,)u(G) > 1 oldugunu kabul edebiliriz. Yine, p 6l¢iisiiniin atomsuzlugu
ve o-sonluluktan her n € N igin ¥(&,)u(Xo) > 1 olacak sekilde Xy C G sonlu dlgiilii kiimesi

bulabiliriz.

Simdi ii)’nin saglandigin1 kabul edelim. (A,) C Xp azalan, u(A, \ Ay,+1) \( 0 ve
Y(E,)u(A,) = 1 kosullarim saglayan bir kiime dizisi olsun. Burada ise, Ag = (),,cyAn Ve

g = aXx, olarak belirlensin. Diger yandan, bg = o0 oldugu i¢in

Io(1g) = | @(ha)dp = B(Aa)u(Xo) <

Xo

bulunur. Ayrica,

1
(exXc\a, +dnXa,) = T—dnXa,

1
e=agp, kn=1+d(d,)u(A,) ve fn:k - dn
n

Fn
olarak alinsin. Bu durumda, ii) sikki saglaniyorsa e = ap = 0 olacagindan e =0 ve

fn= édn Xa,, olur.

Son olarak lemmanin iii) sikkinin saglandigini kabul edelim. Dolayisiyla p(G) < oo olsun.
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Benzer sekilde (c,d) C (ap,a) araligmm @ fonksiyonu i¢in maksimal afinlik alt aralig
oldugunu kabul edelim. Bundan dolay1, ¢ € SCe olur. Burada, ¢ = ¢ ve (A,) C G bir
kiime dizisi olsun oyle ki A, azalan, (A, \ A,+1) N\ 0 ve her n € N i¢in W(&,)u(A,) +
Y(pi(e))u(G\ A,) = 1 saglansin. Bununla birlikte, Ag = ,enAn, & = a)c olarak

belirlensin ve

1
kp =1 ‘I'q)(dn).u(An) +CI>(e)/.L(G\An) ve fn = k_(eXG\A,, +dl’len>

olarak secilsin. Ayrica her A > 0 i¢in Ip(Ag) = [ P(Aa)du = P(Aa)u(G) < oo elde edilir.

Lemmanin i) ve ii) kabulleri altinda her € (0, 1) i¢in

W(p(B%e)) (G \An) +¥(p+ (Bdn)) 1 (An)
Y(p-(Be))u(G\An) +¥(p—(Bdn))1(An)
<W(p-(€))u(G\Ap) +¥(Gn)1(An) =1

I‘P(p—i- (sznfn))

IN

elde edilir. Lemmanin iii) kabulii altinda ise her 8 € (0, 1) i¢in

Iy (p+(B*knfn)) = ¥ (p+(B€))(G\Ap) + ¥ (p- (B>dn) ) (An)

elde edilir. Ote yandan, her y > 1 icinse, i) ve ii) kabulleri altinda,

by(p+ (Yknfn)) = ¥(p+ (ve) ) (G\ Ap) +W(py (vdn) )14 (An)
Y (p+ (vdn))1e(An) > ¥(8n)p(An) = 1

Vv

bulunur. Lemmanin iii) kabulil altinda, yine her y > 1 i¢in

Fa(p (Veufa)) = (- (7)) (G \ Ay) + ¥ (po (vdy)) (An)
> W(p ()(G\ Ay) +W(EH(A,) = 1
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bulunur. Buradan her n € N i¢in K (f,,) = {k,} olur ve Teorem 2.2.7°den

1
”fn”@,l - k_(l +I<I>(knfn))

n

esitligi saglanir. O halde,

il = (14 fo(kufu) = (14 D)) + BR(G\A) = L hy =1

n n n

bulunur. Her 7 € G i¢in k,f,,(t) € {e,d,} C SCp oldugundan, Teorem 2.2.12 g6z Oniine
alinirsa, (f,) C ExtB(LY(G)) elde edilir.

Simdi,

g

o= 1+ @(do) ) + D()u(G\Ao). £ = -

(doxa, +exc\a,) Ve do = nlg{}O dy

olarak belirlensin. Bu durumda, i) kosulu altinda dy = b, ii) ve iii) kosullar1 altinda dy = a

olacagindan dy € SCy bulunur.

Birt € G\ A, ve hern € Nigin k, f,(t) = e,t € A, ve her n € Nigin k, f,,(t) = d,, olur. Ayrica,
t € G\ Agicin kof(t) =evet € Agigin kof(t) = dy elde edilir. Ek olarak, Onerme 2.1.13

yani Ol¢iiniin siirekliliginden 1), ii) ve iii) kabulleri altinda da

1(Ag) = lim p(Ay) ve p(G\Ag) = lim u(G\A,)
n—oo n—so0
olur. O halde, her 7 € G igin ky f,(1) 5 kof(¢) saglanr.

Kabullerimizden her r € G \ Xy i¢in k,, f,(¢) = ko f(t) = e olur. Dolayisiyla her ¢ € G i¢in

[ fa(1) = ko.f (1) 12X 6\x, (1) = O ve [knfi(t) = kof (1) = [knfu(t) —kof (1) | 2x, (1) = O

bulunur. Diger yandan, (d,) dizisi ve g fonksiyonunun se¢imlerinden her A > 0 i¢in,

)L|knfn(t) _kOf(t)| < )V|knfn(t)| =Ad, <Ag

olur. Boylece her A > 0 ve her n € N i¢in

I@(A(knfn _kOf)> < I¢()Lg) < oo
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saglanir. O halde Lebesgue Sinirli Yakinsaklik Teoremi’nden ve & fonksiyonunun

stirekliliginden,

tim Lo (2 (koo — ko)) = lim [ (& (ko — ko)) dp

. :/d)(r}gr;l(knfn—kof)>du:0

elde edilir. Bu sebeple,

lenfo— ko f ot = inf —(1+To (A (knfy — ko)) "= 0
A>0 A

[RIEN H loa 4 (RIS

saglanir. O halde, k,f,, — kof ve k, — ko oldugundan % kn knfn — % kof yani f,, — f
elde edilir.

Simdi ise f fonksiyonunun L?(G) uzayinin birim yuvarinin bir u¢ noktas: olmadigini iddia

ediyoruz. Eger b < oo ise, i) sikkinin kabulleri altinda her § < 8 < 1 igin

hp(p+(B(kof))) = Y (p+(Be))du +/A0‘P(p+([3d0))du

G\Ag
—W(py (Beo)) 1t (Ao) “="W(p 4 (Bb))u(Ao)
=W(p_(do) )11 (Ao) = lim W(En)(A,) = 1

olarak bulunur. Buradan ($ko,ko) C K;(f) olur. Dolaysiyla f ¢ ExtB(LT (G)) elde edilir.

Eger b = « ise ii) veya iii) kabulleri altinda, dy = a ve ® fonksiyonu, (a,0) iizerinde
afin olacagindan, bir 8 > 1 bulunabilir 6yle ki ¥(p(Bdo)) = ¥(p+(dp)) saglanir. Ayrica
ii) kabulleri altinda agp = O ve iii) kabulleri altinda & fonksiyonu, (ag,a) iizerinde afin

olacagindan ¥ (p. (Be)) = ¥(p+(e)) saglanr.

Bu durumda,

e+ (Bho ) = ¥(p (Bdo) (o) +¥(p- (Be)) (G \ Ao)
= W(p. (do) 1 (Ao) + ¥(p+ () 1(G \ Ao)
= 1im [#(E) 1 (An) + (4 ())1(G\A,)]
=liml=1

n—soo



72

bulunur ve bundan dolay1 (ko, Bko) C Ki(f) olur. Boylece f ¢ ExtB(L?(G)) elde edilir.

Sonug olarak; i), ii) veya iii)’den biri saglaniyorsa ExtB(LT(G)) kiimesi kapali olamaz.

Teorem 2.7.2 Kabul edelim ki & Orlicz fonksiyonu, ap < supSCep < bp = oo kosulunu
saglasin. Bu durumda, ExtB(L‘lb(G)) kiimesinin kapal1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1) by = oo,

ii) @ fonksiyonunun (ag,supSCe) iizerinde kesin konveks olmasi

kosullarindan birinin saglanmasidir.

Ispat. Notasyonu kolaylastirmak adina ce = supSCq diyelim. Gozlem 2.1.27°den &
fonksiyonu kesin konveks olmadig1 yerlerde afin oldugu i¢in, (cg,c) iizerinde afindir yani

her u > cg icin p4(u) = p+(ce) saglanir.

Gereklilik : Kabul edelim ki Ext B(LT (G)) kiimesi kapali olsun ve ne i) ne de ii) saglanmasin.
Yani b3 < oo ve @ fonksiyonu, (c¢,d) C (ae,cq) pozitif ol¢iilii aralig1 iizerinde afin olsun.
Ayrica b}, Lemma 2.4.2’den bir kesin konvekslik noktasi oldugu igin b}, ¢ (c,d) olmalidir.
Dahast, (¢,d) C (b}, ca) C (b}, o) ise Lemma 2.7.1°den ExtB(L (G)) kapali degildir.

Eger ap > 0 ve u(G) = o ise Lemma 2.4.1’in v) sikkindan ag = b3 = by > 0 bulunur.
Dolayisiyla (c,d) C (ap,ca) = (b}, ca) olur ve Lemma 2.7.1°den ExtB(LP(G)) kiimesi

kapali olamaz.

O halde, artik @ fonksiyonunun (c,d) C (ae,b3) alt araligr iizerinde afin oldugunu ve
bununla birlikte, ya ap = 0 ya da p(G) < oo oldugunu kabul edebiliriz. Ancak bu durumda
da yine Lemma 2.7.1°den ExtB(L{(G)) kiimesi kapali olamaz. O halde, teoremin hem i)

hem de ii) siklar1 saglanmiyorsa ExtB(LT(G)) kiimesi kapal olamaz.

Yeterlilik : Bger b}y = oo ise Teorem 2.4.5’ten ExtB(LY?(G)) kiimesi kapalidir. Simdi ii)
sikkinin saglandigini kabul edelim yani & fonksiyonu, (ag,ce) iizerinde kesin konveks
olsun. O halde, teoremin i) sikkindan, b3 < cg < o = bg oldugunu kabul edebiliriz. Lemma
2.4.3’iin ii) sikkindan ¥(p4(ce))u(G) > 1 olur. Her n € N igin f, € ExtB(LY(G)) ve
f € L¥(G) alalim dyle ki ||fy, — fllo1 — O ve Ki(fy) = {kn} olsun. Lemma 2.5.2’den
u—hhh t € G igin k, — ko ve ko|f(t)] € SCo C [ap,cp| olacak sekilde ko € K;(f)
bulunabilir. Bunun i¢in K (f) kiimesinin bir tek nokta kiimesi oldugunu iddia ediyoruz.
Aksine kabul edelim ki K (f) bir tek nokta kiimesi olmasin. Burada, Iy o p_ fonksiyonunun

sag siirekliliginden &7 (f) < k < k;*(f) i¢in Iy(p4(kf)) = 1 oldugu biliniyor. O zaman bir
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B> licinu({t € G:ko|f(t)| > Bas}) > 0 bulunur. Aksi takdirde her B < 1 igin p—hemen
hemen her yerde ko f < Bag ve boylece Iy(p(kof)) = 0 olurdu. Bu ise ko € K| (f) olmasi
ile celigirdi.

Simdi ko € Ki(f) ve Ki(f) kiimesi bir tek nokta kiimesi degilse ko < k;*(f) olmasi
gerektigini gosterelim.

Eger ko = " (f) olursa her max{x; (f), ll}ko} < k < ko igin pozitif ol¢iilii bir kiime iizerinde,

a0 < %kolf(t)l - %Kf(f)|f(t)| <KIF)] < kolf(1)] < co

elde edilir. Diger yandan, Iq:(p+(ll3k0|f\)) = Ig(p+(lkf])) = 1 oldugu biliniyor. ¥
fonksiyonu, (ay,by) iizerinde kesin artan oldugundan %k()] f| < k|f| iken bu esitligin
saglanabilmesi i¢in, bir (u,v) C (ap,ce) alt araligi iizerinde p.’nin sabit olmasi gerekir.
Bu ise ® fonksiyonunun (ae,ce) iizerinde kesin konveks olmasi ile gelisir yani ko < & (f)

olmalidir.

Ayrica, ko| f(t)| = co esitliginin u—hhh ¢ € G i¢in gegerli olamayacagini gosterelim. Aksine,
kabul edelim ki —hhh 7 € G igin ko | f(¢)| = co esitligi saglansin. Boylece, Iy (p+(ko|f])) =
Iy (p+(co))u(G) > 1 bulunur, kg > &;*(f) ve ko € K;(f) oldugundan ko = k™ (f) celiskisi
elde edilirdi. Dolay1siyla, bir 0 < v < 1i¢in u({t € G : ko|f(¢)| < yco}) > 0 olmalidir. Aksi
takdirde her 0 < y < 1 ve u—hhht € Gigin ko|f ()| > yce olurdu ve bu ko|f(7)| # ce olmasi
ile celigirdi.

O halde, ko € K;(f) ve K;(f) kiimesinin bir tek nokta kiimesi olmamasi kabulleriyle,
ko < &;*(f) ve bir 0 < y < ligin u({r € G : ko|f(t)| < yco}) > 0 elde edilir. Boylece, her
ko < k < min { %/ko, K (f )} icin pozitif 6l¢iilii bir kiime iizerinde

a0 < kol f(1)| < kLF(1)] < §ko|f<t>| <co

olur. Burada Iy(p(ko|f|)) = Ip(p+(k|f])) = 1 ve ¥ fonksiyonu (ay,by) tizerinde kesin
artan oldugundan yine bir (w,?) C (ag,ce) alt araligi iizerinde p. ’nin sabit olmas1 gerekir.
Bu ise @ fonksiyonunun (ag,ce) iizerinde kesin konveks olmast ile celisir. Yani K (f) bir
tek nokta kiimesi ve K;(f) = {ko} olmalidir. Dolayisiyla f € ExtB(L®(G)) olur ve buradan
ExtB(L?(G)) kapali bir kiimedir.
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Lemma 2.7.3 @ Orlicz fonksiyonu, by < supSCq = oo kosulunu saglasin. Eger &, orijinden

gecen bir egik asimptota sahipse ExtB(L‘ID(G)) kiimesi kapal1 degildir.

Ispat. Eger ® orijinden gecen egik asimptota sahipse, bir a > 0 icin

lim (au — ®(u)) = uh_r)rgo‘l’(p+(u)) =ceR

U—roo

olur ve bunun i¢in de gerek yeter kosul lim,_,e @ = a olmasidir. Ayrica Teorem 2.4.5’te

D(u)

u

lim,, e = a = limy_e p4(u) oldugu gosterilmisti.

Burada, cp = oo oldugundan lim, ,.. ¥(p+(u)) = ¢ > 0 olur. Diger yandan, & Orlicz
fonksiyonu, orijinden gecen bir efik asimptota sahip oldugundan sadece sonlu degerler

alabilir yani by = sup{u > 0: P(u) < co} = oo saglanr.

Yine, cp = o oldugu i¢in Lemma 2.7.1°in 1) sikki saglanacagindan eger @ fonksiyonu,
(b%,0) izerinde kesin konveks degilse ExtB(LY(G)) kapali olamaz. O halde @
fonksiyonunun (b, ) iizerinde kesin konveks oldugunu kabul edebiliriz. Tiirev fonksiyonu
P+, (bp,o0) tzerinde sabit olamayacagindan bu aralik iizerinde kesin artandir ve
lim,—e0 p+ (u) = a oldugundan smirhidir. Ote yandan, b} < oo oldugundan Lemma 2.4.3’iin
ii) sikki goz Oniine alinirsa, ci(G) = limy,_eo ¥(p+(u))u(G) > 1 olur. Yine, u ol¢iisii

atomsuz oldugundan cpt(Ag) = 1 olacak sekilde bir ol¢iilebilir Ag kiimesi bulunabilir.

Kabul edelim ki f = x4, olsun. Bdylece, cg = o oldugundan her k > 0 igin

Lo (k) =¥ (P (K, ) ) (o) < lim W(p. ()1 (A0) = cia(A0) = 1

a
bulunur. Her k£ > 0 i¢in ; (kf) + 1 = Iy (p+(kf)) < 1 oldugundan

ki*(f) = sup{k > 0: o (kf) <0} = oo

olur.

Ote yandan, @ fonksiyonu, orijinden gecen bir asimptot aldig1 i¢in Teorem 2.2.9°dan

sonlu olmadigin1 biliyoruz yani k; (f) = oo degerini alabilir. Dolay1siyla

Ki(f) ={0 <k <eo:xq(f) Sk < w57 (f)} =0
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veya

Ky (f) <o ise Ki(f) = (k7 (f),)

olur. Ancak her k > 0 i¢in hy(p+(kf)) < 1 oldugundan ¢ (kf) < O bulunur. Bundan dolay1
K:(f) = inf{k >0 oy (kf) > 0} = infd = oo

elde edilir. Boylece, Teorem 2.2.7°den || f||@,1 = limg—ye %(1 + Ip(kf)) saglanir. Buradan,

1 im o kf) _ o RS )dp

= lim —(1+ 1L = lim —— = lim ————
Ifllos = lim - (1+Ip(kf)) = lim — == = lim =
1 kc 1 ke

=lim- [ &(— = lim -® | — A

P Ao (a)d'u kglolok (a)u< 0)

c. a_ (ke c.. (%)
—aﬁig¢(;>““®—;ﬁi i H)

C
— Zau(Ag) = 1

—ali(Ao)

esitlikleri bulunur. K;(f) bir tek nokta kiimesi olmadigindan f € S(L?(G)) \ ExtB(L?(G))
olur. Diger yandan, (A,) dl¢iilebilir kiimelerin pozitif ve sonlu 6l¢iilii bir dizisi olsun 6yle ki
ApNAg=0ve i(A,) \, 0 saglansin. Bu durumda 1t (A,,) \, 0 oldugundan 1+ cu(A,) =5 1

saglanir. Bunun yani sira, g, = £ Xa,ua, olarak belirleyelim. O zaman her n € N i¢in

1
1= fllog < llgnllo) < 7Id>(lgn)
1
< lim —Io(k
=k @ (kgn)

_¢ lim iq) <k_c) 1(AgUA,) 2.17)
a

a k—e ke
= cl(AgUA,) = cit(Ag) + cit(An)
=l+4cu (An)

8n

olur. Eger her n € N icin h, =

= olarak belirlersek ||/,||@,1 =1 ve
18nll@.1

)

al|gn|
= cp(AgUA,) = cpt(Ag) +cit(An) > 1

im - () = fim % (-
k%w k—)oo
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elde edilir. Dolayisiyla n € Nigin {k > 0 : & (kh,) > 0} # 0 ve &} (h,) < co olur.

Simdi, k, = i (hy) % o oldugunu gosterelim. Aksine k, +— oo olsun. Dolayisiyla
Sup,,eny < o0 olur. O halde, sup,cy = ko € R diyelim. Ote yandan, p, tiirev fonksiyonu,
(b%, o) Uzerinde kesin artan oldugundan, y > 1 i¢in W (p(vkof)) < limy—ee ¥(p+ (1)) = ¢
olur. O halde, her y > 1 i¢in bir 6, > 0 say1s1 bulabiliriz 6yle ki ¥(p(vkogn)) < c— 6y <c

saglanir. Bu durumda (2.17) esitsizligi géz oniinde bulundurularak,

. 1 gn
lim / k,hy,)) = lim L k=
lim Ry (p i (Yknhy)) = lim fy (p+ (y "Hganb,l))

< lim ¥ (p+ (%)) 1(A, UAy)

T n—oo

< lim (¢ — 8y) (1 (An) + 1(A0))

= (c—dy)u(Ao) <1
elde edilir. Boylece y > 1 i¢in Yk, < &j (h,) olur ¢iinkii o (yknh,) < O ve dolayistyla
Ykn < K (hy) = inf{k > 0 : ot (kh,) > 0}

olmalidir. Her n € N i¢in «j (h,) = k, oldugundan Yk, < k, celiskisi elde edilir. Bu durumda,
kp "= oo olmalidir. O halde, oldugundan her M > 0 pozitif sayis1 ve her n > N i¢in k, > M
olacak sekilde bir N € N bulunabilir.

k o
Ayrica, (2.17)’den lim, e ||gn||®,1 = 1 bulunur. Dolayisiyla || nﬁ 7% o gerceklenir.
al|8n||®,1
Yine, bg, < o oldugundan bir ng € N bulabiliriz 6yle ki her n > ny i¢in H n” > by, olur.
aj|gni|®,1

Bununla birlikte, ® fonksiyonu, (b%,c) iizerinde kesin konveks oldugundan p bu aralik
iizerinde kesin artandir. Ustelik, ¥ fonksiyonunun (ay,by) iizerinde kesin artan oldugu
biliniyor. Burada, n € N olmak tizere k € [k} (hy), k7 (hy)) = [K] (hn),0) igin oy (khy,) =0
yani Iy (p(khy,)) = 1 olacagindan bu W ve p,’nin (b}, o) iizerinde kesin artan olmasi ile

celigir. O halde her n > nyg icin K| (h,) bir tek nokta kiimesi ve K (h,) = {k,} olmalidir.

Simdi her n € N i¢in

1
Jn = hnXaqua, + T APXG\ (AguA,)
n
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dizisini tanimlayalim. Her 0 < 8 < 1 ve n > ny igin

Iy (p1(B*knfn)) = ¥(p+ (B kaha) )14 (Ao UA,) + W (py (B%as)) (G \ (Ao UA,))
= I‘P(P+(B2Kf(hn)hn))
<Ig(p+(Bxi (hn)hy) < 1

olur. Ustelik, y > 1 ve n > ng i¢in u(G) = o ise

by (4 (Yhnfn)) = ¥ (p+ (Yhnhn) ) (Ao UAL) + ¥ (p+ (Yae) ) (G \ (AgUA,)) = oo

elde edilir. Ancak eger (G) < oo ise

Iy (ps (Vknfn)) = V(04 (FPhahn) ) (Ao UA,) +F(p1 (Yaw) (G \ (AgUA,))
> I‘I’(p-F(yzKik(hn)hn))
> Iy (p+(v&i (hn)hn)) 2 1

olur. O halde n > ng i¢in K| (f,) tek nokta kiimesidir ve K;(f,) = {k,} elde edilir. Ayrica

(fn) dizisinin se¢iminden her ¢ € G ve n > ng igin

kfalt) € { ,c@} C (byo0) U {0} C SCo

_
a“gnHCD,l

olur. O halde Teorem 2.2.12’den her n > n igin £, € ExtB(L?(G)) olmalidur.

Son olarak f; Mﬁf f yakinsamasinin ger¢eklendigini gosterelim.

Eger ap = 0 ise her A > 0 icin P (%) = ®(0) = 0 olur. Eger agp > 0 ise k, — oo
oldugundan her A > 0 i¢in k,, > A olacak sekilde n € N bulanabilir. Dolayisiyla yeterince
bilyiik 7 € N icin & (%{ﬂ) — 0 olur. O halde, herhangi bir A > 0 icin,

c 1 c
Io(A(fu—f)) =l (7L <mXAouAn + EaCDXG\(AOUAn) - EXA0)> =

—® (E ( L 1>) 1(Ao) + P (L) p(Ay) +@ (’l,zf’) 1(G\ (AgUA,))

a \|gnlle1 al|gn||®,1
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elde edilir. Bununla beraber, ® fonksiyonunun siirekliligi ve ||g,[|e.1 “— 1 yakinsamasindan

@ (“ (;— 1)) 1(4) "5 B(0)11(A9) =0

a \llgnllo.

bulunur. Ayrica 1(A,) = 0 yakinsamasindan

@ (L) 1(A,) =50

al|gnll@.1

saglanir ve son olarak yeterince bilyiik n € N i¢cin & (’I:f’) = 0 olacagindan

A o

® (5 w6\ (o) 50
n

elde edilir. Bu ii¢ yakinsamadan herhangi bir A > 0 icin lp(A(f, — f)) "= 0 saglanr.

Boylece,

n—o

|
Ifo=fllos = inf =(1+Io(A(f = 1)) =5 0
A>0
elde edilir.

[l-llo.1

Sonug olarak, lemmanmn kabulleriyle f, — f bir (f,) C ExtB(LY(G)) igin f ¢
ExtB(L?(G)) elde edildi. O halde, lemmanin kabulleri altinda ExtB(LT(G)) kiimesi kapali
degildir.

Teorem 2.7.4 Kabul edelim ki & Orlicz fonksiyonu, supSCep = o kosulunu saglasin. O
zaman ExtB (LCID(G)) kiimesinin kapali olmas i¢in gerek ve yeter kosul

)by =

ii) @ fonksiyonunun, (b},,0) lizerinde kesin konveks olmasi ve orijinden gegen bir egik
asimptota sahip olmamasi

durumlarindan birinin saglanmasidir.

Ispat. Gereklilik : ExtB(LY(G)) kapali olsun ve hem i) hem de ii) kosullari saglanmasin. Bu
durumda by < oo ve ® fonksiyonu, (b}, ) iizerinde kesin konveks degildir veya orijinden
gegen bir egik asimptota sahiptir. Ancak, Lemma 2.7.1°den b3 < oo iken @ fonksiyonunun
(b%, o) tizerinde kesin konveks ve Lemma 2.7.3’ten & fonksiyonunun orijinden gecen bir
egik asimptotunun olmamasi gerektigini biliyoruz. O halde ExtB(LT(G)) kiimesi kapaliysa

teoremin 1) veya ii) kosullarindan birinin saglanmas1 gerekir.
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Yeterlilik : 1) sikki saglaniyorsa Teorem 2.4.5’ten ExtB (L‘II’(G)) = 0 olur yani kapahdir.

Simdi kabul edelim ki b} < oo ve teoremin ii) kosulu saglansin. Ayrica (f,) C ExtB(LY(G))
ve f € LY(G) olsun dyle ki f, ‘M f ve her n € N icin Ki(f,) = {k,} saglansin. Ote
yandan Lemma 2.5.2’den k, — ko ve p—hhh ¢ € G igin ko|f(t)| € SCe olacak sekilde
ko € K1 (f) bulunabilecegi biliniyor. Teoremin ii) sikkinin gerc¢eklendigi kabul edildiginden
® fonksiyonu (b}, ) iizerinde kesin konvekstir ve orijinden gecen bir egik asimptota sahip
degildir. O halde, Teorem 2.2.10’un 1) sikki gdz Oniine alinirsa, @ fonksiyonu k; tektir.
Boylece, K (f) bir tek nokta kiimesidir ve K (f) = {ko} bulunur. Buradan f fonksiyonunun
L®(G) uzaymnin birim yuvarmin bir ug noktast oldugu elde edilir yani ExtB(LT(G)) kiimesi

kapalidir.

28 1< P<«ICINLY(G) UZAYLARI

Bir 1 < p < oo igin Tanim 2.2.1°de verilen s, (u) = (1 +uP) /P fonksiyonu, [0,0) kiimesi
tizerinde kesin konveks oldugundan birim yuvarin u¢ noktalarinin kiimesi ag¢isindan ¢ok daha

kullanigli sonuglar elde edecegiz.

Lemma 2.8.1 Bir @ Orlicz fonksiyonu, (0,c0) iizerinde dogrusal olmasin. 1 < p < oo
icin f, Mﬁf f olacak sekilde (f,) C ExtB(Lg’(G)) ve f € L;’(G) alinsin ve her n € N
icin K,(f,) = {k,} olsun. Bu durumda, k,, "5 ko ve u—hhh ¢ € G igin ko|f(t)| € SCq
kosullar saglanacak sekilde bir (ky,, ) C (ky) alt dizisi ve bir kg € K,(f) bulunabilir. Ustelik,

K,(f) = {ko} ve dolaysiyla f € ExtB(L(G)) olur.

I-llep

Ispat. Kabul edelim ki f, — f olacak sekilde (f,) C ExtB(Lf(G)) dizisi ve bir
f EExtB(Lg)(G)) almsin. Ayrica her n € N i¢in K,(f,) = {k,} olsun. Birim yuvar
ylizeyindeki bir dizi olan (f,) i¢in f, Mif f oldugundan f # O olur. Dolayisiyla
(fn) dizisi, u olguisinde 0’a yakinsayamaz. Bir diger deyigle her € > 0 igin

li_r)n u{r € G:|fu(t)—0] < €}) =0 olur. O halde

N <uAn) <eoveAn C{te€G:|f, () >n}

olacak sekilde bir n > 0 sayis1, (n,,) C n alt dizisi ve l¢iilebilir (A,,) kiime dizisi bulunabilir.

Simdi (k) dizisinin sinirl oldugunu gosterelim. Teorem 2.2.7’den her n € N igin
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| fullo,p = é(l + (lo(knfn))?P )1/ P'=1 oldugu igin k, > 1 yani dizinin alttan sinirli oldugu
elde edilir. Aksine kabul edelim ki k, — oo olsun. @ fonksiyonu tiim (0,0) aralig1 iizerinde
dogrusal olmadigindan, Onerme 2.1.22 goz oniine alinirsa, ¥ o p, fonksiyonu 0’a 6zdes
olarak esit olamaz yani lim,_,.. ¥ (p+ (#)) > 0 olmalidir. Boylece,

co = NIim @™ (1) ¥ (p- () < lim @ (b, )P (p— (K, ) 1L (Am)

m—oo

i ([ @(kn,,lnmu)pl (/ #tr-tman)

S hm Ig)_l (knmfnm )IlIJ (p_ (knm |fnm |))

m-—yoo

elde edilir. Ote yandan, her m € N dogal sayist igin @y (ky,, /4, ) = 0 oldugundan

127 (K Fon s (P4 (ki o)) = 1

olur. Bununla beraber, Onerme 2.1.21°den herhangi bir u € R igin p_(u) < p(u)

oldugundan

. —1 "

bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde (k,) smirh bir dizidir. Buradan, Bolzano-Weierstrass

Teoremi ile gerekirse bir alt diziye gegerek, bir kg > 0 icin k, — ko oldugu kabul edilebilir.

Teorem 2.2.12 goz oniine alinirsa, her n € N i¢in f;, € ExtB(Lg’(G)) oldugundan p—hhh
n—soo

t € Gigin k, f,,(t) € SCo gerceklenir. Boylece, u—hhh ¢ € G i¢in k,, f,,(t) — ko f(t) ve SCo
kiimesi kapali oldugundan p—hhh ¢ € G i¢in ko f(f) € SCe oldugu elde edilir.

Normun siirekliliginden limy, o || fu||@,p = || f]

@,p olur. Bununla birlikte, Teorem 2.2.7°den

her n € Nigin || fullo,p = kl—ns »(Io(knfn)) esitligi biliniyor. Bunlarin yani1 sira Fatou Lemmasi
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ve ® fonksiyonunun siirekliligi de goz oniine alinirsa,

1

: .1
ESPU‘P(kOf)) > |[flle,p = lim || fa]le,, = lim ESP(I‘P(knfn))

— lim - (1+ (o (uf))") /7

1 »\ 1/p
> (1 n ( liminf®(k, fn)du) )
1/
% <1+ </CI> hmlnf( ,,fn))du) ) ’
1 1/p
L {onrs))

- %sp(lqa(kof))

elde edilir. Dolayisiyla || f||®,p, = %sl,(b(kof)) =1 yani f € S(Lg’(G)) olur.

Teorem 2.2.10’un ii) sikkindan K, (f) bir tek nokta kiimesidir. Kabul edelim ki K,(f) = {k}
olsun. Teorem 2.2.7°den || f||o,» = 15p(lo(kf)) = 1 olur. Eger ko < k ise %Spaq)(k()f)) <1

ve benzer sekilde ko > k olursa %sp (Io(kof)) > 1 olurdu ([4], Lemma 3.5.iv ve vi). Buradan,

k = ko olmasi1 gerektigi elde edilir ve dolayisiyla K,(f) = {ko} olur. O halde, Teorem

2.2.12°den f, Lg’(G) uzayinin birim yuvarinin bir u¢ noktasidir.

Teorem 2.8.2 Herhangi bir ® Orlicz fonksiyonu icin 1 < p < o olmak iizere p-Amemiya
normu ile verilen L;?(G) Orlicz uzayinin birim yuvarmnin u¢ noktalarinin kiimesi, yani

ExtB (L;?(G)) kiimesi kapalidir.

Ispat. Eger ® fonksiyonu, (0,c0) iizerinde dogrusal ise Onerme 2.2.13’ten Lf(G)
Orlicz uzaymin L'(G) Lebesgue uzayma dogrusal bir doniisim aracihigi ile
izometrik oldugu biliniyor. Dolayisiyla @ fonksiyonu, (0,c0) iizerinde dogrusal ise

ExtB(LT(G)) = ExtB(L'(G)) = 0 olur. Béylece, ExtB(L} (G)) kiimesi kapalidur.

Eger ® fonksiyonu, (0, ) iizerinde dogrusal degilse ExtB(Lg)(G)) kiimesi Lemma 2.8.1’den
kapalidir.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tez caligmasinda matematiksel analiz, fonksiyonel analiz ve 0l¢ii teorisindeki temel
yontemler ve teoremler, soyut harmonik analizin bakis acistyla harmanlanarak kullanilmagtir.
Bu calisma, Marek Wista’nin atomsuz genel bir 6l¢ii uzayi iizerinde tanimlanan Orlicz
uzaylari ile ¢calisti§1 "Closedness of the set of extreme points of the unit ball in Orlicz spaces
equipped with the p-Amemiya Norm" isimli [17] makalesi temel alinarak, ayrik olmayan
lokal kompakt grup G iizerinde tanimlanan Orlicz uzaylar icin incelenmistir. Burada,
1 < p < oo olmak iizere p-Amemiya normu ile verilen L;D(G) Orlicz uzay icin k,, k"
fonksiyonlari, ExtB(Lg’(G)) kiimesinin karakterizasyonu ve Haar Ol¢iisiiniin atomsuzlugu
sonuglarin elde edilmesinde 6nemli bir rol oynamistir. Ele alinan konular ile ilgili makaleler
ve kitaplar okunarak gerekli diizenlemeler yapilmigtir. Kullanilan makale ve kitaplar

"Kaynaklar" kisminda belirtilmistir.
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4 BULGULAR

Genel kisimlar1 sekiz boliimden olusan bu tezin ilk boliimiinde kullanilan temel teorem,
tanim ve sonuclara yer verilmistir. Ardindan & Orlicz fonksiyonunun kesin konvekslik
noktalarinin kiimesi ve afin noktalarinin kiimesi incelenmis ve bu kiimelere iliskin, daha

sonraki boliimlerde kullanilmak iizere odnemli lemma ve sonugclar verilmistir.

Ikinci boliimde o6ncelikli olarak p-Amemiya normlart tamtilmistir. 1 < p < oo icin
p-Amemiya formiiliine sahip fonksiyonun, Orlicz uzayr iizerinde Luxemburg normuna
denk bir norm oldugu Teorem 2.2.3’te, co—Amemiya normu ile Luxemburg normunun ve
1—Amemiya normu ile Orlicz normunun ayn formiillere sahip oldugu sirasiyla Onerme

2.2.2 ve Teorem 2.2.5’te gosterilmistir. Bu teoremler 1s181nda asagidaki sonuc elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1 Bir 1 < p < o ve f € L?(G) i¢in ||f|o, = gngisp(lq,(kf)) seklinde
>

tanimlanan normlar almsin. O halde {||-|je, : 1 < p < oo} ailesi L?(G) Orlicz uzay1

iizerindeki normlarin bir ailesidir. Ustelik bu aile, Orlicz normu ve Luxemburg normunu da

kapsamaktadr.

Bu boliimiin devaminda, k,, ve k,* fonksiyonlari tanimlanarak, ¢ Orlicz fonksiyonunun k,
sonlulugu ve K, tekligi icin gerek yeter kosullar [4] makalesindeki yontemlerin benzerleri

uygulanarak verilmistir.

Uciincii boliimde ise Luxemburg normuyla yani co—Amemiya normuyla verilen Orlicz
uzaylarinda ExtB(LE(G)) kiimesinin kapalihigi, [7] makalesindekilerin lokal kompakt

gruplar i¢in diizenlenmesiyle calisilmis ve asagidaki teorem elde edilmistir.

Teorem 4.1.2 Bir ® Orlicz fonksiyonu alinsin. ExtB(LE(G)) kiimesinin kapali olmasi igin

gerek ve yeter kosul @ fonksiyonunun I', kosulunu saglamasidir.

Dort, bes, altt ve yedinci boliimlerde Orlicz normu yani 1—Amemiya normu ile verilen
Orlicz uzaylari, bu tez i¢in bir temel olan Marek Wista’nin "Closedness of the set of
extreme points of the unit ball in Orlicz spaces equipped with the p-Amemiya Norm" isimli
makalesindeki metodlar kullanilarak lokal kompakt gruplar i¢in calisilmigtir. Dordiincii

ve besinci boliimlerde b3, ve by sabitleri tanimlanmus, ardindan bu sabitler aracihigiyla
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ExtB (L‘lb(G)) kiimesinin bos kiimeden farklilig1 arastinnlmig ve baz1 yardimer sonuglar elde
edilmistir. Bu sonuglardan yola ¢ikilarak, ExtB(LP(G)) kiimesinin bog kiimeden farklilig1

icin asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc¢ 4.1.3 L?(G) Orlicz uzayinin birim yuvarinin u¢ noktalarinin kiimesinin bos kiime
yani ExtB(LP(G)) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul LP(G) Orlicz uzaymm L'(G)
Lebesgue uzayina dogrusal olarak izometrik olmasi ve bunun i¢in de gerek yeter kosul

by = oo olmasidir.

Ispat. Teorem 2.4.4’tin karsit tersi dikkate alinirsa ExtB(LT(G)) = 0 ise b}y = o olur.
Teorem 2.4.5’ten ise by = o olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun LCID(G) Orlicz uzayinin
L'(G) Lebesgue uzayma dogrusal olarak izometrik olmasi, dolayisiyla ExtB(LP(G)) = 0

olmasi gerektigini biliyoruz. O halde bu ii¢ kosul birbirine denktir.

Altinct ve yedinci boliimlerde @ Orlicz fonksiyonu i¢in bg sabitinin sonluluguna gore
iki duruma ayirarak ExtB(LT(G)) kiimesinin kapaliligi icin gerek ve yeter kosul elde
edilmigtir. Bir reel sayidan sonra sonsuz degerini alan yani bg < oo kosulunu saglayan
Orlicz fonksiyonlari alinarak Ext B(L® (G)) kiimesinin kapalihg1 igin siradaki teorem ile elde

edilmistir.

Teorem 4.1.4 Bir ® Orlicz fonksiyonu, bir reel sayidan sonra sonsuz deger alsin yani bgp < oo
kosulunu saglasin. Bu durumda ExtB(LY(G)) kiimesinin kapali olmasi igin gerek ve yeter
kosul

i) by = b,

il) by < be ve ® fonksiyonunun (b3, be) lizerinde kesin konveks olmast,

iii) bir @ > 0 i¢in ® fonksiyonunun (0,a) iizerinde dogrusal olmasi

kosullarindan birinin saglanmasidir.

Sadece sonlu degerler alan Orlicz fonksiyonlar1 goz Oniine alinarak yani by = oo kosulu
altinda ExtB(L? (G)) kiimesinin kapalihig1 i¢in Teorem 2.5.5, 2.7.2 ve 2.7.4’te elde edilenleri

asagidaki teorem ile 6zetleyelim.

Teorem 4.1.5 Bir ® Orlicz fonksiyonu, sadece sonlu degerler alsin yani bg = o kosulunu
saglasin. ExtB(LP(G)) kiimesinin kapali olmasi icin gerek ve yeter kosul
i) by =

i) ap = sup SCop >0,
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iii) ap < supSCep < oo ve @ fonksiyonunun (ag,supSCqy) iizerinde kesin konveks olmast,
iv) supSCp = oo, @ fonksiyonunun (b3, o) iizerinde kesin konveks olmasi ve orijinden
gecen bir egik asimptota sahip olmamasi

kosullarindan en az birinin saglanmasidir.

Son olarak sekizinci boliimde, 1 < p < eoi¢in p-Amemiya normunu iireten s, fonksiyonunun
kesin konveksliginden ExtB(Lg’(G)) kiimesinin kapali oldugu gosterilmistir. Teorem
2.2.3’ten p-Amemiya normunun Luxemburg normuna denk oldugu biliniyor. Ayrica
Luxemburg normunun Orlicz normuna denk oldugu da biliniyor [14]. Dolayisiyla
p-Amemiya normu hem Luxemburg normuna hem de Orlicz normuna denk bir normdur.

O halde, Teorem 2.8.2 g6z Oniine alinarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.6 Orlicz veya Luxemburg normu ile verilen Orlicz uzayi, birim yuvarinin ug
noktalarinin kiimesi kapali olacak sekilde, topolojik olarak denk olan bir norm ile yeniden

donatilabilir.
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S5 TARTISMA VE SONUC

X bir Banach uzay1 ve topolojik duali X* olsun. ExtB(X™) kiimesi ile, X* uzayinin kapali
birim yuvarinin ug¢ noktalarinin kiimesi gosterilsin. Ext B(X*) kiimesinin norm kapaliliginin
bilinmesi, ExtB(K(X,C(Z))) kiimesinin karakterizasyonunu kolaylastirir [5]. Bu amaca
yonelik olarak, bir Banach uzay icin dual uzayin kapali birim yuvarinin u¢ noktalarinin
kiimesinin kapalilig1 arastirilmaktadir. Kapali birim yuvara iligkin bu 6zellik, p-Amemiya
normu ile bir Banach uzayr olan Orlicz uzaylan i¢in farkli makalelerde incelenmisgtir
[7, 17]. Bu ¢aligmalarda Orlicz uzayr genel bir dlcii uzay: iizerinde tanimlanmistir. Bu tez
kapsaminda ise, p-Amemiya normu ile verilen Orlicz uzaylar1 i¢in bu 6zellik, genel bir 6l¢ii
uzay1 yerine lokal kompakt grup alinarak, 1 < p < co durumlarinin tiimii i¢in arastirilmistir.
Burada, 1 < p < oo durumu i¢in p-Amemiya normunu iireten s, fonksiyonunun sagladig
avantajdan dolayz, ExtB(Lg’(G)) kiimesinin ek bir kosula ihtiya¢ duymaksizin kapali oldugu
gosterilmistir. Bununla beraber, p-Amemiya normlarinin, Orlicz ve Luxemburg normlarini

da kapsayan daha genig bir sinif oldugu da gosterilmistir.

Fonksiyonel analiz ve harmonik analiz i¢in 6neminin yani sira uygulama alanlar da giiclii
olan Orlicz uzaylari, p-Amemiya normlar ile ayrintili bir sekilde incelenmis ve ele alinan

konular ile ilgili kaynaklar taranip yorumlanarak, kolay anlagilabilir bir hale getirilmistir.

Atomsuz bir M 6l¢ii uzayi tizerinde tanimlanan ve 1 < p < oo olmak iizere p-Amemiya normu
ile verilen Lg) (M) Orlicz uzaylari i¢in ExtB(Lg) (M)) kiimesinin kapalilig1 [17] makalesinde,
M. Wisla tarafindan calisilmistir. Bu tezde ise genel bir 6l¢ii uzay: yerine ayrik olmayan
dolayisiyla atomsuz lokal kompakt grup G alinarak, ExtB(L;}’(G)) kiimesinin kapaliligi

incelenmistir.

Bu caligmalar, atomik bir 6l¢ii uzay1 olan ayrik lokal kompakt alinarak, p-Amemiya normu

ile verilen Orlicz dizi uzaylar i¢in de yapilabilir.
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