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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

supp f

X®Y
|- =

1/ lle
M(L*(G),L*(G))

Aciklama

: Yerel kompakt grup

: R (reel sayilar) veya C (kompleks sayilar) cismi

: A kiimesinin konveks zarfi

: G lizerindeki Haar olciisii

: G iizerinde taniml siirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlar uzay1

: G iizerinde taniml siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzay1

: G iizerinde tanimli kompakt destekli siirekli fonksiyonlar uzayi

: G iizerinde tanimli kompleks degerli sinirli regiiler Borel dlciilebilir fonksiyonlar
uzay1

: 1 < p <o olmak iizere G iizerinde tanimli reel veya kompleks degerli olciilebilir ve

J|f(x)|Pdx < oo kogulunu saglayan fonksiyonlar uzay1

G
: LP(G) Lebesgue uzaymdaki f fonksiyonunun normu

: x ile sol dteleme operatorii

: f ve g fonksiyonlarinin girisim (convolution) ¢arpimi
: f fonksiyonunun destegi

: Dirac olg¢iisii

: X ve Y normlu uzaylarinin projektif tensoér carpimi

: projektif norm

: X uzayiin dual uzayi

: zayif yildiz

: Young fonksiyonu

: ® Young fonksiyonunun tamlayan Young fonksiyonu
: Orlicz uzay1

: L®(G) Orlicz uzayindaki f fonksiyonunun normu

: LY (G) uzayindan L®(G) uzayina giden ¢arpanlar (multipliers) uzay:
: Ispat bitti

vi



OZET

DOKTORA TEZI

ORLICZ UZAYLARININ BAZI HOMOLOJIK OZELLIKLERI

Riiya USTER

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof.Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

Bu tez calismasinin konusu genel olarak harmonik analizin, 6zel olarak da soyut harmonik
analizin kapsamindadir. Calismanin temel amaci 1 < p < e ve G yerel kompakt grup olmak
iizere LP(G) Lebesgue uzaylarinin bir genellestirmesi olan Orlicz uzaylarma iliskin bazi
homolojik 6zelliklerin incelenmesi ve kompakt carpanlar uzayinin belirlenmesi tizerinedir.

Banach cebirlerinin homolojik ozellikleri ilk kez A. YA. Helemskii’nin [14] kitabinda
incelenmigtir. Yine 2003 yilinda Dales ve Polyakov [8] G yerel kompakt grup ve 1 <
p < oo olmak iizere L”(G) uzaymin L'(G) Banach cebiri iizerinde girisim (convolution)
islemine gore Banach modiil olmasini kullanarak L”(G) Banach modiilleri i¢in homolojik
ozellikleri aragtirmiglardir. Ote yandan Banach cebirleri ve Banach modiillerinin carpanlarini
arastirmak oldukca onemlidir. Ozellikle kompakt gruplarin temsil teorisinde nemli bir yer

tutmaktadir. Lebesgue uzaylari i¢in ¢esitli ¢carpanlar uzay1 pek ¢ok matematikci tarafindan
calistlmastir ([2], [S], [12], [17] [43]).

Bu tezde, G yerel kompakt grup ve & Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz
uzaylarinin L' (G) iizerinde girisim islemine gére modiil olmasi kullanilarak, projektiflik,
injektiflik, flatnesslik gibi homolojik ozellikleri arastirllmis ve ¢arpanlar uzayi, ozellikle
kompakt carpanlar uzayi belirlenmistir. Boylece, Lebesgue uzayinda yapilan ¢alismalar
genellestirilmis olmustur.

vii



Yine, Lau [21] calismasi temel alinarak ve L®(G) Orlicz uzaylarmin L!(G) Banach modiil
yapist kullanilarak kapali, konveks, defismez alt kiimeleri belirlenmis, afin doniisiimler
araciligryla kompakt carpanlar uzay1 incelenmistir. Boylece grubun kompaktliginin ¢carpanlar
uzayinin kompaktlig: ile belirlenebilmesi i¢in bir dl¢iit de elde edilmistir.

Ekim 2019, 70 sayfa.
Anahtar kelimeler: Yerel kompakt grup, Orlicz uzayi, otelemeler altinda degismez

kiimeler, konveks kiime, grup cebiri, Banach modiil, projektif, injektif,
flat, kompakt ¢arpanlar.
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SUMMARY

Ph.D. THESIS

SOME HOMOLOGICAL PROPERTIES OF ORLICZ SPACE

Riiya USTER

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Mathematics Program

Supervisor: Prof.Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

The subject of this thesis is in the scope of harmonic analysis in general and abstract
harmonic analysis in particular. The main purpose of this study is to examine some
homological properties of Orlicz spaces which are generalizations of L”(G) Lebesgue
spaces, including 1 < p < e and locally compact group G.

Homological properties of Banach algebras are examined in the book of A. YA. Helemskii
[14] for the first time. Also in 2003, Dales and Polyakov [8] examined the homological
properties of LP(G) Banach modules, including the locally compact group G and 1 < p <
oo, by using the fact that LP(G) is a Banach module over the Banach algebra L!(G) with
respect to the convolution product. On the other hand, it is important to investigate the
multipliers of Banach algebras and Banach modules. It is especially important in the theory
of representation of compact groups. Multipliers space for the Lebesgue spaces has been
studied by many mathematicians ([2], [5], [12], [17] [43]).

In this thesis, homological properties of Orlicz spaces, including the locally compact group
G and Young function ®, such as projectivity, injectivity and flatness are examined and
multipliers space, in particular compact multipliers space is determined by using the fact
Orlicz spaces are modules over L!(G) with respect to the convolution. Thus, the studies in
Lebesgue space have been generalized.
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Again, based on Lau’s study [21], closed convex invariant subsets of Orlicz spaces are
determined and compact multipliers space is examined by affine transformations by using the
fact that Orlicz spaces are L' (G) Banach modules. Thus, a criterion is obtained to determine
the compactness of the group by the compactness of the multiplier space.

October 2019, 70 pages.

Keywords: Locally compact group, Orlicz space, invariant set, convex set, group algebra,
Banach module, projectivity, injectivity, flatness, compact multiplier.



1. GIRIS

Bu tez calismasmin temel amaci, Lebesgue uzaylarinin bir genellestirmesi olan Orlicz
uzaylarinin Banach modiil yapisindan gelen homolojik o6zelliklerinin incelenmesi ve

ozellikle kompakt carpanlarinin karakterize edilmesi lizerinedir.

G yerel kompakt grup ve 1 < p < o olmak iizere L”(G) Lebesgue uzaylarinin girigim
(convolution) islemine gore Banach cebiri ve Banach modiilii yapis: ile buradan gelen
ozelliklerin incelenmesi soyut harmonik analizin temel konularindan biridir. Orlicz
uzaylarimin ve agirlikli Orlicz uzaylarmin Banach cebiri yapisi ve ozellikleri bircok
matematik¢i tarafindan incelenmistir, ([1], [29], [31], [32], [33]), fakat Orlicz uzaylarinin
modiil yapist kullanilarak homolojik 6zellikleri incelenmemistir. Bu tez calismasinda bu

alandaki boslugu doldurmak amac¢lanmaktadir.

Lebesgue integral teorisinin analiz problemlerinde 6nemli bir yer tutmasindan bu yana,
L? Lebesgue ailelerinden daha kapsamli bir sinif ihtiyac1 dogal olarak ortaya ¢ikmustir.
Bu kapsamda degisken {iistel Lebesgue uzaylar literatiirde ilk kez 1931 yilinda W. Orlicz
[27] tarafindan sunulmustur. Ardindan 1932 yilinda W. Orlicz [28] Orlicz uzaylarim klasik
Lebesgue uzaylarinin bir genellestirmesi olarak tamitmistir. Bu genellestirmede Lebesgue
uzaylar1 tanimindaki x” fonksiyonu yerine Young fonksiyonu olarak adlandirilan daha genel
bir konveks fonksiyon kullanmigtir. L” uzaylarinin yami sira pek cok cesitli fonksiyon
uzaylar1 da Orlicz uzaylarinda icerilir. Ornegin Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonlar

calismasinda ortaya ¢ikan Llog L uzay: bunlardan biridir. Burada LlogL
[ 1£@ltog|7(oldx < =
Rn
kosulunu saglayan oOlciilebilir f fonksiyonlarinin uzayidir. Bunun disinda belirli Sobolev

uzaylar1 da Orlicz uzaylarinin alt uzayi olarak icerilir.

llerleyen yillarda Orlicz uzaylarmin yapisi [24], [26] calismalarinda ele alinmustir. 1961
yilinda Krasnosel’skii ve Rutickii’nin [19] calismasi tamamen Orlicz uzaylaria ayrilmig

ve harmonik analizin yam sira diferansiyel ve integral denklemlerde, olasilikta ve istatistikte



etkin olarak kullanilan teoriyi gelistirmistir.

1991 yilinda Rao ve Ren (X,S,u) ol¢ii uzayr olmak iizere [35] caligmalarinda Orlicz

uzaylarinin daha genel teorisini @ Young fonksiyonu i¢in incelemiglerdir.

Rao ve Ren’in bu ¢aligsmasi temel alinarak G yerel kompakt grup, i, G iizerinde Haar olciisii

ve ® Young fonksiyonu olmak iizere L®(G) ile gosterilen Orlicz uzayi
L?(G) = {f :G—K: folgilebilir, Ja > 0,/CI>(Oc|f(x)|)d/,L(x) < 00}
G

olarak tanimlanmaktadir. Ayrica ¥, ® Young fonksiyonunun tamlayan fonksiyonu olmak

iizere her f € L®(G) igin

[fllo:=supq [ [f(x)v(x)[du(x): [ P(v(x)])du(x) <1
ey, |

G

normu ile L®(G) Orlicz uzay1 Banach uzayidir [35].

G yerel kompakt grup ve p = 1 olmak iizere L! (G) uzayinin Banach cebiri yapisi sayesinde
carpanlara ayirma, spektral sentez gibi bircok problem ortaya ¢ikmaktadir. Ancak p > 1
ve G grubu kompakt degilken L”(G) girigsim iglemine gore Banach cebiri degildir. Saeki
[41] ¢alismasinda L”(G) uzaymnin girisim islemine gore Banach cebiri olmasi igin gerek
ve yeter kosulun G grubunun kompakt olmasi gerektigini ispatlamugstir. Ote yandan 1 <
p < oo olmak iizere L”(G) sol Banach L!(G)-modiildiir [16]. L”(G) uzaylarmin homolojik
ozellikleri Dales ve Polyakov [8] tarafindan incelenmistir. Bu calismalarinda, L' (G) Banach
cebirlerine iligkin homolojik 6zellikler verilmistir. Ozel olarak Cy(G) uzayim sol Banach
L'(G)-modiil olarak ele alarak projektif, injektif ve flatness olmasi igin gerek ve yeter
kosullari vermislerdir. Yine bu caligmada L' (G) nin injektif sol Banach L!(G)-modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosulun G grubunun diskret ve amenable olmasi gerektigi ispatlanmugtr.
Ayrica L”(G) ve LP(G) uzaylarimin projektif sol Banach L!(G)-modiil olma kosullari

verilmistir.

Ote yandan, carpanlar (multipliers) kavrami harmonik analizde ilk kez Fourier
serilerinin toplanabilirligi teorisi ile iligkili olarak ortaya ¢ikmistir ve zamanla harmonik
analizin diger alanlarinda da c¢alisilmistir. Bunlara Fourier doniisiimlerinin ozellikleri

ve genisletmeleri ¢alismalari, grup cebirlerinin homomorfizmalarinin incelenmesi, grup



cebirlerinin karakterizasyonu, topolojik cebirlerde carpanlara ayirma problemleri ornek
olarak verilebilir. Ayrica carpanlar kavrami, Banach cebirlerinin ve yerel kompakt gruplarin
temsil teorisi, yaklasim siirecleri, kismi diferansiyel denklemler gibi alanlarda da ele
alinmigtir. Carpanlar teorisinin bu uygulama alanlar1 6zel calisma alamidir. Bu ¢alismada

kompakt ¢arpanlar uzay1 ele alinacaktir.

G yerel kompakt degismeli grup, 1 < p,q < o olmak iizere L(G) uzayindan L?(G)
uzayma giden carpanlar uzayi, Figa-Talamanca ve Gaudry [12] tarafindan incelenmistir.
Bu caligmalarinda carpanlar uzay1 olarak adlandirilan, L9(G) uzayindan L?(G) uzayina
giden sinirly, lineer, 6teleme doniisiimleriyle degismeli olan M (LY(G),LP(G)) ile gosterilen

operatorler uzayini karakterize etmislerdir.

Yine, Hormander [17] calismasinda R" iizerinde carpanlar uzayinin temel 6zelliklerini
incelemis ve g > p olmak iizere, G kompakt olmayan yerel kompakt bir grup oldugunda

M(L1(G),LP(G)) = {0} oldugunu ispatlamugtir.

G yerel kompakt grup ve p = 1 olmak iizere Wendel [43] calismasinda L'(G) igin
carpanlar uzayinin, G iizerinde tanimli kompleks degerli smirli regiiler Borel odlciilebilir
fonksiyonlar uzay1 M(G) oldugunu gostermistir. G grubunun kompakt olmadigi durumda
Sakai [42] calismasinda L!(G) iizerinde Steleme doniisiimleriyle degismeli, sinirli, lineer,
kompakt operatorlerin sifir oldugunu ispatlamistir. Diger yandan Akemann [2] ¢alismasinda
G kompakt grup ise M(L'(G),L'(G)) garpanlar uzaymin sadece kompakt operatorlerden

olustugunu gostermistir.

Ayrica, Lau [21] calismasinda Lebesgue uzaylarinin 1 < p < o i¢in kapali, konveks,
sol (sag) otelemeler altinda degismez kalan alt kiimelerini ¢alismstir, 6zel olarak L?(G)
Lebesgue uzaylarinin bir tek kompakt konveks sol (sag) Stelemeler altinda degigsmez kalan
alt kiimesinin orijin oldugunu gostermistir. Ayrica bu ¢alismada L9(G) uzaymin kapali,
konveks, otelemeler altinda degismez olan herhangi bir alt kiimesinden L”(G) uzayinin
kapali, konveks, dtelemeler altinda de§ismez olan herhangi bir alt kiimesine giden Steleme

operatorleriyle degismeli afin doniisiimler karakterize edilmisgtir.

G yerel kompakt grup ve @ Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz uzaylarinin homolojik
ozelliklerinin incelenmesini ve kompakt ¢carpanlar uzayinin karakterize edilmesini temel alan

bu tez ¢alismasi bes boliimden olugmaktadir.



Birinci boliim olan Girig boliimiinde, projektif, injektif, flatness ve carpanlar kavramlariyla
ilgili literatiirde yer alan bazi ¢calismalara yer verilmis ve tez ¢calismasinin temel motivasyonu

ifade edilmistir.

Ikinci boliim olan Genel Kisimlar béliimiinde, bu tez calismasi boyunca kullanilacak olan

temel tanim ve kavramlar ile literatiirde yer alan bazi teorem ve sonuclara yer verilmistir.

Uciincii boliim olan Malzeme ve Yoéntem boliimiinde, tezde kullamilan yontemlere yer

verilmistir.

Dordiincii boliim olan Bulgular boliimii iki kisim halinde incelenecektir. Birinci kisimda
G yerel kompakt grup ve © Young fonksiyonu olmak {iizere Lq)(G) Orlicz uzaylarinin
projektif modiil olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun G grubunun kompakt olmasi gerektigi

ispatlanmistir. Ayrica hangi kosullar altinda injektif ve flat modiil olacag: incelenmistir.

Calismanin temel amaclarindan biri de Orlicz uzaylan i¢in kompakt carpanlar uzayinin
karakterize edilmesidir. Bunun icin ikinci kisimda ilk olarak L‘D(G) uzaylarinin kapali,
konveks ve sol otelemeler altinda degismez olan alt kiimeleri incelenmistir. Ardindan Orlicz
uzaylarinin alt kiimeleri iizerinde siirekli ve afin doniisiimler karakterize edilmistir ve bu

kisimda elde edilen sonuglar kullanilarak kompakt ¢arpanlar uzayi belirlenmistir.

Bulgular boliimiiniin son kisminda ise ¢esitli kompakt ve kompakt olmayan topolojik grup
ornekleri verilmistir. Dordiincii bolim boyunca elde edilen sonuglar verilen bu gruplara

uygulanarak somut 6rnekler gézlemlenebilir.
Bulgular boliimiinde elde edilen 6zgiin Teorem ve Sonuclar asagidaki gibidir:
Teorem 1.1 G yerel kompakt grup ve ® bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda L®(G)

uzayin projektif sol Banach L (G)-modiil olabilmesi icin gerek ve yeter kosul G grubunun

kompakt olmasidrr.
Gozlem: G yerel kompakt grup, (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu ¢ifti ve ¥ € A;
olsun. Eger L®(G) projektif sol Banach L!(G)-modiil ve G ayrilabilir (2. sayilabilir) ise

G kompakttir.

Onerme 1.2 G yerel kompakt grup ve (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu cifti olsun. Eger



G amenable grup ise asagidakiler gerceklenir:

1. L®(G) flat sol Banach L' (G)-modiildiir;
2. L®(G) nin dual modiilii L* (G) injektif sag Banach L' (G)-modiildiir;
3. eger ® ve Y Young fonksiyonlarimin her ikisi de Ay kosulunu saglarsa L‘D(G) dual

modiil oldugundan hem injektif hem flat sol Banach L' (G)-modiildiir.

Lemma 1.3 G yerel kompakt bir grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere asagidakiler

saglanir:

1. Her bir f € L2(G) icin w s w* f doniisiimii (M(G),z") uzaymdan (L®(G),z) uzayna

stireklidir;

2. her bir f € L'(G) icin h— f * h doniisiimii (L®(G),z) uzaymdan (L®(G),z) uzaymna

stireklidir.

Teorem 1.4 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu ve C, Lq)(G) uzaymin kapali,
konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda C kiimesinin sol otelemeler altinda degismez

olabilmesi icin gerek ve yeter kosul her h € P|(G) i¢cin hxC C C olmasidir.
Sonug 1.5 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu olmak iizere I, Lq’(G) uzaymin kapali
bir alt vektor uzayt olsun. Bu durumda L' (G) xI C I olabilmesi icin gerek ve yeter kogul I

alt vektor uzaymin sol otelemeler altinda degismez olmasidir.

Sonuc 1.6 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere, her f € L®(G) icin

CO{foZX € G}HH(I) = {(p*f XS PI(G)}H'ch

esitligi saglantr.

Teorem 1.7 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda G grubunun
kompakt olmamast icin gerek ve yeter kosul L® (G) uzayimin bostan farkli her kapali, konveks,

sol otelemeler altinda degismez alt kiimesinin orijini icermesidir.



Teorem 1.8 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda G grubunun
kompakt olmamast icin gerek ve yeter kosul LCD(G) uzaymin bostan farkli her kompakt,

konveks, sol otelemeler altinda degismez alt kiimesinin orijin olmasidir.

Teorem 1.9 G yerel kompakt grup, ®, ¥ Young fonksiyonlari ve B, C sirasiyla L‘P(G) ve
Lq’(G) uzaylarumin kapali, konveks, sol otelemeler altinda degismez olan alt kiimeleri olsun.

T : B — C siirekli ve afin bir doniisiim ise asagidakiler denktir:

1. T doniisiimii tiim sol otelemelerle degismelidir. Bir baska deyisle her x € G ve her
f €Bicin T(L.f) = L,Tf saglamr.

2. Herh e P\(G) ve her f € Bicin T (hx f) = hxT(f) gerceklenir.

Sonug¢ 1.10 G yerel kompakt grup, ® ve ¥ Young fonksiyonlar: olmak tizere T : L\P(G) —

L®(G) siurly lineer bir operator olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

1. Her x € Gve her f € LY(G) i¢in T(Lyf) = L, T f saglamr.

2. Her h € LY(G) ve her f € L¥(G) icin T (h+ f) = hx T (f) gerceklenir.

Teorem 1.11 G kompakt olmayan yerel kompakt bir grup, ® Young fonksiyonu olmak iizere
C, L'(G) uzaymn bostan farkli, kapali, konveks, sol itelemeler altinda degismez bir alt
kiimesi ve B, Lq’(G) uzaymin bostan farkli, zayif kompakt, kapali, konveks, sol otelemeler
altinda degismez bir alt kiimesi olsun. Eger T : B — C doniisiimii siirekli, afin ve her x € G,
her f € Bicin T(Lyf) = LT f kosulunu sagliyor ise T (f) = 0 olur.

Teorem 1.12 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu olmak iizere C, L*(G) uzayimn
zayif kompakt, kapali, sinirli ve sol dtelemeler altinda degismez bir alt kiimesive T : P (G) —

C siirekli, afin bir doniisiim olsun. Asagidakiler denktir:

1. T tiim sol oteleme doniisiimleri ile degismelidir.

2. Oyle bir f € C fonksiyonu her h € P|(G) icin T(h) = hx f kosulunu saglayacak

bicimde mevcuttur.



Teorem 1.13 G yerel kompakt grup, (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu ¢ifti ve ®,F €
Ay olmak iizere T : L'(G) — L®(G) simrly, lineer bir operator olsun. Bu durumda T €
M(L'(G),L®(G)) olabilmesi icin gerek ve yeter kosul dyle bir f € L¥(G) fonksiyonunun
her h € L' (G) icin T (h* f) = h* f kosulunu gercekleyecek sekilde mevcut olmasidur.

Teorem 1.14 G kompakt bir grup olmak iizere L' (G) uzayimdan L®(G) uzaymma giden her

T carpani kompakttir.

Teorem 1.15 G kompakt olmayan yerel kompakt bir grup ve @,V Young fonksiyonlari olsun.
Bu durumda L\P(G) uzaywmdan L‘b(G) uzaywma giden tek kompakt ¢carpan sifirdir.

Teorem 1.16 G kompakt olmayan bir yerel kompakt grup ve A, L®(G) uzaymmn zayif
kompakt, kapali, sol ételemeler altinda degismez alt uzayt olsun. Eger T : A — L! (G) simrly

lineer operatorii sol dteleme doniisiimleriyle degismeli ise T operatorii sifirdir.

Son olarak besinci boliim olan Tartisma ve Sonu¢ boliimiinde, Bulgular kisminda elde
edilenlerin degerlendirmesi yapilmistir ve ileride ¢alisma konusu olabilecek kavramlara yer

verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu kisimda, tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, kavramlar ve bazi 6nemli sonuglar
verilmistir.

2.1. BANACH CEBIRLERI

Asagida verilen tanim ve Ozellikler i¢in [4], [16] kaynaklarindan yararlanilmasgtir.

Tanmm 2.1.1 (A, || - ||) bir normlu uzay ve A, K cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger norm

alt carpimsallik ozelligini sagliyorsa, bir baska deyisle her x,y € A icin

eyl < [yl

esitsizligi saglantyorsa A cebiri K cismi iizerinde bir normlu cebirdir denir. Ozel olarak
(A,]| - ||) normlu uzayr Banach uzay ise A normlu cebirine Banach cebiri denir. Eger her
x,y € A icin xy = yx kosulu saglantyorsa A cebirine degismelidir denir. Ayrica her x € A icin
ex = xe = x olacak sekilde bir e € A elemant varsa A cebirine birimli normlu cebir denir. Bu

durumda e elemamina da A cebirinin birimi denir.
Tammm 2.1.2 A, K cismi iizerinde bir Banach cebiri ve E, K iizerinde bir vektor uzayt olsun.
Eger

AXE —E

(a,x) — ax
doniigiimii icin
1. her a € A i¢cin x — ax doniigiimii E iizerinde lineer,

2. her x € E i¢in a — ax doniigiimii A tizerinde lineer,

3. hera,b € A ve her x € E i¢in a(bx) = (ab)x



kosullart saglaniyorsa E, sol A-modiildiir denir.

Benzer sekilde

ExA—E

(x,a) — xa

doniisiimii icin

1. her a € A i¢cin x — xa doniigiimii E iizerinde lineer,
2. her x € E i¢in a — xa doniisiimii A iizerinde lineer,

3. hera,b € A ve her x € E i¢in (xa)b = x(ab)

kosullart saglantyorsa E, sag A-modiildiir denir.

Eger E hem sol hem sag A-modiil ve her a,b € A, her x € E icin

a(xb) = (ax)b

kosulunu sagliyorsa A-bimodiildiir denir.

Tanmm 2.1.3 (A, || -

), K cismi iizerinde bir Banach cebiri ve (E,|| - ||) bir Banach uzayt

olmak iizere E, A iizerinde bir modiil olsun. Eger bir M > 0 sayisi her a € A ve x € E i¢cin

lax||e < M[allallxl|£

kosulunu saglaniyorsa, E A iizerinde bir sol Banach modiil veya sol Banach A-modiil denir.

Benzer sekilde

lxalle < Ml|x||gljalla

kosulu saglaniyorsa E A iizerinde bir sag Banach modiil veya sag Banach A-modiil denir.

Eger her iki ozellik birlikte saglantyorsa E modiiliine Banach A-bimodiil denir.

Ornek. A bir Banach cebiri ve E sol Banach A-modiil olsun. Bu durumda E modiiliiniin
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duali E* agagidaki modiil islemiyle birlikte sag Banach A-modiildiir.

(x,Aa) = (ax, L), acA, xcE, AcE".

Benzer sekilde E sag Banach A-modiil ise E*

(x,al) = (xa, 1), acA xeE, A€E"

modiil igslemiyle birlikte sol Banach A-modiildiir.

Tamm 2.1.4 (A, || - ||) bir normlu cebir olmak iizere A iizerinde bir {eq}acr agr verilsin.
Eger her x € A i¢cin eqx — x oluyorsa {eq }acr agl, A normlu cebiri icin sol yaklagik birim,
her x € A icin xeq — x oluyorsa {eq}acr agl, A normlu cebiri icin sag yaklagik birimdir
denir. Ayrica her o € I igin oyle bir M > 0 sayist ||eq|| < M kosulunu saglayacak bicimde
mevcutsa, yani {eq}oer agt simrl ise, A normlu cebirinin siurl yaklagik birimi olarak

adlandirilir.

Teorem 2.1.5 (Cohen Factorization Teoremi) A sinirlt sol yaklasik birime sahip bir

Banach cebiri olsun. Bu durumda her z € A ve 6 > 0 igin

1. z=xy,

2. y€ (Az);

3 flz=yll <6

olacak bigcimde x,y € A mevcuttur.

Simdi Bulgular kisminda verilecek sonuclar icin kullanacagimiz tensdr carpimlari

kavramlarini hatirlatalim.

Tanmm 2.1.6 E ve F, K cismi iizerinde normlu uzaylar, E*, F* sirastyla E ve F uzaylarimin

dual uzaylari olmak iizere

BL(E*,F;K) = {x®y: E* x F* — K suurli, bilineer}
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olarak tammlansin. Her x € E, y € F ve x®y € BL(E*,F*;K) eleman f € E*, g € F* olmak

lizere
(x®y)(f.8) = f(x)g(y)

ile tamimlanmir. E ve F uzaylarumn cebirsel tensor carpimi E Q F ile gosterilir ve
span{x®y:x€E, ye F}

biciminde tanimlanir.

Tanim 2.1.7 E ve F Banach uzaylari olsun. E Q F iizerinde || - ||z projektif normu x € EQF

olmak iizere

n n
Ixlle :=inf{ Y llill s 2 = Zx,-@y,}
i=1 i=1

seklinde tanimlanir. Burada infimum x elemaninin tiim temsilcileri iizerinden alinmigtir.

Tanm 2.1.8 E, F Banach uzaylari olsun. E ® F tensor ¢carpummin || - ||z projektif normuna
gore tamlamigina projektif tensér carpum denir ve EQF ile gosterilir. Ayrica A bir Banach

cebiri olmak iizere AQA iizerinde kanonik A-bimodiil yapist her a,x,y € A icin
a(x@y) =ax®y,  (x@y)a=x®ya

modiil islemleri yardimiyla kurulur.

Tensor carpimlari icin kullanigh olan agagidaki teoremi verelim.

Onerme 2.1.9 E, F Banach uzaylari ve || - | E ® F iizerinde bir ¢apraz (cross) norm olsun.

Bu durumda || - ||z projektif normu x € E Q F igin
1]l < x|z

kosulunu saglayan bir ¢capraz normdur.
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2.2.  YEREL KOMPAKT GRUPLAR VE HAAR OLCUSU

Bu kisimda verilen kavramlar i¢in [9], [36], [38], [39] kaynaklarindan faydalanilmistir.

Tammm 2.2.1 G bir grup olmak iizere T, G grubu iizerinde bir topoloji olsun. Eger

GxG—=G
(g,h) — gh

ve

G—->G

g—g !

doniistimleri siirekliyse G bir topolojik gruptur denir. Eger G topolojik grubu Hausdorff
ve birimin her komsulugu birimin kompakt bir komsugunu iceriyorsa G topolojik grubuna
yerel kompakt grup denir. Ozel olarak G yerel kompakt grubu degismeli ise yerel kompakt

degismeli gruptur denir.
Bu tez ¢alismasi boyunca degismeli olmayan yerel kompakt gruplar ile ¢alisilmistir.

Tamim 2.2.2 X bir topolojik uzay olsun. X iizerinde Borel G-cebiri X kiimesinin tiim agik
kiimelerini iceren en kiiciik 6-cebiridir. X iizerindeki Borel G-cebirleri B(X) ile gosterilecek

ve elemanlart da Borel kiimesi olarak adlandirilacaktir.

X uzayt iizerinde kompleks Borel élgiisii i : B(X) — C

2. E,, B(X) uzaywinda ayrik kiimelerin koleksiyonu olmak iizere
n=1 n=1

kosullarimi saglayan bir fonksiyondur. (1) ve (2) kosgullarimin yani sira i : B(X) — [0, 0| ise
W pozitif Borel ol¢iisiidiir denir. Ayrica E € B(X) icin
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1. her K C B(X) kompakt kiimesi icin |1(K) < oo;
2. w(E)=1inf{u(U) : E CU, U agik};
3. w(E)=sup{u(K):K CE, K kompakt}

kosullart saglaniyorsa U regiiler Borel 6lciisii olarak adlandirilir.

Not: u bir kompleks Borel 6l¢iisii olmak iizere eger

|L|(E) := sup { Z |L(E;)| : E;, E Borel kiimelerinin ayr1§1m1}

total salimimu regiiler ise u regiilerdir.

X tizerinde tiim kompleks regiiler Borel ol¢iilerinin kiimesi M(X) ile gosterilecektir. M(X)
Olcii uzay1

[l = lul(X),  ueMX)

normu ile birlikte bir Banach uzayidir.

Tanim 2.2.3 G yerel kompakt grup olmak iizere G iizerinde tamiml sifirdan farkli, pozitif,

regiiler Borel él¢iisii W, G grubundaki her E Borel kiimesi i¢cin

W(xE) = W(E), (W(Ex) = u(E)), x€G

kosulu saglaniyorsa 1 sol (sag) Haar ol¢iisii olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.4 G yerel kompakt grup olmak iizere f,g : G — K ol¢iilebilir fonksiyonlar olsun.

Bu durumda f ve g fonksiyonlarinin girigim (convolution) islemi
(f*g)(x /f )ey 'x)du(y), x€G

ile tamimlanur.

Tanim 2.2.5 G yerel kompakt grup ve E bir Borel kiimesi olsun. Bu durumda her a € G i¢in
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Dirac ol¢iisti

I, acE

0, a¢E

olarak tanmimlidir.

Not: G yerel kompakt grup olmak tizere her s, r € G igin & ve & Dirac 0lgiileri olsun. Bu

durumda o, x 6; = Oy gergeklenir.

Not: G yerel kompakt grup, a € G ve , Dirac 6l¢iisii olmak iizere

(8ax f)(x) = fla~'x) =L, f(x), x€G

gerceklenir. Ayrica G iizerinde verilen bir f fonksiyonu icin f ile her x € G icin f(x) =

f(x~1) fonksiyonu gosterilecektir.

Tanim 2.2.6 G yerel kompakt grup ve f : G — C olmak tizere

{xreG: f(x)#0}
kiimesine f fonksiyonunun destegi denir ve supp(f) ile gosterilir.

G tizerinde tamimli kompleks degerli, siirekli ve kompakt destekli tiim fonksiyonlarin vektor
uzayt C¢(G) ile G iizerinde tamuml, kompleks degerli, siirekli ve sonsuzda sifir olan tiim
fonksiyonlarin vektor uzayt Co(G) ile ve yine G iizerinde tanimli kompleks degerli, siirekli ve

strly tiim fonksiyonlarin vektor uzayt Cy,(G) ile gosterilmigtir.

Lemma 2.2.7 G yerel kompakt grup olsun. Her f € C.(G) fonksiyonu asagidaki anlamda

diizgiin siireklidir.

Her € > 0 icin birimin oyle bir U komsulugu vardir ki x'y € U veya yx~! € U oldugunda

[fx)—fy)l<e

saglanir.
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Tanim 2.2.8 G yerel kompakt grup, L Haar 6lgiisii ve 1 < p < oo icin LP(G) ile gdsterilen

Lebesgue uzayt f : G — C olmak iizere
[ rdut) <
G

kosulunu saglayan olciilebilir f fonksiyonlarinin hemen her yerde esitlik bagintisina gore

denklik siniflarinin olusturdugu uzaydir. Bu uzay,
17(G) = { F:G = C| f dlgiilebilir ve / P du(x) < oo}
G

seklinde tanimlanir ve normu

1/p

£, = { [ 1P due)

G

ile verilir. Ayrica p = oo ise
L*(G) = {f : G — C| f dlgiilebilir ve esssup,.|f(x)| < 00}

seklinde tamumlidir ve esasen simirli fonksiyonlar uzayr olarak adlandirilir. L (G) iizerinde

norm

£ ]l = esssupe |f ()]

ile verilir.

Onerme 2.2.9 G yerel kompakt grup ve 1 < p < oo olmak iizere C.(G) kompakt destekli
siirekli fonksiyonlar uzayt LP(G) uzayinda yogundur. Bir baska deyisle CC(G)H e L?(G)

saglanr.

Tanim 2.2.10 G yerel kompakt grup olmak iizere f : G — C olgiilebilir fonksiyonu icin Ly

oteleme doniisiimii her x,y € G igin

Lif(y) = f(xy)

seklinde tanimlanir.
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Lemma 2.2.11 [9, Lemma 1.4.2] G yerel kompakt grup olmak iizere G grubundan C.(G)
uzayma giden x — Ly f doniisiimii siireklidir. Bir baska deyisle her € > 0 icin birimin oyle
bir U komsulugu

ILef = fllo <€

olacak bicimde mevcuttur.

Ispat. Kabul edelim ki f € C.(G) olsun ve &€ > 0 verilsin. supp f = K olsun. Bu durumda
supp L, f = xK olur. Uy birimin kompakt ve simetrik bir komsulugu olsun. O halde her x € U
icin supp L, f C UpK olur.

Lemma 2.2.7 geregince birimin bir U komsulugu her x € U i¢cin U C Uy ve

ILef = fll < €

kosulu saglanacak sekilde mevcuttur. O halde her f € C.(G) igin istenen saglanr.

Teorem 2.2.12 G yerel kompakt grup olmak iizere L' (G) Banach cebirinin girisim islemine

gore kompakt destekli fonksiyonlardan olusan suirli yaklasik birimi mevcuttur.

Lemma 2.2.13 G yerel kompakt grup olmak tizere V, G de acik bir kiime ve K C'V kompakt
bir kiime olsun. Bu durumda f € C.(G) fonksiyonu

1. Herx e Gicin0< f(x) <1,

2. supp(f) CV

kosullart saglanacak bicimde mevcuttur.

Teorem 2.2.14 (Riesz Temsil Teoremi) G yerel kompakt grup ve I : C.(G) — C pozitif,
lineer bir fonksiyonel olsun. Bu durumda G grubu iizerinde (skaler ¢carpima gore) bir tek

pozitif, regiiler Borel ol¢iisii |

olacak bicimde mevcuttur.
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Teorem 2.2.15 G yerel kompakt bir grup ve i € M(G), f € Co(G) olmak iizere
w.f) = [ f@dut),  xeG
G

cifti icin M(G) = Co(G)* saglanir.

Teorem 2.2.16 (Fubini Teoremi) X ve Y yerel kompakt Hausdorff uzaylari, i, A sirasiyla
X, Y uzaylart iizerinde regiiler Borel olgiileri ve f fonksiyonu W x A ¢arpun élciisiine gore

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

/fxy (LxA) //fxyd,u YdA(y //fxyd/"t )du(x) (2.1)

XxY XY

saglanir.

Ayrica p € M(X), A € M(Y) olmak iizere f, X X Y iizerinde Borel ol¢iilebilir bir fonksiyon

ve

[ [1reidiaiodui <

ise (2.1) gerceklenir.

2.3. ORLICZ UZAYLARI

Simdi Orlicz uzaylarinin yapisi ile ilgili bazi temel tanim ve teoremleri verelim. Bu kisimdaki

bilgiler [35] kaynaginda bulunabilir.

Tanim 2.3.1 & : [0,00) — [0, 0| fonksiyonu i¢in

1. ® konveks,

2. lim ®(x) = P(0) =0,
x—0t

3. lim ®(x) = 4oo
X—>0

kosullart saglaniyorsa ® fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.
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Tamim 2.3.2 ® Young fonksiyonu olmak iizere

Y(y) := sup{xy —D(x) : x > 0} y >0,

ile tamimlanan ¥ fonksiyonuna ® fonksiyonunun tamlayan (tiimleyen) fonksiyonu denir ve ¥
fonksiyonu da bir Young fonksiyonudur. (®,¥) ikilisi tamlayan Young fonksiyon cifti olarak
adlandinilir. Ayrica (®,¥) tamlayan Young fonksiyon cifti icin asagidaki Young esitsizligi

gerceklenir:

iy <) +¥(y),  xy=0.

Not: Tanim 2.3.1 incelenirse bir Young fonksiyonu herhangi bir noktada oo degerini alabilir
ve dolayistyla bu noktada siireksiz olabilir. Bu tez ¢alismasi boyunca (®, V) tamlayan Young

fonksiyonu cifti olmak tizere @ ve W fonksiyonlar: siirekli olarak alinacaktir.

Tanim 2.3.3 &, ®, Young fonksiyonlar: olmak iizere bir a > 0 sabiti

D, (x) < Dy (ax), x>0

olacak bicimde mevcutsa ®| fonksiyonu ®, fonksiyonundan kuvvetlidir denir ve @1 > P,

(P, < ®y) ile gosterilir. Ozel olarak ®| = P, ve Py = @y kosullart saglantyorsa ® ve P,

fonksiyonlart kuvvetli denktir denir, &1 ~ P, yazilir.
Ornek. Asagida @ ve ¥ tamlayan Young fonksiyon ¢iftleri icin Grnekler verilmistir.

1. ®(x) = x bir Young fonksiyonudur ve tamlayan fonksiyonu

0, 0<y<l,
P(y) =
oo, diger yerlerde
seklindedir.
2. 1 < p,g < oo, })—i—é = 1 olmak iizere ®(x) = ’%) Young fonksiyonunun tamlayan
fonksiyonu ¥(y) = %q ile verilir.
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3. ®(x) = ¢* —x — 1 Young fonksiyonu i¢in ¥(y) = (1 +y)In(1 +y) — y fonksiyonu

tamlayan fonksiyondur.
4. ®(x) =xIn(1+x) ise ¥(y) ~ coshy — 1 dir.

5. ®(x) =coshx — 1 i¢in ¥(y) ~ yIn(1 +y) olur.

Tamm 2.3.4 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere £®(G) ile

gosterilen Orlicz sinifi
Z2%(G) = {f :G— K f oliilebilir, /(I)(|f(x)|)d,u(x) < oo}
G
seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.3.5 ® Young fonksiyonu olmak iizere en az bir K > 0 sayisi
d(2x) < KP(x), x>0

olacak sekilde varsa ® Young fonksiyonuna Ay-kosulunu saglar denir ve ® € A, ile gosterilir.

Ornek. @ Young fonksiyonu olmak iizere asagida A,-kosulunu saglayan ve saglamayan

ornekler verilmistir.

l. d(x)=|x

P, p > 1 olmak iizere ® Young fonksiyonu A, kosulunu saglar.

2. ®(x) = (1+|x|)In(1+ |x|) — |x| Young fonksiyonu A, kosulunu saglar.

3. ®(x) = xIn(x+v1+x2) — /1 +x2+ 1 Young fonksiyonu A, kosulunu saglar.
4. ®(x) = xIn(1+x) ve ®(x) = coshx — 1 Young fonksiyonlar1 A, kosulunu saglar.

5. ®(x) = el — 1 ve ®(x) = el — |x| — 1 Young fonksiyonlar1 A, kosulunu saglamaz.

G yerel kompakt bir grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere ® € A, saglaniyorsa Z%(G)
vektor uzay1 olur. Ayrica #®(G) Orlicz smifinin vektdr uzayi olabilmesi igin gerek ve yeter

kosul A, kosulu disinda asagidaki gibi de verilebilir.
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Sonug 2.3.6 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere
ZL%(G) vektor uzayidir < Vf € L%(G), VB >0, Bf € Z2(G)

olmasidr.

Not: ® ¢ A, ise Z®(G) vektor uzayr olmak zorunda degildir. Buradan sonugla asagidaki

tanimi verelim.

Tanim 2.3.7 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak tizere Lq’(G) Orlicz uzayt
L2(G) = {f :G— K folgiilebilir, o > 0,/¢(Oc|f(x)|)du(x) < 00}
G
seklinde tanumlanir.

Burada L®(G) bir vektor uzayidir ve ® € A, ise .Z®(G) = L?(G) olur. Ote yandan Orlicz
uzay1 da klasik Lebesgue uzaylar1 gibi hemen her yerde esitlik bagintisina gore belirlenen

fonksiyonlarin denklik simiflarindan olugmaktadir.

Tamm 2.3.8 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere her f € L®(G) icin

111y = int {>0: ! o (L) duco <1}

ile tammlanan fonksiyon Orlicz uzayi iizerinde bir normdur. Boyle tamimlanan norma

Luxemburg normu denir. L®(G) Orlicz uzay, || - ||3 Luxemburg normuna gére bir Banach

uzayidir.

Orlicz uzayi iizerinde bir bagka norm da asagidaki gibidir.

Tanmm 2.3.9 G yerel kompakt grup ve (®,¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti olsun. Bu
durumda L®(G) Orlicz uzayt iizerinde her f € L*(G) igin

[flle :=supq [ 1f)vx)]du(x): [ ¥(v(x)])dux) <1
G G
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fonksiyonu bir normdur ve bu norma Orlicz normu denir.

Orlicz uzayt iizerinde Orlicz ve Luxemburg normlari denktir yani,
Iflle < lIflle <2[flle
esitsizligi saglamir ve her f € L®(G) icin

Ifle <16 [@(lf@duc) <1
G

gerceklenir.

Ayrica Orlicz uzaymnin dualinin belirlendigi ve hangi kosullarda yansimali oldugunun

gosterildigi asagidaki Teoremleri vermek faydali olacaktir.

Teorem 2.3.10 G yerel kompakt grup ve (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu ¢ifti olmak

lizere ® € Ay kosulu saglaniyor ise

(LEG), |l llo)* = (L*(G). ] - 19)

gerceklenir.

Teorem 2.3.11 G yerel kompakt grup, (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu cifti olmak iizere
D c Ay ve Y € Ay saglaniyor ise LCD(G) Orlicz uzayr yansimalidir.

Son olarak Lq’(G) uzayina iligkin temel Ozellikler asagidaki Teoremde verilmistir.

Teorem 2.3.12 [29, Lemma 2.1, Lemma 2.3] G yerel kompakt grup olmak iizere ® Young

fonksiyonu Ay kosulunu saglasin. Asagidakiler gerceklenir:

1. Kompakt destekli siirekli fonksiyonlar uzay: Orlicz uzayinda yogundur. Bir baska
= L®(G) saglanir:

7l lle

deyisle C.(G)

2. G grubundan L®(G) uzaymna giden x — Ly f doniisiimii siireklidir.
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2.4. HOMOLOJIK OZELLIKLER

Simdi tez boyunca kullanilacak olan homolojik 6zelliklerin tanimlarini ve temel teoremleri

verelim. Bu kisimda verilen tanim ve teoremler i¢in [8], [14], [37] kaynaklar1 kullanilmugtir.

Tanim 2.4.1 A bir cebir ve E sol A-modiil olsun. Eger her x € E \ {0} igin oyle bir a € A,
ax # 0 kosulu saglanacak sekilde mevcutsa E sadik (faithful) denir.

Tanim 2.4.2 A bir Banach cebiri ve E sol Banach A-modiil olsun. AE = span{ax:a €A, x €
E} olmak iizere eger AE Il _ E kosulu saglaniyorsa E esasl (essential) modiil olarak

adlandirnilir. Ozel olarak A Banach cebiri simirl yaklagsik birime sahipse AE I-lle _ AE olur.

Lemma 2.4.3 [31, Lemma 3.2] G yerel kompakt grup, ® bir Young fonksiyonu olsun. Bu
durumda L® (G) esasli sol Banach L' (G)-modiildiir.

Tamm 2.4.4 E bir Banach uzay: ve F, E uzayimn kapalr bir alt uzayr olmak iizere eger

E = F & G olacak bicimde E uzayinin bir G kapalt alt uzayi varsa F ye tamlanmistir denir.

Tanim 2.4.5 E ve F Banach uzaylar: olmak iizere T € B(E,F) olsun. Eger T operatoriiniin
cekirdegi ker T, E uzayinda tamlannus, goriintiisii imT kapali ve F uzayinda tamlanmisg ise

T operatoriine makul (admissible) denir.
Tanim 2.4.5 i¢in denk olarak agsagidaki tanim verilebilir.

Tamim 2.4.6 E ve F Banach uzaylart olmak iizere T € B(E,F) olsun. Eger en az bir S €

B(F,E) operatérii T o S = idr kosulu saglanacak sekilde varsa T operatiriine makul denir.

Tanm 2.4.7 E ve F sol Banach A-modiil olmak iizere sB(E,F) ile B(E, F) uzayimn tiim sol
A-modiil doniisiimlerini iceren kapali alt vektor uzayr gosterilsin. T € A\B(E,F) olsun. Eger
dyle bir S € AB(F, E) doniigiimii T oS = idF olacak sekilde varsa T operatiriine geri ¢ekilme,
retraksiyon (retraction) denir. Bu durumda F de E modiiliiniin retraksiyonudur denir. Benzer

tamim E ve F sag Banach A-modiil oldugunda da yapilabilir.
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Tanim 2.4.8 A bir Banach cebiri, E, F sol Banach A-modiil ve T € sB(E,F) olsun. Eger
bir S € 4B(F,E) doniigiimii So T = idg olacak bicimde mevcutsa T doniigiimiine eg (geri)

cekilme, koretraksiyon (coretraction) denir.

Tamim 2.4.9 A bir Banach cebiri ve P sol Banach A-modiil olsun. Eger her bir E, F sol
Banach A-modiil, her bir T € 4B(E,F) makul drten doniisiimii ve her bir S € sB(P,F)
doniisiimii icin oyle bir R € AB(P,E) doniisiimii T o R = S olacak bi¢cimde bulunabiliyorsa P
projektif A-modiildiir denir.

Benzer tamim P sag Banach A-modiil ve Banach A-bimodiil oldugunda da verilebilir.
Ayrica A bir Banach cebiri ve P projektif sol Banach A-modiil olmak iizere P modiiliiniin

retraksiyonu da projektiftir.

Tanim 2.4.9 icin denk olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tanmim 2.4.10 A bir Banach cebiri ve P sol Banach A-modiil olsun. Eger her bir E, F
sol Banach A-modiil, her makul orten T : E — F, T~ 1 = Q doniisiimii ve her S : P — F

doniisiimii icin oyle bir C > 0 sayist ve R : P — E doniisiimii
ToR=S ve |R|<C|S[lllCl

olacak bicimde mevcutsa P, C—relatif projektif A-modiildiir denir.

Tamim 2.4.11 A bir cebir olmak iizere A® ile x € A, a € C igin (x,a) ikililerinin kiimesi

gosterilsin (A” = A x C). Her x,y € Ave a, 8 € C icin

(x,a)+(,B) = (x+ya+B), Bxa)=(Bxpa)

ve

(x,a)(y,B) = (xy+ oy +fx,af)

islemleriyle birlikte A® bir cebirdir. A Banach cebiri ise A’ de Banach cebiridir ve E bir
Banach uzayt olmak iizere eger E sol Banach A-modiil ise E ayni zamanda birimli sol Banach

Ab-modiildiir.
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Tamim 2.4.12 E bir Banach uzayt ve P = A’QE olsun.
a(b®x) =ab®x, acA becAb xcE

islemleriyle birlikte A’ ®E bir sol Banach A-modiildiir ve serbest (free) Banach sol A-modiil
olarak adlandirilir. Burada ©t € \B(A*®E ,E) doniigiimii

n(a®x) = ax, acA’ xcE

ile tammlanacaknr. © doniigiimiiniin AQE iizerindeki kisitlamsi da 7 ile gosterilecek ve

kanonik doniisiim olarak adlandirilacaktir.

Projektiflik ile ilgili lemmay1 vermeden 6nce kullanilacak olan asagidaki kavramlari verelim.

Tamim 2.4.13 E bir Banach uzayt olsun. Eger her K C E kompakt alt kiimesi ve her € >
0 icin dyle bir sonlu rankli S : E — E operatorii ||Sx — x|| < € kosulu saglanacak sekilde

mevcutsa E yaklagim ozelligine sahiptir denir.

Burada Bulgular kisminda kullanilacak olan Lebesgue uzaylari ile ilgili asagidaki

hatirlatmay1 yapalim.

Lemma 2.4.14 G yerel kompakt grup ve 1 < p < o olmak iizere LP(G) Lebesgue uzayt

yaklasim ozelligine sahiptir.

Lemma 2.4.15 A bir Banach cebiri ve E sol Banach A-modiil olsun. Asagidakiler

gerceklenir.

1. E nin projektif sol Banach A-modiil olmast icin gerek ve yeter kosul m € ,B(A’®FE E )
doniistimiintin retraksiyon olmasidir. Eger E esasli modiil ise E nin projektif
sol Banach A-modiil olmast icin gerek ve yeter kosul m € AB(A@E ,E) kanonik

doniistimiiniin retraksiyon olmasudr.

2. E projektif sol Banach A-modiil ve A ya da E Banach uzaylarindan en az biri yaklasim
ozelligine sahip olsun. Bu durumda her x € E \ {0} icin oyle bir T € sB(E,A")
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doniisiimii Tx # 0 olacak sekilde vardir. Eger E esasli modiil ise T € sB(E,A)

vazilabilir.

Onerme 2.4.16 [34, Proposition 1.4] G yerel kompakt grup olsun. Eger oyle bir projektif
esasl sol Banach L' (G)-modiil E, duali norm topolojisine gire ayrilabilir veya zayif dizisel

tam olacak sekilde mevcutsa G kompakttir.
Simdi bir diger homolojik 6zellik olan injektiflik tanimin1 verelim.

Tamim 2.4.17 A bir Banach cebiri ve J sol Banach A-modiil olsun. Eger her bir E ve F sol
Banach A-modiil, T € AB(E,F) makul, birebir doniisiimii ve her bir S € AB(E,J) doniigiimii
icin oyle bir R € sB(F,J) doniisiimii RoT = S olacak bi¢imde varsa J injektif A-modiildiir

denir.

Benzer tamim J sag Banach A-modiil ve Banach A-bimodiil oldugunda da verilebilir.

Tanim 2.4.17 i¢in denk olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 2.4.18 A bir Banach cebiri ve J sol Banach A-modiil olsun. Eger her bir E ve F
sol Banach A-modiil, her makul, birebir T : E — F, T~! = Q doniisiimii ve her S : E — J

doniigiimii icin oyle C > 0 reel sayist ve R : F — J doniisiimii
RoT =S ve [R|<C[S]lCll

olacak bicimde mevcutsa J, C-relatif injektif A-modiildiir denir.

Not: A bir Banach cebiri ve E sol Banach A-modiil olsun. Bu durumda I1” : E — B(A”,E)
kanonik gomiilmesi

1 (x)(a) = ax, acAbxcE

ile tanimlanir. Benzer bicimde eger E sag Banach A-modiil ise IT : E — B(A”, E) kanonik

gomiilmesi

1 (x)(a) = xa, acA’xcE

ile verilir.
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Injektif modiil icin asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 2.4.19 A bir Banach cebiri ve E sol Banach A-modiil olsun. Bu durumda E nin
injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul T1” : E — B(A” E ) doniigiimiiniin koretraksiyon sol

Banach A-modiil olmasidir.

Not: IT: E — B(A,E) ile TI(x) = IT?(x)|4 (x € E) gosterilsin. Onerme 2.4.19 igin bagka bir

versiyon asagidaki gibi verilebilir.

Onerme 2.4.20 A bir Banach cebiri ve E sadik sol Banach A-modiil olsun. Bu durumda E
nin injektif olmasu icin gerek ve yeter kosul I1 : E — B(A, E) doniisiimiiniin koretraksiyon sol

Banach A-modiil olmasidir.

Tanim 2.4.21 A bir Banach cebiri ve E sol Banach A-modiil olsun. Eger E* injektif sag
Banach A-modiil ise E flat sol Banach A-modiildiir denir. Benzer tamim E sag Banach

A-modiil ve Banach A-bimodiil oldugunda da verilebilir.

Banach cebirleri i¢in bir bagka 6nemli kavram amenable olma kavramidir. Bunun icin

asagidaki tanimlar1 verelim.

Tanim 2.4.22 G yerel kompakt grup ve E, L*(G) uzayimn sabit fonksiyonlart iceren bir
alt uzayr olsun. Eger m : E — C fonksiyoneli lineer, simirlt ve (1,m) = ||m|| = 1 kosulunu

sagliyorsa bu durumda m fonksiyoneli E iizerinde bir ortalama (mean) olarak adlandurilir.

Tamm 2.4.23 G yerel kompakt grup olmak iizere m, E iizerinde bir ortalama olsun. Her

x€G, feEigin
<fo>m> = <f7m>
kosulu gerceklenirse m sol degismezdir denir.

Tanim 2.4.24 G yerel kompakt grup olmak iizere eger L (G) uzayt iizerinde sol degismez
bir ortalama varsa G ortalamali (amenable) grup olarak adlandirilir. Sonlu gruplar, abelyan

gruplar ve kompakt gruplar amenable grup ornekleri olarak verilebilir.
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Teorem 2.4.25 [18, Theorem 2.5] G yerel kompakt grup olmak iizere G grubunun amenable

olabilmesi icin gerek ve yeter kosul L'(G) Banach cebirinin amenable olmasidr:

Teorem 2.4.26 [14, VII. Theorem 2.29] A bir amenable Banach cebiri ve E sol (sag) Banach
A-modiil olsun. Bu durumda dual modiil E* injektifdir ve denk olarak E flattir.

Simdi tezde kullanilacak olan asafidaki tanimi verelim. Detayl bilgi [8] kaynaginda

bulunabilir.

Tamm 2.4.27 (E,|| - ||) bir Banach uzayi, u bir S kiimesi iizerinde pozitif élgii olsun. f :

S — E u-olgiilebilir fonksiyon olmak iizere hemen her s € S icin
[156zduts) < o
S

kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna Bochner integrallenebilirdir denir ve Bochner

integrallenebilen tiim fonksiyonlarin uzayt L' (S,E, 1) ile gosterilecektir:

L'(S,E, 1) uzay:
7= [1FOleduts), £ eL'(S.Ep)
S

normu ile birlikte bir Banach uzayidir. Eger u, X yerel kompakt uzay: iizerinde o-sonlu,
pozitif, regiiler Borel dl¢iisii ise [ || f(s)||g du(s) < oo kosulunu saglayan her bir f € C(X,E)
b

fonksiyonu L' (X, E, 1) uzayina aittir.

Lemma 2.4.28 [40, Example 2.19] G yerel kompakt grup ve E bir Banach uzay: olsun.
Bu durumda L'(G)®E uzayr L'(G,E) uzayima izometrik izomorftur. Bir baska deyisle
L'(G)®E 2 L'(G,E) saglamr.

Yukarida verilen homolojik 6zelliklerle ilgili 6rnekler verelim. Detayl bilgi referans [8] de

bulunabilir.

Ornek.

1. A= C ve E sol Banach A-modiil olsun. Bu durumda E projektif ve injektifdir.
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2. A = ¢o olsun. Bu durumda A sol Banach A-modiildiir, esasli ve sadiktir. Ayrica A

projektif sol Banach A-modiildiir. Fakat injektif degildir.

3. G kompakt olmayan yerel kompakt grup olmak iizere A = L!(G) ve E = Cy(G) sol
Banach A-modiil olsun. Bu durumda E projektif ve injektif degildir. G nin kompakt

grup olmasi durumunda E projektif sol Banach A-modiildiir.

4. A= (" ve E = c( olsun. Noktasal carpim islemine gore E sol Banach A-modiildiir,

esasl ve sadiktir, fakat injektif degildir.

5.A = C[0,1] ve E = L?[0,1] olsun. E noktasal ¢arpim islemine gére Banach
A-bimodiildiir. E nin dual modiilii kendisidir. A amenable oldugundan Onerme 2.4.26

kullanilirsa E injektif ve flat sol Banach A-modiildiir. Fakat projektif degildir.

6. G amenable yerel kompakt grup olmak iizere M(G) injektif ve flat sol Banach
L' (G)-modiildiir, fakat projektif degildir.

7. G amenable olmayan yerel kompakt grup olsun. Bu durumda L*(G) injektif sol
Banach L' (G)-modiildiir, fakat flat degildir.

2.5. ZAYIF TOPOLOJILER VE ESLENIK OPERATORLER

Bu kisimda tezde elde edilecek sonuglar icin kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Asagida verilecek kavramlar i¢in daha detayl bilgi [6] ve [38] kaynaklarinda bulunabilir.

Tamm 2.5.1 X bir normlu uzay olmak iizere C C X alt kiimesi verilsin. Her x, y € C ve
o € [0,1] icin
ox+(1—a)yeC

saglaniyorsa C kiimesine konveks kiime denir. C C X herhangi bir kiime olmak iizere C

kiimesinin konveks zarfi C kiimesini i¢eren en kiiciik konveks kiimedir ve co(C) ile gosterilir.

Tamm 2.5.2 X, Y normlu uzaylar, C, D sirastyla X ve Y uzaylarimin alt kiimeleri olsun.

f : C — D doniisiimii her x, y € C, a € [0,1] igin

flox+(1-a)y) = af(x)+(1-a)f(y)
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kosulunu saglarsa afin doniisiimdiir denir.

Ornek. f:R? — R? f(x,y) = (2x+3,y —4x+ 1) seklinde tanimlanan doniisiim afin

doniistimdiir.

Teorem 2.5.3 X bir normlu uzay olmak iizere C, X uzayinin bostan farkli, kapali ve konveks
bir alt kiimesi, K, X uzayimmin bostan farkli kompakt bir alt kiimesi ve CNK = 0 olsun. Bu
durumda dyle bir f € X* siirekli, lineer doniisiimii ve y € R vardir ki her € >0, k€ K, c € C
icin

Ref(c) <y<y+e<Ref(k)

saglanir.

Tamm 2.5.4 X normlu uzay ve X*, X uzayimn dual uzay olmak iizere X iizerindeki zayif
topoloji
P ={Pe X" € X" pp(x) = | (x",x)|}, xeX

yvarinormlar ailesi tarafindan tamimlanan topolojidir. X iizerindeki zayif topoloji z veya

o (X,X*) ile gosterilecektir.

Ayrica X uzayidaki bir (xy)q agimin x € X elemanmina zayif yakinsamasi icin gerek ve yeter
kosul her x* € X* i¢in

lién(xa,x*) = (x,x")

olmasidrr.

Tanim 2.5.5 X*, X uzayimn dual uzayi olmak iizere X* uzayu iizerindeki zayif yildiz topoloji
P ={P.:xe X :p:(x*) =|(x,x")|}, xfeXx”

yarmormlar ailesi tarafindan tanimlanan topolojidir. X* uzay iizerindeki zayif yildiz topoloji

7" veya 6(X*,X) ile gosterilecektir.

Ayrica X* uzaymdaki bir (x}) o agimin x* € X* elemanina zayif yildiz yakinsamast icin gerek
ve yeter kosul her x € X icin

li&n(x,x’&) = (x,x")
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olmasidr.

Onerme 2.5.6 X bir Banach uzay ve C, X uzaymin konveks bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda C kiimesinin kapali olmast icin gerek ve yeter kosul zayif kapalt olmasidir.

Onerme 2.5.7 X ve Y Banach uzaylari olmak iizere T : X — Y siirekli bir doniisiim ve K, X

uzaymn kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu durumda T (K) kompakttir.

Tamm 2.5.8 X ve Y Banach uzaylart olmak iizere T : X — Y suurli, lineer bir operator

olsun. Bu durumda T : Y* — X* eslenik operatorii

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.5.9 X ve Y Banach uzaylar, T : X — Y suurly, lineer bir operator olsun. Bu

durumda T* : Y* — X* eslenik operatorii 7* — 7* siirekli ve lineerdir.

Onerme 2.5.10 X, Y Banach uzaylarive S : Y* — X* lineer, stmirli ve 7* — 7* siirekli olsun.

Bu durumda S bazi lineer ve simirli T : X — Y doniigiimlerinin eslenik operatoriidiir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda genel olarak fonksiyonel analiz ve soyut harmonik analizdeki temel
teoremler ve metodlar kullanilmistir. G yerel kompakt grup ve @ Young fonksiyonu olmak
iizere L?(G) Orlicz uzaylarinin homolojik 6zelliklerinin incelenmesi ve kompakt carpanlar
uzayinin karakterize edilmesi i¢in L®(G) uzaymnin sol Banach L!(G)-modiil olmast kavrami

onemli olmustur.

Banach uzaylarinin tensor carpimlar1 ve Lebesgue uzaylarinin yaklasim o6zelligine sahip
olmasi1 bazi teoremlerin kanitlanmasinda kullanilmistir. Ayrica, grup yapisinin karakterize
edilmesi ile Banach modiiliiniin homolojik 6zellikleri arasinda iliskiler kurulmustur. Son
olarak, Orlicz uzaylarinin kompakt ¢arpanlar uzayini belirlemek i¢in afin doniisiimler ve
degismez alt kiime kavramlar1 6zel onem tasimaktadir. Yine yerel kompakt grup yapisiyla
Orlicz uzaylar arasindaki kompakt operatorler arasinda iligki kurulmustur. Normlu uzaylarin

dualleri, zayif, zayif * yakinsakliklar1 ve 6zellikleri de kullanilan yontemler arasindadir.

Kullanilan yontem ve sonuglar ile ilgili kitap ve makalelerin kiinyeleri Kaynaklar boliimiinde

belirtilmistir. Ayrica tez yazimi i¢in LaTeX programi kullanilmistir.
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4. BULGULAR

G yerel kompakt grup ve 1 < p < oo olmak iizere Lebesgue uzaylari i¢in homolojik 6zellikler
Dales ve Polyakov [8] tarafindan incelenmistir. Burada G yerel kompakt grubunun yapisiyla

homolojik 6zellikler arasinda iligki de kurulmustur.

Bunun yani sira Lebesgue uzaylari i¢in ¢arpanlar uzay1 pek cok matematik¢i icin aragtirma
konusu olmustur. Ozel olarak p = 1 oldugunda L!(G) uzay1 icin carpanlar uzayr Wendel
[43] tarafindan calisilmistir. Kompakt ¢arpanlar uzayinin karakterizasyonu ise yine p = 1
durumu i¢in Akemann [2] ve Sakai [42] tarafindan incelenmistir. Diger yandan Brainerd ve
Edwards [5] kompakt garpanlar uzaymm L'(G) uzaymdan LP(G) uzayma calismistir. 1 <
p < oo durumunda Lau [21] ¢alismasinda L?(G) uzayi i¢in degismez alt kiimeleri ve afin
doniigiimleri incelemistir. Bunlar araciligiyla L” (G) uzayinda kompakt ¢arpanlari belirlemis

ve grup yapilar arasinda iligki kurmustur.

Orlicz uzaylar1t Lebesgue uzaylarinin bir genellestirmesi oldu§undan benzer sorular bu
uzaylar i¢in de arastirma konusudur. Biz de bu tezde Dales ve Polyakov [8] ile Lau
[21] calismalarim1 temel alarak Lebesgue uzayi icin yapilan caligmalari Orlicz uzaylari
icin inceledik. Orlicz uzayinin dogasindan gelen giicliik nedeniyle ispat teknikleri farklilik

gostermistir.

Buna gore bulgular kisminda Orlicz uzaylari icin projektif, injektif, flatness gibi homolojik
ozellikler ve kompakt carpanlar uzayi incelenmistir. Elde edilen sonuclar orijinal olup

literatiire bu konuda katki saglanmistir.

Bulgular boliimiinde elde edilen sonuglar i¢in @ Young fonksiyonu A, kosulunu saglayacak

sekilde alinmustir.

4.1. PROJEKTIFLIK, INJEKTIFLIK VE FLATNESS

Bu kisimda G yerel kompakt grubu iizerinde tanimli Orlicz uzaylarmin projektiflik,
injektiflik ve flatness gibi baz1 homolojik 6zellikleri incelenmis ve bunlara iligkin onemli
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sonuglar elde edilmistir.

4.1.1. Orlicz Uzaylarmin Projektif Modiil Yapisi

Teorem 4.1.1.1 G yerel kompakt grup ve ® bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda L® (G)
uzaymmin projektif sol Banach L'(G)-modiil olabilmesi icin gerek ve yeter kosul G grubunun

kompakt olmasuidur.

Ispat. Oncelikle G grubunun kompakt oldugunu kabul edelim. L®(G) Orlicz uzayinin
projektif sol Banach L!(G)-modiil oldugunu gostermek icin Lemma 2.4.15 kullanilarak 7 €
I (G)B(L1 (G)®L®(G),L*(G)) doniisiimiiniin retraksiyon oldugu gosterilecektir.

G kompakt grup oldugundan p(G) = 1 alinabilir. Ayrica Lemma 2.4.28 den L' (G)QL®(G)

uzay1 L' (G,L®(G)) uzayina izometrik izomorftur.

feL®(G)icin p(f) € L'(G,L*(G)) doniisiimii

p(f)(s)(t) = f(st)

olarak tammlansin. BOyle tanimlanan p doniigiimiiniin sinirli ve lineer olmasi kolayca

gozlemlenebilir. O halde p € B(L®(G), L' (G,L®(G)) yazilr.

Simdi p € 116B(L?(G),L'(G,L®(G)) oldugunu gosterelim. Her g € L'(G) ve f € L?(G)

icin
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Diger yandan

((mop)(f))(1) ==(p(f))()

olup mop = ichp(G) bulunur. Bu ise 7 doniisiimiiniin retraksiyon oldugunu gosterir. O halde
Lemma 2.4.15 (i) kullanilirsa L®(G) uzaymin projektif sol Banach L' (G)-modiil oldugu elde

edilir.

Tersine L?(G) projektif sol Banach L!(G)-modiil olsun. G grubunun kompakt oldugunu

gosterelim.

Kabul edelim ki G kompakt grup olmasin. Ayrica V ve W, V> C W olacak sekilde e birim
elemaninin kompakt, simetrik komsuluklar1 olsun. f € C.(G) fonksiyonunu f(G) € [0,1],

fleg)=1,supp(f) SV ve | fll.=1,

£l < 1kosullart saglanacak sekilde alalim. Buradan

Fef#0  ve  supp(fxf)CW

elde edilir. L'(G) yaklagim 6zelligine sahip oldugundan (Lemma 2.4.14) ve L®(G) esash
projektif sol Banach L!(G)-modiil oldugundan (Lemma 2.4.3), Lemma 2.4.15 kullanilirsa
oyle bir T €, g B(L®(G),L'(G)) operatérii T (f  f) # 0 olacak bicimde mevcuttur.

Simdi n = w > 0 olmak iizere k € N sabitlensin ve g € C.(G) fonksiyonu

1
IT()—glhi <y ve  IF+(Tf-gli<n

olacak bicimde secilsin. Buradan || f x g||; > 1 elde edilir.

suppg = K olsun. G kompakt olmadigindan Oyle s1,s2,---,5x € G elemanlann her j =

1,2,--- kigins;(VUK )2 ikili ayrik olacak sekilde mevcuttur.
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Gergekten, s = e alalim ve s1(V UK)?(V UK)~2 kompakt kiimesini diisiinelim. G kompakt

olmadigindan en az bir s, € G\ s1(V UK)?(V UK)~? eleman vardir. Tiimevarim yontemiyle

j—1
devam edilirse, s; € G\ U s:(VUK)?(VUK) 2 elde edilir.
i=1

k

Simdi fj=sjxfved =Y f;*folsun. sV, s3V,--- sV ikili ayrik oldugundan
j=1
k k
Y fi| =t ve |} fixg| =klf+slh
j=1 e j=1 1
saglanir. Gergekten
k k
Y rivg| = [|Xfirew)|dut
j=1 1 Z =1
k
= / Z/fj(y)g(y 1X)du(y)’du(X>
G 171G
k
= [ % 765 )60 00w | e
G 'Iite
k
= [ % [ 1006015 i) o
G G
k
= [ L [ 70 i) auto
G =g
k
= [ X fes)|dut)
G /=1
= Kkllf*gll
elde edilir. Buradan . .
Y 5ixT(N|| =Y fixgl| -1
j=1 1 j=1 1
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bulunur. O halde

k
T = || Y fixT(f)
j=1 1
k
> || ) fixg| —1
j=1 1
= k|fxglh—1
= kn-—1
olur. Diger yandan
k k
j:Zlfj*f N sup{([ j:Zlfj*f(x)h(X) du(X%Z‘P(!h(x)\)du(X)Sl}
k
< su x f(x)h(x)|du(x): [ Y(|h(x)|)du(x) <1
< p{G/J;IfJ F)h(x)|dp(x) G/ (Ih(x)]) dp(x) < }
- sup{ y [ 175 £l du) : [ erGxDdutx) < 1}
=G G
= kl|f*fllo
olup .
Y fixf| <KIf+flo
j=1 ®

elde edilir. f € C.(G) oldugundan, f * f € L®(G) olur ve ||A||¢ < k|| f * f]|¢ bulunur.

O halde

kn =1 < T(A)| < [IT][[[Alle < K[ T[S fllo
olup sonug olarak

ke < K|[TJ[].f* fllo+1

esitsizligi her k € N i¢in gerceklenir, bu ise istenen celigkiyi verir. O halde G kompakttir. []

Uyar1: Gereklilik kismi icin ayrica Banach modiillerinin projektif olmasiyla ilgili Onerme
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2.4.16 kullanilabilir. Bunun i¢in agagidaki gézlemi verelim.

Gozlem: G yerel kompakt grup, (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu ¢ifti ve ¥ € A,
olsun. Eger Lq’(G) projektif sol Banach Ll(G)—modiil ve G ayrilabilir (2. sayilabilir) ise
G kompakttir.

Ispat. [35, Theorem 3.5.1] geregince LqD(G) Orlicz uzayinin ayrilabilir olmasi icin gerek
ve yeter kosul G grubunun ayrilabilir olmasidir. O halde Onerme 2.4.16 kullamilirsa istenen
sonug elde edilir. G kompakttir. 0

4.1.2. Orlicz Uzaylarmin Injektif ve Flat Modiil Yapisi

Teorem 2.4.25 ve Teorem 2.4.26 kullanilarak Lq’(G) Orlicz uzayinin hangi kosullar altinda

injektif ve flat modiil oldugunu gosteren asagidaki sonug verilebilir.

Onerme 4.1.2.1 G yerel kompakt grup ve (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu ¢ifti olsun.
Eger G amenable grup ise asagidakiler gerceklenir:

1. L®(G) flat sol Banach L' (G)-modiildiir;
2. L®(G) nin dual modiilii LY (G) injektif sag Banach L' (G)-modiildiir;

3. eger ® ve W Young fonksiyonlarimn her ikisi de Ay kosulunu saglarsa L*(G) dual
modiil oldugundan hem injektif hem flat sol Banach L'(G)-modiildiir.

Ispat. Lemma 2.4.3 geregince L®(G) uzaymin esash sol Banach L!(G)-modiil oldugu
biliniyor. Ayrica Teorem 2.4.25 geregince G amenable grup oldugunda L!(G) Banach
cebiri de amenabledir. Bu durumda Teorem 2.4.26 kullamlirsa L®(G) flat sol Banach

L'(G)-modiildiir. O halde (1) saglanir.

Benzer sekilde L'(G) amenable Banach cebiri ve (L®(G),|| - |o)* = (LY(G),| - |v)
oldugundan yine Teorem 2.4.26 geregince dual modiil LY¥(G) injektif sag Banach
L'(G)-modiildiir. (2) saglanir.

Son olarak eger ® ve ¥ Young fonksiyonlarinin her ikisi de A, kosulunu saglarsa L(G)

dual modiil olacagindan hem injektif hem flat sol Banach L!(G)-modiildiir. Bu durumda (3)
gerceklenir. U
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4.2. L®(G) ORLICZ UZAYI iCIN KOMPAKT CARPANLAR UZAYI

Bu kisimda oncelikle L®(G) uzaymin kapali, konveks ve sol 6telemeler altinda degismez
olan alt kiimeleri incelendi. Daha sonra alt kiimeleri iizerinde siirekli afin doniisiimler
karakterize edildi ve bulunan sonuclar kullanilarak Orlicz uzaylar i¢in kompakt carpanlar

uzay1 karakterize edildi.
Bu kisimda G yerel kompakt grup olmak tizere temel olarak M(G) dl¢ii uzayinin asagidaki
alt kiimeleri ile ilgilenecegiz.

1. P(G) = {u € M(G) : ||u|| =1 ve u >0},

2. PI(G) ={he L' (G):||h||1 = 1 ve h > 0},

3. E(G)={8,:a € G).

Pi(G) = P(G)NL'(G) olarak da diisiiniilebilir.

G yerel kompakt grup olsun. v ile M(G) iizerinde Q = {p; : f € C,(G)} yarmormlar ailesi
tarafindan belirlenen ve her u € M(G) i¢in

pr(wl = liu.)l = | [ rau
G

kosulunu saglayan ayrik yerel konveks topoloji gosterilecektir. M(G) uzayindaki herhangi

{Ho }aer agmin bir u € M(G) elamanina v topolojisine gore yakinsamasi

[ faua— [ rau
G

G

ile verilir. Ayrica v topolojisi M(G) iizerindeki zayif yildiz topolojiden kuvvetli, zayif

topolojiden ise zayiftir.

Oncelikle bu kisimda elde edilen sonuglar i¢in kullanacagimiz asagidaki tanim ve lemmay1

verelim.

Tanim 4.2.1 G yerel kompakt bir grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere her 1 € M(G)
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ve f € L®(G) icin girisim islemi

(e = [0 0due).  xe6

G

ile tamimlanur.

Lemma 4.2.2 [2], Lemma 3.1] G yerel kompakt grup olmak iizere

P(G) =P (G) =coE(G)

gercgeklenir.
Simdi agsagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.2.3 G yerel kompakt bir grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere asagidakiler

saglanir:

1. Her bir f € L®(G) igin W +— w * f doniigiimii (M(G),z*) uzayindan (L*(G), z) uzayna

stireklidir,

2. her bir f € L'(G) icin h— f % h doniisiimii (L®(G),z) uzaymdan (L®(G),z) uzaymna

stireklidir.

ispat.

1. {Mo}tacr, M(G) uzaymda bir u elemanmna zayif yildiz yakinsayan bir ag, (®,%¥)
tamlayan Young fonksiyonu ¢ifti ve f € L®(G) olsun. (L®(G))* dual uzayinda bir T
fonksiyonelini goz oniine alalim. Bu durumda dualite 6zelliginden 6yle bir g € L¥(G)

fonksiyonu her x € G icin
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kosulu saglanacak bicimde vardir. O halde

T(po* f) = (Ha * f.8)
= [ (Hax 108l dp

Q

FO %) dpa(y)g(x) dp(x)

FOy)g(x) dp(x)dpa(y)

(g f)(y)dua(y)

I
QA O— O

elde edilir. g * f € Cy(G) oldugundan

olur. Bu ise {ug * f}qer aginin Lq’(G) uzayinda u * f elemanina zayif yakinsak

oldugunu verir. O halde istenen saglanir.

. {ho}acr» L®(G) uzayinda bir i fonksiyonuna zayif yakinsak ag olsun. Buradan her

g € (L®(G))* icin limges(hq, g) = (h,g) yazilir. O halde

(hat £,8) = [ (o)) (0) dia(x)

I
Q— Q— QO~—_ Q

g(x)du(y)dpu(x)

V) y)gx)dp(y)dp(x)

[
fuon

=

a(y)(g*/)(y)du(y)

= <haag*f>
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olup {h¢ } qer aginin h fonksiyonuna zayif yakinsak oldugu kullanilirsa

olup istenen elde edilir.

4.2.1. L%®(G) nin Otelemeler Altinda Degismez Alt Kiimeleri

Bu kisimda L®(G) Orlicz uzaymin kapali, konveks, sol dtelemeler altinda degismez kalan

alt kiimelerinin karakterizasyonu ile ilgilenecegiz. {1k olarak asagidaki tanimi1 verelim.

Tamm 4.2.1.1 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere C C L*(G) alt
kiimesi verilsin. Her f € C ve her x € G icin L, f € C oluyorsa C kiimesine sol otelemeler

altinda degismezdir (invaryanttir) denir.

Teorem 4.2.1.2 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu ve C, L*(G) uzaymn kapali,
konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda C kiimesinin sol otelemeler altinda degismez

olabilmesi icin gerek ve yeter kosul her h € P{(G) i¢cin h*C C C olmasidur.

Ispat. ilk olarak kabul edelim ki C, (L®(G), || - ||a) uzayimn kapali, konveks, sol 6telemeler
altinda degismez bir alt kiimesi ve & € P;(G) olsun. Lemma 4.2.2 geregince {hq}ocr €
coE(G) agu,

i=1
olmak iizere v topolojisine gore hy — h olacak sekilde mevcuttur. v topolojisi zayif yildiz
topolojiden kuvvetli oldugundan {h¢ } cs ag1 h € P;(G) elemanina aynmi zamanda zayif yildiz
yakinsaktir. f € C keyfi olmak iizere Lemma 4.2.3 kullanilirsa, {h¢ * f} s doniisiimii L*(G)

uzayinda & x f elemanina zayif yakinsar. O halde

ha *f = (; )'ia5gia) *f = ;AiaL(glgx)flf

esitliginden ve C kiimesinin konveks, sol 6telemeler altinda degismez olmasindan {hg *
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f}a C C elde edilir. Ayrica C kapali kiime oldugundan 4 x f € C bulunur. Buise h+C C C

oldugunu gosterir.

Tersine her h € P|(G), x € G ve f € C i¢cin h+C C C olsun. .1 € P(G) oldugundan
Lemma4.2.2den {hy} C P1(G) ag1 {hg }«, V-topolojisine gore d, 1 elemanina yakinsayacak
bicimde mevcuttur. Her & icin Ay * f € C ve C kiimesi kapali oldugundan Lemma 4.2.3 den
0,1 % f = Lyf € C elde edilir. Bu ise C kiimesinin 6telemeler altinda degismez oldugunu

Verir. U
Buradan asagidaki sonucu gozlemleyebiliriz.
Sonuc 4.2.1.3 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu olmak iizere I, L®(G) uzaymn

kapali bir alt vektor uzayr olsun. Bu durumda L' (G) %I C I olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul I alt vektor uzayinin sol otelemeler altinda degismez olmasidrr.

Gozlem: co{L.f : x € G} kiimesinin L?(G) uzayinin kapali, konveks, sol 6telemeler altinda

degismez olan bir alt kiimesidir.

O halde bu kiime i¢in Teorem 4.2.1.2 uygulanirsa asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 4.2.1.4 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere, her f € LCD(G)

icin

co{Lyf:x€ G}Mq’ —{o+f g€ PI(G)}”'”‘I’

esitligi saglanir.

Ispat. K| = co{L.f:x€G} ve K = {@*f: @ € P|(G)} olsun. f € K; alalim. Buradan
{fa} C co{L.f : x € G} ag1 fo, — f olacak bicimde mevcuttur. Bu ise L,f € K; oldugunu
verir. Yani K| kiimesi 6telemeler altinda degismezdir. K| dtelemeler altinda degismez, kapali
ve konveks kiime oldugundan her ¢ € P;(G) i¢in Teorem 4.2.1.2 geregince ¢ x K; C K|

bulunur. Boylece K ve K; kiimelerinin tanimi kullanilirsa K, C K elde edilir.

Tersine ¢ € P(G) igin Lemma 4.2.2 kullanilirsa { ¢ } C P;(G) ag1 v-topolojisine gore @y —
0, olacak bi¢imde vardir. Lemma 4.2.3 kullanilirsa ¢, * f ag1 f fonksiyonuna zayif yakinsar.

K, kiimesi kapali oldugundan f € K, olur. Her ¢ € P;(G) i¢in ¢ * K; C K, oldugundan
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Teorem 4.2.1.2 geregince her x € G i¢in LK, C K olur. Yani f € K, olmak lizere L, f € K3
elde edilir. Bu ise K| C K3 olmasidir. O halde K| = K olup istenen elde edilir. ]

Teorem 4.2.1.5 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda G grubunun
kompakt olmamas icin gerek ve yeter kosul L‘b(G) uzaymin bostan farkly her kapali, konveks,

sol otelemeler altinda degismez alt kiimesinin orijini icermesidir.

Ispat. Kabul edelim ki G kompakt olmasin ve C, L®(G) uzaymnimn bostan farkli, kapali,
konveks, sol otelemeler altinda deismez bir alt kiimesi olsun. G kompakt olmadigindan G
nin her kompakt H alt kiimesi i¢in x5 € G\ H eleman1 mevcuttur. Buradan {8, } i ag1 M(G)
uzayimnda sifira zayif yildiz yakinsar. Lemma 4.2.3 kullanilirsa her f € C igin {0y, * f}u
agimn L®(G) uzayinda sifira zayif yakinsadig: elde edilir.

C kiimesi kapali ve konveks oldugundan Onerme 2.5.6 geregince zayif topolojiye gore de
kapalidir. {8y, * f}u C C oldugundan zayif limiti olan sifir da C kiimesine aittir. Yani C

kiimesi orijini igerir.

Tersi i¢in kabul edelim ki G grubu kompakt olsun. C = {15} kiimesi alinirsa agiktir ki C,
L®(G) uzayinin kapal, konveks ve sol Gtelemeler altinda degismez bir alt kiimesidir. Ancak
0 ¢ {1} oldugundan orijini icermez. Bu ise hipotezle celisir. O halde G kiimesi kompakt
degildir. U

Tanmim 4.2.1.6 G yerel kompakt bir grup olsun. f : G — C swurl ve siirekli fonksiyonu
icin O(f) := {Lyf : x € G} kiimesinin kapanisi (C(G),|| - ||») uzayinda kompakt ise f
fonksiyonuna hemen hemen periyodiktir denir. G iizerinde hemen hemen periyodik tiim

fonksiyonlarin olusturdugu kiime AP(G) ile gisterilecektir.

Teorem 4.2.1.7 G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda G
grubunun kompakt olmamast icin gerek ve yeter kosul L®(G) uzaymun bostan farkli her

kompakt, konveks, sol otelemeler altinda degismez alt kiimesinin orijin olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki G kompakt olmayan yerel kompakt grup olmak iizere C, L?(G)

uzaymin bostan farkli, kompakt, konveks, sol otelemeler altinda degismez alt kiimesi ve
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f € C olsun. ¥, ® Young fonksiyonunun tamlayan fonksiyonu olmak iizere, 4 € L¥(G)

olsun ve her s € G i¢in G lizerinde

k(s) = (Lsf,h)

fonksiyonunu géz oniine alalim. Buradan k = f i € Cy(G) oldugu goriiliir. Ayrica k,
G lizerinde smnirl, siirekli ve hemen hemen periyodik bir fonksiyondur. Gergekten k
fonksiyonunun hemen hemen periyodik bir fonksiyon oldugunu yani f /1 € AP(G) oldugunu

gosterelim. Her x € G i¢in

Le(fxh)(y) = (f %) (xy)
= [ 1k ) du(a)
G
=/ Yz y)du(z)
G
=/ (2)h(z"'y)du(z)
G

= (Lf*h)(y),  y€G

saglanir. {L,f : x € G} C C ve C kiimesi kompakt oldugundan {xq}o C G a8t {L,,f}« ag1
L?(G) normlu uzayinda yakinsak olacak sekilde mevcuttur. # € L¥(G) oldugundan

Lo f k= Lug f 5 hl|eo < ||Lro.f — Ly fll o]l = 0

elde edilir. O halde {L, f *h}q ag1 (C(G),| - ||~) uzayinda yakinsakti. G kompakt
olmadigindan AP(G) N Cy(G) = {0} olur. Bu ise k = 0 oldugunu gosterir. O halde her
h € LY (G) fonksiyonu igin f * = 0 bulunur.

Simdi f = 0 oldugunu gosterelim. Uy, e birim elemaninin kompakt komsuluklarinin azalan
bir kiimesi ve hy = % olsun. O halde ||f * hy — f|le — O olur. Her « icin hy € L¥(G)

oldugundan f = 0 elde edilir. Bu ise C kiimesinin sadece orijini igerdigini gosterir.

Tersi i¢in kabul edelim ki G grubu kompakt olsun. C = {15} kiimesi alinirsa agiktir ki C,

L?(G) uzaymin kompakt, konveks ve sol otelemeler altinda degismez bir alt kiimesidir.
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Ancak 0 ¢ {1} oldugundan orijini igermez. Bu ise hipotezle celisir. O halde G kiimesi
kompakt degildir. U

4.2.2. Afin Doniisiimler

Bu kisimda L®(G) Orlicz uzaylarinin alt kiimelerinde siirekli ve afin doniisiimler karakterize

edilecektir.

Teorem 4.2.2.1 G yerel kompakt grup, ®, ¥ Young fonksiyonlari ve B, C sirastyla LY (G) ve
L®(G) uzaylarin kapali, konveks, sol itelemeler altinda degismez olan alt kiimeleri olsun.

T : B — C siirekli ve afin bir doniisiim ise asagidakiler denktir:

1. T doniigiimii tiim sol otelemelerle degismelidir. Bir baska deyisle her x € G ve her

f€BicinT(Lyf) = LT f saglanr.

2. Her h € P/(G) ve her f € Bicin T (h*f) =h=xT(f) gerceklenir.

Ispat. Oncelikle kabul edelim ki f € B olmak iizere her i € Py (G) ve her x € Gigin T (L, f) =
L, T f olsun. Lemma 4.2.2 dan 6yle bir {hq}o C coE(G) ag1

]’la - Z Aiassl@l
i=1

icin v-topolojisine gore hyg — h kosulu saglanacak sekilde mevcuttur. Lemma 4.2.3
kullanilirsa her f € B icin {hqy * f}o aginin hx f elemanina zayif yakinsak oldugu elde
edilir. B ve C kiimeleri kapali ve konveks oldugundan Onerme 2.5.6 geregince ayn1 zamanda
zay1if kapalidir. Ayrica 7 doniisiimii afin ve siirekli oldugundan B ve C kiimelerinin zayif

topolojilerine gore zay1f siireklidir. O halde

T(h«f)= liOrCnT(ha * f)

=lim7 ( ( ﬁ Aiaéslq) *f)
i=1
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= llgllzzl AﬁT(L(SZ{X)—lf))
= n&ni; /l;"L(S?,),lT( f)

= lim (%)ﬁ“&?s) * T (f)
i=1

= limhg +T(f)

T ()

olup T'(hx* f) = h+T(f) oldugu elde edilir.

Tersine her i € P (G), herf € Bicin T (h* f) = h*xT(f) ve her x € G i¢in {hg } o, P1(G) de

0,1 elemanina v-topolojisine gore yakinsak bir ag olsun. Buradan
T(Lof) =T(8,-1%f)
=1m7T (hg * f)
o
= lién ho *T(f)

= 61+T(f)

= LxT(f )
elde edilir. O halde (1) saglanir. ]

Buradan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 4.2.2.2 G yerel kompakt grup, ® ve ¥ Young fonksiyonlart olmak iizere T : LlP(G) —

L®(G) sumirlu lineer bir operator olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

1. Her x € Gve her f € LY¥(G) i¢in T(Lyf) = L,T f saglamr.

2. Her h € L'(G) ve her f € LY (G) i¢in T (h f) = hx T (f) gerceklenir.
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Teorem 4.2.2.3 G kompakt olmayan yerel kompakt bir grup, ® Young fonksiyonu olmak
tizere C, LI(G) uzaymn bogtan farkl, kapali, konveks, sol otelemeler altinda degismez bir
alt kiimesi ve B, L*(G) uzayimin bostan farkli, zayif kompakt, kapal, konveks, sol ételemeler
altinda degismez bir alt kiimesi olsun. Eger T : B — C doniisiimii siirekli, afin ve her x € G,
her f € Bicin T(Lyf) = LT f kosulunu saglryor ise T (f) = 0 olur.

Ispat. B ve C kiimeleri kapali ve konveks oldugundan Onerme 2.5.6 geregince zayif
kapalidir. 7 doniisiimii afin ve siirekli oldugundan B ve C nin zayif topolojilerine gore zayif

sureklidir.

B zayif kompakt, konveks ve T zayif siirekli oldugundan T'(B), L'(G) uzaymmn zayif
kompakt, konveks, sol dtelemeler altinda degismez bir alt kiimesidir. O halde [21, Teorem

4.8] kullanilirsa 7'(B) = {0} elde edilir. O

Teorem 4.2.2.4 G yerel kompakt grup, ® Young fonksiyonu olmak iizere C, L*(G) uzaynn
zayif kompakt, kapali, simirly ve sol dtelemeler altinda degismez bir alt kiimesive T : P (G) —

C siirekli, afin bir doniisiim olsun. Asagidakiler denktir:

1. T tiim sol oteleme doniisiimleri ile degismelidir.

2. Oyle bir f € C fonksiyonu her h € P|(G) icin T(h) = hx f kosulunu saglayacak

bicimde mevcuttur.

Ispat. Kabul edelim ki her 4 € P{(G) ve x € G igin T (Lyh) = L,Th olsun. Teorem 4.2.2.1
kullanilirsa her h, k € P|(G) i¢in T (kxh) = kT (h) saglanir. O halde {Uy}q C Pi(G),
L'(G) uzayi icin smirli yaklagik birim olmak iizere T (Uy) € C siirh ve C zayif kompakt
oldugundan 6yle bir f € C fonksiyonu {7 (Uy) }¢ ag1 f fonksiyonuna zayif yakinsak olacak

bicimde mevcuttur. Buradan
T(h) =limT (hxUygy)
o
=limh=T(Uy)
o

=hxf
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bulunur. O halde (2) gerceklenir.

Tersine kabul edelim ki dyle bir f € C fonksiyonu her & € P;(G) i¢in T'(h) = h* f olacak

bicimde mevcut olsun. Bu durumda her x € G i¢in

LT (h) = Li(h+ f)
=5, 1% (hxf)
= (8, 1xh)xf
=Lhxf

= T(Lh)

elde edilir. Bu ise T doniisiimiiniin sol otelemeler ile degismeli oldugunu gosterir. U

4.2.3. Kompakt Carpanlar Uzay:

Banach uzaylari i¢in ¢arpanlar uzay1 6nemli bir kavram olup literatiirde pek cok matematikgi
tarafinfan ele alinmustir. L' (G) uzayi icin ¢arpanlar uzayiin temel karakterizasyonu Wendel
[43] tarafindan verilmistir. Kompakt carpanlar uzayr ise ilk kez Sakai [42] tarafindan
calistimistir. Sakai bu ¢alismasinda G grubu kompakt degil ise L!'(G) uzaymn tek zayif
kompakt carpaninin sifir oldugunu gostermistir. Tersine [2] calismasinda Akemann G

kompakt grup ise L' (G) uzay1 igin her carpanin kompakt oldugunu ispatlamustir.

Diger yandan 1 < p < o olmak iizere L'(G) uzayindan L”(G) uzayina garpanlar uzayi
Brainerd ve Edwards tarafindan incelenmistir. [21] ¢calismasinda ise Lau LP(G), 1 < p < o,

uzayinin degismez alt kiimelerini ¢aligmisgtir.

Bu kisimda 6nceki boliimlerde yapilanlarin bir uygulamasi olarak L‘I’(G) Orlicz uzaylari i¢in
kompakt carpanlar uzay: karakterize edilecektir. Elde edilen sonuglar1 vermeden asagidaki

tanimi verelim.

Tamm 4.2.3.1 G yerel kompakt grup, ® ve Y Young fonksiyonlart olsun. T, L‘P(G)
uzaymdan L®(G) uzayima giden siirekli, lineer ve dteleme operatirleri ile degismeli bir
doniisiim (her x € G ve f € L*(G) icin Ly(Tf) = T(Lyf)) ise T operatiriine L¥(G)

uzayindan L®(G) uzayna bir ¢arpan (multiplier) denir. LY (G) uzayimdan L®(G) uzaywna



49

giden tiim ¢arpanlarin olusturdugu kiime M(LY (G),L®(G)) ile gosterilecektir.

Teorem 4.2.3.2 G yerel kompakt grup, (®,¥) tamlayan Young fonksiyonu cifti ve ®,¥ €
Ay olmak iizere T : L'(G) — L®(G) sumirly, lineer bir operator olsun. Bu durumda T €
M(L'(G),L®(G)) olabilmesi icin gerek ve yeter kosul dyle bir f € L*(G) fonksiyonunun
her h € L'(G) icin T (h) = h* f kosulunu gercekleyecek sekilde mevcut olmasidur,

Ispat. Kabul edelim ki 7 € M(L'(G),L®(G)) ve her « igin {ug}q, L'(G) uzay1 igin
|lug ||t = 1 kosulunu saglayan yaklagik birim olsun. Buradan li&n”h xUug — h||; =0 elde
edilir. T operatérii lineer ve sinirli oldugundan {7 (uq % h)}o ag1 her h € L'(G) icin T (h)
elemanina norm topolojiye gore yakinsar. Ayrica L*(G) yansimali uzay oldugundan ve
{T (1)} o» L*(G) uzayinda yakinsak oldugundan 6yle bir f € L®(G) fonksiyonu {T (uq)}q
f fonksiyonuna zayif yakinsak olacak bicimde mevcuttur. O halde Sonug 4.2.2.2 ve Lemma
4.2.3 kullanilirsa
T(h)= ligch(h kU )

=1limh*T (uy)
(04

=hxf

elde edilir.

Tersine kabul edelim ki 6yle bir f € L®(G) fonksiyonu her # € L'(G) igin T(h) = hx* f
olacak bicimde mevcut olsun. O halde
L,T(h) =Ly(hx f)
=5, 1% (hf)
= (0, 1%h)xf
=Lhxf

= T(Lsh)

olup T € M(L'(G),L®(G)) elde edilir. O
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Teorem 4.2.3.3 G kompakt bir grup olmak iizere L' (G) uzayindan L®(G) uzaywna giden her

T carpani kompakttir.

Ispat. T € M(L'(G),L®(G)) olsun. Teorem 4.2.3.2 geregince oyle bir f € L?(G) fonksiyonu
her h € L'(G) igin T (h) = h* f olacak sekilde mevcuttur. T operatoriiniin kompakt oldugunu,
yani T operatoriiniin L' (G) uzaymin birim yuvarim L®(G) uzaymin kapanist kompakt alt

kiimesine gotiirdiigiinii gosterelim.

G kiimesi kompakt ve L,f doniisimii siirekli oldugundan co{L.f : x € G}"'Hq> C L®(G)
kiimesi L®(G) uzaymin kompakt alt kiimesidir. O halde Sonug 4.2.1.4 kullanilirsa {¢ * f :
¢ € Pi(G)} kiimesinin kapanisinin L?(G) uzayinda kompakt oldugu elde edilir.

Simdi i € L'(G) ve ||a|l; < 1 olsun. Bu durumda h = (hy — hy) + i(h3 — ha), hj > 0 ve
kil <1, j=1,2,3,4 yazilabilir. Buradan T'(hj) = hjx f € C={A@xf: A €0,1]} elde
edilir. C kiimesinin kapanigt kompakt oldugundan 7'(h) = h* f € (C—C) +i(C —C) bulunur.

Bu ise T operatoriiniin kompakt oldugunu gosterir. U

Teorem 4.2.3.4 G kompakt olmayan yerel kompakt bir grup ve ®, ¥ Young fonksiyonlar
olsun. Bu durumda LY (G) uzaymndan LCI’(G) uzaywma giden tek kompakt carpan sifirdir.

Ispat. G kompakt olmayan bir yerel kompakt grup ve T € M(L¥(G),L®(G)) operatorii
kompakt olsun. O halde tanimdan her f € L¥(G) ve her x € G icin T(L.f) = L, Tf
yazihr. {T(f): ||f|le < 1}'|'Hq> kiimesi L®(G) uzaymnin bostan farkli, kompakt, konveks,

sol otelemeler altinda degismez bir alt kiimesi oldugundan Teorem 4.2.1.7 kullanilirsa 7 = 0

oldugu elde edilir. 0

Teorem 4.2.2.3 in bir sonucu olarak asagidaki ifade verilebilir.

Teorem 4.2.3.5 G kompakt olmayan bir yerel kompakt grup ve A, L*(G) uzaymin zayif
kompakt, kapali, sol ételemeler altinda degismez alt uzayi olsun. Eger T : A — L! (G) simrly

lineer operatorii sol oteleme doniisiimleriyle degismeli ise T operatorii sifirdir.

Tez boyunca elde edilen sonucglar kompakt veya kompakt olmayan bazi 6zel gruplar
icin uygulanabilir. Bu 6zel grup orneklerini vermeden once asagidaki temel kavramlari

hatirlatalim.
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GL(n,C), n x n tipinde katsayilar1 kompleks tersinir matrislerin kiimesidir. Bu kiimelerin

matris ¢carpma islemi ile olusturdugu gruba genel lineer grup denir.

SU(2), 2 x 2 tipinde kompleks katsayili, tersi kompleks esleniginin transpozuna esit ve

determinant1 1 olan matrislerin kiimesidir. Bir bagka deyisle
SU2):={A: (A) =A!ve detA =1}

seklindedir.

O(n), n x n tipinde kompleks katsayili, tersi transpozuna esit olan matrislerin kiimesidir.

Yani,
On):={A: A :A’I}

bi¢cimindedir ve ortogonal grup olarak adlandirilir. SO(n) ise O(n) ortogonal grubunun

determinant1 1 olan alt grubudur ve
SO(n):={A: A'=A"1ve detA =1}

seklinde yazilabilir. SO(n) kiimesinin matris ¢arpimina gore olusturdugu gruba O6zel

ortogonal grup denir.

Not: Bulgular kisminda elde edilen teoremler icin asagida verilecek olan ©6zel gruplar

kullanilarak somut 6rnekler incelenebilir.

Ornek.

1. SU(2) grubu kompakttir. f, SU(2) grubu iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon

olmak iizere Haar ol¢iisii

2r

T
i
/ £ du(x) z—///foq) (6,0, 7)sin® 0 sinpdOdody
000

2 2
SU(2)

seklindedir. Burada x; = cos@, x; = sinOcos@, x3 = sin@sin@Qcosy, x4 =

sin O sin @ siny olmak iizere ¢ (6, @,y) = (x1,x2,x3,x4) ile verilmisgtir.

2. SO(3) ozel ortogonal grubu kompakttir. f, SO(3) iizerinde integrallenebilen bir
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fonksiyon olmak tizere Haar olciisii asagidaki gibidir.
, 0
/ f(x)du(x) /d@/d(f fexp(6T (u)))sin 5
S0(3)

Burada o, S? birim kiiresi iizerinde normallestirilmis diizgiin 6l¢ii, u(a,b,c), (a® +

b? +c* = 1), §? birim kiiresinde bir nokta ve 7 doniisiimii

ay az as
T(u)=1|by by b3

cl Cp cC3
seklindedir.

=R\ {0} carpim grubu kompakt degildir. R* grubu iizerindeki Haar 6l¢iisii d’rx(rc )

seklindedir. Burada du (x) Lebesgue 6l¢iisiidiir.

. C* = C\ {0} carpim grubu kompakt degildir. C* grubu iizerindeki Haar ol¢iisii

% seklindedir.

. G = R" alinirsa G grubu kompakt degildir. R” iizerindeki Haar olciisii Lebesgue

Olciisiidiir.

. GL(n,R) grubu kompakt degildir. GL(n,R) grubu iizerindeki Haar 6l¢tisii | detA|~"dA
seklindedir. Burada dA, M(n,IR) matris grubu tizerindeki Lebesgue ol¢iistidiir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda G yerel kompakt grubu iizerinde tanimli Orlicz uzaylarinin projektif,
injektif ve flatness gibi baz1 homolojik 6zellikleri incelenmis ve kompakt carpanlar uzayi
calistimigtir. Bunun icin @ Young fonksiyonu olmak iizere L‘b(G) Orlicz uzaylart sol
Banach L'(G)-modiil olarak ele alinmis ve homolojik &zellikleri modiil yapisi iizerinden

incelenmistir.

Elde edilen sonuglar iki kisim halinde ele alinabilir. Oncelikle Orlicz uzaylari igin projektif
modiil olma 6zelligi incelenmistir ve modiil yapisinin homolojik 6zelligi ile grubun yapisi
arasinda iliski kurulmustur. Ozel olarak Orlicz uzaylarinin projektif sol Banach L' (G)-modiil
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun G grubunun kompakt olmasi gerektigi ispatlanmigtir
(Teorem 4.1.1.1). Ardindan L®(G) uzaylarinin hangi kosullar altinda injektif ve flat modiil

oldugu incelenmistir (Onerme 4.1.2.1).

Ikinci kistmda ilk olarak Orlicz uzaylarmin kapali, konveks, sol 6telemeler altinda degismez
kalan alt kiimeleri karakterize edilmistir. Ozel olarak bir tek kompakt, konveks, sol
otelemeler altinda degismez kalan alt kiimesinin orijin oldugu gosterilmistir (Teorem
4.2.1.7). Ayrica Orlicz uzaylarimin alt kiimeleri iizerinde afin ve siirekli doniigiimler
incelenmistir. Daha sonra bu kisimda elde edilenlerden yararlanilarak kompakt carpanlar

uzay1 karakterize edilmistir ve kompakt ¢arpanlar ile gruplar arasinda iligki kurulmustur:

1. G kompakt bir grup olmak iizere L' (G) uzayindan L®(G) uzayina giden her T ¢arpani
kompakttir (Teorem 4.2.3.3)

2. G kompakt olmayan yerel kompakt bir grup ve &, ¥ A; kosulunu saglayan Young
fonksiyolar1 olsun. Bu durumda LY (G) uzayindan L®(G) uzayma giden tek kompakt
carpan sifirdir (Teorem 4.2.3.4).

Ozel olarak G kompakt grup iken L'(G) uzaymdan L®(G) uzayma giden her T ¢arpaninin
kompakt oldugu ve G kompakt olmayan bir grup olmak iizere ®, ¥ € A, ise L¥(G)

uzayindan L®(G) uzayna giden tek kompakt carpanin sifir oldugu ispatlanmustr.
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Boylece Lebesgue uzayini kapsayan daha genel bir fonksiyon uzayinda bu konular

calisilmistir ve elde edilen sonuglar Lebesgue uzaylar i¢in de 6zel olarak gecerlidir.

Ote yandan L‘D(G) Orlicz uzayinin @ Young fonksiyonuna bagli olmasi goz Oniine alinirsa,
L®(G) uzaymin ne kadar zengin bir yapiya sahip oldugu goriiliir. Her bir farkli Young
fonksiyonu icin karsilik gelen farkli Orlicz uzay1 bulunacaktir. Bu nedenle klasik Lebesgue
uzaylarinin disinda daha farkli fonksiyon uzay1 drnekleri de elde edilmis bunun yani sira ¢ok

cesitli Banach modiil yapilar1 da ortaya konulmustur.

G yerel kompakt grup ve @ : G — R™ Borel dlgiilebilir fonksiyon olmak iizere her x,y € G
i¢cin
o(x+y) < o(x)o(y)

kosulu saglaniyorsa @ fonksiyonuna G iizerinde agirlik fonksiyonu denir.

Ileriye doniik, bu tez caligmasinda elde edilen sonuclar kullanilarak @ agirlik fonksiyonu

olmak iizere

Lg(G) = {f: G — K| f ol¢iilebilir, Ja > 0, /CID(a|f(x)a)(x)\)d[,L(x)}
G
ile tamimlanan agirlikli Orlicz uzaylart cesitli homolojik 6zelliklerin belirlenmesi
amaclanmaktadir.

Ayrica elde edilen sonuglar bazi 6zel gruplar tizerinde calisilarak somut uzaylar tizerinde de

caligmalar yapilabilir.
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