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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

(T,X,u)
P
y

Kisaltmalar

u-hhh

Aciklama

: o-sonlu Ol¢ii uzay1
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: artarak yakinsama

: X uzayinin topolojik duali

: X uzaymin Koéthe duali

: T tzerinde tamimli Olgiilebilir reel degerli fonksiyonlarmm p denklik

siniflarinin kiimesi

:1 < p < o olmak iizere [|f|Pdu < o kosulunu saglayan f € L°(T)

fonksiyonlarin uzay1

: Esas olarak sinirli, dlciilebilir reel degerli fonksiyonlarin uzayi
: | f]le = inf{a > 0 : hemen hemen her ¢ € T i¢in |f(¢)| < a}

: Orlicz uzay1

: L Orlicz uzayimin bir alt uzayi

: Orlicz normu

: p- Amemiya normu

: Luxemburg normu

.S normu

Aciklama

: 1 hemen hemen her
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

ORLICZ UZAYLARININ S-NORMUNA GORE INCELENMESI

Seyma YASAR

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Serap OZTOP KAPTANOGLU

Bu tez calismasinin temel amaci Orlicz uzaylari {izerinde yeni bir norm olarak tanitilan s-
normunu ve Ozelliklerini incelemektir. Orlicz uzaylari, Orlicz, Luxemburg ve p-Amemiya
normlaria gore [3], [20], [6] ¢alismalarinda incelenmistir. Wisla’nin 2020 yilindaki [21]
calismasinda Orlicz uzaylar lizerinde, dis fonksiyon aracilifiyla s-normlar1 tanitilmistir. Bu
tez calismasinda, Orlicz uzaylar1 tizerinde tanimlanan ve [3], [20] makalelerinde incelenen
normlar kargilastirllarak ayrintili olarak ele alinmistir. Genel 6l¢ii uzaylarinda yapilan bu
calismalarin lokal kompakt gruplar iizerinde ve soyut harmonik analiz kapsaminda da
incelenebilecegi sonucuna varilmustir.

Haziran 2021, 84 sayfa.

Anahtar kelimeler: Orlicz uzaylari, s normu, Kothe duali, dig fonksiyon.
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The main purpose of this thesis is to examine some properties of the s- norm which is
introduced recently on Orlicz spaces. Orlicz spaces are investigated according to Orlicz,
Luxemburg and p- Amemiya norms in [3], [20], [6]. In 2020, in Wisla’s work [21], s- norms
are introduced through outer functions s. In this thesis, the norms, which are defined on
Orlicz spaces and investigated in the works [3], [20] are discussed and compared in detail.
It is concluded that these studies in general measure spaces can be examined on locally
compact groups and in the setting of abstract harmonic analysis.
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1 GIRIS

1932 yilinda Orlicz tarafindan L” Lebesgue uzaylarinin bir genellemesi olan Lg Orlicz uzay1

ve lizerinde Orlicz normu

111 =sp{ [ 0etolan € Luntale) <1}

seklinde tanimlandi [15]. Luxemburg, 1955 yilinda Orlicz uzaylarinda

||f||q>=inf{k>0:lq> ({) < 1}

seklinde tanimlanan normu inceledi [11]. Luxemburg tarafindan ayrintili olarak incelenen bu
norm, Luxemburg norm olarak anilmistir. Daha sonrasinda Orlicz ve Luxemburg normlarinin

birbirlerine denk oldugu gosterildi [18]. Nakano [14], 1951 yilinda
I£114 = inf +(1+ Lo(kF))
k>0 k

seklinde tanimlanan Amemiya fonksiyonuna gore Orlicz uzaylarin inceledi. Nakano [14],

P
Luxemburg ve Zaanen [12], ® fonksiyonunun sonlu degerli ve lim ()
u—oo Y

kosullar1 altinda Orlicz normunun Amemiya fonksiyonu ile ifade edildigini gosterdiler. Bu

= oo olmasi

norm esitliginin keyfi bir ® Orlicz fonksiyonu icin de gecerli oldugu Hudzik ve Maligranda
tarafindan [6] calismasinda gosterildi. Benzer olarak Luxemburg normunun da Amemiya

formiilii ile ifade edilebilecegi [3], [16] ¢calismalarinda gosterildi. Hudzik ve Maligranda

(I+uP)/P 1<p<oo

max{1l,u} ,p=co

fonksiyonlart aracilifiyla

— i 1 p 1/p
|fllo,y = inf = (1+15 (k7))



seklinde tanimlanan yeni bir fonksiyon tamittilar [6]. Ote yandan Cui, Duan, Hudzik ve Wisla
tanitilan bu fonksiyonun bir norm oldugunu goésterip, bu norma gore Orlicz uzaylarinin bazi
geometrik ozelliklerini incelediler [3]. Ayrica Wisla [19] calismasinda bir s dis fonksiyonunu
s :[0,00) — [1,00) olmak iizere max{l,u} < s(u) < 1+ u ozelligini saglayan konveks

fonksiyonlar olarak tanimlamis ve s dig fonksiyonlar1 araciligiyla

1
1 fllos = ggg; s(lgp(kf))

seklinde tamimlanan s-normlarim1 tanitmistir. Son olarak 2020 yilinda, p-Amemiya
normlarinda saglanan yari-Fatou 6zelligi, k*ve k**-sonluluk gibi 6zellikler s-normu igin de
incelendi.

Derleme niteliginde olan bu tez calismasinda, birinci ve ikinci kisimda tez i¢in nemli
tanimlar verilip ardindan s dis fonksiyonlart araciligiyla s-normlari tanitilmigtir.

Tezin diger boliimlerinde s-normunun yari-Fatou 6zelligini, en kiiciik Holder eslenigi,
norm elde edilebilirligi, £*, k**-sonluluk ozellikleri incelenmistir. Son kisimda, 6zel bir
® fonksiyonu igin s-normu ile donatilmis Orlicz uzaylari incelenmistir. Ote yandan Eg
uzayinin s-normuna gore Kothe duali incelenmistir.

Bulgular kisminda, tiim yapilan incelemelerin dogrultusunda, bazi 6zel s dis fonksiyonlari

icin Eg uzayinin Kothe dualleri gosterilmistir.



2 GENEL KISIMLAR

Bu tez calismasi boyunca genel olarak [21] kaynag1 temel alinmistir.

Yine bu tez caligmasi yedi kisimdan olugmaktadir. Birinci kisim olan on bilgilerde, tez
boyunca kullamlacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci kistmda, s dis
fonksiyon tanimi verilmis, ardindan s-normu tamitilmistir. Uciincii kisimda, s-normunun
yari-Fatou o0zelligi incelenmistir. Dordiinci kisimda, s dis fonksiyonlarinin Holder
anlaminda esleniklik tanimi verilmistir. Daha sonrasinda bazi 6zel dis fonksiyonlar i¢in
Holder eslenikleri incelenmistir. Besinci kisimda, s-normunun elde edilebilirligi i¢in teorem
ve sonuglar verilmistir. Altinci kisimda, s-normunun k* ve k**-sonluluk igin teorem

verilmigtir. Son kisim olan yedinci kisimda, s-normlu E¢ uzayinin Kothe duali incelenmistir.

2.1 ON BILGILER

Bu tez ¢aligmasinda X bir Banach uzay1 olmak iizere B(X) birim yuvari, S(X) yuvar yiizeyini
temsil edecektir. (7,X,u) ol¢ii uzay1 olsun. X, 7 kiimesinin olgiilebilir alt kiimelerinin
o - cebiri ve i o - sonlu bir tam 6l¢ii olmak iizere L(T) 6lgiilebilir reel fonksiyonlarin
u denklik siiflarinin kiimesidir. Bu tez boyunca reel vektor uzaylar ile calisilacaktir.
Ayrica bu ¢alisma u 6l¢iisiiniin atomlu ya da atomsuz olmalm durumlarina gore genel olarak

incelenmistir. Yine bu tez calismasinda inf@ = oo, 0.c0 =0, =" ve — =0 kabul edilmistir.

Asagida verilen tamim ve 6zellikler icin [2] kaynagindan yararlanilmistir.

Tanmm 2.1.1 (7,X) bir ol¢iilebilir uzay olsun. Bir y : ¥ — [0, eo] fonksiyonu

1. u(0) =0
2. HerA e Xicin u(A) >0

3. X kiimesinin ikiserli ayrik (A,)7_, dizisi i¢in



kosullarini sagliyorsa u fonksiyonuna 7 kiimesinde bir ol¢ii denir. (7,X, 1) uzayna olgii

uzay1 denir.

Tanmm 2.1.2 (T,X, ) ol¢ii uzay1 ve A € X olmak iizere p(A) > 0 olsun. Eger her B C A,
B e Xigin u(B) =0yada u(A) = u(B) esitliklerinden biri saglaniyorsa, A kiimesine atom
denir.

Eger u(A) > 0 olacak sekilde her A € ¥ kiimesi atom igeriyorsa u olgiisiine atomik ol¢ii ve
(T,X, n) 6lgii uzayma atomik 6l¢ii uzayi denir.

Eger (T,X, 1) 6l¢ii uzay: hi¢ atom igermiyorsa u dlgiisiine atomsuz 6l¢ii denir.

W atomsuz bir 6l¢ii olsun. Bu durumda p(A) > A > 0 olmak iizere p(B) = A olacak sekilde
oOl¢iilebilir bir B C A alt kiimesi vardir.

Tanmm 2.1.3 (7,X%) olgiilebilir bir uzay olsun. u ve v, X iizerinde tanimli 6l¢iiler olsun. Eger
L1(A) = 0 olacak sekilde her A € X i¢in v(A) = 0 saglaniyorsa v dlgiisti p Slgiisiine gore

mutlak siireklidir denir.

Teorem 2.1.4 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (7', X, i) bir 6l¢ii uzay1 ve f,, negatif olmayan,
olciilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger f,, artan ve - hhh x € T igin 1i_r>n fn(x) = f(x)ise

bu durumda
[ fan=tim [

esitligi saglanir.

Teorem 2.1.5 (Fatou Lemma) (7,X, i) bir 6l¢ii uzayi olsun. T iizerinde tanimli, reel degerli

negatif olmayan, ol¢iilebilir bir f,, fonksiyon dizisi i¢in
/liminffndu < liminf/ fadu
T Nn—oe n—oo T
esitsizligi saglanir.

Teorem 2.1.6 (Radon Nikodym Teoremi) (7,X,u) Olcii uzay1 ve v, u olgiileri o- sonlu
pozitif dl¢iiler olsun. Eger v oOlciisii, i dlgiisiine gore mutlak siirekli ise bu durumda yalnizca

bir g : T — [0, ) fonksiyonu vardir 6yle ki her E € ¥ i¢in

v(E) = [ ed

saglanir.



Tamm 2.1.7 Bir f: R — R" i¢in d € R olmak lizere f(u) = cu+d ise f fonksiyonuna

sonsuzda afindir denir ve egimi ¢ > 0 dir. Eger ¢ = 0 ise f sonsuzda sabittir denir.

Tanim 2.1.8 ([13]) X bir reel vektor uzay1 olsun. Bir p : X — [0, 00| fonksiyonu

i) p(—u)=p(u)
i) pu)=0u=0
iii) Heru,ve X, 0< a,f<licha+B=1 ploau+Pv)<pu)+pH)

ozelliklerini saglarsa modiiler fonksiyon denir. Ote yandan 0 < s <1 ve 0<a, B <1

olmak iizere o+ B*=1 ve her u,v € X i¢in

p(au+pfv) < a’p(u)+pB°p(v)

esitsizligi saglaniyorsa p modiiler fonksiyonu s-konveks olarak adlandirilir. s = 1 durumunda

konveks modiilerdir denilir.

Tanmm 2.1.9 (Orlicz Fonksiyonu, [5] ) Bir @ : R — [0, o] fonksiyonu

1. her u € R igin ®(—u) = D(u),
2. ® fonksiyonu sifira 6zdes degil,
3. 9(0) =0,
4. be = sup{u > 0: D(u) < e} olmak iizere (—bg,be) araliginda konveks,
5. bp noktasinda soldan siirekli, yani lim, - P(u) =P(be)
kosullarini sagliyorsa Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilir.

Burada ® fonksiyonunun sifira 6zdes olmasi ile her u € R i¢in ®(u) = 0 olmasi anlagilacaktir.

Ornek 2.1.10 ([5]) @ bir Orlicz fonksiyonu ve f € L°(T) olmak iizere

lo(f) = [ @(7(0)du

seklinde tanimlanan fonksiyon konveks modiiler fonksiyondur.

Tanim 2.1.11 ([18]) Bir ® Orlicz fonksiyonu i¢in

P(y) = supixly| = ®(x) : x>0} yeR



seklinde tanimlanan ¥ : R — [0, oo] fonksiyonuna ® Orlicz fonksiyonunun tiimleyeni denir.

Ayrica, W fonksiyonu da bir Orlicz fonksiyonudur.

Yine x,y € R icin

xy < P(x)+¥(y) 2.1

esitsizligi Young esitsizligi olarak adlandirilir. Burada x, y > 0 i¢in p,, ® fonksiyonunun
sag tirevi ve ¢y, W fonksiyonunun sag tiirevi olmak iizere y = p1(x) ya da x = g+ (y)

durumlarinda esitlik saglanir ve Young esitligi olarak adlandirilir.
Teorem 2.1.12 (Artan Fonskiyonlar I¢in Young Esitsizligi, [17]) f : [0,u] — [0,v] pozitif,

siirekli, kesin artan, terslenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun tersi £~ olmak iizere

ab < /()af(x)dx+/()bfl(x)dx

esitsizligi saglanir ve Young Esitsizligi olarak adlandirilir. » = f(a) olmasi durumda esitlik

saglanir.

Onerme 2.1.13 ([18]) ® bir Orlicz fonksiyonu ve p, fonksiyonu, ® fonksiyonunun sag

tiirevi olsun. Her u € R i¢in @ fonksiyonu

temsiline sahiptir.

Bu tez boyunca [0,c0] araliginda & fonksiyonunun sag tiirevi p1 ve sol tiirevi ise p_ ile

gosterilecektir. Asagidaki ifadeler p ve p_ fonksiyonlar1 i¢in saglanir.

) p-(0)=0
i) bp = oo ise limyeop—(u) =p_(c0) ve limy_yeopy(u) = py(oo)

iii) bep < eoise heru > by igin pi(u) =oo ve heru > bg igin p_(u) = o

Orlicz fonksiyonu iizerinde tanimlanan ve A; olarak adlandirilan kosullar asagida verilmistir.

Tamm 2.1.14 ([18]) ® bir Orlicz fonksiyonu olsun.



)

i1)

iif)

Eger bir K > 0 ve her u € R i¢in

d(2u) < KD(u)

esitsizligi saglaniyorsa ® fonksiyonu A - kosulunu saglar denir ve @ € A, (R) seklinde

ifade edilir.

Eger bir K > 0 sayisi, ®(up) < oo kosulunu saglayan bir uy > 0 sayisi ve her |u| > ug
icin

D (2u) < KD(u)

esitsizligi saglaniyorsa @ fonksiyonu sonsuzda A, kosulunu saglar denir ve @ € Ay (o)

seklinde ifade edilir.
Eger bir K > 0 sayisi, ®(up) < oo kogulunu saglayan bir uy > 0 sayisi ve her |u| < ug
icin

D(2u) < KD(u)

esitsizligi saglaniyorsa & fonksiyonu sifirda A; - kosulunu saglar denir ve ® € A;(0)

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.15 ([18]) @ Orlicz fonksiyonu tarafindan iiretilen Ly Orlicz uzayi, olciilebilir

fonksiyonlarin vektor uzayidir ve

Lo={fel%T): 341 >0 Ip(Af) < oo}

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.1.16 ([18]) Lg Orlicz uzayinin bir alt uzay1

Ep = {f € Ly : YA > 03 T), sonlu atom kiimesi / P(Af)du < 00}
T

\Ty,

seklinde tanimlanmistir.

Asagidaki ozellikler gecerlidir.

i) Eger u atomsuz ol¢iiyse bu durumda 7j, = @ olur.

ii) ®@ fonksiyonu sadece sonlu deger aliyorsa yani her x € R igin ®(x) < oo ise bu durumda

T, = 0 olarak kabul edilebilir.



1) Eger u olgiisii atomsuz ise 7; = 0 olur ve ® fonksiyonu sonsuzda sicramaliysa bu
durumda @ fonksiyonu yalnizca ®(0) = 0 degerinde sonlu oldugundan Eg = {0} bulunur.
Atomik 6l¢ii icin 7 C N ve X C 2N gecerlidir. Bu durumda Lg Orlicz uzay1 asagidaki gibi

tanimlanan bir dizi uzayi olur.

lp = {(xn) el icp(xxn)u(n) <o A >o}

n=1

Burada {° tiim reel dizilerin uzayidir. Ayrica Eg uzayi

he = {(xn) el®: VA, 3Ing i D(Ax,)u(n) <<><>}

n=n

olarak tamimlanir. Ozel olarak y sayma 6l¢iisii ve & Orlicz fonksiyonu

0 ,lu<1
D(u) =
o lul>1

seklinde tanimlanmus ise, bu durumda lp = [” ve hg = ¢ oldugu kolayca elde edilir.

Tamm 2.1.17 (Modiiler Birim Yuvar, [18]) Ip bir konveks modiiler fonksiyon olmak iizere,

Ag(1)={f e LT) : In(f) < 1}

kiimesine modiiler birim yuvar denir.

Tamm 2.1.18 (Minkowski Fonksiyoneli, [18]) K, X vektdr uzayinin bir alt kiimesi olsun.

pr : X — [0,0] olmak iizere K kiimesinin Minkowski fonksiyoneli
pr(x) =inf{r>0 : x€rK}

seklinde tanimlanir.



1932 yilinda W. Orlicz tarafindan, modiiler birim yuvart temel alinarak, ® Orlicz

fonksiyonunun tiimleyeni olan ¥ ile olusturulan Orlicz normu

1116 =sup{ [ 1F00g()ldb s € Lo hule) < 1}
seklinde tanitilmistir [15].

Orlicz uzaylarinda caligilan bir diger norm olan Luxemburg normu ise 1955 yilinda
Luxemburg tarafindan c¢alisilmistir [11]. Modiiler birim yuvar {iizerinde Minkowski

fonksiyoneli araciligiyla tanimlanan Luxemburg normu

||f!|q>=inf{?t >0: o (%) < 1}

seklinde ifade edilmistir. Gergekten de K = Ag (1) alinirsa

pe(f) = inf{reR: r>0vefecrAe(l)}
= inf{r>0: J—:EAq)(l)}

= inf{r>0:1p(£) <1}

elde edilir. Ayrica Luxemburg normu asagidaki ifadeyi saglar [13].

[flle <1 ise lo(f) < [|fllo (2.2)

Teorem 2.1.19 ([13]) Ip fonksiyonu, Lg uzayinda modiiler fonksiyon olsun. Her k € N i¢in
fr € Lo ve f € Lg olmak iizere her A > 0 i¢in ||/ — f||o 2 0 olmast i¢in gerek ve yeter
—300
kosul Ip(A(fi—f)) = 0 olmasidur.
—00

Ispat. Her A > 0 icin Ip(A fi) — O olsun. Bu durumda k > kq kosulunu saglayan dogal

sayilar i¢in Ip(Af;) < — olur. Normun tanimi ve infimum 6zelliginden her A > 0 igin

A
1
I fklle < T bulunur. Boylece || fi||® 2 0 saglanur.
Tersine || fx||o b 0 saglansm. Her A > 0 i¢in [|Afi||® = 0 olur. O halde k > k; i¢in
—>00 —»00
IA fill@ < 1 olur. Ayrica (2.2) ifadesinden Ip(A fi) < ||A fi||® saglanir. Buise Ip(A fi) " 0
—»00

olmasidir. [ |
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Nakano, 1951 yillinda Orlicz uzaylarn iizerinde
171 = inf 21+ La(kf))
®T >0 k ®

formiilityle tanimlanan Amemiya fonksiyonunu inceledi. Daha sonrasinda keyfi bir Orlicz
normunun Amemiya fonksiyonu ile ayni formiile sahip oldugu gosterildi. Diger bir ifadeyle
1£11% = 1IfIl3 esitligi gosterildi [6].

Benzer sekilde, Luxemburg normunun da Amemiya fonksiyonu ile ifade edilebilecegi

gosterildi ve

1
Iflle :]gg(f)zmaX{l,Ié(kf)} (2.3)

seklinde tanimlandi. Ote yandan, Cui, Duan, Hudzik ve Wisla 1 < p < o olmak iizere

sp(u) = (1 +uP)'/? fonksiyonu ile iiretilen ve

1
| £l = inf o (1+ Lo (kf))!/" (2.4)

seklinde tanimlanan p-Amemiya normunu incelediler. p = co durumunda bu norm (2.3)
esitligindeki ifade ile tanimland1 [3].

Yine || - ||@,, ile gosterilen p-Amemiya normlari i¢in 1 < g < p < oo olmak lizere

1flle = I1/]

oo < fllop < Iflleg < Ifllor =11l <2[flle

2.5)
Ifle < lIflle, < 2" fllo

esitsizliklerinin saglandigi biliniyor [3].

Tamim 2.1.20 (Banach Fonksiyon Uzay1, [7]) (X, || - ||) bir Banach uzay1 olsun. X C LO(T)
olmak iizere

i) u- hhh r € T i¢in k(¢) > 0 olacak sekilde bir k € X varsa,

iy feL%T), g € X ve u—hhh ¢t € Tigin |f(t)] < |g(t)] kosulu altinda
feX ve |fll <|lgl ifadesi saglanirsa

X uzayina, Banach fonksiyon uzayidir denir. Eger ol¢ii uzayi (N, 2N, () ise Banach dizi uzay1

olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.21 (Kéthe Duali (Associate Space), [1]) (7,X,u) o -sonlu 6l¢ii uzayi ve X bir

Banach fonksiyon uzay1 olsun. X uzayinin Kothe duali, X* topolojik dualinin integral ile
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temsil edilebilen tiim fonksiyonellerinin kiimesidir. Yani f* € X* ve

(0= | s

olacak sekilde g € X olciilebilir fonksiyonu vardir. Uzerinde tanimlanan norm ile birlikte

Kothe duali
x:{geﬂavwmx:su>Tuvmmwu<w}

seklinde ifade edilebilir.

Tammm 2.1.22 (Sirali Siirekli Norm, [7]) X bir Banach fonksiyon uzay1 olmak iizere, X
uzay1 ilizerinde tanimlanan norm her n € N i¢in f,, € X fonksiyon dizisi olmak iizere f, | 0

iken || f,|| — 0 6zelligini sagliyorsa bu norma sirali siirekli norm denir.

Onerme 2.1.23 ([7]) X bir Banach fonksiyon uzayi olsun. X uzayi iizerinde tanimlanan
norm siral siirekli ise X uzayinin topolojik duali X* ile Kothe duali X’ dogal olarak ayni

diistiniiliir.

u atomsuz bir Olcii olsun. @ ve ¥ Orlicz fonksiyonlar1 yalnizca sonlu deger alsin. Yani
her u € R icin ®(u) ve ¥(u) < o saglansin. Ayrica ¥ Orlicz fonksiyonu (0,e0) iizerinde

dogrusal degilse bu durumda

(Ea, [ llo.p)" = (L, || - lw,q)

denkligi saglanir. Ustelik Luxemburg ile donatilmis E¢ uzayimin Kothe duali, Orlicz normu

ile donatilmis ve W fonksiyonu ile iiretilen Ly Orlicz uzayina denktir [22].

(Ea, [l o) = (L, |- [I5)

2.2 DIS FONKSIYONLAR VE S-NORMLARI

Tezin bu kisminda Wisla’nin [21] makalesi temel alinarak s dig fonksiyonu tamitilmigtir.
Ardindan bu fonksiyon araciligiyla kurulan s-normu tanimlanmis ve temel Ozellikleri
incelenmistir.

Oncelikle s-normunun daha 6zel hali olan p-Amemiya normu tanitilacak ve temel 6zellikleri
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verilecektir.
Orlicz uzaylar tizerinde p-Amemiya normlari, @ Orlicz fonksiyonu ve 1 < p < oo olmak

uzere

(1+uP)/P 1< p<oo
Sp(”):

max{l,u} ,p=-oo

fonksiyonlart aracilifiyla
1flop = inf - (1 +22(k)) "7
P k>0 k @

seklinde tanimlanmigtir [6].

Onerme 2.2.1 s p» fonksiyonlar agsagidaki 6zellikleri saglar.

1) Keyfi bir 1 < p < oo i¢in s, fonksiyonu konvekstir, ayrica p # 1 i¢in s, kesin konvekstir.
2) s, fonksiyonlari [0,c0) araliginda artan fonksiyonlardir.

3) Keyfi bir 1 < p’ < p < ooigin s, (u) < s,/ (u) saglanir.

4) Her p € [1,00] igin 5,(0) = 1 dir.

Ispat. 1) sp fonksiyonunun konveksligini agsagidaki durumlarda inceleyelim.

i) 1 < p<ooigins,(u) = (1+uP)!/P  olarak tammlanir. O halde

d
‘Z—Iiu) (l_l_up)l/pflup—l
d2
;Zgu) — _(p—1)(1—|—up)1/P*2uP*2up+(p_l)up*Z(l_'_up)l/pf]

_ 1\, (p—2) 1/p—1 _ u?
= (p—1uP==)(14ul)'/? (1 uP+1)ZO

d®sp(u)

esitlikleri saglanir. Bu durumda 3
u

> 0 olur. Dolayisiyla 1 < p < oo i¢in s, fonksiyonun

konveksligi elde edilir. Ayrica p # 1 i¢in incelenirse

d*sp(u)
du?

— (p—1\y(P2 yp—1(y_ "
=(p—1u (1+uP) /P <1 uP—1—1>>O

ifadesi saglanir. Boylece s, fonksiyonu kesin konveks bir fonksiyondur.
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ii) p = oo durumu igin s, («) = max{1,u} olarak tammlanir. Keyfi &, > Oi¢ina+f =1

olsun.

a) Kabul edelim ki s, (ctu; + Buz) = 1 olsun. Bu durumda
sp(ur) =max{1l,u;} > lise as,(u1) > «

\

sp(up) =max{1l,ur} > lise Bs,(uz) > p
saglanir. O halde s, (u1) + Bsp(uz) > a+ B =1 =s, (o + Puy) esitsizligi saglanr.

b) sp(au; + Buz) = auy + Buy olsun. Ispatt a) sikkina benzer sekilde yapilarak
sp(our + PBuz) < asp(ur) + Bsp(uz)
esitsizligi elde edilir.
2) s, fonksiyonlarimin artanligim asagidaki durumlarda inceleyelim.

i) 1<p<oo iken s,(u)=(1+uP)!/P olarak tanimlanir. O halde

up <upise (1+ub)V/P < (14+ub)l/p
sp(ur) < sp(uz)
esitsizlikleri saglanir.
i) p=-co igins,(u) = max{l,u} olarak tanimlanir. Boylece

ur <up igin s,(u) = max{l,u;} <max{l,ur} =s,(uz)

saglanir. O halde 1) ve ii) siklarindan 1 < p < oo i¢in s, fonksiyonunun artan oldugu

elde edilir.

3) 1 <p' < p<ooigin s,(u) < s,(u) oldugunu gosterelim.
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Kabul edelim ki 1 < p’ < p = oo olsun. Bu durumda s,(u) = max{l,u}

ve sy(u)= (1+u”)'/P" olur. Burada sp(u) fonksiyonunu asagidaki durumlarda

inceleyelim.

a) Kabul edelim ki s, (u) = 1 olsun. Bu durumda
spu) =1 < (1+u? )P =5 (u)

saglanir.

b) Kabul edelim ki s, () = u olsun. O halde
u’ <u’ +1  ise sp(u) =u< (u +1)/7 = sy (1)

bulunur.

1 < p' < p < o olsun. Boylece s,/ (u) = (1 +uP )P ve sp(u) = (14 uP)'/P olarak
tanimlanir. O halde agagidaki durumlar gerceklenir.

a*)Her 1 >u > 0igin p’ < p iken u? < u?’ saglanir. Dolayisiyla
sp(u) = (P + VP < @+ 1)VP < @+ 1)V = s ()

esitsizligi saglanir.

1 1 1
b*) Her 1 <uigin — <1 olur. Her p/ < p i¢in — < — saglanir. O halde a*)
u p p

o (D)= ()< (4 () o (2)

esitsizligi saglanir. Buradan

sikkindan

elde edilir. Bu durumda
sp(u) = WP + DVP < (@ + 1)V =5, (u)

esitsizligi saglanir.
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4)1< p<eoigins,(0) = (1+0)!/7 =1 olur. Ayrica p = o igin 5,(0) = max{1,0} = 1 olur.
O halde her 1 < p <eoigins,(0) =1 olur.

Asagida s-normunu tanimlamak i¢in kullanilacak olan s digs fonksiyonlarinin tanimi

verilmistir.

Tanim 2.2.2 (D1s Fonksiyon) Bir s : [0,00) — [1,00) konveks fonksiyonu ve her u > 0 igin
max{l,u} <s(u) <u+1 (2.6)

kosulunu saghyorsa dig fonksiyon olarak adlandirihir. Ayrica s(e0) = oo tamimlanarak,

s fonksiyonunun tanim ve deger kiimesi genisletilebilir.

Bir s dis fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri sagladig1 kolayca elde edilir.
i) s fonksiyonu, u = 0 i¢in max{1,0} < s(0) < 1 saglandigindan s(0) = 1 olur.
ii)

1 1 1
" ol AW & B |
Pih el = of @ = fof RO =

olur. Dolayisiyla

1
inf —s(k)=1 2.7
25 7

esitligi saglanir.

Ornek 2.2.3 Her 1 < p < o igin sp fonksiyonlar1 dig fonksiyondur.

Bunun i¢in # > 0 olmak iizere asagidaki durumlar inceleyelim.

i) p=1ve p=oo icinswrasiyla s1(u) =14+u ve se(u)=max{l,u} oldugundan (2.6)
esitsizligini saglarlar. Ayrica s; ve s. fonksiyonlarinin konveksligi kolayca elde edilir.

ii) 1 < p <ooigin s,(u) = (1+uP)!/P olur. Binom agihmi ve s, fonksiyonunun tanimi
kullanilirsa,

1+u? < (1+u)ise sp(u) <u+l

esitsizligi elde edilir. Simdi max{1,u} fonksiyonu u degerine gore incelenirse
a) max{l,u} = lise 1 < 1+u” oldugundan 1< (14 u”)"/P =s,(u) saglamr. O halde

max{1,u} <s,(u) gerceklenir.

b) max{l,u} = u olsun. Bu durumda u” > lise (u” + 1)!/? > 1 olur. O halde
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sp(u) > 1 =max{1,u} saglanir. Bu durumda s, fonksiyonlar1 (2.6) esitsizligini saglar.
Ayrica her 1 < p < oo i¢in s, fonksiyonlar1 konveks oldugundan, bu fonksiyonlar dig

fonksiyondur.

Ornek 2.2.4
i) Her 0 <c¢ < 1igin

se(u) =max{1l,u+c}

i) Her 1 < ¢ <2ig¢in

(c—=Du+1 ,0<u<l
sc(u) =
u+c—1 ,u>1

fonksiyonlar1 birer dis fonksiyondur.

Gozlem 2.2.5 s bir dis fonksiyon olsun. s fonksiyonunun tanimi geregi her f € Lg icin
inf 2 s(lo(kf)) > inf 2 max {1 la(kf)} = | fllo.- >0
inf —s inf —max = oo
0k T k>0 k 2 R =

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.2.6 s bir dis fonksiyon ve ® bir Orlicz fonksiyonu olsun.

|
1 flle,s = ;I;(f) ;S(lcb(kf)) (2.8)

fonksiyonu L Orlicz uzayinda bir normdur.

Ispat. i) Gozlem 2.2.5 kullanilirsa, her f € Lg\ {0} i¢in

1
Ifllas = inf (o (f)) = | flloe > 0

saglanir.

il) f € Lgp ve f =0icin
|7l = 10l = inf 1 (7 (£0)) = inf 1 =0
= = inf - = inf — =
s s = S0k SV k>0 k
olur. Tersine || f||® s = 0 olsun. Yine Gozlem 2.2.5 kullanilirsa

0=flles = fll==>0
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elde edilir. O halde || f|| = 0ise f = 0 olur.

iii) Bira € R ve f € Lg olsun. ® fonksiyonu ¢ift oldugundan,

Joflla = jnf 7 solkfa) = inf - slialkfla)

— inf 19 sttp(cf)) = lal fllos

c>0 ¢
esitligi saglanir.

iv) Keyfi f,g € Ly\{0} ve € > 0 olsun. Fonksiyonun tanimi ve infimum ozelligi

kullanilirsa

1 1
SUa(kf) < [floste ve sUlale)) <lgloste

1 1 k+1
olacak sekilde k, / > O bulunur. Boylece z + 7= k_—; olmak iizere ® ve s

fonksiyonlarinin konveksligi kullanilirsa,

)
=<ty (1 (kiz“‘f“k%“g)))

< S (pstiathn) + i ptiotis)) )

— %s([q)(k 1)+ %s(lcp(lg))

s+ 2€
olur. Buradan
1f +8llos <
esitsizligi elde edilir.
O halde, || - ||, fonksiyonu, L Orlicz uzay: iizerinde bir normdur. [

Tammm 2.2.7 s dis fonksiyon ve @ Orlicz fonksiyonu olsun. || - ||¢ s normu, s-normu olarak



18
adlandirilir.

Asagidaki onerme Lemma 2.2.10 ispatinda kullanilacaktir.
Onerme 2.2.8 Luxemburg normu sirali siireklidir.

Ispat. Her n € N icin f, € Le olsun. Kabul edelim ki f,(¢) | 0 olsun. O halde

n—yoo

. . o1
Jim e = fim ( nf 3 max{1,1o(k5)} )
ifadesi i¢in max{1,/p(kf,)} fonksiyonunu asagidaki gibi inceleyelim.
1
i) Ip(kf,) < 1 ise bu durumda lim (inf X 1) = 0 elde edilir.

n—oo \ k>0

ii) Ip(kf,) > 1 ise ayrica f,, | 0 oldugu kullanilirsa bir k; > 0 igin

1 1
< 1im [ inf L < 1im L _
0 < lim (mf qu;(kfn)) < ’111_r>£10k11q>(k1fn) 0

n—o \ k>0

elde edilir. Boylece Luxemburg normu siral: siireklidir.

Gozlem 2.2.9 Luxemburg normu ve Orlicz normu birbirlerine denk olduklarindan, Orlicz

normu da siral1 siirekli bir normdur.

Lemma 2.2.10 s dis fonksiyon ve ® Orlicz fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler saglanir.

i) Her f € Lo igin || fl|e.e0 < || f]

ii) L uzaymdaki s normu ile iiretilen norm topolojisi ile Luxemburg ya da Orlicz normu

o5 < || fllo1 < 2| f|l@,e saglamr.

ile iiretilen norm topolojileri denktir. Her n € N i¢in f, € Le ve f € Lo olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.

a) Her A >0 i¢in Ip(A(f,— f)) — O

b) lfn = flles — 0

2.9

iii) s- normu, Eg uzayinda siral siireklidir.

Ispat. i) s dis fonksiyonunun tanimindan ve (2.5) esitsizliginden

1 1
oo = Inf - max{l,Io(kf)} < inf -s(a(kf)) = | f]e.s

11

|
<inf —(1+1Ip(kf)) = || fllog <2 flow
k>0 k
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esitsizlikleri saglanir.

ii) Kabul edelim ki her A > Oigin Ip(A(f, — f)) — 0 olsun. Ote yandan Teorem 2.1.19
kullanilirsa, her A > 0 icin ||f;, — f||@.. — O yakinsamasi Luxemburg normu igin
saglanir. Ayrica 1) sikkinda Luxemburg ve s normlarinin denkliginden (2.9) s- normu

icin de saglanmis olur. Ters gerektirme benzer yontemle yapilir.

iii) Onerme 2.2.8’den Luxemburg normunun siral siirekliligi bilinmektedir. Ote yandan
1) sikkindaki esitsizlik ve (2.9) denkligi kullanilirsa s- normunun da siral: siirekli bir

norm oldugu kolayca elde edilir. O halde f, | 0 iken || ||, — 0 saglanur. [

Gozlem 2.2.11 Lg uzay1 Orlicz ve Luxemburg normlarina gore bir Banach uzayidir. Ayrica

Lemma 2.2.10’daki norm denkliginden, Ly uzayi s-normuna gore de bir Banach uzayidir.

2.3 YARI-FATOU OZELLIGI

Bu kisimda [21] makalesi temel alinarak s-normu ile donatilmis Orlicz uzayinin yari-Fatou

ozelligi incelenmistir.

Tanim 2.3.1 (X, ||-||) bir Banach uzay1 olsun. X uzayindaki her ( f;,) dizisi ve 6l¢iilebilir her
f € X fonskiyonu i¢in 0 < f,, 1 f iken || f,|| — || f|| saglaniyorsa X yari-Fatou 6zelligine

sahiptir denir.

Orlicz, Luxemburg ve p-Amemiya normlar1 yari-Fatou oOzelligini saglar. Hudzik ve
Maligranda 1-Amemiya normunun bu 6zelligini sagladigim ispatladilar [6]. Ancak verilen
bu ispat genel durum i¢in saglanmamaktadir. s- normlari icin yari-Fatou 6zelligi dogrudan Le
uzayindaki Orlicz ve Luxemburg normlar1 gibi elde edilememektedir. Bunun i¢in ayrica bir
teorem sunulmustur. Oncesinde bu teoremin ispatinda kullanilacak olan asagidaki lemmay1

verelim.

D
Lemma 2.3.2 s bir disg fonksiyon, & bir Orlicz fonksiyonu olsun. Eger ¢ = lim ()

u—o Uy

< oo

ise her f € Lo icin || f||la,s < c||f||1 esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Genelligi kaybetmeksizin f € L' olarak alinabilir. Ayrica ® fonksiyonunun konveks

oldugu bilindiginden u; < u; i¢in
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o>
elde edilir. O halde ﬂ fonskiyonu artandir. Fonksiyonunun artanligi ve Monoton
u

Yakinsaklik Teoremi kullanilirsa,

1 1
| fllos = 1nf — s (Ip(k 1nf — (1 +Ip(kf))

(kf( )¢

{t f() #0}

/ yorn

S(0)#

P(kf(1))
</355‘o / S Vol
{1:/{1) 0}

—c [ IOl = cliflly <o
elde edilir. [

Teorem 2.3.3 s bir dis fonksiyon ve & bir Orlicz fonksiyonu olsun. (L, || - ||®,s) Orlicz uzay:

yari-Fatou 6zelligini saglar.

ispat. Lo Orlicz uzayinda (f,,) bir dizi olsun. Yine f € Lg 6l¢iilebilir fonksiyon ve 0 < f,, 1 f
olsun.

1.durum Kabul edelim ki || f||@ s = o olsun. Bu durumda,

1
o= [|f oy = jnf s(la (k1)

olur. O halde her k > 0 i¢in s(Ip(kf)) = oo ve dolayisiyla Ip(kf)) = oo elde edilir. M >0
keyfi bir say1 olsun. En az bir ko > 0 igin koM < 1 saglanir. Boylece her u > 0 igin s(u) > 1
oldugu kullanilirsa, her 0 < k < kg ve n € N igin,

>—>M
=

| —

Lollo(kf) 2

esitsizligi saglanir. Monoton Yakinsaklik Teoremi ve f,, 1 f oldugu kullanilirsa

/q’(kofn)dﬂ — /q’(kof)dﬂ = oo

saglanir. O halde en az bir ng € N vardir 6yle ki her n > ng igin Ip (ko f,,) > koM saglanur.
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Boylece ® fonksiyonunun konveksliginden,

M < kl Ip(kof,) < % Ip(kfy) < % s(lp (kfn))
0

1
esitsizligi saglamir. Her n > ng igin M < T s(Ip(kfy)) oldugundan M < || f,||e s elde edilir.

Bu durumda || f;,|
2.durum:|| f||@,s < oo olsun. f, T f oldugundan her n € N igin || f;|
Simdi,

@5 —> © = || f||l®,s bulunur.
n—soo

D,s < Hf‘ D5 < oo oOlur.

- < sllolkafi)) — 5 < Il < o s(hollnfi) 2.10)

1
kn n
esitsizligi saglanacak sekilde bir &, pozitif reel say1 dizisi alalim.
i) Kabul edelim ki (k,) siurl ve k > 0 i¢in &, — k olsun. Bu durumda k > O dir. Aksi
n—oo
takdirde (2.10) esitsizliginden

I 1

>
Ifllos> =

olur. Yine n — co igin || f||®,s > oo geliskisi elde edilir.

s ile @ fonksiyonlarinin siirekliligi, Fatou lemmasi ve (2.10) esitsizligi kullanilirsa

s(Ua(kf)) = || flle.s

| =

. ) 1 1
Il > fim il > Jim (FsGolbuf) -~ +) >

n

elde edilir. Dolayisiyla || fu||®,s — || f]

@, saglanir.

ii) Kabul edelim ki &, sinirli olmasin. Bu durumda ¢ = lim () < oo olur. Aksi takdirde
n—oo I

. ) 1 1
o> Il > Jim s lls > fim (GEslholinsi)) )

) 1 1 ) 1
> lim (k_ Id)(knfn)_ﬁ) > lim k—lcp(knfl)

n—oo n n—oo n

> lim QUL )

T e Jinf(n£0)  kal f1(2)]
> / lim Pk f1(1)) |f1(t)|dp = oo

w2 al f1(0)
{t:f1(t)#0}
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olur. Bu ise ¢eligkidir. Her m € N ve her n > m icin f;, dizisinin artanlig1 kullanilirsa

1 1 1 1
||fn| <I>,s+ f_l > E s(Lb(knfn)) > k_n I@(knfn) > E Iib(knfm)
P (knfn(1))
I (8)|d
| o fon(0)] | fom (1) |d
{t:fm(1)#0}

saglanir. O halde

fonksiyonunun artanligt ve Monoton Yakinsaklik Teoremi

kullanilirsa,

. 1
o> [l Jim (1o + 1)

>tm | f Pafn®), 1 1)y @.11)

P Kl fin (2)]
{t:4n(1)0})

= c||fmll1

elde edilir. Boylece her m € N icin f,, € L' olur. Yine, artan || f,||; dizisi sinirlidir. O halde
Iflli = lgn || fnll1 < oo olur. Yani f € L! bulunur. Bu durumda (2.11)

. 1

lim (Ilfn|q>,s+—) > ellfull
n—oo n
esitsizligi m — oo icin

1im | fullo.s > e lim || ol = el A1 2.12)

olur. Lemma 2.3.2 ve (2.12) esitsizliginden

lim [| folle.s < [|flle.s < cllfllr < lim [ fal@.s
n—yoo n—oo

bulunur. O halde

tim s = ]l

elde edilir. [
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2.4 HOLDER ANLAMINDA EN KUCUK DIS FONKSIYON

Bu kisimda [21] makalesi temel alinarak s-normunun Holder anlaminda en kiiciik esleniginin
tanimi verilmistir. Bunun devaminda bazi 6zel s dis fonksiyonlari i¢in bu eslenikler incelendi.
Ardindan tez calismasinin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi fonksiyonlar ve bu
fonksiyonlar araciligiyla kurulan kiimeler tanimlandi. Son olarak yine bu kiimeler s dig

fonksiyonlar i¢in incelendi.

Tanim 2.4.1 s ve o iki dig fonksiyon olsun. Eger her u,v > 0 i¢in
u+v<s(u)o() (2.13)
esitsizligi saglaniyorsa s ve o dis fonksiyonlari birbirlerinin Holder anlaminda eslenigidir

denir.

Teorem 2.4.2 s,0 dis fonksiyonlar1 birbirlerinin Holder eslenigi, ¥ ise @ Orlicz
fonksiyonunun tiimleyeni olsun. Bu durumda (7,X, i) 6l¢ii uzayindaki her f, g dlgiilebilir

fonksiyonlar1 i¢in Holder esitsizligi

[ 70)s0an| < Ile.dglva @19

seklindedir.

Ispat. Her f, g olciilebilir fonksiyonlari ve k,! > 0 sayilari i¢in Young esitsizliginden ve s, G

birbirlerinin Holder eslenigi oldugundan,

du] < & [ rto) g0 la

(o (kf) +I‘P(ZY))

(1c1>(kf)) o(he(lg))

elde edilir. Sirasiyla k ve [/ iizerinden infimum alinirsa

fromoa|

elde edilir. [

(2.15)
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Sonug 2.4.3 Dis fonksiyon o(v) = 1+ v keyfi bir s dig fonksiyonunun Holder anlaminda
eslenigidir.

Ispat. s bir dis fonksiyon oldugundan s(x) > max{1,u} esitsizligi her zaman saglanir. O

halde her v > 0 icin,

) 0<u<lise u+v<l+v=o0o(v) <s(u)o(v) ifadesi saglanir.

i) u>1lise u+v< u(l+v) <s(u)o(v) ifadesi saglanir. [ |

Bir o dis fonksiyonu, s dig fonksiyonunun Holder eslenigi olsun. Bu durumda u# > 0 i¢in

o(u)<o'(u)<l+u

kosulunu saglayan o’ dig fonksiyonu, u +v < s(u)o(v) < s(u)o’(v) esitsizligini saglar.
O halde ¢’ dis fonksiyonu, s dis fonksiyonunun Holder eslenigidir. Bu durumda Holder

esleniklerinin bir minimumu vardir.

Teorem 2.4.4 Keyfi bir s dig fonksiyonu ve 0 < v < oo i¢in s (c0) = oo ve

fonksiyonu tanimlansin. s* fonksiyonu s dis fonksiyonunun en kiiciik Holder eslenigidir.

Ispat. Oncelikle s* fonksiyonunun bir dig fonksiyon oldugunu gosterelim.

Sonug 2.4.3 kullantlirsa u+v < s(u)(1+v) esitsizligi bulunur. O halde uty < 1+v

s(u)

elde edilir. Dolayisiyla her 0 < v < o i¢in

u+v
sy =sup —— <1+v
V)=

olur. Ayrica

u+v . u+v O0+v
—— > sup —— > max{ lim , ——
w>0 S(u) w>0 1+u u—oo 14+u " 041

b= max(1)

esitsizligi elde edilir. O halde max{1,v} < s*(v) < v+ 1 esitsizligi saglanir.

Simdi ise s* fonksiyonunun konveks oldugunu gosterelim. Keyfi a,b > 0i¢in a+b = 1 olmak
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tizere her v,w > 0 i¢in

u+av+bw (a+b)u+av+bw
———— = sup
w0 - S(u) u>0 s(u)

(utv) (u+w)
SOR W TS W
= as*(v) +bs*(w)

saglanir. O halde s* fonksiyonu konvekstir. Dolayisiyla s* fonksiyonu bir dis fonksiyondur.
Son olarak s* fonksiyonunun en kiigitk Holder eslenigi oldugunu gosterelim. o fonksiyonu,

s dig fonksiyonunun Holder eslenigi ise her u > 0 igin u+v < s(u)o(v) saglanir. Buradan

< o(v) ise sup(u+v)

() S =V

saglanir. O halde s*(v) < o(v) elde edilir. Dolayisiyla s* fonksiyonu, bir s dig fonksiyonunun

en kiiciik Holder eslenigidir. [ |

Tezin bundan sonraki kisimlarinda s*, s dis fonksiyonunun en kiiciik Holder eslenigini ifade
edecektir.

Asagidaki gozlem, Sonug 2.4.6 ispatinda kullanilacaktir.

Gozlem 2.4.5 5/, : [0,00) —> [0, 1] seklinde tamml olan fonksiyon, s dig fonksiyonunun
sagdan tiirevi olsun. s/, fonksiyonu siirekli olmak zorunda degildir. Ayrica s dis fonksiyonu

konveks oldugundan ', fonksiyonu artandir. Bir d(u) = s(u) — (u+ v)s’, (u) fonksiyonu
u-+v

s(u)

(u+v>’ _ d(u) 2.16)

s(u) +

tanimlansin. Her 0 < u,v < o i¢in fonksiyonunun u degiskenine gore tiirevi alinirsa

elde edilir. Bu durumda

/
(u+v) = 0 ancak ve ancak d(u) =0
s(u) /
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denkligi saglanir. O halde fonksiyonun sag tiirevi ile d(u) ayni isareti alirlar.

Asagidaki sonugta, bazi 6zel s dis fonksiyonlarinin en kiigiik Holder eslenikleri incelenmistir.

Sonu¢ 2.4.6 Asagidaki s* dis fonksiyonlari, s dig fonksiyonlar icin en kiicik Holder

eslenikleridir.

a) s1(u) =1+u ise s7(v) =max{l,v} olur.
b) Seo(u) = max{1,u} ise si(v)=1+v olur.

c) Keyfi0 <c <1 i¢in s.(u) =max{1l,u+c} ise si(v) =max{l,v+1—c} =s1_c(v)

olur.

1 1
d) 1< p,g<o ve —+— =1 olmak iizere s,(u) = (1+u”)"/? ise sp(v) = (141v4)1/4
P 49
olur.

Ispat. a) s;(u) = 1+ u olsun.

I4+u
u>0 su ,v>1
MZI(; u+1 -
=max{l,v}

elde edilir.

b) 5o () = max{1,u} olsun. Bu durumda

1
1+v>s,(v) =sup (utv) > +v) __ I+v

w>0 max{l,u} ~ max{l,1}

olur. Dolayisiyla s%,(v) = 1 +v elde edilir.

c) sc(u) = max{l,u+c} ise

0 ,0<5u<l-c

1 ,u>l—c
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olur. O halde d(u) tanim1 geregi

saglanir. O halde asagidaki durumlar saglanir.

i) v < cise her u > 0 i¢in d(u) > 0 olur. (2.16) esitliginden s’, (u) > 0 olur. Bu durumda

s', fonskiyonu artan bir fonksiyondur ve

() = i u+v
Sel? _ugrolomax{l,u+c}
(2.17)
—lim 2 =
u—eolf 4 C
esitligi saglanir.
i) v > cise
du)<0 ,u>1-c
du)>0 ,u<l—c
olur. Bu durumda,
“(v) = l—c+v ey
Sel? C max{l,l—c+c} ey
elde edilir. Dolayisiyla,
se(v) =max{l,v+1—c} =s1_c(v)
esitligi saglanir.
d) s,(u) = (1+uP)'/P olsun.
, uPl4
Sp(u) - (1+up)l/q
ve
) uP/la
d(u) = (14+u?)P — (u+v) (2.18)

(1+ur)l/a
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oldugu kolayca elde edilir. (2.18) esitliginin sag tarafi (1 + u”)l/ 4 ile carpilip sifira
esitlenirse,

d(u) = (1+uP) /P4 — (y 4 y)uPl1 =0
elde edilir. d(u) = 1 +u? —u'*P/9 —yuP/? = 0 olur. Ayrica p = 1 + d oldugundan 1 = vuP/4
q

elde edilir yani u = v' =4 olur. Bu durumda u = v'~9 iken d(u) = 0 olur ve

ern (ut+v) valP 4y B M 1/q
s'(v) _2;{; (14+up)t/p — (14v-a/P)l/p (14v%)

elde edilir. [ |

Burada ileride kullanilacak olan fonksiyonlar i¢in bazi bilgiler verilecektir. Bunun i¢in [4]

makalesinden yararlanilmigtir.

Tanmm 2.4.7 F : R — R taniml, artan ve sagdan siirekli bir fonksiyon ise F dagilim
fonksiyonu olarak adlandirilir. Bir dagilim fonksiyonunun, genelde, kesin anlamda bir
tersi yoktur. s/, tiirev fonksiyonu da bir dagilim fonksiyonudur. s’ dagilim fonksiyonunun

genellestirilmis tersi asagidaki dort sekilde tanimlanabilir.

s (v) =sup{u>0: s (u) <v} s.°(v)=inf{u>0: s (u) >v}

s .°(v) =inf{u>0: s (u) > v} s (v) =sup{u>0: 5, (u) <v}

Teorem 2.4.8 s'_ fonksiyonunun genellestirilmis tersleri

) =547 0) <L) <87 0) =57 ) (2.19)
esitsizligini saglar.
Ispat. Bir v > 0 icin up € {u: s (u) > v} olsun. O halde ug ¢ {u: s (u) < v}
olur. Dolayisiyla ug > s/, " (v) olur. O halde 5, °(v) > s/, " (v) saglanir. Keyfi bir € > 0 igin
s/,° tanimindan s’ (s'.°(v) — €) < v olur. Buradan 5, °(v) — & < s, "(v) saglanir. O halde
s.°(v) <55 (v) olur. s/ °(v) = s'."(v) esitligi saglanir. Dier esitsizlik benzer gekilde elde

edilir. Kabul edelimkiA = {u>0:5, (u) > v} ve B={u>0:5"_(u) > v} olsun. Bu durumda

B C A oldugundan dolay1 infA < inf B saglanir.
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Teorem 2.4.9 s’ °° sagdan siireklidir ve s,  soldan siireklidir.

Ispat. Kabul edelim ki s'.°° bir vy noktasinda sagdan siirekli olmasm. Bu durumda

/ oo / oo

5. °(v§) > h > 5/, (vy) olacak sekilde bir h sayisi vardir. Ayrica s, (h) > vo iken

s/, (h) >v; >vg olacak sekilde bir v| sayst vardir. Dolayisiyla h > s, °°(v) > 5/, (v{)

olur. Bu ise geligkidir. Dolayisiyla s, °° fonksiyonu sagdan siireklidir. Benzer sekilde ', °

fonksiyonunun soldan siirekli oldugu kolayca elde edilir. |

Uyari 2.4.10 Teorem 2.4.8’de v € [0, 1] olarak alindiginda, (2.19) esitsizligi, esitlik haline

doniistir.

Tamim 2.4.11 Bir w: [0, 1] — [0, 1] fonksiyonu 0 <v < 1 i¢in

w(v) = /0 T ()i

olacak sekilde tanimlansin. Tanimi geregi w fonksiyonu negatif olmayan, artan ve siirekli bir

fonksiyondur.

Onerme 2.4.12 Asagidaki ifadeler gerceklenir.
i) Her u > uy igin s(u) = u olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w(s;_l(uo)) =1 olacak
sekilde bir up > 0 var olmasidir.
ii) Bir s dig fonksiyonunun sonsuzdaki egik asimptotu v(u) = u+ 1 —w(1) olur.

iii) Bir s dig fonksiyonunun sonsuzdaki egik asimptotunun v(x) = u olmasi i¢in gerek

yeter kosul w(1) = 1 esitliginin saglanmasidur.

Ispat. i) ve ii) siklar1 birlikte ispatlanacaktir. Her 0 < u ve 0 < v < 1 icin, artan fonksiyonlar

icin Young esitsizliginden
“ Yo
w < /0 S, (1)di + /0 s, 7 (0t = s(u) — s(0) + w(v)
ifadesi saglanir. Burada v = s/, (1) yazilirsa, esitlik saglandigindan
us'y (u) = s(u) — 1+ w(s'(u)) (2.20)

elde edilir. Her u > 0 i¢in lims’, (1) = 1 oldugundan ve w fonksiyonu siirekli oldugundan
U—>o0

dolayr limw(s, (1)) = w(1) saglanir. Her u > 0 igin s(u) > u > us’, (u) oldugundan, her
U—ro
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0<v<ligin

0<wv) <w(l)= limw(s', (u)) = lim (us', (u) —s(u) +1) < lim1 =1

U—»oo U—»oo U—»oo

olur. Ayrica

lim (s(u) — us’, (1)) = lim (1 —w(s' (u)) = 1 —w(1)

U—ro0 U—»o0
saglanir. Ayrica

£°(% () = infa > 0: 5, (a) > 5, (u)}

olmak iizere s', fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan dolay1 a > u saglanir. Buradan,

s/, °(s', (u)) > u saglanir. O halde, u-hhh 7 € [s', (), 1] i¢in,

u < o\ °(sh (W) < 500 =57 (0)

saglanir. O halde u < /, () bulunur. Ayrica

1
/ udt =u—us' (u) ve u<s (1)
s’y (u)

oldugu kullanilirsa,

1 1
0< lim (u—us', () = lim udt < lim s', (t)dt

u—soo u=eo J g (u) u=eo J g (u)

1 s’ (u)
T ; —1 . + 7 —1
_b}grol() (/() S (t)dt /() S (t)dt)

=w(1) — lim w(s', (1)) =0

U—>oo

esitligi saglamir. O halde lim (s(u) — us’, (1)) = 0 olur. Boylece,

U—r

Tim s(u) —u = lim (s(u) =+ us’, (u) —us’ (u)) = lim (s(u) —us’, (1)) = 1 —w(1)

esitligi elde edilir. Bu durumda b}l_r}olo s(u) —u = 1—w(1) olur. Yani s fonksiyonunun
sonsuzdaki egik asimptotu u — u+ 1 — w(1) dogrusudur. Burada asimptotun egimi 1 ve
y-kesiti 1 —w(1) dir.

iii) v(u) = u ve w(1) = 1 esitlikleri sirasiyla ii) sikkindaki esitlikte yerine yazilirsa istenilen

elde edilir. |
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Tanim 2.4.13 Her0 <u <oo ve 0 <v<ooigin f:[0,00) x [0,00] —> [—oo, 1] olmak iizere

Bi(u,v) =1 =w(s', (u)) - vs', ()

fonksiyonu tanimlansin. Burada w fonksiyonu ve s/, fonskiyonu artan oldugundan ve S
fonksiyonu tanimi geregi bu iki fonksiyon negatif durumunda oldugu i¢in B, fonksiyonu

azalandir.

Teorem 2.4.14 s bir dis fonksiyon olsun. 0 < v < oo i¢in
u*(v) =inf{u>0: Bs(u,v) <0}

™ (v) =sup{u>0: Bs(u,v) >0}

olsun. Bu durumda her 0 < v < o i¢in

i) u™(v) <eoiseheru*(v) <u < u™(v)icins*(v) = u(—f—)v olur.
s(u
" . .. u+v
i) u*(v) <ooveu™(v) =oo ise her u*(v) <u < oo igin s*(v) = —— olur.

s(u)

olur.

iii) u(v) = oo ise s"(v) = Jil?ob;(u)

ispat. Her sabit 0 < v < oo ve her 0 < u < oo i¢in

(2.21)

(£7) L=t 1w v ) _ e
s(u) 52 (u) s%(u) s (u)

+

saglanir.

i) Eger u > wu'(v) ise infimum tammm geregi fBs(u,v) < 0 saglanir.
Benzer sekilde u < u**(v) ise supremum tanimi geregi fs(u,v) > 0 olur. Dolayisiyla
her u*(v) < u < u™(v) i¢in Bs(u,v) = 0 bulunur. O halde (2.21) esitligindeki tiirev
fonksiyonu 0 olur. Bu durumda her u*(v) < u < u*™*(v) i¢in s*(v) = b;——z)v elde edilir.

ii) Eger u**(v) = oo ise bu durumda her u > 0 igin B;(u,v) > 0 saglanir. Ayrica u*(v) < u ise

By(,v) < 0 olur. Bu durumda u*(v) < u < u™(v) = oo icin fy(u,v) = 0 ve s*(v) = ”(+)V
S\u

esitligi saglanir.
iii) Kabul edelim ki u*(v) = oo olsun. Bu durumda her u > 0 i¢in Bs(u,v) > 0 saglanir.

Boylece (2.21) esitliginden tiirev pozitif oldugundan, s*(v) = lim utv

e ()

esitligi saglanir. W



32

Sonuc¢ 2.4.15 s bir dis fonksiyon olsun.

Zs={(u,v): 0<u,vy<oo, ut+v=s(u)s*(v)}
kiimesi tanimlansin. Keyfi 0 < u,v < o i¢in (u,v) € Z; olmasi i¢in gerek yeter kosul
u € [u*(v),u™(v)] olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki her 0 < u,v < oo icin u*(v) < u < u™*(v) olsun. Dolayisiyla

u*(v) <u < ooolur. Teorem 2.4.14 kullanilirsa, s*(v) = saglanir. Boylece,

§*(v)s(u) = u+ v bulunur. O halde (u,v) € Z; saglanr.

Tersine (u,v) € Z; olsun. Kabul edelim ki u < u*(v) olsun. Dolayisiyla her w € (u,u*(v))
w+v>/ ~ Bs(w,v)

sw) /. s2(w)

fonksiyonu kesin artandir. Bu durumda u# < w olmak iizere

icin infimum tanimindan f(w,v) > 0 olur. Buradan, ( > 0 saglanir. O

+
w—+v

s(w)

halde w —

u+v w-+v w—+v w4V "
< sup < sup =5"(v)
S(”) S(W) u<w<u*(v) S(W) w>0 S(W)

saglanir. Buise (u,v) € Z; iken s*(v)s(u) = u+v olmasiyla celisir. O halde u > u*(v) saglanur.

Benzer olarak, u**(v) < u < oo oldugunu kabul edelim. Bu durumda her w € (u™*(v),u) i¢in

Bs(w,v) <0 olur. w— W(—+)V fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. O halde u > w olmak iizere
s(w
u+v w-+v w—+v w4V "
< < sup < sup =5"(v)
S(u) S(W) u>w>u**(v) S(W) w>0 S(W)
bulunur. Bu ise ¢eligkidir. Dolayisiyla u < u**(v) olur. [

Sonug 2.4.16 Keyfi bir 0 < v < oo i¢in

Upv)={0<u<oo:u*(v)<u<u(v)}

kiimesi tanimlansin. Bu durumda

z;= |J WU@)x{v})

0<v<eo

olur. Ozel olarak baz1 s dis fonksiyonlar1 icin Z kiimeleri asagidaki gibidir.
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1) Bir s1(u) = 1 4+ u dig fonksiyonu i¢in U(1) = [0,00) olur ve
Zs = {(u,1): 0 <u< oo} U{(0,v): 1<y < o0}

saglanir.

2) Bir e (1) = max{1,u} dis fonksiyonu i¢in, her v > 0 olmak iizere U(v) = {1} olur ve
Zs,={(4,0): 1 <u<oo}U{(l,v):1<v<oo}

saglanir.
3) Eger 0 < c¢ < 1i¢in s.(#) = max{1,u+ c} ise bu durumda her v > ci¢in 1 —c € U(v)
olur ve

Zs, ={(u,c):1—c<u<oo}U{(l—c,v):c<v<oo}

saglanir.
4) Eger 1 < p < oo igin s,(u) = (1 +uP)'/P ise bu durumda her v > 0 igin U (v) = {y~4/P}
olur. Ayrica 1/p+1/q = 1 olmak iizere

Zs, = {(u,v) :u,v >0, ul/W/P =1}

p

saglanir.

Ispat. Sonug 2.4.15’ten (u,v) € Z; olmasi igin gerek ve yeter kosul u € [u*(v),u™ (v)]
olmasidir. O halde buradan Z; = Up<,<oo(U(v) x {v}) saglanir. Tanim 2.4.13 ve Teorem

2.4.14’ten
Bs(u,v) = 1 —w(s' (u)) —vs'y (u)

u*(v) =inf{u > 0: Bs(u,v) <0}
w™*(v) =sup{u>0: Bs(u,v) >0}

oldugu biliniyor.

1) Eger s1(u) = 1 +uise s’ (u) = 1 olur. Boylece (2.20) esitliginden
w(s' () = us’, (u) —s1(u) + 1

saglanir ve w(1) = 0 olur. Buradan f;(u,v) = 1 — v bulunur.

Simdi B fonksiyonunu asagidaki gibi inceleyelim.
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i) Her 0 <v < 1igin 0 < 1 — v olur. Dolayisiyla her u > 0 i¢in f;(u,v) > 0 olur. Dolayisiyla
buradan infimum ve supremum tanimi geregi u*(v) = u™*(v) = oo bulunur.

ii) Her 1 <v < e igin 1 —v < 0 olur. Boylece her 0 < u ic¢in Bs(u,v) < 0 oldugundan,
u*(v) =0 ve u™*(v) = 0 bulunur. O halde

o L 0<v<l1 o ,0<v<1
u*(v) = ve  u”(v)=
0 ,1<v<o 0 ,1I<v<o

elde edilir. Ote yandan, 0 < v < 1 igin u*(v) = u**(v) = o oldugundan U(v) = 0
bulunur. Ayrica v =1 i¢in 0 = u*(v) < u < u™(v) = oo olur. Ustelik 1 < v < o igin
0=u*(v) <u<u"(v) =0oldugundan U(v) = {0} elde edilir. Boylece

0 L0<v<l1

olur. Ayrica
Zs; = ([0,00) x {1}) U ({0} x (1,00)) = {(u,1) : 0 S <o} U{(0,v) : 1 v < o0}

bulunur.

2) Eger So(u) = max{1,u} ise her 0 < v < oo i¢in

0 ,0<ux<1
I ,1<u<oo

bulunur. Ayrica (2.20) esitliginden ve By fonksiyonunun tanimindan,

, 0 ,0<ux<1 1 ,0<u<1
w(sy (u)) = ve  Bi(u,v) =
I ,I<u<e —v L, 1<u<o

elde edilir.
Her 0 < v < oo igin fs(u,v) <0 oldugundan u*(v) = 1 bulunur. Benzer olarak her 0 <v < oo

icin Bg(u,v) > 0 ifadesi yalmzca 0 < u < 1 degerleri i¢in saglanir. O halde 0 < v < oo

icin ™ (v) = 1 bulunur. Ayrica v = 0 durumunda her u > 0 i¢gin fBs(«,v) > 0 oldugundan,
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u™*(0) = o elde edilir. Bu durumda Teoremin 1) sikkinin ispatina benzer sekilde

s [e%s} 7v:O [1700) ; VZO
u(v) = ve U) =
I ,0<v<e {1} ,0<v<oo

bulunur. O halde,

z,.= |J W) x{v})

0<v<eoo

= ([1,0) x {0} U ({1} x (0,e9))
={(u,0):1 <u<oo}U{(l,v):0<v<oo}

elde edilir.
3) Keyfi 0 < ¢ < 1 i¢gin s.(#) = max{1,u+ c} olmak iizere, her 0 < v < oo i¢in

0 ,05u<l—c
/
sy (u) =

1 ,1—-c<u<o

bulunur. Yine (2.20) esitliginden

, 0 ,0<u<l—c 1 ,0<u<l—c
w(s, (u)) = ve ﬁ(u,v):
l—c ,1—-c<u<w c—v ,l—c<u<oo

olur. O halde Sonucun 1) ve 2) siklarinin ispatina benzer yontemlerle

l—c ,c<v<o l—c ,c<v<o
u*(v) = ve u(v) =
) ,0<v<ec oo ,0<v<e¢c

bulunur. Dolayisiyla

saglanir. Buradan,
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Zi = (=) x {ehU{1=c}x (e.)
=

(uye): 1 —c<u<oo}bU{(l—c,v):c<v<oo}
bulunur.

4) Eger s,(u) = (14+uP)'/7 ise her u € [0,00) ve 0 < v < oo igin (2.20) esitliginden

uP/4

w(s () =1 — (uP + 1)1/”+um

olur. Buradan,
Bs(u,v) =1—w(s' () —vs, (u)

r/q
— (yP 1/p _ _Jdar
(Ll +1) (u+V)(1—|—Mp)1/q
1 —vuP/
 (14-up)l/a

esitligi saglanir. O halde B;(u,v) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter kosul 1 —vu?/4 = 0 olmasidur.

Yine infimum ve supremum tanimi geregi

elde edilir. O halde
Zsp == {V_q/p} X (0,00) — {(u)v) U,y > 0 , ul/‘]vl/P — 1}

saglanir. |

Teorem 2.4.17 Keyfi bir s dis fonksiyonu igin s** = (s*)* olarak tanimlansin. s** = s esitligi

saglanir.

Ispat. Her 0 < u < oo igin

u-+v u-+v u-+v
s (u) = (s*)*(u) = su =sup —— < sup —— =s(u
() = (s7)"(u) VZ%’ s (v) vzg sup wH+v = vzg u+v (u) (2.22)
w>0 S(w) s(u)

saglanir. Ters esitsizligi gostermek i¢in asagidaki iki durumu inceleyelim.
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i) Keyfi bir u > 0 sabiti i¢in s(u) = 1 olsun. Yine s™* fonksiyonu bir dig fonksiyon
oldugundan, 1 < s**(u) < s(u) = 1 saglamr. Dolayisiyla s**(u) = s(u) saglanr.
ii) Kabul edelim ki u > 0 i¢in s(u) > 1 olsun. Boylece s dig fonksiyonunun ve s, tiirev

fonksiyonunun tanimindan,
A={0<u<oo:su)>1}C{0<u<oco: s, (u)>0}

seklinde bir A kiimesi vardir. Boylece, bu A kiimesini géz oniine aldigimizda bir u € A i¢in

L w(s, (W)

;
W)

tanimlansin. O halde 0 < v, < = ve

Bs(uva) = 1—w(s! () = vus'y (u)

I —w(s’, (u))
= 1wl ) e D ) = 0
saglanir. Ote yandan S;(u,v) = 0 ise u* (v) < u < u**(v) oldugundan u*(v) < min{u**(v), oo}

elde edilir. Teorem 2.4.14 kullanilirsa,

s (vy) = mP) (2.23)
bulunur. O halde (2.22) esitsizligi ve (2.23) esitliginden
u+vy, <5 (u)s*(vy) <s(u)s™(vy) =u+vy,
saglanir. Boylece s**(u) = s(u) esitligi elde edilir. [

2.5 NORM ELDE EDILEBILIRLIGI

Bu kisimda [21] makalesi temel alinarak, sabit bir f € L\ {0} fonksiyonu i¢in s-normunun
infimum degerlerine ulastig1 belirli bir araliktaki k& degerleri incelenmistir. Bir bagka ifadeyle,

s-normunun elde edilebilirligi incelenmistir. Bir s dig fonksiyon ile bir ® Orlicz fonksiyonu
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olsun. Keyfi f € Ly \{0} icin agagidaki ifadeler tanimlansin.

D(f) ={0 <k <oo:lp(kf) < oo}
k*(f) = inf{k € D(f) : Bs(lo(k[), lp(p+ (k| f]))) < O}
K (f) = sup{k € D(f) : Bs(lo(kf), ke (p+ (K[ f1))) = O}

Buradan, k — By(Ip(kf), I (p+ (k| f]))) fonksiyonu [0, o) aralifinda azalandir. Ayrica (2.20)
esitliginden w(s’_(0))) = 0 oldugu kolayca elde edilir. Boylece,
Bl (0f), kp (p+ (01£]))) = 1 = w(s, (Io(0)) — hp(p+(0))s'; (I (0))

— 1= w(s/, (0)) — 05/, (0) = 1

bulunur.
Ote yandan 0 < k*(f) < kK™*(f) < oo esitsizligi her zaman saglamr. Kabul edelim ki
saglanmasin, bu durumda en az bir k > 0 sayis1 vardir 6yle ki k*(f) > k > k™*(f) saglanir.

k* ve k** fonksiyonlarinin tanimlar1 geregi

k*(f) > kicin B (Ip(kf), Iy (p+ (k|f1))) > 0 ve

K(f) < kigin By(lo(kf), ke (p+ (K[ f1))) <O

olur. Bu ise ¢eligkidir. Dolayisiyla 0 < k*(f) < k**(f) < oo her zaman saglanir.
Eger k*(f) < k**(f) ise her k € [k*(f),k™*(f)] i¢in

K(f) <k ise By(lo(kf), be(p+(K[f]))) <O
K*(f) 2k ise Bs(la(kf),be(p+(klf1) = 0

oldugundan B;(Ip(kf),l¢(p+(k|f]))) = O olur.

Tamim 2.5.1 Her f € Ly \{0} icin k*(f) < oo ise s- normu k*-sonludur, eger k**(f) < e ise

s-normu k**-sonludur. Eger k*(f) = k**(f) < oo ise s-normu k-tektir denir.

Asagidaki teorem s-normunun elde edilebilirligine dair bilgi vermektedir.
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Teorem 2.5.2 s bir dis fonksiyon ve @ bir Orlicz fonksiyonu olsun. Her f € Lg\{0}i¢in

E() =inflk>0: [/l = 1sUakf))
F() = supk >0 [ fllos = 13(o(kr))}

tanimlansin. Bu durumda k (f) = k*(f) ve k (f) = k**(f) saglanur.

Ispat. f € Ly\{0} olsun. D°(f), D(f) kiimesinin i¢c noktalarmin kiimesini gostersin.
.. 1

Ote yandan k +— %s(1¢ (kf)—1| fonksiyonu [0,c0) tizerinde artandir. Gergekten de, s dig
fonksiyonu konveks oldugundan u — s(u) — 1 fonksiyonu da konvekstir. Ayrica @ ve s

fonkiyonlariin konveksliginden her 0 < k1 < kj i¢in

Esllo(ki) =1 = pslia( )~ 1 < Lsllo(laf)) 1

saglanir. O halde

ks 2s(la(kf)) = 1 (sUalkf) ~ 1)+ 1

fonksiyonu k € D°(f) noktasinda sonlu sag tiireve sahiptir. Bu fonksiyonun k degiskenine

gore tiirevi alinirsa her k € D°(f) i¢in Young esitligi ve (2.20) esitliginden

(fstiote)

!

— & (S alkr) [ o RO DR Oldn = slio(kr) )

+

= kiz (" U (k1) (Lo (k| f]) + Lo (p+ (k| £1))) — (Lo (K [)))

1

= 7 (5 o (k) o (kI f]) + 5 (Lo (k) e (p- (K| 11)) = s(a (Kf)))

= L (0 Rl )) = 1+ T L)), )

= — 3B lok ) T (1 (1) 224

elde edilir. v — Bs(-,v) ve u — Bs(u,-) icin Bs fonksiyonu azalan oldugundan
/

1
k— (%S(Iq)(k f ))) tiirev fonksiyonu D°(f) aralig1 iizerinde artandir.
+

Eger k*(f) = oo ise, her k € D(f) i¢in Bs(lp(kf),ly(p+(k|f]))) < O oldugundan
D°(f) = (0,00) olur.
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Kabul edelim ki k£*(f) = oo olsun. Bu durumda her k > 0 i¢in

Bs(Uo(kf), Iy (p+ (K| f1))) >0

saglanir. O halde

/

(§stioter) <o

+
olacak sekilde hicbir k > 0 say1s1 yoktur. Aksi takdirde bir k > 0 olsaydu, s, (Ip(kf)) C [0,1]
olmasiyla celisir. Bu durumda kK =oo saglanir. Ters gerektirme yine ayn1 yolla gerceklenir.
Simdi kabul edelim ki ky € D°(f) olsun ve k*(f) < ko < k**(f) saglansin. Bu durumda

Bs(o(kof), lw(p+(ko|f1))) = O olur. O halde
i) Bs fonksiyonunun azalan oldugu bilindiginden her 0 < k < k icin

Bs (o (kf), ke (p+(k|1)) = Bs(a(kof), ke (p+ (Kol f1))) = O

saglanir. (2.24) esitliginden
1 /
(3ol <0

J’_

saglanir. Yine benzer olarak

ii) Her k € D°(f) N (ko, o) igin

0= Bs(a(kof), ke (p+(kol 1)) < Bs(a (kf), b (P (K|f1)))

olur ve (2.24) esitliginden

/

(3stioter) =0

+

saglanir. Eger 1) ve ii) kosullar1 saglamiyor ise ko noktast lokal minimum noktasi olur.

Dolayisiyla

1 1
ggzs(bp(kf)) = ES(Lb(kof)

esitligi saglanir. O halde buradan
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oldugu elde edilir. Diger bir ifadeyle

—skok

[ (), ()] C K (), k™ ()]

elde edilir. Ters kapsama benzer yontemle elde edilir. Boylece

k(O =K (f)k ()]

oldugu elde edilir. O halde k' (f) = k*(f) ve k (f) = k**(f) saglanur.

Sonug 2.5.3 s bir dig fonksiyon ve ® bir Orlicz fonksiyonu olsun. f € Lg\{0} icin asagidaki

ifadeler saglanir.
1
i) Her k € [k*(f), k™ (/)] N(0,00) igin || /@5 = +s(Ia(kf))

ii) Eger k**(f) = oo ise Hqu)’S:kh_{Iolo %S(Lp(kf)) olur.
Ispat.

i) k € [6(£),k*(/)] N (0,%) olsun. Dolayisiyla B,(l(kf), I (p+ (K|f]))) = 0 saglamir. O

1
halde (2.24) esitliginden (%S(Icp(k f )> = 0 olur. Bu durumda araliktaki her bir k degeri bir
J’_

kok oldugundan || f|

D5 = %S([@(kf)) esitligi saglanir.
ii)
oo = k™ (f) =sup{k € D(f) : Bs(lo(kf),le(p+(k|f]))) = O}

olsun. Bu durumda her k > 0 i¢in Bs(Io(kf), g (p+(k|f]))) > O olur. Dolayisiyla (2.24)

/

1 1
esitliginden <%S(1¢.(k f )> < 0 saglanir. Yani ;S(qu(k f)) fonksiyonu azalandir ve
+
| fllos = klim s(lp(kf)) esitligi saglanir. |
—>00

Asagidaki Gozlem 2.5.4, [21] makalesinden farkli olarak, s, ' (r) = s/, °(t) = 5.°°(¢)
esitligi araciligiyla bulunmugtur. Ayrica bu gozlem w(v) fonksiyonlarini bulmak i¢in faydali

olacaktir.

Gozlem 2.5.4
s'.°(t) =inf{u>0:5 (u) >t} ve s () =inf{u>0:s" (u) >1}

olmak iizere hemen hemen her ¢ € [0,1] igin s/, "' (1) = s/, °(¢) = 5/, °°(¢) saglanir. O halde
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asagida belirtilen dig fonksiyonlar i¢in s’+_1 (t) degerlerini inceleyelim.

i) s(u) = 1+uigin s’ (u) = 1 olur. Hemen hemen her 7 € [0, 1] i¢in

S’Jr_l =s5.°(t) =influ>0:5 (u)>1}
=inf{u>0:1>1¢}

bulunur. ffade tiim u > 0 i¢in saglandigindan s/, "' (£) = &/, °(t) = 0 olur.

ii) Eger s(u) = max{1,u} ise

elde edilir. Ayrica, t = 0 i¢in

s'.°(0) =inf{u>0:5(u)>0}
— inf[0,00) = 0

elde edilir. Eger 7y > 0 ise

s’ °(t) =inf{u>0:5 (u) >19> 0}
=inf [1,00) =1

saglanir. Burada ifade u > 1 i¢in gecerli olur. Aksi takdirde bu ifade 0 < u < 1 degerleri
i¢inde saglanmus olsayd: s, (1) = 0 > 19 > 0 celiskisi elde edilirdi. Dolayisiyla

A Lo 0 ,u=0
sy =5y (u)=
I ,u>0
elde edilir.
iii) sc(u) = max{1l,u+c} i¢in
1 ,u>l—c

0 ,1—c>u>0
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olur. Yine ii) sikkina benzer sekilde, t = 0 i¢in

s.°(0) =inf{u>0:5,(u) >0}
— inf[0,00) = 0

bulunur. Eger #; > 0 ise,

s °(t) =inf{u>0:5" (u) >1 >0}

=inf[l —¢,0)=1—c¢

saglanir. Yine bu ifade yalmizca u > 1 — ¢ i¢in gegerlidir. Dolayisiyla

elde edilir.

Sonug 2.5.5 & ve V¥ tiimleyen Orlicz fonksiyonlar1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
saglanir.

Ds(u) =14 u ve her 0 <v < 1 i¢in Gozlem 2.5.4 i) sikkindan

w(v) = /Ovsg__l(t)dt =0

olur. Buradan,

Bs(la(kf), by (p+ (kIf1)) = 1 = w(s', (T (kf))) — ke (p+ (K[ 1))s", (Ta (k)
=1—1g(p+(klf]))
olur. O halde

k(f) =inf{k>0:Ip(py (K[ f])) = 1}
k= (f) = sup{k>0: hy(p+(k|f])) <1}

saglanir.

2) s(u) = max{1,u} ise Gozlem 2.5.4 ii) sikki kullanilirsa

w(v) = /Ovsﬁr_l(t)dt =v

olur. Ifade kolaylig1 olmasi agisindan u = Ip(kf) ve v = Iy(p (k|f])) olmak iizere u,v ile
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gosterilsin. Boylece, B fonksiyonu her # > 0 i¢in incelenirse

1 ,0<u<1,0<y
ﬁs(u7v>:

—v ,u>1,v>0

olur. O halde,
K(f) =inf{k>0:1Ip(kf)>1}

K*(f) =sup{k>0:1Ip(kf) <1}
bulunur.

3) 0 < ¢ < 1 olmak iizere s.(u) = max{1,u+ c} i¢cin Gozlem 2.5.4 iii) sikki kullanilirsa

w(v) = /Ovs';‘a)dt — (1—c)v

bulunur. Buradan
1 ,0<u<l—c, 0y

c—v ,u>l—c,v>0

elde edilir. O halde

K*(f) =inf{k>0:1Ip(kf)>1—c ve Ip(p+(k|f])) >c}
kK=(f) =sup{k>0:lp(kf) <1—c yada le(py(k[f])) <c}
bulunur.
4)1< < Ve1+1 1 olmak iizere s(u) = (14 u?)V/? ise s, (u) ik ve
ove —+— = s(u) = u st () = ————F
Spiqgs 7 q + (1+ur)l/a

(2.20) esitligi kullanilirsa,

w(s' (u)) =1 —us', (u) — s(u)
uP/a

= 1_(up+1)1/p+um

bulunur. Buradan




45
elde edilir. O halde
K*(f) = inf{k > 0: 1/ 1 (kf) 1" (p (kI £])) > 1}

K (f) = sup{k > 0 1/ (k) 1" (p+ (kI f1)) < 1}
saglanir.

Teorem 2.5.6 s dis fonksiyon, @ yalnizca sonlu deger alan bir Orlicz fonksiyonu olsun.

Eger f € Eg\{0} ve k*(f) < o ise

lo(K*(f)f) + I (p+ (K" (f)|f]))
s(lo(k*(f).f))

s* (e (p1- (K (NIf1)) = (2.25)

ifadesi saglanir.

Ispat. f € Eo\{0} ve k* = k*(f) < oo olsun. (2.25) esitligi hp(p. (K*(f)|f])) = oo igin
incelendiginde, s* bir dis fonksiyon oldugundan, s*(e0) = e olur. Dolayisiyla esitlik saglanir.
Kabul edelim ki Iy (p(k*f)) < oo olsun. @ fonksiyonu yalnizca sonlu degerler aldigindan
T), atomlarin kiimesi bos kiimedir. Yine f € E¢\{0} ve Ip(kf) modiiler fonksiyonu her k > 0

icin sonludur. Diger bir ifadeyle her k£ > 0 i¢in

[ Iokr)an <e ve  [0.) = {Ia(ks) :k= 0}
olur. Keyfi £ > 0 i¢in

) — k) + (o (1)
o (k7))

fonksiyonu tanimlansin. Buradan (2.20) esitligi kullanilirsa,
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;o (Tolkf) +Ie(p (K F))Y
k) ‘( AT )+
(o (kf)) s 5o (kf)) — o (kf) + g (pk* | £)s (o (kf) (o (kF))')
(I (kf))

(Lo (kf))'s [sUa(kf)) — ', Uo(kf)lo(kf) — 5" (lo(kf))le(p+(K*|f]))]
s*(Ip(k[))

(U (kf))y [1—w(sy Ua(kf))) — La(p+ (K| f1)s" Lo (kf))]
s*(To(kf))

(Io(kf))' Bs(o(kf), Ip(p+ (K*| 1))
s2(Ip(kf))

olur. Yine, v sabit olmak iizere u — fB(u,v) azalan oldugundan her k* < k i¢in

BsUo(kf),hy(p+ (k[ f1))) < Bs(lo (k" ), lp(p+- (K*|f]))) < O

bulunur. Benzer gsekilde 0 < k < £* icin

BsUo (K" f), ke (p+ (K| 11)) < Bs(a(kf), le(p+(K*| 1))

saglanir. O halde 0 < Bs(Ip(kf),lp(p+(k*|f]))) olur. Aksi takdirde k*(f) sayisinin
Bs(lo(kf),Ig(p+(k|f]))) < O ifadesini saglayan en kiigiik say1 olmasiyla geligir. O halde
k— Ip(kf) fonksiyonu [0, o) artan oldugundan dolay1 her 0 < k < k* igin (r(k))’. >0 ve
her k* < kigin (r(k))’. <0 saglanir. Dolayisiyla

sup r(k) = r(k*)
k>0

olur ve ( 2.25) esitligi saglanir.

2.6 S-NORMUNUN K* -SONLULUGU VE K*-SONLULUGU

Bu boliimde [21] makalesi temel alinarak, s-normunun k*-sonlu ve k**-sonlu olmasi i¢in

kriterler verilmisgtir.
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Asagidaki onerme Lemma 2.6.2 ispatinda kullanilacaktir.

Onerme 2.6.1 [18] @ bir Orlicz fonksiyonu ve p.. , ® fonksiyonunun sag tiirevi olsun. Bu

durumda & fonksiyonunun konveksliginden, her t > u > 0 icin

(1) — ®(u)

<
p+(u) < —u

esitsizligi saglamir. Buna ek olarak p;'(t) = inf{a : p,(a) > t} seklinde tanimlanan
p+ fonksiyonunun 6lg¢iilebilir terslerinden birini gostermek tizere py(u) <t esitsizliginin

saglanmasi icin gerek ve yeter kosul u < pjrl (¢) olmasidir.

Lemma 2.6.2 ¥ Orlicz fonksiyonu, ® Orlicz fonksiyonunun tiimleyeni olsun. & Orlicz
fonksiyonunun, ¢ > 0 ve y- kesiti d < 0 olmak iizere sonsuzda egik asimptotu varsa bu

durumda ¢ = lim p (u) ve d = —¥(c) esitlikleri saglanir.
U—>oo

Ispat. u — cu + d, ® fonksiyonunun sonsuzdaki egik asimptotu olsun. & konveks

oldugundan p fonksiyonu artandir ve dolayisiyla

()= [ peldr < [ pa (e = ptuu

olur. Buradan
: . D(u)
> —
limp.(u) 2 lim—==c

esitligi saglamir. Ote yandan k > u > 0 olmak iizere Onerme 2.6.1 kullanilirsa

pilu) < M

k—u

olur. Boylece

p+(u) < lim
k—voo

(20t

bulunur. Bu durumda 1211 p+(u) = c esitligi saglanir. Bunun yan sira
U—00

0§1im(cu—up+(u)):1im/pc udtglirn/pc o (0)dt = imW(c)—¥(p. (1) =0

U—»oo U= fp. (u) U= Jp. (u) U—»oo

esitligi elde edilir. Young esitliginden

d = lim (@(u) —cu) = lim () ~up., () + lim (up (1) — cu) = — i ¥(p, (1)) = ~¥(c)

U—»oo u—>oo u—
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esitligi saglanir. |

Uyan 2.6.3 Asagidaki Lemma 2.6.4, u Ol¢iisiiniin atomsuz olmast ve w(l) < 1 olmasi
durumunda saglanmaz. Aksi takdirde eger u atomsuz bir 6l¢ii olsaydi, u(A) > 0 olmak
%M;()l) olacak sekilde bir Ag C A kiimesi bulunabilir. Bu ise (2.26)
ve (2.27) esitsizliklerinin saglanmasiyla ¢eligir.

tizere Ol¢tisii w(Ag) =

Lemma 2.6.4 s bir dis fonksiyon, ® Orlicz fonksiyonunun sonsuzdaki egik asimptotu ¢ > 0
ve w(1) < 1 olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
i) || - ||®,s normu k*- sonludur ancak ve ancak verilen kosullarindan biri saglanir.

a) Pozitif ol¢iilii tim A C T kiimeleri icin
Y(c)u(Ad) >1-w(1) (2.26)

esitsizligi saglanir.

b) ® ve s fonksiyonlar1 sonsuzda afin olsun. Pozitif 6l¢iilii tim A C T kiimeleri i¢in
W(c)u(A) > 1—w(1) (2.27)

esitsizligi saglanir.

ii) || - ||@,s normu k**- sonludur ancak ve ancak Teoremin i) a) sikk1 saglanr.

Ispat. Kabul edelim ki & fonksiyonunun sonsuzda ¢ > 0 egimli egik asimptotu olsun.
Lemma 2.6.2°den asimptotun egimi ve y-kesiti sirasiyla ¢ = uh_r)rgo p+(u) ve —=¥(c) <0
ifadelerine esittir.

i) Yeterlilik: Kabul edelim ki f € Ly \{0} olsun. f # 0 oldugundan bir n > 0 bulunur 6yle ki
Ap={teT:|f(t)] > n} olmak iizere tt(Ay) > 0 saglanir. Aksi takdirde p(A,) = 0 olursa
u-hhh f= 0 olur. Bu ise ¢eliskidir.

a) (2.26) esitsizligi kabul edildiginden 1 —w(1) —¥(c)u(Ay) < 0 olur. O halde en az bir
€ > 0 vardir oyle ki

—&
L=w(l) =¥(e)u(An) < T—;
saglanir. Ayrica Vl_i}r{liw(v) = w(1) oldugundan yakinsaklik tanimi geregi her € > 0

icin 0<vp<1 vardir ve her v > vgicin |w(v) — w(l)| < ew(l) saglanir. O halde
(1 —&)w(1) <w(v) elde edilir.

Yine s’ (u) — 1 oldugundan, yakinsakhik tammi geregi bir ug > 0 vardir dyle ki
U—>o0
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her u > ug igin |5/, (u) — 1] < € oldugundan v/1—€ < 1—¢€ </ (u) saglamir. Ote yandan

her v > vg igin w(v) — w(l) ve s (u) — 1 yakinsakliklarindan s, (4) > vo bulunur.
v—1- U—r

Dolayisiyla,

s’y (u) > max{v/1 —¢&,vo}

saglanmir. Bunlara ek olarak Ig(kf) o ve p+(k) i saglanir. Ayrica yakinsaklik
—>00 —>00

tanimindan en az bir ky vardir 6yle ki

her k > kg igin Ip(kf) > ug ve ¥(p+(kn)) > v1—¢€¥(c) (2.28)

elde edilir. O halde her k > ky i¢in asagidaki ifadeler mevcuttur.

s, (lp(kf)) > 5 (ug) > V1—¢ (2.29)

w(s', (Io(kf))) > w(vo) > (1 —&)w(1) (2.30)

n

hy(p+ (k| f])) = /T Y (ps (kI f1)du = /A Y (p+ (kI f1))du
W(p+(kn))u(An) > V1—e¥(c)u(An) (2.31)

Dolayistyla her k > ko > 0 icin

Bs(a(kf), le(p+ (k1)) <1—=(—=g)w(1)—v1—elp(py(klf])
<l—e—(1-g)w(l)—(1-&)lp(pi(klf]) +€

=(1—&)(1—-w(l) =¥(c)u(An)) +€

—&

<(1—6)1_8+8:0

elde edilir. Yani her k > ko > 0 icin Bs(Ip(kf), Ie(p+ (k| f]))) < O saglanir. Buise k*(f) < oo
olmasidir.

Ote yandan, k**(f) < oo olmalidir. Aksi takdirde k**(f) = o olursa her k € D(f) igin
Bs(Io(kf),Iy(p+(k|f]))) > 0 olur. Bu ise ¢eliskidir. Dolayistyla k**(f) < oo olur. O halde
K*(f) <k (f) < oo saglanr.

b) Kabul edelim ki s ve & sonsuzda afin olsun. Bu durumda her u > ug i¢in s, (1) = 1 ve
p+(u) = c olarak alinabilir.

Yine, Ip (kf) ]:> oo oldugundan, yakinsaklik tanimindan bir kg > % sayis1 vardir, 0yle ki her
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k > ko igin Ip(kf) > ug saglanir. (2.27) esitsizliginden 1 —w(1) —¥(c)u(An) < 0 bulunur.
Ayrica her k > kg i¢in

Re(p (A1) = [ PGk > | P(ps ()R > [ ¥ (o (en)dp

=Y¥(py(kn))u(An) > ¥(ps (kon))u(An)
=W¥(c)u(An)

olur. Buradan her k& > ko > % icin

Bl (kf), Fa(p+ (KL1))) = 1 —w(1) — ha(p (I 1))
< 1—w(1) = ¥(c)p(An) <O

elde edilir. Boylece k*(f) < oo olur.

i) Gereklilik: Kabul edelim ki a) ve b) siklar1 ayn1 anda saglanmasin. p(A) > 0 ve
Y(c)u(A) < 1 —w(l) olacak sekilde ol¢iilebilir bir A kiimesi varsa f = x4 olarak alalim.
Her u > O igin s, (u) <1 ve ]}E};‘P(m(k)) = ¥(c) oldugundan, her k > 0 i¢in

Bs(Io(kf), Iw(p+ (k| f1))) = Bs(@(k)1(A), ¥ (p+ (k)i (A))
1wl (T (0)(A))) — (- () (A)S, (a(L)(A))
>1—w(l)—¥(c)u(Ad) >0

saglanir. Dolayistyla her k > 0 i¢in Bs(Ip(kf), Iy (p+(k|f]))) > 0 olur. O halde k*(f) = e
saglanir. Yine ( 2.26 ) kosulu saglanmadigindan, p(A) > 0 ve W(c)u(A) < 1 —w(1) olacak
sekilde olgiilebilir bir A kiimesi vardir. ¥(c)u(A) < 1 —w(1) durumu incelendiginden,
Y(c)u(A) =1—w(1) olarak alalim. Teoremin b) sikkinin dogru olmadigi kabul edildiginden
her u > 0 i¢in s’ (1) < 1 ya da her u > 0 i¢in p(u) < c olur. f = x4 olarak aliirsa her
k > 01i¢in

Bs(lo(kf). Ip(p+(KIf]))) =1—w(s' (Ia(k))u(A))) — ¥(p+ (k) 1(A)s' (Io (k) u(A))
> 1—w(1) —¥(c)u(A) =0

elde edilir. Her k£ > 0 i¢in Bs(Io(kf),le(p+(k|f]))) > 0 oldugundan k*(f) = oo elde edilir.

Dolayisiyla k*-sonluluk Teoremin a) veya b) kosullarin1 gerektirir.
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11) Gereklilik: 1) a) sikkinda ispatlanmigtir.

Yeterlilik: Kabul edelim ki (2.26) kosulu saglanmasin. Bu durumda p(A) > 0 ve
1 —w(1) >¥(c)u(A) olacak sekilde A dlgiilebilir kiimesi bulunabilir. f = x4 secilirse her
k > 01i¢in

Bullao(kf),Tu(ps (KIF1))) = B(®(KF)(A), % (p- (k)1 (A))
— 1= (s, (la (k) (4))) = ¥(p (k) (A)s', (I (K)u(4))
> 1—w(1) ~W(e)u(A) >0

elde edilir. Her k > 0 icin Bs(Io(kf), Iy (p+(k|f]))) > 0 ise k**(f) tanimi geregi k**(f) = oo
olur. O halde k**- sonluluk (2.26 ) kosulunu gerektirir. |

Asagidaki onerme, Teorem 2.6.8 ispatinda kullanilacaktir.

Onerme 2.6.5 Bir ® Orlicz fonksiyonu sonsuz deger aliyorsa yani en az bir u € R igin

®(u) = oo saglantyorsa Ly C L™ saglanr.

Ispat. Kabul edelim ki f € Ly olsun. En az bir k > 0 igin Ip(k|f|) < o oldugundan

®(k|f|) < oo olur. Burada A = {u > 0: ®(u) < oo} olmak iizere bgp = supA olur. Dolayistyla
b

k|f| € A elde edilir ve b tamimu geregi k| f| < bg saglanir. Buradan || f||e < f < oo elde

edilir. Bu ise Ly C L™ olmasidir.

Sonug 2.6.6 Bir ® Orlicz fonksiyonu ve bir k > 0 icin k > bg|| f||o ' ise Ip(kf) = oo olur.
Dolayistyla k™ (f) < bo||f]le ' < oo esitsizligi saglanir.

ispat. Kabul edelim ki k**(f) > bo|f|l- ' olsun. Bu durumda Ip(k**f) = oo
olur bu ise f : [0,00) x [0,00)] —> [—co,1] fonksiyonunun tamimiyla celisir.

O halde k*(f) < k™ (f) < bl |l " < oo esitsizligi saglanir.

Asagidaki lemma, Teorem 2.6.8 ispatinda kullanilacaktir.

Lemma 2.6.7 [3] ® bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere sonsuzda asimptotunun olmas i¢in

gerek ve yeter kosul li_r>n Y(p4(u)) < oo saglanmasidir.

Teorem 2.6.8 s dis fonksiyon ve ® Orlicz fonksiyonu olsun.

i) s normunun k* sonlu olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki siklardan birinin
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saglanmasidir.

a) ® sonsuz deger alir, yani bg < oo olur.

b) Bir u € (0,0) igin w(s’, ()) = 1 saglanur.

¢) w(1) =1 ve @, fonksiyonu [0, ) araliginda dogrusal degildir.

d) ® fonksiyonunun sonsuzda asimptotu yoktur.

e) w(1) < 1 ve ® fonksiyonunun sonsuzda ¢ > 0 egimli asimptotu var olsun. Pozitif 6l¢iilii

her A kiimesi i¢in
W(e)u(A) > 1 —w(l)

esitsizligi saglanir.
f) Bir s disg fonksiyonu ve ® Orlicz fonksiyonlar1 sonsuzda afin ve w(l) < 1 olsun. ®
fonksiyonunun sonsuzdaki egimi ¢ > 0 olmak iizere, pozitif 6l¢iilii her A kiimesi i¢in,

Ploju(a) = 1-w(l)

esitsizligi saglanir.

i) s- normu k**- sonlu olmasi icin gerek ve yeter kosul a), ¢), d) ve e) kosullarindan birinin
saglanmasidir.

iii) Eger ® fonksiyonunun sonsuzda asimptotu yoksa s normu k*- sonlu olmasi icin gerek ve

yeter kosul s normu £**- sonlu olmasidir.

Ispat. Oncelikle tiim kosullarin yeterlilik kismi, ardindan gereklilik kismi ispatlanacaktir.

i) Yeterlilik : f € Ly\{0} olsun.

a) Onerme 2.6.5 ve Sonug 2.6.6 gore s- normu k*- sonludur. i) sikkinin geri kalaninda & nin

yalnizca sonlu deger aldig1 kabul edilecektir.

b) Bir up > 0 ve w(s', (up)) = 1 olsun. Ip(kf) e oldugundan en az bir kg € (0,00) vardir
—>00

oyle ki Ip(kof) > up saglanir. O halde w fonksiyonunun tanimindan,

12 (s, (o (ko)) = w(s', (uo)) = 1

elde edilir. Dolayistyla w(s’, (Io(ko))) = 1 olur. Buradan

Bs(lo (ko f), Iw(p+ (Kol f1))) = =l (p+(ko|f])) <O
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oldugu kolayca goriiliir. O halde k*(f) < ko < oo elde edilir.

c) Kabul edelim ki w(l1) = 1 ve ® fonksiyonu [0,00) aralifinda dogrusal olmasin.
Bu durumda ®(u) # cu ve pi(u) # ¢ olur. ¥(pi(u)) > 0 saglamir. Aksi takdirde,
Y(pi(u)) =upi(u)—®(u) =0 ifadesi Young esitliginden saglamr. Bu ise @
fonksiyonunun dogrusal olmamasiyla gelisi. O halde a = Ig(p4(ko|f])) > O olacak
sekilde bir ko > O vardir. Kabul edelim ki 0 <& <g olsun. Ote yandan w(v) — 1

v—1—

1
yakinsakligindan w(vg) > 1 — € olacak sekilde bir 3 < vp < 1 vardir. Ayrica Ip(kf) k—> oo
—»00

oldugundan s, (Ip(kf)) " 1 bulunur. Yine yakinsaklik tammindan s, (Ip (k1)) > vo olacak
o0

sekilde bir ky > kg vardir. Her k > k icin

Bs(Uo(kf) Io(p+(k[f])) =1=w(s (To(kf))) —Iy(p+(k|f]))s', o (kf))
< 1—w(s! (lo(kf))) — bu(p+(ko| £1))s'y (Tao (K1.f))
<1—w(vg) —avg < 1+£—1—g<0

saglanmir. Boylece her k > ky > ko igin Bs(lo(kf),le(p+(k|f]))) < O elde edilir. Bu
sebeple s-normu k*(f) sonludur. Ayrica burada k**(f) = oo olsaydi her k > 0 i¢in

Bs(Io(kf),Ie(p+(k|f]))) > 0 olurdu. Buise k > kj i¢in Bs(Io(kf), Iy (p+(k|f]))) < O olmasi
ile celigir. Dolayisiyla £*(f) < k**(f) < oo saglanir.

d) Kabul edelim ki ® fonksiyonunun sonsuzda asimptotu olmasin. Lemma 2.6.7 kullanilirsa,
li_r}n W(p+(u)) = oo olur. Buradan 1i_r>n Iy (py(u)) = oo elde edilir. Yakinsakliktan dolay1 ve
U—>00 U—ro0

s', (Io(kf)) C [0,1] olmak iizere, yeterince biiyiik k degerleri i¢in Iy (p (kf))s' (Io(kf)) > 1

olur. Buradan

Bs(lao(kf), Iy (p+ (k| f]))) < 1—Iu(p+ (kI f]))s'. (Ia(kf)) <O

elde edilir. O halde k*(f) < k**(f) < oo olur. Burada k**- sonluluk c) sikki ile benzer sekilde
elde edilir.

Ote yandan, e) ve f) kosullarinin yeterlilik kisimlar: Lemma 2.6.4’te yapild.

i) Gereklilik : Kabul edelim ki Teoremin i) sikkindaki a)-f) kosullarinin hi¢biri saglanmasin.

a) kosulu saglanmadigindan & fonksiyonunun yalnizca sonlu deger aldig: kabul edilir. b)
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kosulu saglanmadigindan ve w fonksiyonu tanimi geregi [0, 1] araliginda deger aldigindan
w(s', (1)) < 1 olur. Kabul edelim ki ® fonksiyonu [0,0) dogrusal olsun. Her u > 0 i¢in
¥ (p+(u)) = 0 saglamr. Bu durumda her k& > 0 i¢in Bs(Ip(kf),0) = 1 —w(s', (Io(kf))) >0
olur. Dolayisiyla k* () = e saglanir. O halde @ fonksiyonunun [0, o) de dogrusal olmadigini
kabul edebiliriz. ¢) ve d) kosullari saglanmadigindan w(1) < 1 ve ® fonksiyonunun sonsuzda
¢ > 0 egimli asimptotu vardir. e) ve f) kosullart saglanmadigindan Lemma 2.6.4 kullanilirsa,
bir f = x4 fonksiyonu bulunabilir dyle ki k*(f) = e olur. Dolayisiyla s normu k*-sonlu

olamaz. O halde s- normunun k* - sonlulugu a)-f) siklarin1 gerektirir.

ii) Yeterlilik : Teoremin a), c), d) siklarinin saglanmasi halinde s-normunun k**-sonlu
oldugu 1) sikkinda gosterildi. Buna ek olarak e) kosulunun da £**-sonlulugu gerektirdigi
Lemma 2.6.4’te gosterildi.

Gereklilik : Kabul edelim ki Teoremin a), c¢), d), €) kosullarinin hicbiri saglanmasin. Bu
durumda & yalnizca sonlu deger alir. Eger ® fonksiyonu, [0,c0) araliginda dogrusal ise her

u>0icin ¥(p4(u)) =%¥(c) =0 veher k > 0igin

Bs(lo(kf), ke (p+ (k[ f])) = Bs(lw(kf),0) = 1 —w(s'y (In(k[))) = 0

saglanir ve k™ (f) = o olur. Yani, s- normu k™*-sonlu degildir. Bu durumda,
® fonksiyonunun [0,00) aralifinda dogrusal olmadigi kabul edelim. c) kosulu
saglanmadigindan w(1) <1 olur. Ayrica d) kosulu saglanmadigindan, & fonksiyonunun
sonsuzda ¢ > 0 egilimli asimptotu vardir. Yine e) kosulu saglanmadigindan Lemma 2.6.4
kullanilirsa, bir f = x4 fonksiyonu bulunabilir 6yle ki k**(f) = e olur. Dolayisiyla s normu

k**- sonlu olmaz. Diger bir deyisle £**- sonlu ise a), ¢), d), e) kosullar1 saglanir.

.....

Yeterlilik: Simdi k*-sonlulugun k**-sonlulugu gerektirdigini gosterelim. Kabul edelim ki
s-normu k*-sonlu olsun. Bu durumda Teoremin a) - f) kosullarindan en az biri saglanir.
a), ¢), d) kosullarindan biri saglandiginda s- normunun £**-sonlu oldugu gosterildi. Kabul
geregi @ fonksiyonunun sonsuzda asimptotu olmadigindan e) ve f) siklar1 incelenmez.
O halde kabul edelim ki b) kosulu saglansin. En az bir u > 0 i¢in s/, (u) = 1 saglanur.
1 =w(s' (1)) <w(1) < 1lise w(l) =1 olur. Burada & fonksiyonu [0,ec) arahginda dogrusal

olmadigindan c) sikki saglanmis olur. Bu ise s- normunun £**-sonlu olmasi demektir. |
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Gozlem 2.6.9 Teorem 2.6.8 ii) sikkinda yalnizca a), ¢), d) ya da e) siklarinin £**- sonluluk
icin gerek ve yeter kosul oldugu ispatlandi. Ancak teoremin b) ve f) siklari £** sonluluk
icin gerek ve yeter kosul degildir. Bu kosullarda s-normu k**(f) = e olabilir. b) ve f)
siklarinda her k > 0 i¢in Bs(lo(kf), I (p+(k|f]))) < 0 saglanir. Eger her k& > 0 i¢in yalnizca
Bs(lo(kf),le(p+(k|f]))) = O esitligi saglanirsa k**(f) = oo olurken, k*(f) = O olabilir.
Yani b) ve f) kosullar1 saglandig1 durumda s- normu £*- sonlu olur ancak k**- sonlu olmak

zorunda degildir.

Asagidaki sonug¢ s-normunun £**-sonlu olmama kosullarini verir.

Sonug 2.6.10 @ bir Orlicz fonksiyon, s bir dig fonksiyon ve s dig fonksiyonunun sonsuzdaki
asimptotunun y- kesiti 0 <y; <1 olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler saglanir.

i) Bir @ fonksiyonu [0, ) araliginda dogrusal ise s- normu k**-sonlu degildir.

ii) Eger y; = 0 ise s- normunun k**- sonlu olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul &
fonksiyonunun [0, o) araliginda dogrusal olmasidir.

iii) Kabul edelim ki y; > 0 ve ay, = inf{u(A4) : A € £, u(A) > 0} olsun. Bu durumda,

a) Eger ay = 0 ise s normunun k* ve k**- sonlu olmamas igin gerek ve yeter kosul &

fonksiyonunun sonsuzda asimptotunun olmasidir.

b) Eger ay > 0 ise s normu k™-sonlu olmamas: icin gerek ve yeter kosul &
fonksiyonunun sonsuzda asimptotunun olmasidir. Ayrica ® Orlicz fonksiyonunun
sonsuzdaki asimptotunun y-kesiti yp olmak iizere |y;/ye| > U(Ag) > 0 kosullarini

saglayacak sekilde bir Ay Ol¢iilebilir kiimesi vardir.

Ispat. i) ® Orlicz fonksiyonu dogrusal olsun. Her u > 0 icin ®(u) = cu olacak sekilde
bir ¢ > 0 vardir. Bu durumda & fonksiyonu yalnizca sonlu deger alir ve ® fonksiyonunun
sonsuzda asimptotu vardir. O halde Teorem 2.6.8 a), c¢), d) siklar1 saglanmaz. & sonlu deger
aldigindan ve dogrusal oldugundan ¥(p.(«)) = 0 olur. Bu durumda Teorem 2.6.8 e) sikki
saglanmaz. Aksi takdirde 0 = W(c)u(A) > 1—w(1) > 0 ¢eliskisi elde edilir. O halde s-normu

k**- sonlu degildir.

ii) Onerme 2.4.12’ye gore y; = 1 —w(1) esitligi saglamr. Kabul geregi w(1) = 1 olur. s
normu k**- sonlu degilse Teorem 2.6.8 ¢ ) sikki saglanmaz, dolayisiyla w(1) = 1 oldugundan

®,[0,0) araliginda dogrusaldir. @ dogrusal ise i) sikkindan s- normu £** -sonlu degildir.
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iii) ys; > 0 ise bu durumda Onerme 2.4.12’ye gore w(1) < 1 saglamr. Dolayisiyla Teorem
2.6.8 b) ve c) siklar1 saglanmaz.

a) ay = 0ise u(Ay) n_>—°>o 0 olacak sekilde A,, pozitif ol¢iilii kiimeler dizisi vardir. O halde
Teorem 2.6.8 e) ve f) siklar1 saglanmaz. Kabul geregi ® fonksiyonunun sonsuzda asimptotu
oldugundan Teorem 2.6.8 d) ve a ) siklar1 saglanmaz. Tiim bunlardan Teorem 2.6.8 1) ve
ii) siklarindan s- normunun k* ve k**- sonlu olmadigi elde edilir. Tersine kabul edelim ki
s -normu k* ve k** -sonlu olmasin. Bu durumda Teorem 2.6.8 d) kosulu saglanmaz. O halde

® fonksiyonunun sonsuzda asimptotu vardir.

b) Kabul edelim ki & fonksiyonunun sonsuzda ¢ > 0 egimli asimptotu olsun. Bu durumda
Teorem 2.6.8 a) ve d) siklar1 saglanmaz. Eger yp = 0 ise @, [0,0) araliginda dogrusaldir. i)
sikkindan s- normu £**- sonlu degildir. Eger yp < 0 ise Lemma 2.6.2 kullanilirsa yp = —¥(¢)

esitligi saglanir. Buradan

Lowll) |25 |5 )

Y(c)

elde edilir. Yani Teorem 2.6.8 e) sikki saglanmaz. O halde Teorem 2.6.8 a), d), e), ¢) siklar
saglanmaz ise Teorem 2.6.8 kullanilirsa s- normu £** -sonlu olmadig: elde edilir. Tersine
kabul edelim ki s- normu k**- sonlu olmasin. Bu durumda Teorem 2.6.8 a), ¢), d) ve e) siklar1
saglanmaz. Eger ®,[0,00) araliginda dogrusal ise @ fonksiyonunun sonsuzda asimptotu

vardir ve yp = 0 olur. O halde Teorem 2.6.8 e) sikkinin saglanmadigi kullanilirsa,

1
0 < u(Ap) < < —
Yo

e o}

1—w(l) | ys
¥() |y

olacak sekilde bir Ag kiimesi vardir. Simdi de ® fonksiyonunun dogrusal olmadigin1 kabul
edelim. Bu durumda s- normu £** -sonlu olmadigindan d) ve e) siklar1 saglanmaz. @ nin
sonsuzda ¢ > 0 egimli asimptotu vardir ve y- kesiti —¥(c) < 0 olur. Ayrica Teorem 2.6.8 ¢)

stkk1 saglanmadigindan,
Vs
Yo

_ 1—w(1)

¥(0) > 1 (Ao)

olacak sekilde bir A Ol¢iilebilir kiimesi vardir. |
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2.7 KOTHE DUALI

Bu kisimda [21] makalesi temel alinarak, Orlicz uzaylart 6zel bir @ Orlicz fonksiyonu
ve s-normuna gore ele alinarak L” uzaylan ile iligkisi incelenmistir. Ayrica, Eg uzayinin
s-normuna gore Kothe duali incelenmistir.

Asagidaki teoremde 1 < p < oo ve 0 < ¢ olmak iizere ®(u) = c|u|” Orlicz fonksiyonu igin,
Lo Orlicz uzayi ile LP Lebesgue uzayinin ¢akistigi gosterilmigtir. Ayrica herhangi bir s dis
fonksiyonu ile olusturulan s normunun Lebesgue uzayindaki tanimli olan || - ||, p- normunun

sabit bir kat1 oldugu gosterilmistir.

Teorem 2.7.1 s keyfi bir dig fonksiyon olsun.
i) Her 1 < p < oo ve her ¢ > 0 igin @ Orlicz fonksiyonu u € R olmak iizere ®(u) = c|u|?

ise bu durumda (Lo, || - ||®,) Orlicz uzay1, (L?,|| - ||,) Lebesgue uzayma dogrusal olarak
1
izometriktir. Ayrica d = ing — s(cuP) ve c'/P < d < 1+ ¢ olmak iizere || - |5 = d| - |,
u>0 u '
saglanir.

i1) ® Orlicz fonksiyonu

0 ,u<l1
D(u) =
o ful>1
olarak tanimlansin. Bu durumda (Lo, || - [|o ) Orlicz uzay1, (L*, || - ||») Lebesgue uzayina

esittir.

Ispat. i) Her u € R icin ®(u) = c|u|? olsun. f € Le\{0} igin
lo(f) = [ @(f)du= [ clfiran el
esitligi saglanir. Buna ek olarak

T: Lo — LP

1

f— T()=2f
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doniisiimiiniin dogrusal bir izometri oldugu kolayca goriiliir. Buradan
Fllos = nt © slia(kf)) = inf - s(ck?]f]5)
= inf — = inf —
P T 20 KOV 0 kO b

1
=|f|l, inf ——— s(ck?||f]|5
Iy fnf g S 115)

1
= inf — s(cu?) =d
Il inf - s(cur) = d ],

esitligi elde edilir. Ayrica

oo o] : . 1. _
d = inf —s(cu?) > inf —max{l,cu’} > mm{ inf  —, inf cuf 1} =P >0
u>0 u u>0u O<cuP<l U cul>1

esitsizligi saglanir. Ote yandan

1
d = inf —s(cu?) <s(c) <l4+c <o
u>0 u

ifadesi saglanir. Dolayisiyla cl/p <d <1+ c bulunur.

ii) @ Orlicz fonksiyonu
0 ,u<l1
D(u) =
o |ul>1

olarak tanimlansin. f € Lg olsun. O halde k& > 0 icin

/ B(kf)du < oo

saglanir. Ayrica @ fonksiyonunun tanimlanigindan ®(kf) = 0 olur. O halde her k£ > 0 igin
1

lkf| <1 olmak iizere |f| < T saglanir. Dolayistyla || f||e < oo saglamir. Buradan f € L*

oldugu elde edilir. Yani Ly C L™ saglanir. Ters kapsama benzer yolla kolayca elde edilir.

Ayrica, her f € Lo\{0} ve k > || f|| ' i¢in Ig(kf) = oo olur. Yine,

F: (Lo, |l llos) — (L] ll)
f — f
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birim fonksiyonu tanimlansin.

o1 . 1 ) 1
[flles= inf >s(le(kf)) =  inf  —s(le(kf))= inf  =5(0)= /]
0 k 0<ks|f]l”" o<ks|Ifll" K
esitligi saglanir. Bu durumda (Lo, | - ||@,s) ile (L7, || - ||) izometrik izomorftur. |

Sonug 2.7.2 Herhangi bir s dis fonksiyonu i¢in @ Orlicz fonksiyonu [0,c0) araliginda

dogrusal ise (L, || - |

@) uzayl (L'|| - ||}) uzayma dogrusal olarak izometriktir. Ustelik, &

fonksiyonunun [0, ) araligindaki egimi ¢ olmak iizere || - ||o, = c|| - ||1 esitligi saglanir.

Ispat. Her u € R igin ®(u) = c|u| olsun. (2.7) esitliginden,

1 1
inf —s(cu) = cinf —s(cu) = cinf —s(k) =c¢
u>0u u>0 cu k>0

saglanir. Teorem 2.7.1 p = 1 i¢in uygulanirsa

) 1
[flle,s = inf — s(cu) || f[li =<l f]h
u>0 U

elde edilir. |

Teorem 2.7.3 (7,X,u) atomsuz Ol¢ii uzayr olsun. Eger s- normu k*- sonlu degilse

(Lo, | - ||o.s) Orlicz uzay, L' uzayina dogrusal olarak izometrik olan bir uzay1 igerir.

Ispat. Kabul edelim ki s-normu &*- sonlu olmasin. ® fonksiyonunun dogrusal olma durumu
Sonu¢ 2.7.2°de incelendiginden, ® fonksiyonu [0,c0) araliginda dogrusal olmayan bir
fonksiyon olarak kabul edelim. Ayrica s-normu k* sonlu olmadigindan Teorem 2.6.8 a)-f)
siklar1 saglanmaz. Diger bir ifadeyle ® dogrusal olmadigindan ve c) sikki saglanmadigindan
w(1) < 1 olur. d) sikki saglanmadigindan @ fonksiyonunun sonsuzda asimptotu vardir. Yine
a) sikki saglanmadigindan & yalnizca sonlu degerlar alir. Lemma 2.6.2’den & fonksiyonun
sonsuzdaki egimi ¢ = b}l_{rolo p+(u) € (0,00) ve y- kesiti —¥(c¢) < oo olur. Ayrica y atomsuz
oldugundan 0 < ¥(c)u(A) < 1 —w(1) saglayacak sekilde ol¢iilebilir bir A kiimesi vardir.

Destegi A kiimesinde olan tiim integrallenebilir fonksiyonlarin uzay: X olsun. Bir f € X icin

71 = [ e
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normu tanimlansin. Her u# > 0 i¢in

D(u) = /()up+(u)dt < /u cdt = cu

0

saglanir. Her kK > 0 ve her f € X i¢in
k|f]
k)= [ il < ekl 2.32)

saglanir. Buradan

Io(kf) = /A O (kf)dp < /A ck|f(1)ldi = ek ]y < oo (233)

elde edilir. Boylece, f € Eg ve f € L' olur. Dolayisiyla X C E N L! elde edilir. Her k > 0
ve f € X i¢in

by (p(kf)) = /A‘i‘(m(kf))du < /A‘P(C)du =¥(c)u(d) <1-w(1)
saglanir. O halde her k£ > 0 i¢in

Bl (kf), ke (p+ (k[ f]) = 1=w(s (Ia(kf))) = ly(p+(kf))s' (o (kf))
> 1—w(l) =¥(c)u(a) >0

saglanir. Dolayisiyla her f € X i¢in k*(f) = oo olur. Ayrica 2.24 esitliginden

/

1
(—s(lq,(kf)) <0
k +
1
saglanir. Bu durumda Sonug 2.5.3 ii) sikkindan klim zS(Iq)(k f)) = ||f|l®,s bulunur. O halde
—>00
k*(f) = oo esitligini saglayan her f € L igin, her u > 0 i¢in s(u) > u olmak iizere

1 1 1 1
1 il _ ol |
lim - Io(kf) < lim - s(o(kf)) = | fllo,s < lim (1 +Io(kf)) = lim - Io(kf)

1
gerceklenir. Buradan ||f||os = klim zlq,(kf) elde edilir. Yine ¢ > 0 olmak iizere
—>00

f

F:X CL' — X C Eg operatorii.  F(f) = olarak tamimlansin. F  operatoriiniin
C

dogrusallig1 ve siirekliligi kolayca elde edilir. O halde, Monoton Yakinsaklik Teoremi
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P(u)

ve —— fonksiyonunun artanlig1 kullanilirsa,
u

Ly T (ke |£ (1))
IF(fllos = fim 1o (k;) = o T O T

B (ke £(1))
= /tﬂt#o O =T

1 1
- - t 1' d = — —
/t:f(t)yéo F(@0)|lim po (u)dp = —c[|fll = I £l

C

elde edilir. [ |

Asagidaki teoremde f, X, y ile Eg de taniml1 fonksiyonlar: ifade edecegiz.

Teorem 2.7.4 &, ¥ yalmizca sonlu degerler alan birbirlerinin tiimleyeni olan Orlicz

fonksiyonlart olsun. Yine s*, s dis fonksiyonunun en kiigciik Holder eslenigi olsun. Eger

| - [l normu k*-sonlu ise (Eo,| - |los) uzayl, (Ly,| - ||ws) Orlicz uzaymin Kéthe

ondualidir, yani

(B, [ llo.s) = (L || - lw,5+)
saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki f : Es — R siirekli ve dogrusal bir fonksiyon olsun. (7,X,u)
ol¢ii uzay1 (T, X,, Uy) atomik kismi ve (¢, 2., 1o ) atomsuz kismi olmak iizere iki kisimdan
olusur.

Ego uzayindaki 7, destekli tiim fonksiyonlarin uzayr E§ olsun. Bu uzay iizerinde Eg
tarafindan indirgenen s-norm topolojisi verilsin. Benzer sekilde Eg uzay1 T, destekli tiim
fonksiyonlarin uzay1 olsun. Bir f fonksiyonunun E§, uzayina kisitlamis1 f, : Eg, — R ve
f fonksiyonunun Eg uzaymna kisitlamist f. : Eg, — R olsun. Yine f siirekli ve dogrusal
oldugundan, kisitlamsglar1 olan f,ve f. fonksiyonlar1 da dogrusal ve siireklidir. Ustelik
f = fa+ fc saglan.

Ote yandan, (7, X, 1) o-sonlu bir 6l¢ii uzay1 oldugundan yani 7 = |J;"_, T, ve her n € N igin
1 (T,) < o olacak sekilde ¥ kiimesinde (7,)_, var oldugundan 7, C N ve X, C 2" olarak

kabul edilebilir. Bu kiime ile dogal sayilar arasinda dogal bir esleme yapilabilir. 7" kiimesinin
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atomlarinin kiimesi sonlu ya da sonsuz olabilir. Eger 7,, atomlarinin kiimesi sonluysa bu

durumda
x=(x(n)) ,neT,

0 ,neN\T,

alarak dizi olusturulabilir. Her n € N icin

0 ,i#n

birim vektorii tammlasin. Bu durumda her x € E§ igin x(-) = Y7, x(n)e,(-) seklinde

yazilabilir. Ayrica her x € E§, A > 0 ve m € N igin

® (). (x—ni;x(n)en>> — 243 <)L (n:gﬂx(n)en(i))) ”:;0

saglanir. Dolayisiyla Lemma 2.2.10 (2.9) denkliginden, Y > . x(n)e, s-normuna goére x
elemanina yakinsar. Simdi,
Hern € T, icin |, y,(n) = ——~

Hert € T, icin  , y,(t) =0

olarak tanimlansin. O halde f, fonksiyonunun dogrusallig1 ve siirekliliginden,

a

:fa<ix<n>en> X xnaten) = L xtmvatmpeln}) = [ xtvlo)d
n=1 n=1 I.

bulunur. Olgiilebilir her A C T, kiimesi igin V(A) = f.(xa) tamimlansin. Bu durumda v sonlu
alt toplamsaldir ve i, Ol¢iisiine gore mutlak siireklidir.

Kabul edelim ki (A;)"_, ayrik kiimeler olsun. Bu durumda

viUa) = (1) = £ 540 = ¥ viay
i=1 n=1

n=1

saglanir.
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A C T, kiimesi 0l¢iilebilir bir kiime olsun. Her € > 0 ve ® (

He(A )) < 1igin

1
VA= 1l < I fell I2alles = Nlfell inf - s(To(kxa))

1
:4uw;g;s(£¢wwm)

= el of s (@(Eu(4)

€ 2 €

<Ss(eCmm) <5 <e

saglamir. Dolayisiyla u.(A) = 0 esitligini saglayan her olgiilebilir A C T, kiimesi i¢in

v(A) = 0 saglanir. O halde Radon-Nikodym teoremine gore

fel) = [ x(Oele)dpe

olacak gekilde bir y. 6l¢iilebilir fonksiyonu vardir. Gergekten de, x € X = {x: x(r) > 0}

olsun. Bu durumda 0 < ¢, 1 x olacak sekilde basit fonksiyonlarin dizisi vardir. Ayrica f,

siirekli oldugundan f.(¢@,) 1 f¢(x) esitligi saglanir. ¢, = (Zle o %Ai)n olsun. Ote yandan f,.

dogrusal oldugundan

k

k
= fe (Z ai, %A,-n> Z o, fe(Xa,,) = Z
i=1

saglanir. Monoton yakinsaklik teoreminden

Ful(0n) = / Opdv —> / xdv

olur. Limit tek oldugundan

[xav =i

esitligi saglanir ve ayrica Radon- Nikodym teoreminden,

/xdv:/xycdu

(Ai,) = /%dv
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olacak sekilde y. € T, bulunur. O halde

Jelw) = [ x(Oelt)dpcve |e(x)] < o=

c

saglanir. y,. fonksiyonunun tanim kiimesini, her ¢ € T, i¢in y.(¢) = 0 yazarak genisletip
Yy =Ya+Yc olarak tammlayalim. O halde her x € Eg i¢in x, = x)7, ve x. = x)r. olarak

yazilirsa x = x, + x. olur ve

f(x):fa(x)+fc(x):fa(xa)"kfc(xc):/T xa(t)ya(t)dua+/T.xa(t)yc(t)duc:/Tx(t)y(t)d.u

esitligi saglanir. Bu durumda f fonksiyonunun Eg uzayinda bir integral temsili vardir. O

halde (2.14) Holder esitsizliginden

001 = | 5O0)a0| < Il @34

saglanir. Dolayisiyla || || < ||y||w s elde edilir.
Simdi de esitsizligin diger tarafini, yani ||y|lg«+ < ||f|| oldugunu gosterelim. y = O
durumunda ifade agiktir. O halde y # 0 olarak kabul edelim. 77 C 7> C ... sonlu 6lgiilu

kiimeler olmak tizere | J;,_ 7, = T olsun. Her n € N icin

Yn = YX{teT,:|y(1)|<n}

tanimlansin. Buradan |y, | 1 |y| oldugu kolayca gériiliir. Teorem 2.3.3’ten s-normu yari-Fatou
ozelligini sagladigindan |[|y,||y g — |¥|lw s+ olur. Genelligi kaybetmeden her n € N i¢in
yn 7 0 kabul edelim. ¥ yalnizca sonlu deger aldigindan, Iy(ky,,) < o olacak sekilde bir
ym € Ey vardir. O halde Ey # {0} saglanir. Yani her n € N i¢in y, € Ey\{0} olur. Kabul
geregi || - ||y normu k*- sonlu oldugundan her n € N i¢in en az bir 0 < k* = k*(y,) < oo

vardir dyle ki Teorem 2.5.2’den

1 * *
H)’nH‘P,S* = ﬁs (hy(k"yn))

saglanir. g, ¥ fonksiyonunun R* daki sag tiirevi olsun. ® ve ¢ sonlu deger aldigindan her

I > 0igin Ip(lg+ (knyn)) < oo olur. Bu ise her n € N i¢in ¢ (k,y,) € Eg olmasidir. Teorem
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2.5.6 ve Teorem 2.4.17 kullanilirsa,

by (knyn) +10(q+ (knlynl)) = s (he (knyn))s (I (q-+ (Kn|ynl))) = 1 (2.35)

saglanir. Young esitliginden

/TQ+(kn|yn(t)|)kn|yn(l>|d“ = Io(q-+ (knlynl)) + Iy (knyn) > 1 (2.36)

elde edilir. O halde her n € N igin k,y, # 0 ve u- hhh g (k,|y,|) # 0 saglanir. Dolayisiyla
0 < |lg+(kn|yn|)||®,s < oo elde edilir.

1 ,a>0
sgna =0 ,a=20

-1 ,a<0

isaret fonksiyonu olmak iizere, (2.35 ), (2.36) ifadelerinden ve infimum 6zelliginden dolay1

' /T q+<kn|yn<z>|>sgnyn<t>yn<r>du' = ki /T g+ Uy (2)]) ey (1) e

kl (I (q+ (knlyn|)) + I (knyn))
; 2.37)

= s(la(s (kalyaD) 15" (o ()

n

> ||q+(knlynl) ”d),s H)’nH‘PS*

esitligi saglanir. Her n € N icin

Xn = g (knyal)sgnynll g4 (knlyal) 1 5

fonksiyon dizisi tanimlansmn. Bu durumda x, € Eg olur. Ote yandan y, # 0 oldugundan
||Q+(kn|))n|)||<1>,s

=1 olur.
G-+ (K| yn ) |5

|sgny,| # 0 saglanir ve ||x,|| =



66

AYTICA Yn = YX{1eT,:|y(r)|<n} VE [Y(t)| = sgny y(t) = sgny, y(t) oldugundan

2a(1)Yn(1) = @+ (knlyl) g (Kl |55 5875 (1)

= g Chalyl) g byl 51 1)) (2.38)

= g (knlyn]) g+ (Kalya])llg [y(2)]

esitligi elde edilir.
Ayrica | fy(x,)| < || fy|| saglandigindan limsup| £y (x,)| < limsup||fy|| = || fy|| bulunur.
n—oo

n—oo

NS Ec’p olmak iizere (2.38) ve (2.37) ifadeleri kullanilirsa

/ xn<r>y<r>du\ ~timsup| [ xna)yn(r)du\

n—oo

15l = thUP}fy(xn)! = limsup
n—oo n—oco

> limsup||y,||w s = ||y]|w s
n—oo

elde edilir. Dolayisiyla her y i¢in saglandigindan, || f|| = || fy|| > |||

y ¢ elde edilir. O halde
Il = 7] w.s esitligi saglanr. =

Gozlem 2.7.5 s- normu sirali siirekli bir normdur. O halde Onerme 2.1.23’ten dolay1 s-

normu ile donatilmig Eg uzaymin EjKéthe duali ile Ej, topolojik duali dogal olarak aynidir.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tez calisgmasinda genel olarak fonksiyonel analizdeki temel teoremler ve yontemler
kullanilmagtir. Yine [21] makalesi ve [18] kitab1 esas alinarak arastirma yapilmistir.

u Olgiisti atomlu ya da atomsuz olmak iizere (7,X,u) o-sonlu ve tam Ol¢ii uzayi
olsun. s bir dis fonksiyon olmak iizere, bu dis fonksiyon araciligiyla kurulan s-normunun k*
-sonlulugu ve s- normunun sirali siirekliligi ¢calismada (Eg, || - ||¢,s) uzaymin Koéthe duali
icin 6nemli bir rol oynamaktadir. Yine L™ ve L' Lebesgue uzaylari ile Lo Orlicz uzaymin
dogrusal olarak izometrik oldugunu gostermede, 6zel olarak ®(u) = c|u|P fonksiyonu
ile ¢alismak Onemli olmustur. Ayrica yari-Fatou 6zelligi bu uzaylar i¢in olduk¢a 6nem
tasimaktadir.

Orlicz uzaylan iizerinde yeni ve daha genel bir norm olan s-normlarinin incelendigi bu tez
calismasinda, okuyucunun s-normu ile donatilmis Orlicz uzaylarini daha rahat anlamasi igin
gerekli kaynaklar incelenerek yorumlanmis, ayrintili ispatlar ve karsilastirmalarla konuyla
ilgili literatiir ele alinmistir. Kullanilan makale ve kaynaklar kaynakca kisminda tez yazim

kurallarina gore belirtilmigtir.
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4 BULGULAR

Orlicz uzaylarinda Orlicz ve Luxemburg normlarmin ardindan, p-Amemiya olarak
adlandirilan normlar Cui, Duan, Hudzik ve Wisla tarafindan ¢alisildi ve bu normlarin bazi
geometrik ozellikleri incelendi [3], [6]. Daha sonrasinda Wisla tarafindan dis fonksiyon
tanim1 verilip, s-normlar1 tanitildi. Tanitilan bu s-normu p-Amemiya normlarinin bir
genellemesi niteligindedir. [21] makalesi temel alinarak calisilan bu tez asagidaki gibi

Ozetlenebilir.

Tezin birinci ve ikinci boliimlerde, oncelikle p-Amemiya normlarinin temelini olusturan
sp fonksiyonlar1 tamitilmig ve incelenmistir. Ardindan s dig fonksiyonlar1 ve s-normlari
tanimlanmugtir. Dis fonksiyonlar1 temel alinarak olusturulan s- normunun Orlicz ve
Luxemburg normlar1 ile denk oldugu gosterilmistir. Ardindan s-normunun yari-Fatou

ozelligini sagladig1 gosterilmistir.

Uciincii ve dordiincii boliimlerde bir s dis fonksiyonunun Holder anlaminda esleniginin

tanimu verilip, ardindan bazi dis fonksiyonlar i¢in inceleme yapilmistir.

Besinci ve altinct boliimlerde s normu i¢in £*(f) ve k**(f) fonksiyonlari tanimlanmustir.
Sonrasinda s normunun elde edilebilirlii i¢in teorem ve sonu¢ verilmistir. Ardindan s

normunun k* ve k**-sonlulugu i¢in teorem verilmistir.

Tezin son kisminda ise 0zel bir ® fonksiyonu ile ¢aligsarak, LP Lebesgue uzaylarinin Lg
Orlicz uzaylarina dogrusal izometrik oldugu gosterildi. ¢ Ol¢iisiiniin atomsuz Olcii olmasi ve
s- normunun k*-sonlu olmamast durumunda (L, || - ||@,s) Orlicz uzayinin, L! uzaymin bir alt
uzayina izometrik oldugu gosterilmistir. Son olarak s- normunun £*-sonlu olmasi1 durumunda
(Es,| - |l®,s) uzaymin Kéthe dualinin, (Ly,|| - ||@,) uzayr oldugu gosterilmistir. Burada
s* fonksiyonu, s dis fonksiyonunun Holder eslenigi ve W fonksiyonu & fonksiyonunun

tiimleyenidir. Bu baglamda [21] kaynaginda yer alan asagidaki sonug verilir.
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Sonu¢ 4.0.1 ® yalnizca sonlu degerler alan, sonsuzda asimptotu olmayan bir Orlicz
fonksiyonu olsun. ¥ fonksiyonu, @ Orlicz fonksiyonunun tiimleyeni ve s* fonksiyonu, s

dis fonksiyonunun en kii¢iik Holder eslenigi olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
1) Bir s disg fonksiyonu i¢in

(B, [l - [lo.s)* = (L, | - [he.s+)

saglanir.

P q 1 1
i) 1 <p<oove®(u)= Jul? ise, bir s dig fonksiyonu i¢in ¥(u) = L olurve = +-=1
p q P q

(Laos || - [lao.s)™ = (L7 |- [[p)" = (L2, lg) = (L[] - [l w5

ifadesi saglanir.

I 1
iii) Her 1 < p < oo igin s,(u) = (1 +u?)'/? ise s,(v) = (1 +v7)"/4 olur ve —+ - =1
P q

olmak iizere

(Ea, || llos,)” = (L, [ - lw.s,)

saglanir.

iv) Her 0 < ¢ < 1igin s.(u) = max{1l,c+u} ise

(o, || [los.)” = (Lo || - [heisy )

olur.

Ispat. i) ® fonksiyonu yalnizca sonlu deger aldigindan ve sonsuzda asimptotu olmadigindan
anZo Y(ps(u)) < oo saglanir. Dolayisiyla ¥ tiimleyen fonksiyonu da sonlu deger alir ve
:onsuzda asimptotu yoktur. Teorem 2.6.8 i) sikkindan || - |y ¢+ s normu k*- sonludur. Ayrica,
s- normu sirali siirekli oldugundan, Onerme 2.1.23 kullanilirsa E} ile E}, arasinda bir dogal

esleme vardir. O halde Teorem 2.7.4 kullanilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

(Eq)v H ’ ‘

0s)" = (B, || los) = (Lw, || - w,s)

T jul? wlp
ii) p>1 iken ®(u) = —— olsun. Bu durumda p (1) = = uP~" olur.
p P
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gi(w) = piI(y) =inf{v>0: p(u) > v}
=inf{v>0: v >u}
=inf{v>0: v>ul/P~1} =4l/P-1

saglanir. O halde
q

‘{’(v):/ q+(u)a’u:/ M
0 0 q

elde edilir. O halde Teorem 2.7.1 ve 2.7.4 kullanilirsa

(L[| flos)™ = (L7 - [p)" = (L% 1] - llg) = (L, [ - w.s+) elde edilir.

iii) ve iv ) Sonug¢ 2.4.6 kullanilirsa s.(u) = max{l,u + c} iken si(v) = s;_.(v) ve

sp(u) = (14 uP)'/? iken sp(v) = (1+ v4)1/4 oldugu bulunur. i) ve sonug 2.4.6 kullanilirsa

(Eo, || llos,)" = (Lw, || - [lw,s,) ve (Ea,|l - llos.)” = (L, - lws, )

olur. |
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S5 TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda pu 6l¢iisii atomlu ya da atomsuz olmak iizere (7,X, 1) o-sonlu ve tam
Ol¢ii uzayr olsun. s dig fonksiyon olmak iizere s normlarinin norm elde edilebilirligi, &*
sonlulugu gibi ozellikleri incelenmistir. Ote yandan, u 6lciisii 6zel olarak atomik 6l¢ii olarak

alindiginda dizi uzaylar elde edildiginden,

lo = {(fn) e 1Y B(Af)un) < I >0}
n=1

ve

he = {(fn) e 19:¥A > 03 ng i DAL)u(n) <oo}

n=ng
olmak iizere Ly = lp ve Ep = hg esitlikleri saglandigindan, Teorem 2.7.4 ve Sonug 4.0.1

atomik 0lcii uzayinda da saglanir ve

(ha, || - |

CID,S)* = (l\l"7 ” : ||‘P,s)
esitlikleri gecerli olur.
Bu tezde yapilan caligmalar 6zel olarak G lokal kompakt gruplar icin de yapilabilir. Ele

alinan konular soyut harmonik analiz bakis acisiyla yorumlanabilir. Ilerleyen calismalarda s-

normlar1 icin Banach cebir ve Banach modiil yapilarinin incelenmesi amaclanmaktadir.
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