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OZET

ORTAK OZEL EGRILI REGLE YUZEY AILELERI

Sefure YAMAN
Ondokuz Mayis Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Yuksek Lisans, Haziran/2023
Danisman: Prof. Dr. Emin KASAP

Bir dogrunun bir egri boyunca hareketi ile meydana gelen yiizeye regle yiizey
denir. Regle yiizeyler, genellestirilmis yiizeylerin bir 6zel hali oldugundan tanimli
tek bir egrisi bulunur. Bu egri de striksiyon egrisi olarak adlandirilir. Bu ¢alismada e
kiiresel gosterge vektorii tarafindan olusturulan ¢ ylizeyinin olusumu sirasinda ¢
asimptotik normal vektdriinden ¢, asimptotik normal ylzeyine ait karakterizasyonlar

incelenmistir. {lk olarak, regle yiizey ailesi, ortak striksiyon egrisi ile tanimlanmistir.
@ regle yuzeyinin geodezik Frenet ¢atisi {e,t, g} kullanilarak, bu striksiyon egrisinin
geodezik, egrilik ¢izgisi ve asimptotik egri olmasi i¢in gerekli kosullar sunulmustur
Son olarak, ortak geodezik, egrilik cizgisi ve asimptotik egri ile regle yiizeyleri
gostermek i¢in bazi ornekler verilmistir. Bundan sonraki ¢alismalar i¢in Onerilerde
bulunulmustur.

Anahtar Sozcukler: Geodezik Frenet Catisi, Izogeodezik Egri, Regle Yiizeyler



ABSTRACT

COMMON SPECIAL CURVE REGULATED SURFACE FAMILIES
Sefure YAMAN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, June/2023
Supervisor: Prof. Dr. Emin KASAP

The surface formed by the movement of a line along a curve is called a ruled surface.
Since ruled surfaces are a special case of generalized surfaces, they have a single
defined curve. This curve is also called the stricture curve. In this study, the
characterizations of the asymptotic normal surface ¢, from the g asymptotic normal
vector during the formation of the ¢ surface created by the global indicator vector e
were examined. First, the ruled surface family is defined by the common stricture
curve. Using the geodesic Frenet framework {e,t,g} of the ruled surface @, the

necessary conditions for this striction curve to be a geodesic, curvature line and
asymptotic curve are presented. Finally, some examples are given to show ruled
surfaces with common geodesic, curvature line and asymptotic curve. Suggestions
were made for future studies.

Keywords: Geodesic Frenet Frame, Isogeodesic Curve, Ruled Surfaces
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1. GIRIS

Kat1 bir cisim uzayda hareket ederken cismin iizerindeki bir noktanin yoriingesi
de bir egri meydana getirir. Bu sirada egri iizerinde hareket eden yonlendirilmis bir
dogru 3-boyutlu Oklid uzaymda bir regle yiizey olusturur. Regle yiizeyin seklini
karakterize etmek i¢in dogru yoriingelerinin egrilik teorisi kullanilir. Regle yiizeyin
yiksek mertebeden egrilikleri ile ilgili formiilleri genellestiren Kirson (1975),
dogrularin egrilik teorisinin dual karsiligini inceleyen Veldkamp (1976) dogrularin
egrilik teorisine degerli katkilarda bulunmuslardir. Ayrica Mc Carty (1987), bir regle
yiizeyin egrilik teorisinin skalar ve dual formiillerini elde etmistir. Regle ylzeyler,
arabalarin, gemilerin tasariminda, {iriinlerin imalatinda (6rn. CAD/CAM) ve hareket
analizi ve kat1 cisim simiilasyonunun yani sira model tabanli nesne tanima sistemi
gibi diger bircok alanda yaygin olarak uygulanmistir. Ancak modern yilizey
modelleme sistemlerinde ¢izgili yiizeyler halen birgok alanda yaygin olarak
kullanilmaktadir (Atalay Safak ve Kasap, 2020).

Regle ylizeyler, genellestirilmis yiizeylerin bir 6zel hali oldugundan tanimli tek
bir egrisi bulunur. Bu egri de striksiyon egrisi olarak adlandirilir (Giler, 2019). En
onemli yiizey egrilerinden biri asimptotik bir egridir. Bir yiizey tizerindeki bir egri,
hiz1 her zaman asimptotik bir yone, yani normal egriligin sifir oldugu yone isaret
ediyorsa asimptotik olarak smiflandirilir. Ek olarak, bir M yiizeyindeki bir egrinin
asimptotik olmasi i¢in, ivmesinin her zaman M'ye teget olmasi gerekir. Asimptotik
bir yonde, yiizey, en azindan aninda teget diizleminden uzaga dogru biikiilmez. Bir
yiizeyde Gauss egriligi asimptotik egri boyunca her zaman pozitif degildir (Bayram,
Guler ve Kasap, 2012).

E®’de bir yiizey iizerinde geodezik egriler uygulamalarda 6nemli rol
oynamaktadir. Geometrik olarak, geodezik egri, yiizey {iizerindeki herhangi iki
noktay: birbirine baglayan en kisa yay uzunluklu egri olarak tarif edilir. Yizeylerle
alakal1 bircok problemde geodezik egrilerle karsilagilir. Ornegin, agilabilir bir yiizey
bir bozulmaya ugramadan diizlemsel bir sekle cevrilebiliyorsa ylizey iizerindeki
geodezikler dogrulara doniigiir (Faux ve Pratt, 1979). Acilabilir olmayan bir yiizeyin
en az bozulma ile diizlemsel bir sekle doniistiiriilebilmesi icin yiizey lizerindeki
geodezik egrilerin miimkiin oldugunca korunmasi gereklidir (Azariadis ve
Aspragathos, 2001). Geodezik egriler ilgili ¢aligmalar, verilen bir yiizey iizerinde

geodezik egrileri bulma ve siniflandirma problemlerini ele alir (Spivak, 1979).



Bir yiizeydeki bir diger dnemli karakteristik egri, egrilik ¢izgisidir. Egrilik
cizgisi, geometrik tasarimda, sekil tanimada, yilizeylerin ¢okgenlestirilmesinde ve
yiizey islemede yaygm olarak kullanilmaktadir. Yillar boyunca diferansiyel
geometride egrilik ¢izgileri lizerine birgok ¢alisma yapilmistir.

Bir yilizeydeki onemli 6zel egrilerden biri asimptotik egrilerdir. Yiizeydeki
egrinin hizi, normal egriligin sifir oldugu yonii gosteriyorsa egri asimptotiktir. Ayrica
asimptotik egrinin ivmesi yiizeye teget olmalidir. Asimptotik egriler, uzun yillar
diferansiyel geometride arastirma konusu olmustur. Asimptotik egriler astronomi,
mimari ve bilgisayar destekli tasarimda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bir yildiz
sistemindeki yildizlarm kagan yoriingelerini bulmak i¢in, Lyapunov yoriingelerinin
asimptotik egrilerini bulmak gerekir. Ciinkii asimptotik bir yoriingeden disa dogru
herhangi bir kiigiik sapma bir yildizin sistemden kagmasina neden olur.

Wang ve arkadaslar1 (2004), 3-boyutlu Oklid uzayimnda bir yiizey iizerindeki C
egrisinin hem parametre egrisi hem de geodezik olmasi i¢in gerekli sartlari
incelemiglerdir. Ayrica 2008 yilinda sapma fonksiyonlar: daha genel alinarak ortak
geodezikli genellestirilmis ylizey ailesi elde edilmistir. Kasap vd. (2006) yilinda ise
Minkowski uzayinda ortak geodezikli yiizey aileleri tanimlanmastir.

Bu calismada e kiiresel gosterge vektorii tarafindan olusturulan ¢ yizeyinin
olusumu sirasinda g asimptotik normal vektériinden ¢, asimptotik normal ylzeyine
ait karakterizasyonlar incelenmistir. Ayrica bir ¢ regle yizeyinin (c) striksiyon
egrisinden gecen regle yiizey ailesinin olusturulmasi problemi incelenmistir. Ilk
olarak ortak (c) striksiyon egrili regle ylizey ailesi tanimlanmustir. ¢ regle ylzeyinin
{e,t, g} geodezik Frenet catis1 kullanilarak (c) striksiyon egrisinin geodezik, egrilik
cizgisi ve asimptotik egri olmasi igin gerekli sartlar elde edildi. Burada {T, N, B}
Frenet catis1 yerine {e,t,g} geodezik Frenet ¢atisini kullanilmasmin nedeni daha
genel sonuclar elde edilebilmesi icindir. Cunkil ¢ regle yiizeyi agilabilir oldugunda

bu iki ¢at1 gakisacaktir.



2. GENEL BIiLGILER

Tanim 2.1:%" standart reel afin uzay olmak tzere Z."de bir
{ }.—_ n x —n — o

I¢ carpimi her X, ¥ € 27, X = (X, %y X ), Y = (Y1, Ve ¥, ) iGIN

(X,Y)=i2;:xiyi

seklinde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpima %" de standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ garpimi
denir. Standart i¢ ¢arpimin tanimh oldugu Z."vektor uzayr ile birlegen ZE™ afin
uzayma n-boyutlu standart Oklid Uzayi denir ve E"gosterilir (Hacisalihoglu,1983).
Tamim 2.2: 3-Boyutlu Standart Oklid Uzay1.
3-boyutlu standart reel vektor uzayr Z2 ile birlestirilmis Z° afin uzay1 goz
oniine alinirsa 2.2 vektor uzaymda Oklid i¢ ¢arpimi
(PR R
(%)= (x, y)zixiyi :{x=(x1,x2,x3)
i Y=Yz Ys)
biciminde tanimlanir. Boylece Zafin uzay: 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E® ile
gosterilir. Bu uzay 3-boyutlu Oklid uzayidir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.3: I = X bir acik aralik olmak iizere o :1— E® diferensiyellenebilir
fonksiyonuna E® de bir egri denir (O’neill, 1966).

Tanm 2.4:a:1—>E* E’te a=(o,a,,@;) seklinde bir egri olsun. Her tel

icin a(t) € E* noktasindaki

, da da da
a'(t) =( dtl (t), dt2 (t), dt3 (t)jam
tanjant vektoriine o nin t noktasindaki hiz vektorii denir (O’neill, 1966).
Tanim 2.5: o : 1 — E®bir egri olsun. Her te | igin || @ [I# 0 ise « ya regiler
egri denir (O’neill, 1966).
Tanim 2.6: &1 — E*bir egri olsun. Her t e Ligin|| a |l=1ise a ya birim
hizl1 egri denir (O’neill, 1966).

Tanim 2.7: ¢ :1—> E®bir egri olsun. a e | sabit bir nokta olmak iizere



4
s: 1 =&, s(t) =J- I cx'(u) | due

fonksiyonuna yay uzunlugu fonksiyonu denir (O’neill, 1966). & egrisinin

t=a dan t =b ye olan yay uzunlugu ise

s(b) = J- I cx'(u) I du

seklinde tanimlanir (O’neill, 1966).
Tanim 2.8: & : 1 — E® bir egri olsun, v(t) =|| @ (t) || ifadesine o egrisinin t
noktasindaki hizi denir (O’neill, 1966).

Teorem 2.1: B, egrisinin parametresinin h yardimi ile degistirilmesiyle elde

edilen bir egri olsun. Bu durumda,
ey AN
B(s) =4 () (h(s))

dir (O’neill,1966).
Teorem 2.2: a :1— E® regiiler bir egri olsun. & egrisinden parametre degisimi
ile elde edilen birim hizli bir egri vardir (O’neill, 1966).

Ispat: a1 sabit bir nokta olsun. Yay uzunlugu fonksiyonu

s(t) = j: I e (w) Il dudur. Buradan% =|l a |l elde edilir. & regiiler oldugu igin
: ds ds dt ds dt
# 0 olup— >0 dir. — >0 oldugu i¢in, — (s) =1/ —(t(s)) olup— >0
e I P ir. - > 0 oldugu igin OIS() OIt(()) P
dir. B(S) = a(t(s)) olup S ,«aegrisinden t parametre degisimi ile elde edilen bir

egri olsun. Teorem 2.1°den 5'(S) = a (s)a'(t(s)) yazilabilir. S egrisinin hizi,
ds

. _dt " _dt ds . 4
18(5) =2 (5) 1 (#()) = 2= () - (£(5)) =
olup S birim hizhidir.
Tanim 2.9: B:1—E’birim hizli bir egri olsun.T = 4’ ifadesine /3 egrisinin
birim teget vektor alani, x(s) =|| T (s) |I, her sel ifadesi ile verilen x:I — =
fonksiyonuna f  egrisinin egrilik fonksiyonu, x=0 olmak UzereN=T'/x

ifadesine f egrisinin asli normal vektor alan1 , B=T xN ifadesine S egrisinin

binormal vektor alani ve {T, N, B} ye ise Frenet ¢atis1 denir (O’neill, 1966).



Tanim 2.10: B:1—E® birim hizl bir egri olsun. B'=—zN ifadesi ile verilen

t: I — Z fonksiyonuna # nim burulma fonksiyonu denir (O’neill, 1966).

Teorem 2.3: f:1— E? birim hizly, egriligi >0 ve burulmas1 7 olan bir egri

ise
T =xN
N'=-xT +7B (2.1)
B'=-zN

dir (O’neill,1966).
Tanim 2.11: «,7,T, N, B ifadelerine egrinin Frenet elemanlar1 denir (O neill,
1966).

Teorem 2.4: o : 1 — E’regiiler bir egri olsun. Bu durumda,

e s a'ch"
T=——— N=BEXT,B= ————,
e Il la xa (2.2)
r |||'.1"r>(|'.1‘” " _ '::ﬂ")(ﬂ'”.ﬂ‘m}
len2 ' la' xa™ I

dir (O’neill,1966).

Tamim 2.12 : M — E® bir ylizey ve « bu yiizey iizerinde bir egri olsun. "
vektori her p e M noktasii¢cin M ye normal ise bu egriye M (izerinde bir geodezik
egri denir (O’neill, 1966).

Tamm 2.13: 3-boyutlu Oklid uzayi, E® de bir o egrisi Sel yay parametresi
ile verilsin. o egrisinin birim teget vektorii T olmak tizere, PQ=T alindiginda, P
noktasi « egrisini ¢izerken, Q noktasmmn birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izdigi egriye
o egrisinin  birinci  kiiresel gostergesi veya tegetler gostergesi adi verilir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.14:E® des— yay parametresi ile verilen bir ¢ egrisinin birim teget

vektorii T =(T,,T,,T,) olmak izere,

-

kg =l Il

ds?



ifadesine o egrisinin a(S) a(S) noktasina karsilik gelen, E* deki geodezik egriligi
denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.15 : @, E® de bir regle yiizey ve ¢ da ¢ iizerinde bir egri olsun, @ nin
birim normal vektérii N, ve a egrisinin birim teget vektorii T, olmak lzere , o

nin ¢ ye gore geodezik egriligi
dT,
kg :<N0XTO,d—SO> (23)

dir. Burada s, egrisinin yay parametresidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Regle Yuzeyler

Bu bolimde kiiresel gosterge vektorii tarafindan olusturulan ¢ regle yizeyi
kullanilarak {e,t, g} geodezik Frenet 3-ayaklisi elde edilmis ve {e,t, g} vektorlerinin
tiirevlerinden olusan geodezik Frenet denklemleri hesaplanmistir. ¢ regle ylzeyinin
olusumu sirasinda t vektoriinden elde edilen ¢, merkez normal ylzeyi ve g
vektoriinden elde edilen ¢, merkez normal yiizeyi olusturularak bu ylizeye ait

karakterizasyonlar incelenmistir.

Tanim 3.1: Dogrularm 1- parametreli bir ailesine E*, 3-boyutlu Oklid uzaymda
bir regle yiizey ve bu ailedeki dogruya da regle ylizeyin dogrultmani veya ana
dogrusu denir.

Basit olarak, bir dogrunun bir egri boyunca hareketi ile meydana gelen yilizeye regle

yuzey denir. Silindir, koni regle yiizeye drnek verilebilir.

Sekil 3.1. Regle yiuzey

Regle ylzeyin parametrik denklemi,

gls,v)=afs) +v.e(s) (3.1)
dir.
a1 — B®egrisi yiizeyin ana dogrusu yiizeyi olustururken ana dogru iizerinde
alinan bir noktanin ¢izmis oldugu egridir. « egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi

ad1 verilir.e regle yiizeyin ana dogrusu dogrultusundaki birim vektordiir.



Tamim 3.2: ¢, E*de bir regle ylizey ve e de ¢ nin ana dogrusu dogrultusundaki
birim vektor olsun, e nin birim kiire yiizeyi tizerindeki ¢izmis oldugu egriye ¢ regle
yiizeyin kiiresel gosterge egrisi denir ve e vektoriine de kiiresel gosterge vektorii adi
verilir. Kiiresel gosterge egrisi (e) ile gosterilir.

o,E* de regle yuzey olsun. ¢ regle yiizeyin Uzerindeki s ve v-parametre

egrisinin hiz vektorleri, (3.1) esitliginden

da, e
P = 4s T s
p, =€

dir. Boylece ¢ regle yuzeyin birim normal vektord,

U(S,V)=M

lo. x|
olmak uzere,
da de
(ds+vdije
U(s,v)=
(da dej
——+V.— |xe
H ds ds
bulunur. Boylece,
da da
U(s,v)=

G fda ')
ds ds ds '
3.2)
Tamm 3.3: @,E*de bir regle yiizey ve E:(p(so,v) @ nin herhangi bir ana
dogrusu olsun. ¢ Uzerinde bir g noktasi hareket ederken bu noktadaki normal
dogrultunun konumu degisir ve ¢ etrafinda doner. q noktasi ¢ Uzerinde sonsuza

yaklasirken v de sonsuza yaklasir. v —-00 oldugunda regle ylizeyin birim normal

dogrultusuna asimtotik normal dogrultu denir ve g(S] o, 1le gosterilir. Buna gore,



S Mde def 1 /da \2)?
[ e e (e
vds ds ve \ ds
olup,
exe
9(s) oy, == (3.3)
Y

seklinde bulunur. Burada, e, = % dir.

Tamm 3.4: ¢,E* de bir regle yiizey ve U da ¢ regle yiizeyin birim normal
vektori olsun,U nun ¢ ana dogrusu ilizerinde g asimtotik normaline dik oldugu

noktaya striksiyon (merkez) noktasi, bu noktada U birim normal vektdrindn

dogrultusuna da ¢ regle ylzeyin merkez normali denir ve t ile gosterilir.
Teorem 3.1: ¢,E® de bir regle yiizey olsun. ¢ nin bir qo(s,vo) striksiyon

noktasimdaki merkez normali,

t=— (3.4)

le.

dir.

ispat: ¢ regle yiizeyin ¢(s,v,) striksiyon noktasindaki U normal vektérii k
ile gosterilirse, merkez normal tanimina gore

(k,e)=0
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yazilir. k, g asimptotik normaline dik oldugu i¢in

(k,g)=0
buradan
(k,exe,)=0
bulunur.
(k,e)=0
ve
(k,exe,)=0
bagintilarindan,
k/le,

dir. Eger striksiyon noktasindaki birim normal vektor t ile gosterilirse

e
t=—
|

elde edilir.

Tanim 3.5: ¢ regle yilizeyinin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca ylizeyin
olugsmasint saglarken striksiyon noktalarinin geometrik yerine regle ylizeyin

striksiyon egrisi denir.
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Sekil 3.2. Regle yiizeyin dayanak egrisi ve striksiyon egrisi
Yizeyin C(S) striksiyon noktasi igin,
c(s,u)=afs)+u.e(s) (3.5)
dir. Striksiyon noktasinda asimptotik diizlem teget diizleme dik oldugundan,

(o, xp,,exe)=0

(da de)
—+U.— |xe,exe, )=0
ds ds

dir. Buradan,

elde edilir. Son esitlikten,

<d—a+u.%,e><e,es>—<d—a+u.%,es><e,e> =0
ds ds ds ds

bulunur. e birim vektor oldugundan,

<Z—Z,es>+u.<es,es>=0

11



bulunur.

da de
—=a,, —=¢, almnrsa,
ds ds
a,e,
e

bulunur.

Tanim 3.6: Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin
bu iki komsu ana dogru arasindaki agiya oranima regle yiizeyin dagilma parametresi
(drali) denir ve ana dogrunun birim dogrultman vektorii e olan bir regle yuzeyin

dagilma parametresi P, ile gosterilir. go(s,v): a(s)+v.e(s) regle yilizeyin dagilma

parametresi,

_ det(a,,e,6,)
e =
e

dir (Hacisalihoglu,1983).

Tamm 3.7: ¢@,E® de bir regle yiizey olsun. e,¢ regle yiizeyinin kiiresel
goOsterge vektori, t merkez normal ve g asimptotik normal olmak (izere {e,t,g}

ortonormal sistemine regle yiuzeyin geodezik Frenet 3-ayaklisi, sistemin her bir

vektoriine de geodezik Frenet vektorii ad1 verilir.
Teorem 3.2: ¢@,E%de bir regle yiizey ve ¢ nin geodezik Frenet vektorleri

e,t,g olmak lzere,

12



dir. Burada q, (e) kiiresel gosterge egrisinin yay uzunlugudur.

Ispat: (e) kiiresel gosterge vektoriiniin yay uzunlugu q ise,

a=Je,] ds
dir. Buradan,
dg =|le,|ds
dg _
D=l
_ds_ 1
todg e
elde edilir.
de deds
“ "4 dsdq
esitliginden,
e =e !
T e
dir.
1
t=e, —
e
oldugundan,
g, =t
bulunur.
exe, hesaplanirsa,
exe, —ex s =" _
Tl el

13



dir.

Teorem 3.3: ¢, E* de bir regle yiizey olsun. ¢ nin (e) kiiresel gosterge

egrisinin S birim kiirenin geodezik egriligi y ise,

7=(t.9)
olur.
Ispat: ¢ nin o dayanak egrisinin yay —parametresi s , (e) kiiresel gésterge

egrisinin yay —parametresi q olmak lzere (e) kiiresel gosterge egrisinin denklemi,

a.(q)=e(s) (3.6)

dir. Burada g parametresine gore tiirev alindiginda,

da _deds
dg dsdg

bulunur.

(e) kiiresel gosterge egrisinin birim teget vektorii T, ise,

da e
T =—Fe _ s
Doda el
buradan,
T, =t

olur. O halde, (e) kiiresel gosterge egrisinin S* birim kiiresine gore geodezik
egriligi y ise (3.6) dan,

7:<e><t,tq>
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:<tq ’ g>
olarak elde edilir.

Teorem 3.4: @,E® de bir regle yizey olmak lizere, ¢ nin kiiresel gosterge

vektord e ve merkez normali t ise,

<tq,e>:—1

ve
(ty,1)=0
dir.
Ispat:
e
t _ S
e
olmak Uzere,
e
t — S
(e.e.)?

esitliginde tiirev alinirsa,

ess<es,es>% —i(es,es>%2<e €. )e,

ee! Ve
t. =
S (e.e.)
- <eS’es >ess - <es’ess >es
e
bulunur. t, =t;s, ve s, :||e_1|| oldugundan,
S
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€5,€ )65 (€5, €4 )€
S o

q

elde edilir.

(e,e)=1 ,(e,,e,)=—(e,e,) esitlikleri kullanilirsa,

o) = (.8, )(es.8) — (e, 8, (e, €)
e el

elde edilir. Ayrica,

lt ) = el 8e) (0 B o4 )

eI

bulunur.

Sonug: e,t, g geodezik Frenet vektorleri igin,

e, =t
t,=19-¢ (3.8)
g, =t

dir.

Ispat:

t, =4e+4,0+ 4t

esitliklerinde katsayilar,

(tye)=4 =-1
(t9)=2 =7 (3.9)
(tyt) =4, =0

olarak bulunur. Boylece,
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t,=19-¢ (3.10)

dir.

<tq,g>=7/ esitliginden, <gq,t>:—y bulunur. <gq,e>:0 ve <gq,g>=0
oldugundan ,

g, =N (3.11)
elde edilir. @ nin y geodezik egriligi i¢in,
7=(t9)
olup,
<es 1€ >ess r <es 1€ >es
Q= 4
e
oldugundan,

<tq’g> <es,es><ess’g>_<es'e55><e5’g>

eI

<es’es><ess'exes>_<es’ess><es’exes>
el

e[ e exe,)
5
le.

elde edilir. Boylece,

(e,e, xey)

e 12

}/:

bulunur.
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Bundan sonraki boliimlerde ¢ regle yilizeyinin dayanak egrisi striksiyon egrisi

olarak alinacaktir. Bu durumda,
<0{S € > =0
dir. Diger taraftan striksiyon egrisinin tegeti ¢, olmak Uzere,
C, =A4t+4,0+4,e

seklinde tek tiirlii yazilabilir. Buradan,

=(ee
olup,
Cq =(Cq 1)t +(cq, 0)g +(cq.€)e
dir. Ayrica,
o(s) = afs)-u(sk(s) (313)

olmak tizere ¢(s)= a(s) olur. Ayrica,
(cqrt) = (e t)
1
= <0551eS >_
le.

=0

bulunur. Benzer sekilde,

(c0.9) =(2.9)
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elde edilir. ¢ regle yiizeyinin dagilma parametresi

1

P, :<as,exes>”e ”2
S

olmak tizere —<as ) e> =TI alinirsa striksiyon egrisinin tegeti i¢in

Je.|

¢, =l'e+P.g (3.14)

elde edilir.

3.2. Merkez Normal Yilzey
t merkez normalinin ¢ dayanak egrisi boyunca hareketi sonucu olusan yiizeye

@ nin merkez normal yuzeyi denir. Merkez normal ylzeyin denklemi

¢,(q,u)=c(q)+ut(q) (3.15)

seklindedir. Bu yizeyin birim normali,

dp, _dc  dt
dg dg dq
olmak Uzere,
dc dt
a‘f‘“a Xt
U,(q,u) = 5 7
dc dt dc
—u—| —(—t
dg dqg dg
seklindedir.

@, merkez normal ytizeyinin asimptotik normali g, olmak Uzere
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g, = lim U, (q,u)

g—>—0
@ dt «t
dg dq
U—>— dc
dq dq
1dc
udq dq

= lim
1de dtf” 1 /de V2
¥ B el
u® \dqg

U—>—
IUI[ o da

= lim

u2dgq dq

B tx tq
t]
seklindedir. Ayrica (e) kiiresel gosterge egrisinin o, (q): e(s) denkleminden q ya

gore tiirev alimirsa,

bulunur. O halde (e) nin egriligi x olmak iizere

d°a,
= (el -
dir. Boylece,
o, t><tq
K
elde edilir.

@, merkez normal ylizeyinin merkez normali t, ile gosterilirse

t t
t =4 =9
Sl <

20



oldugu goriiliir.

@, merkez normal yiizeyinin striksiyon egrisi

seklindedir.

(3.2), (3.5) esitlikleri kullanilarak,

_(Te+P,,/g—e)
(9 -eg-e)
y Py-T
}/2+1

elde edilir.

(3.16)

Sonug: (e) kiiresel gosterge egrisinin teget vekor alan1 T, , asli normal vektor

alant N, ve binormal vektor alan1 da B,

t
olmak tzere , T, =t, N, =t :H, B, =g, =txt, dir.(e) nin Frenet
q
formalleri icin ,
a_y
dq
dt,
a iy 3.17
aq W, (3.17)
a9, _ 4
dq !

yazilabilir.

Sonug: ¢, merkez normal ylzeyinin c, striksiyon egrisinin teget vektor alani

dc
d_qt = Le, + Kg,
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seklindedir. Burada K = (P, Jrl“;/)i ve L=-u, dr.
K

Ispat: (3.15) esitliginin her iki yanmin q parametresine gore tiirevi alinirsa

dcq
ach —th —th
bulunur.
dc
(%6~ o1n
almirsa
K= <cq,gl>
1
=(Te+ Peg,txtq>;
1 1
=F<e,t><tq>;+ Pe<g,t><tq>;
=Ty +R)>
K
olur.
dc
L=(—, 3.19
(%0} -
almirsa
L= <cq,t> U
=(Te+P,g,t)—u,
:—uq
olur.
ayrica;
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oldugundan
<95ng>=o (3.20)

bulunur.
(3.18), (3.19), (3.20) esitliklerinden,

dc
d_qt = Le, + Kg,

elde edilir.

Sonug: ¢, regle ylzeyinin {el,tl,gl} geodezik Frenet Ucliisti ve ¢ regle
ylizeyinin {e,t, g} geodezik Frenet iicliisii arasinda

e =t
1
t,=-—e+’g (3.21)
K K
g, = Ze +—0g
K K
bagintis1 vardir.
1spat: @, Nin tanimmdan
e =t,
t
t, 9
]
1
==(g-¢),
K
K K



bulunur.
Sonug: e, =t olmak iizere {t,, g, } sistemi {g,g} sisteminin p = arcsin = agisi
K

kadar donmesiyle meydana gelir.

Sekil 3.3. Ana dogrunun ag¢ilik donme hareketi

4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Asimptotik Normal Yizey
Bu bolimde ¢ regle ylizeyinin olusumu sirasinda g asimptotik normalinden

elde edilen ¢, asimptotik normal yiizeyi olusturarak bu yiizeye ait karakterizasyonlar

incelenmistir.

@ regle yizeyinin g asimptotik normalinin ¢ dayanak egrisi boyunca hareketi
sonucu olusan yiizeye ¢ nin asimptotik normal ylzeyi denir. Asimptotik normal

ylzeyin parametrik denklemi

9,(a,v)=c(q)+vg(q)

seklindedir. Yuzeyin birim normali,
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olmak Uzere,

dc dg
—+Vv—|xg
dg dg

(& zeolz o))
4V |xQ,| ——+V-— |xg
dg dqg dg dg

dc dg
—+V—|x(
_ (dq dqj

(B e
= (c, +vg, )x g
(<Cq +V0,. ¢, +ng>_<cq,g>2)%

seklindedir. Burada (3.11) ve (3.14) esitlikleri kullanilirsa,

0= e

elde edilir.

@, regle ylzeyinin asimptotik normali g, olmak Uzere,

g, = lim U(vi)

V—>—0

25
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dir.

@, regle ylzeyinin merkez normali t, olmak Gzere,

dir.
Sonug: ¢, asimptotik normal ylzeyinin geodezik Frenet 3-ayaklist {ez,tz, gz}
olmak (zere,
e, =0,t, =Ft, g, =Fedir.

Sonug: ¢, asimptotik normal ylzeyinin geodezik Frenet 3-ayaklisi ve ¢ regle

ylzeyinin geodezik Frenet 3-ayaklilar1 arasinda,

€,=9
t, =t
g,=¢



veya,

€, =9
t, =t
g,=-¢

iliskisi var oldugundan {tz, gz} sistemi ile {t,e} sistemi ayn1 diizlemde olup {tz, gz}
. . . - 3 :
sistemi {t,e} sisteminin % veya 7” acilik donmesi sonucu olusur.

@, asimptotik normal yiizeyinin c striksiyon egrisi igin,

c,(a)=rc(a)-ka(q)

yazilabilir. Striksiyon noktasinda yiizey normali asimptotik normale dik oldugundan

d d
ﬂxﬂ’gxgq =0
dg dk

dir. Buradan,

bulunur.

Sonug: ¢, asimptotik normal yiizeyinin dayanak egrisi striksiyon egrisidir
Hatta ¢, ile ¢ nin striksiyon egrileri aymidir. ¢ regle yiizeyinin (g) kiresel
gosterge egrisinin yay uzunlugu ¢, olmak Uzere,
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% :J‘ngwdq

da,

dq :ngu
buradan,
dg _ 1 _ 1 _ 1 1
Ao oo| (-tt)2 (2)2 D
elde edilir.

(g) nin denklemi igin,

yazilabilir. O halde (g) nin teget vektori,

de, _dg dq
dg, dqdo,
1
= _7t_
7
=Tt
seklindedir.
d’a, _, dg
dg; ' dg,
1
=——t
Iy
olup (g) nin egriligi igin,
d’a 1
2 Pell - ¢
R
K
71

elde edilir.

Sonug: (e) nin egriligi & olmak lzere g nin egriligi ﬁ dur.
Y
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Sonug: g kiiresel gosterge egrisinin teget vektor alan T ,asli normal vektor

alan1 N 0> binormal vektor alani B, olmak Uzere,

t
T,=Ft, N,=F—-=t, B, =Fg,

g g
]

dir.

Sonug: (g) ve () nin burulmalari aynidir.

Sonug: (g) geodezik Frenet vektorleri:

a_x

dql |7| '

dt, K

—=—=t+1 4.2)
dq1 |7| ' '

d

do,

dg,

seklindedir. (g) nin geodezik egriligi 7, olmak iizere,

(9,94 % qq)
y, =24 Zd4/
© ol
dir.
gq __7t!
Ugq = 7ol g7
oldugundan,

<g1_7tx(_7qt _tq7)>
()
_{gtx gt —rxtyy)

3

Y
{9 txyt)+(g, 7t xtyy)

- 3

/4
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_ yyq<g,txt>+;/2<g,t><tq>

3

v

=<g,txtq>
4
(g,tx(~7t—e))

4.3)

bulunur. ¢, asimtotik normal ylizeyinin C, striksiyon egrisinin denkleminin

c,(q)=c(a)

oldugunu biliyoruz. Esitligin her iki yaminin (] parametresine gore tiirevi alinirsa,

(¢

dc, _de
dg dg
bulunur.
dc, dc
_)ez = _)g
dqg dq
=(I'e+P.,g,0)
=Pe
dc
—g.tz - %'tz
dg dq
=(I'e+P.g,t)
=0
d& g — % g
dq’ 2 dq’ 2
=(I'e+P,g,e)
=
dir.

Sonug: ¢, asimtotik normal ylizeyinin C, striksiyon egrisinin tegeti,
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dc
—=Pe, +Ig, (4.4)
dg

seklindedir.

4.2. Ortak Ozel Egrili Regle Yiizey Aileleri

Bu bolimde bir ¢regle yizeyinin (c) striksiyon egrisinden gegen yiizey
ailesinin olusturulmasi problemi ele alinacaktir. Bu regle yiizeyin {e,t, g} geodezik
Frenet catis1 yardimiyla (C) striksiyon egrisinin geodezik, egrilik ¢izgisi ve

asimptotik egri olmasi kosullar1 bulunacaktir.

Tanim 4.1:

r:-1—>Eg?
s —r(s)
bir egri ve
P:.DcE? > E?®
(s,t)— P(s,t)

bir ylizey olmak (izere, r egrisi P yiizeyi lizerinde hem parametre egrisi hem de
geodezik ise bu egriye P (zerinde bir izogeodezik denir (Wang ve ark .,2004)
c(s) izoparametrik sitriksiyon egrisi ve geodezik {e, t, g} frenet ¢atisi ile olusturulan
ylzey @ = ¢(s,Vv) olmak Uzere,
varsayalim ki,
lc'(s)| =0

Regle ylizeyi tanimlayan ¢ |,

o(s,v) =c(s) + V[X—(S,jJ tarafindan elde edilir.
@(s,V) = c(s) + V[x(s)e(s) + y(s)t(s) + z(s)g (s)].

Burada x(s), y(S) ve z(s) ¢’ fonksiyonlardur.

Amacimiz sitriksiyon egrisinin yuzey uzerinde geodezik olmasi igin gerekli ve
yeterli kosullar1 bulmaktir.

[k olarak sitriksiyon egrisi parametrik bir egri oldugundan ¢(s,V,) = c(s)
yapmaliyiz. Bunun igin v, oldugunda X =0 olmasi gerekir. v=0 oldugunda
¢(s,0) =c(s), c(s) izoparametrik ve ylizey ¢ dir.

Normal i¢in ¢ = ¢(s,v) ylzeyde
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yazilir ve normal vektor ifade edilir.

d d d d d dz
n(s, Vo) :[[Voxd_z"'vo d_)S/_VoZ7d_2)Z _(Pe _q+Voy7’_2+V _jY}e‘F

dg dq dz dg dx dqj
P—+Vvyyy—+V,— X—| [ —+Vv,—-V,y— [Z [t
K s Y g5 " 0dsj ( s ods Vs AT (4.5)

d dx d d d d
[[Fd—2+vo E—voyd—gjy—(voxd—ngvo—y—voz;/—qjx}g

ds ds
Buradan
rm&w):n@p):—&ygﬂe+(&xgg—rzgﬂﬁ+Jygﬂg (4.6)
ds ds ds ds
Elde edilen asli normal N(s),
dc dqg
—=Te+Pg)— ,
& ( eg)ds

T = 2 e+ P g
JI2+P2? JI2+P2?
Simdi (¢) egrisinin binormal vektoriinii hesaplayalim.
dc d’c
[ X [
_ ds ds?
dc d’c
I X [
ds ds®

dir.

esitliginden tiirev alinirsa
d*c dll dg d*q ( dg_ . dg_ . ) dP. dg d*q
—=(——4rT r(—)2— B (—)y)t — 4P —
ds? (ds ds T ds:) et (dsj E[dsj vjes ds ds TE ds2 )¢

Bulunur. Buradan

1 dq dr’ dP. dq
B(s)=——|P.(Py-T)—e+(—P ——2Dt-T'(Py-I)—
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elde edilir. Burada

dq . .. .. dr_ dB
A= (B —TB2-T)+ (- ——=T)°

dir.
Boylece (¢) egrisinin asli normali i¢in

N=BxT

esitliginden,

N(s)

1 [dr, _dn dP
ds ° ds ds

dqg dr
= P-—=,T)Re-(Ry-I)(I*+PR*)—t—(—P -—=I)r
(AC)J/Z ) e (e}/ )( + e )dS (dS e ) g}

bulunur. Burada
C=I?+P’
dir.
i) (C) egrisinin parametrik egri ve geodezik egri olmasi igin yeterli kosullar1
bulunmali

Asli normal vektor ylizey normaline paralel olacagindan

dg 12 dq 12
(dipe_ﬂr) (C-Ry) C (dipe_ﬁr)
ds ds ds ds

elde edilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.1: (c) striksiyon egrisinin ¥ regle yiizeyi lizerinde izogeodezik egri
olmasi i¢in gerek ve yeter sart X(s), y(s) ve z(s) fonksiyonlari i¢in agagidaki

esitlikler saglanmalidir:

d

y 39 acy? = a8~y px_rz= @ -py)E) @.7)
ds ds ds A

Sonug 4.2: Eger ¢ regle ylizeyi agilabilir ise
1 _7.dg_ 1

P=0T=—,y , K,A=C=—
K x ds K
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yazilabilir.

Burada x ve 7 (c) striksiyon egrisinin egrilik ve burulmasidir. O halde
(c) striksiyon egrisinin geodezik egri olmasi i¢in yeter sart,

y=0, X=x(s) , z=4 (4.8)
Olmasidir.
i) (c) striksiyon egrisinin parametrik egri ve egrilik ¢izgisi olmasi i¢in yeterli

kosuslar bulunur: (c) striksiyon egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter
sart
dn(s,v,
&%) _ sy (s)
ds

olmasidir.

(4.5) denkleminde s parametresine gore tiirev alinirsa

dn(s,v,) |dq, dP. dy d’q dq,,
2> V) ey p 2 P Tz(=
ds { ( ds ) °ds ) yd 2 Z(ds) °F
dg dP dx dI'_ dz d2q dag,,
A (e x+ P 27— 2T 4 = (PX—T2) = (50)2y(T - P) |t 4.9
{ds ds x ‘ds ds : ds )+dsz(ex 2) (ds) v ) |t (4.9)

dg dT dy dq.,, d’q
—(—y+I'—=)+y(—) (Px-Tz)+T'y—
Ls(dsy ) T (Gg) (Rx-T2)+Ty 519

bulunur. Boylece asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.2 (c) striksiyon egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in asagidaki kosullar

saglanmalidir:

A

dg, dp _d 4°q, @
d_q(——ey—P—y—Px “h-RyS T q)2 cv

ds ®ds ds?

“ure  pdr_ 9 Y dq da, .
dS(d x+Peds dsz i )+ > (Px-Tz)- ( )y(;/F P)=0 (4.10)

dq ,d dy dq,, d? q_ A
+I Px-Tz)+TI P
ds(ds a7 (g ¢ Y g2~

Sonug 4.3: Eger ¢ agilabilir regle yiizey ise (C)egrisinin egrilik ¢izgisi olmasi

icin asagidaki kosullar saglanmalidir.
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KZ=A4

& ry=0 (4.11)
ds

Yy_.

ds

i) (c) egrisinin parametrik egri ve asimptotik egri olmasi i¢in yeterli kosullar
bulunmalidir: (c) egrisinin asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dn
—(s,V,,T(s))=0
<ds( 0 ()>
olmasidir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.4: (c) striksiyon egrisinin asimptotik egri olmasi i¢in asagidaki
denklem saglanmalidir:

Py -D)Px-1) %4 yp L _p IRy _g (4.12)
ds ds ds

Sonug 4.5: ¢ yiizeyi agilabilir ise (C) egrisinin asimptotik egri olmasi igin

asagidaki kosullar saglanmalidir:

x=X(s) , y=y(s) , z=0 (4.13)

Ornek 1: c(s):(gcoss,gsin s,%s) ve e(s) :(—gsin s,§coss,g) almsin.

Bu durumda

t(s) =(-coss,—sins,0) ve g(s):(gsin s,—%coss,g) bulunur. Basit bir
hesaplamaile T :g, P.=0,y :%, A=C= % oldugu goriilebilir.

i) Ortak geodezikli yuzey ailesi icin: x=5,y=0,z= —g alinirsa denklem
(4.7) saglanir. O halde (c)ortak geodezikli regle yiizey ailesinin bir tyesi,

3 3 4, . 3. 3 4 4 3
S,V) = (>c0ss—(=S+—)vsins,=sins+(=s+—)vcoss,—S(L+V) +—
@(s,V) (5 (5 3) : (5 3) c 1+v) 5)

olarak bulunur.
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Sekil 4.1. c(s) ortak geodezikli yuzey ailesinin bir Gyesi

i) Ortak egrilik ¢izgili ylizey ailesi igin: denklem (4.10) dan

5,dz 4 dy

I=—A,—+=-Yy= 0,——ﬂ z =0 diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
3 ds 5 ds 5

NS SO S

x:O,y=—75ins+7coss,z:7coss+73ins bu denklem sisteminin bir

¢ozimiddr. O halde c(s) ortak egrilik ¢izgili regle yiizey ailesinin bir {iyesi

G 7 4 V2

—C0SS—V(——sin s+—coss)coss+—v(—coss+£sin s)sins
5 2 2 52

3 V2 V2 4 2 V2

s,V)=| =sins—v(———sins+—c0ss)sin s ——v(—Cc0sS +—Ssin s)coss
@(s,V) c ( > 5 ) : (2 )

4.3 2 2

—S+—=V(—C0Sss+—sins
5 5 2 2

olarak bulunur.

36



Sekil 4.2. c(s) ortak asimptotik ¢izgili ylzey ailesinin bir Uyesi
iii) Ortak asimptotik egrili yiizey ailesi igin:
X=C0SS,y=8Ins,z= —%cos s alinirsa denklem (4.12) saglanir. O halde ortak
asimptotik egrili regle ylizey ailesinin bir liyesi,
3 . 4 .3 . 3 , 4
o(s,v) = (gcos S(1—vsins)—vsinscoss,sin s(g—vsm S) +gvcos S, E(S +VCO0SS))

olarak bulunur.

z 00—

-0.5 -

-1.0

Sekil 4.3. c(s) ortak asimptotik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi
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Ornek 2: c(s):(gcoss,gsins,%s) ve e(s)=(sins,—coss,0) almabilir. Bu

durumda
t(s) = (coss,sins,0) ve g(s)=(0,0,1) olur. Basit bir hesaplama ile
F:—g, P, :ﬂ,y:O,A:i,c:l bulunur.
5 5 25
. S T 5-4s
i) Ortak geodezikli yiizey ailesi igin :

X=s,y=0,z2= 3 alimdiginda

denklem (4.7) saglar. O halde c(s) ortak geodezikli regle ylzey ailesinin bir tyesi

3 . 3. 5-4s
go(s):(gcoss—vssm s,gsms—vscoss, V)

olarak bulunur.

Sekil 4.4. c(s) ortak geodezikli ylzey ailesinin bir Uyesi

i) Ortak egrilik cizgili yiizey ailesi i¢in: denklem (4.10) dan

4g—y+4x+32 =34,

S

4%+3%—4y:0,
ds ds

dy__4,

ds 3

diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

X=8,y= cosg S+sin g S,Z =S5 almirsa bu denklem sistemi saglanir. O halde
c(s) ortak egrilik ¢izgili regle ylizey ailesinin bir liyesi ,
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3 4 .4 3. . 4 .4 4
o(s,V) = gcoss+vcoss(cos—s+smgs,gsms—vscoss+vsms(cosgs+smgs,s(g+v)

N\

olarak bulunur.

Sekil 4.5. c(s) ortak egrilik cizgili yiizey ailesinin bir iiyesi

iii) Ortak asimptotik egrili ylizey ailesi i¢in : X=C0SS,y =sins,z= —gcoss

almirsa denklem (4.12) saglanir.O halde ortak asimptotik egrili regle yiizey ailesinin
bir Uyesi,

o(s,V) = (cos s(§+2vsin s),gsin S—VCoS ZS,ﬂS—ﬂVCOS sj
5 5 5 3

olarak bulunur.

Sekil 4.6. c(s) ortak asimptotik egrili yiizey ailesinin bir iiyesi
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5. SONUC VE ONERILER

Literatiirde ortak 6zel egrili yiizey aileleri ile ilgili caligmalar olmasina ragmen
{e,t, g} geodezik Frenet tgliisti kullanilarak ortak 6zel egrili regle yiizey aileleri ile
ilgili ¢alisma bulunmamaktadir.

Ortak 6zel egrili regle yiizey aileleri ilgili baska calismalar da yapilabilir.bu

calisma farkli uzaylara aktarilabilir.
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