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ÖZET 

ORTAK ÖZEL EĞRİLİ REGLE YÜZEY AİLELERİ 

Sefure YAMAN 

Ondokuz Mayıs Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı  

Yüksek Lisans, Haziran/2023 

Danışman: Prof. Dr. Emin KASAP 

 

Bir doğrunun bir eğri boyunca hareketi ile meydana gelen yüzeye regle yüzey 

denir. Regle yüzeyler, genelleştirilmiş yüzeylerin bir özel hali olduğundan tanımlı 

tek bir eğrisi bulunur. Bu eğri de striksiyon eğrisi olarak adlandırılır. Bu çalışmada e 

küresel gösterge vektörü tarafından oluşturulan   yüzeyinin oluşumu sırasında g 

asimptotik normal vektöründen g asimptotik normal yüzeyine ait karakterizasyonlar 

incelenmiştir. İlk olarak, regle yüzey ailesi, ortak striksiyon eğrisi ile tanımlanmıştır. 

 regle yüzeyinin geodezik Frenet çatısı  gte ,,  kullanılarak, bu striksiyon eğrisinin 

geodezik, eğrilik çizgisi ve asimptotik eğri olması için gerekli koşullar sunulmuştur 

Son olarak, ortak geodezik, eğrilik çizgisi ve asimptotik eğri ile regle yüzeyleri 

göstermek için bazı örnekler verilmiştir. Bundan sonraki çalışmalar için önerilerde 

bulunulmuştur. 

 

 

 

Anahtar Sözcükler: Geodezik Frenet Çatısı, İzogeodezik Eğri, Regle Yüzeyler 
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ABSTRACT 

COMMON SPECIAL CURVE REGULATED SURFACE FAMILIES 

Sefure YAMAN 

Ondokuz Mayıs University 
Institute of Graduate Studies 

Department of Mathematics 

Master, June/2023  

Supervisor: Prof. Dr. Emin KASAP 

 

The surface formed by the movement of a line along a curve is called a ruled surface. 

Since ruled surfaces are a special case of generalized surfaces, they have a single 

defined curve. This curve is also called the stricture curve. In this study, the 

characterizations of the asymptotic normal surface g  from the g asymptotic normal 

vector during the formation of the   surface created by the global indicator vector e 

were examined. First, the ruled surface family is defined by the common stricture 

curve. Using the geodesic Frenet framework  gte ,,  of the ruled surface  , the 

necessary conditions for this striction curve to be a geodesic, curvature line and 

asymptotic curve are presented. Finally, some examples are given to show ruled 

surfaces with common geodesic, curvature line and asymptotic curve. Suggestions 

were made for future studies. 

Keywords: Geodesic Frenet Frame, Isogeodesic Curve, Ruled Surfaces 
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1. GİRİŞ 

Katı bir cisim uzayda hareket ederken cismin üzerindeki bir noktanın yörüngesi 

de bir eğri meydana getirir. Bu sırada eğri üzerinde hareket eden yönlendirilmiş bir 

doğru 3-boyutlu Öklid uzayında bir regle yüzey oluşturur. Regle yüzeyin şeklini 

karakterize etmek için doğru yörüngelerinin eğrilik teorisi kullanılır. Regle yüzeyin 

yüksek mertebeden eğrilikleri ile ilgili formülleri genelleştiren Kirson (1975), 

doğruların eğrilik teorisinin dual karşılığını inceleyen Veldkamp (1976) doğruların 

eğrilik teorisine değerli katkılarda bulunmuşlardır. Ayrıca Mc Carty (1987), bir regle 

yüzeyin eğrilik teorisinin skalar ve dual formüllerini elde etmiştir. Regle yüzeyler, 

arabaların, gemilerin tasarımında, ürünlerin imalatında (örn. CAD/CAM) ve hareket 

analizi ve katı cisim simülasyonunun yanı sıra model tabanlı nesne tanıma sistemi 

gibi diğer birçok alanda yaygın olarak uygulanmıştır. Ancak modern yüzey 

modelleme sistemlerinde çizgili yüzeyler halen birçok alanda yaygın olarak 

kullanılmaktadır (Atalay Şafak ve Kasap, 2020). 

Regle yüzeyler, genelleştirilmiş yüzeylerin bir özel hali olduğundan tanımlı tek 

bir eğrisi bulunur. Bu eğri de striksiyon eğrisi olarak adlandırılır (Güler, 2019). En 

önemli yüzey eğrilerinden biri asimptotik bir eğridir. Bir yüzey üzerindeki bir eğri, 

hızı her zaman asimptotik bir yöne, yani normal eğriliğin sıfır olduğu yöne işaret 

ediyorsa asimptotik olarak sınıflandırılır. Ek olarak, bir M yüzeyindeki bir eğrinin 

asimptotik olması için, ivmesinin her zaman M'ye teğet olması gerekir. Asimptotik 

bir yönde, yüzey, en azından anında teğet düzleminden uzağa doğru bükülmez. Bir 

yüzeyde Gauss eğriliği asimptotik eğri boyunca her zaman pozitif değildir (Bayram, 

Güler ve Kasap, 2012). 

3E ’de bir yüzey üzerinde geodezik eğriler uygulamalarda önemli rol 

oynamaktadır. Geometrik olarak, geodezik eğri, yüzey üzerindeki herhangi iki 

noktayı birbirine bağlayan en kısa yay uzunluklu eğri olarak tarif edilir. Yüzeylerle 

alakalı birçok problemde geodezik eğrilerle karşılaşılır. Örneğin, açılabilir bir yüzey 

bir bozulmaya uğramadan düzlemsel bir şekle çevrilebiliyorsa yüzey üzerindeki 

geodezikler doğrulara dönüşür (Faux ve Pratt, 1979). Açılabilir olmayan bir yüzeyin 

en az bozulma ile düzlemsel bir şekle dönüştürülebilmesi için yüzey üzerindeki 

geodezik eğrilerin mümkün olduğunca korunması gereklidir (Azariadis ve 

Aspragathos, 2001). Geodezik eğriler ilgili çalışmalar, verilen bir yüzey üzerinde 

geodezik eğrileri bulma ve sınıflandırma problemlerini ele alır (Spivak, 1979). 
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Bir yüzeydeki bir diğer önemli karakteristik eğri, eğrilik çizgisidir. Eğrilik 

çizgisi, geometrik tasarımda, şekil tanımada, yüzeylerin çokgenleştirilmesinde ve 

yüzey işlemede yaygın olarak kullanılmaktadır. Yıllar boyunca diferansiyel 

geometride eğrilik çizgileri üzerine birçok çalışma yapılmıştır.  

Bir yüzeydeki önemli özel eğrilerden biri asimptotik eğrilerdir. Yüzeydeki 

eğrinin hızı, normal eğriliğin sıfır olduğu yönü gösteriyorsa eğri asimptotiktir. Ayrıca 

asimptotik eğrinin ivmesi yüzeye teğet olmalıdır. Asimptotik eğriler, uzun yıllar 

diferansiyel geometride araştırma konusu olmuştur. Asimptotik eğriler astronomi, 

mimari ve bilgisayar destekli tasarımda yaygın olarak kullanılmaktadır. Bir yıldız 

sistemindeki yıldızların kaçan yörüngelerini bulmak için, Lyapunov yörüngelerinin 

asimptotik eğrilerini bulmak gerekir. Çünkü asimptotik bir yörüngeden dışa doğru 

herhangi bir küçük sapma bir yıldızın sistemden kaçmasına neden olur. 

Wang ve arkadaşları (2004), 3-boyutlu Öklid uzayında bir yüzey üzerindeki C 

eğrisinin hem parametre eğrisi hem de geodezik olması için gerekli şartları 

incelemişlerdir. Ayrıca 2008 yılında sapma fonksiyonları daha genel alınarak ortak 

geodezikli genelleştirilmiş yüzey ailesi elde edilmiştir. Kasap vd. (2006) yılında ise 

Minkowski uzayında ortak geodezikli yüzey aileleri tanımlanmıştır. 

Bu çalışmada e küresel gösterge vektörü tarafından oluşturulan  yüzeyinin 

oluşumu sırasında g asimptotik normal vektöründen g asimptotik normal yüzeyine 

ait karakterizasyonlar incelenmiştir. Ayrıca bir   regle yüzeyinin (c) striksiyon 

eğrisinden geçen regle yüzey ailesinin oluşturulması problemi incelenmiştir. İlk 

olarak ortak (c) striksiyon eğrili regle yüzey ailesi tanımlanmıştır.   regle yüzeyinin 

 gte ,,  geodezik Frenet çatısı kullanılarak (c) striksiyon eğrisinin geodezik, eğrilik 

çizgisi ve asimptotik eğri olması için gerekli şartlar elde edildi. Burada {T, N, B} 

Frenet çatısı yerine  gte ,,  geodezik Frenet çatısını kullanılmasının nedeni daha 

genel sonuçlar elde edilebilmesi içindir. Çünkü   regle yüzeyi açılabilir olduğunda 

bu iki çatı çakışacaktır. 
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2. GENEL BİLGİLER  

Tanım 2.1:  standart reel afin uzay olmak üzere de bir 

 
İç çarpımı her , 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )n nX x x x Y y y y   için 

,X Y =
1

n

i i

i

x y


  

şeklinde tanımlanır. Bu iç çarpıma  de standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı 

denir. Standart iç çarpımın tanımlı olduğu vektör uzayı ile birleşen  afin 

uzayına n-boyutlu standart Öklid Uzayı denir ve n gösterilir (Hacısalihoğlu,1983). 

Tanım 2.2: 3-Boyutlu Standart Öklid Uzayı. 

3-boyutlu standart reel vektör uzayı  ile birleştirilmiş  afin uzayı göz 

önüne alınırsa  vektör uzayında Öklid iç çarpımı 

 

 
3

1 2 3

1 1 2 3

( , , )
, ,

( , , )
i i

i

x x x x
x y x y x y

y y y y


   


  

biçiminde tanımlanır. Böylece afin uzayı 3-boyutlu Öklid uzayı olur ve 
3  ile 

gösterilir. Bu uzay 3-boyutlu Öklid uzayıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 2.3:  bir açık aralık olmak üzere 
3:    diferensiyellenebilir 

fonksiyonuna 3  de bir eğri denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.4:
3 3: ,   te 1 2 3( , , )     şeklinde bir eğri olsun. Her t I  

için
3( )t   noktasındaki  

31 2

( )

( ) ( ), ( ), ( )
t

dd d
t t t t

dt dt dt 

 


 
   

 
 

tanjant vektörüne   nın t  noktasındaki hız vektörü denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.5: 
3: I  bir eğri olsun. Her t I  için  ise   ya regüler 

eğri denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.6: 
3:   bir eğri olsun. Her t için  ise   ya birim 

hızlı eğri denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.7: 
3:   bir eğri olsun. a I sabit bir nokta olmak üzere  
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fonksiyonuna yay uzunluğu fonksiyonu denir (O’neill, 1966).  eğrisinin 

t a  dan t b  ye olan yay uzunluğu ise 

 

şeklinde tanımlanır (O’neill, 1966). 

Tanım 2.8:
3:    bir eğri olsun,  ifadesine   eğrisinin t  

noktasındaki hızı denir (O’neill, 1966). 

Teorem 2.1: ,   eğrisinin parametresinin h yardımı ile değiştirilmesiyle elde 

edilen bir eğri olsun. Bu durumda, 

( ) ( ) ( ( ))
dh

s s h s
ds

    

dir (O’neill,1966). 

Teorem 2.2:
3:    regüler bir eğri olsun.  eğrisinden parametre değişimi 

ile elde edilen birim hızlı bir eğri vardır (O’neill, 1966). 

İspat: a  sabit bir nokta olsun. Yay uzunluğu fonksiyonu 

dur. Buradan  elde edilir.  regüler olduğu için 

 olup 0
ds

dt
  dır. 0

ds

dt
  olduğu için, ( ) 1/ ( ( ))

dt ds
s t s

ds dt
 olup 0

dt

ds
  

dır. ( ) ( ( ))s t s   olup   , eğrisinden  t  parametre değişimi ile elde edilen bir 

eğri olsun. Teorem 2.1’den ( ) ( ) ( ( ))
dt

s s t s
ds

    yazılabilir.   eğrisinin hızı, 

 

olup   birim hızlıdır. 

Tanım 2.9: 
3:   birim hızlı bir eğri olsun.T   ifadesine  eğrisinin 

birim teğet vektör alanı,  her s I  ifadesi ile verilen  

fonksiyonuna   eğrisinin eğrilik fonksiyonu, 0   olmak üzere /N T   

ifadesine  eğrisinin asli normal vektör alanı , B T N   ifadesine   eğrisinin 

binormal vektör alanı ve  , ,T N B  ye ise Frenet çatısı denir (O’neill, 1966). 
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Tanım 2.10: 
3:    birim hızlı bir eğri olsun. B N    ifadesi ile verilen 

 fonksiyonuna   nın burulma fonksiyonu denir (O’neill,1966). 

Teorem 2.3: 
3:    birim hızlı, eğriliği 0   ve burulması   olan bir eğri 

ise 

T N

N T B

B N



 



 

   

  

 

 

(2.1) 

 

dir (O’neill,1966). 

Tanım 2.11: , , , ,T N B  ifadelerine eğrinin Frenet elemanları denir (O’neill, 

1966). 

Teorem 2.4:
3:   regüler bir eğri olsun. Bu durumda, 

 

                                                      (2.2) 

 

      

 

        

dir (O’neill,1966). 

Tanım 2.12 : 3M    bir yüzey ve   bu yüzey üzerinde bir eğri olsun.  

vektörü her p M  noktası için M  ye normal ise bu eğriye M  üzerinde bir geodezik 

eğri denir (O’neill, 1966). 

Tanım 2.13: 3-boyutlu Öklid uzayı, 3  de bir   eğrisi s  yay parametresi 

ile verilsin.   eğrisinin birim teğet vektörü T  olmak üzere, PQ T  alındığında, P 

noktası   eğrisini çizerken, Q  noktasının birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği eğriye 

  eğrisinin birinci küresel göstergesi veya teğetler göstergesi adı verilir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 2.14: 3  de s  yay parametresi ile verilen bir   eğrisinin birim teğet 

vektörü 1 2 3( , , )T T T T  olmak üzere, 

 



6 

 

ifadesine  eğrisinin ( )s ( )s  noktasına karşılık gelen, 3  deki geodezik eğriliği 

denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 2.15 : 
3,   de bir regle yüzey ve  da   üzerinde bir eğri olsun,  nin 

birim normal vektörü 0N  ve   eğrisinin birim teğet vektörü 0T  olmak üzere ,  

nın   ye göre geodezik eğriliği 

                                                   0
0 0 ,g

dT
k N T

ds
                              (2.3) 

dir. Burada ,s   eğrisinin yay parametresidir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. Regle Yüzeyler 

Bu bölümde küresel gösterge vektörü tarafından oluşturulan   regle yüzeyi 

kullanılarak  gte ,,  geodezik Frenet 3-ayaklısı elde edilmiş ve  gte ,,  vektörlerinin 

türevlerinden oluşan geodezik Frenet denklemleri hesaplanmıştır.  regle yüzeyinin 

oluşumu sırasında t vektöründen elde edilen t  merkez normal yüzeyi ve g 

vektöründen elde edilen g merkez normal yüzeyi oluşturularak bu yüzeye ait 

karakterizasyonlar incelenmiştir.  

Tanım 3.1: Doğruların 1- parametreli bir ailesine 3 , 3-boyutlu Öklid uzayında 

bir regle yüzey ve bu ailedeki doğruya da regle yüzeyin doğrultmanı veya ana 

doğrusu denir. 

Basit olarak, bir doğrunun bir eğri boyunca hareketi ile meydana gelen yüzeye regle 

yüzey denir. Silindir, koni regle yüzeye örnek verilebilir.  

 
Şekil 3.1. Regle yüzey 

                        

 

Regle yüzeyin parametrik denklemi,   

 

                                                vs, =  s  +v.e  s                         (3.1) 

dir. 

 
3:  eğrisi yüzeyin ana doğrusu yüzeyi oluştururken ana doğru üzerinde 

alınan bir noktanın çizmiş olduğu eğridir.   eğrisine regle yüzeyin dayanak eğrisi 

adı verilir.e regle yüzeyin ana doğrusu doğrultusundaki birim vektördür. 
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Tanım 3.2: 3, de bir regle yüzey ve e de   nin ana doğrusu doğrultusundaki 

birim vektör olsun, e nin birim küre yüzeyi üzerindeki çizmiş olduğu eğriye   regle 

yüzeyin küresel gösterge eğrisi denir ve e vektörüne de küresel gösterge vektörü adı 

verilir. Küresel gösterge eğrisi  e  ile gösterilir. 

3,  de regle yüzey olsun.   regle yüzeyin üzerindeki s ve v-parametre 

eğrisinin hız vektörleri, (3.1) eşitliğinden  

 

e

ds

de
v

ds

d

v

s








 .

 

 

 

dır. Böylece   regle yüzeyin birim normal vektörü,  

 

 

 
vs

vsvsU







,  

 

olmak üzere, 

 

 
e

ds

de
v

ds

d

e
ds

de
v

ds

d

vsU























.

.

,




 

 

bulunur. Böylece, 

 

                                         
2

1
22

,.

.

,




























e
ds

d

ds

d
v

ds

d

e
ds

d
v

ds

d

vsU





                          

(3.2) 

Tanım 3.3: 3, de bir regle yüzey ve  vs ,0     nin herhangi bir ana 

doğrusu olsun.   üzerinde bir q  noktası hareket ederken bu noktadaki normal 

doğrultunun konumu değişir ve   etrafında döner. q  noktası   üzerinde sonsuza 

yaklaşırken v  de sonsuza yaklaşır. v -  olduğunda regle yüzeyin birim normal 

doğrultusuna asimtotik normal doğrultu denir ve  
0sssg  ile gösterilir. Buna göre, 
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                 
0sssg  =

2
1

22

,.

lim




























e
ds

d

ds

de
v

ds

d

e
ds

de

ds

d

v





                  

 

   

 

                                  =
2

1
2

2

2

,
11

1
.

lim




























e
ds

d

vds

de

ds

d

v
v

e
ds

de

ds

d

v
v

v





 

 

olup, 

 

 

 

                                               
s

s
ss

e

ee
sg


 0

                                         (3.3) 

 

şeklinde bulunur. Burada, 
ds

de
es   dir. 

 

Tanım 3.4: 3,  de bir regle yüzey ve U da   regle yüzeyin birim normal 

vektörü olsun,U  nun   ana doğrusu üzerinde g  asimtotik normaline dik olduğu 

noktaya striksiyon (merkez) noktası, bu noktada U  birim normal vektörünün 

doğrultusuna da    regle yüzeyin merkez normali denir ve t  ile gösterilir. 

Teorem 3.1: 3,  de bir regle yüzey olsun.   nin bir  0,vs  striksiyon 

noktasındaki merkez normali, 

 

                                                      
s

s

e

e
t                                                 (3.4) 

 

dir.   

 

 

İspat:   regle yüzeyin  0,vs    striksiyon noktasındaki U  normal vektörü k  

ile gösterilirse, merkez normal tanımına göre  

 

0, ek  
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yazılır. gk,  asimptotik normaline dik olduğu için  

 

0, gk  

 

 

buradan 

 

 

0,  seek  

 

bulunur. 

 

0, ek  

 

ve 

 

 

0,  seek  

 

 

bağıntılarından, 

 

 

k // se  

 

dir. Eğer striksiyon noktasındaki birim normal vektör t   ile gösterilirse  

 

 

se

e
t   

 

 

elde edilir. 

 

 

Tanım 3.5:   regle yüzeyinin ana doğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyin 

oluşmasını sağlarken striksiyon noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin 

striksiyon eğrisi denir. 
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Şekil 3.2. Regle yüzeyin dayanak eğrisi ve striksiyon eğrisi 

 

 

Yüzeyin  sc  striksiyon noktası için, 

 

 

                                                  seususc .,                                        (3.5) 

 

 

dir. Striksiyon noktasında asimptotik düzlem teğet düzleme dik olduğundan, 

 

 

0,  svs ee  

 

dır. Buradan, 

 

0,. 







 seee

ds

de
u

ds

d
 

 

elde edilir. Son eşitlikten, 

 

 

0,,.,,.  eee
ds

de
u

ds

d
eee

ds

de
u

ds

d
ss


 

 

 

bulunur. e  birim vektör olduğundan,  

 

 

0,.,  sss eeue
ds

d
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bulunur.                        

,s
ds

d



   se

ds

de
   alınırsa, 

 

       

 

ss

ss

ee

e
u

,

,
  

 

 

olur. Böylece striksiyon noktasının yer vektörü, 

 

                

     se
ee

e
ssc

ss

ss
.

,

,
   

 

bulunur. 

 

 

Tanım 3.6:  Regle yüzeyin komşu iki ana doğrusu arasındaki en kısa uzaklığın 

bu iki komşu ana doğru arasındaki açıya oranına regle yüzeyin dağılma parametresi 

(drali) denir ve ana doğrunun birim doğrultman vektörü e olan bir regle yüzeyin 

dağılma parametresi eP   ile gösterilir.      sevsvs .,   regle yüzeyin dağılma 

parametresi, 

 

 
2

,,det

s

ss

e

e

ee
P


  

 

dir (Hacısalihoğlu,1983). 

 

Tanım 3.7:  3,  de bir regle yüzey olsun. ,e  regle yüzeyinin küresel 

gösterge vektörü, t  merkez normal ve g  asimptotik normal olmak üzere  gte ,,  

ortonormal sistemine regle yüzeyin geodezik Frenet 3-ayaklısı, sistemin her bir 

vektörüne de geodezik Frenet vektörü adı verilir. 

Teorem 3.2:  3, de bir regle yüzey ve   nin geodezik Frenet vektörleri 

gte ,,  olmak üzere,  
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q

q

eeg

et




 

 

 

dir. Burada  eq,  küresel gösterge eğrisinin yay uzunluğudur. 

 

İspat:  e  küresel gösterge vektörünün yay uzunluğu q  ise, 

 

 seq ds  

 

dir. Buradan, 

 

s

q

s

s

edq

ds
s

e
ds

dq

dsedq

1






 

 

elde edilir. 

 

dq

ds

ds

de

dq

de
eq   

 

eşitliğinden, 

 

s

sq
e

ee
1

  

 

dir. 

 

s

s
e

et
1

  

 

olduğundan,  

teq   

 

bulunur. 

qee   hesaplanırsa, 

g
e

ee

e

e
eee

s

s

s

s
q 


  
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dır.  

 

 

Teorem 3.3:  , 3  de bir regle yüzey olsun.   nin  e  küresel gösterge 

eğrisinin 2S  birim kürenin geodezik eğriliği   ise, 

 

gtq ,  

olur. 

İspat:   nin   dayanak eğrisinin yay –parametresi s  ,  e  küresel gösterge 

eğrisinin yay –parametresi q  olmak üzere  e  küresel gösterge eğrisinin denklemi, 

 

 

                                                     seqe                                           (3.6) 

 

dir. Burada q  parametresine göre türev alındığında, 

 

 

 

dq

ds

ds

de

dq

d



 

 

 

bulunur. 

 

 

 e  küresel gösterge eğrisinin birim teğet vektörü 0T  ise, 

 

 

s

se

e

e

dq

d
T 


0  

 

buradan, 

 

 

tT 0  

 

 

olur. O halde,  e  küresel gösterge eğrisinin 
2S  birim küresine göre geodezik 

eğriliği    ise (3.6) dan, 

 

 

qtte ,  
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= gtq ,  

 

 

olarak elde edilir. 

Teorem 3.4: 3,  de bir regle yüzey olmak üzere,   nin küresel gösterge 

vektörü e  ve merkez normali t  ise, 

 

 

1, etq  

 

ve  

                              

0, ttq  

 

dır. 

 

 

İspat:  

 

s

s

e

e
t   

 

olmak üzere, 

 

 

 

2
1

, ss

s

ee

e
t   

 

eşitliğinde türev alınırsa, 

    

 

ee

eeeessssss

s
ee

eeeeeeee

t
,

,2,
2

1
, 2

1
2

1



  

=
3

,,

s

ssssssss

e

eeeeee 
 

bulunur. qsq stt    ve  
s

q
e

s
1

   olduğundan, 
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4

,,

s

ssssssss

q

e

eeeeee
t


                                         (3.7) 

 

elde edilir.  

 

 

1, ee   ,
ssss eeee ,,     eşitlikleri kullanılırsa, 

 

1
,,,,

,
4





e

eeeeeeee
et

ssssssss

q  

 

elde edilir. Ayrıca, 

 

 

5

,,,,
,

s

ssssssssss

q

e

eeeeeeee
tt


  

 

bulunur. 

 

Sonuç: gte ,, geodezik Frenet vektörleri için,  

 

teq   

 

                                                         egtq                                              (3.8) 

 

tg q   

 

 

dır.  

 

 

İspat:  

 

tgetq 321    

 

eşitliklerinde katsayılar, 

 

                                          

0,

,

1,

3

2

1













tt

gt

et

q

q

q

                                           (3.9)                   

 

olarak bulunur. Böylece, 
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                                                egtq                                                    (3.10) 

 

dır. 

 

 

gtq ,   eşitliğinden, tg q ,  bulunur. 0, eg q  ve 0, ggq  

olduğundan , 

 

 

                                                                     tg q                                       (3.11)   

 

elde edilir.   nin   geodezik eğriliği için,  

 

 

gtq ,  

 

olup,  

 

 

4

,,

s

ssssssss

q

e

eeeeee
t


  

 

olduğundan, 

 

 

         
4

,,,,
,

s

ssssssss

q

e

geeegeee
gt




 

                                                             =
5

,,,,

s

ssssssssss

e

eeeeeeeeee 
 

 

=
5

2
,

s

esss

e

eeee 
 

elde edilir. Böylece, 

 

 

                                           
3

,

s

sss

e

eee 
                                             (3.12) 

 bulunur. 
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Bundan sonraki bölümlerde   regle yüzeyinin dayanak eğrisi striksiyon eğrisi 

olarak alınacaktır. Bu durumda,   

 

0, ss e  

 

dır. Diğer taraftan striksiyon eğrisinin teğeti qc  olmak üzere, 

 

egtcq 321    

 

şeklinde tek türlü yazılabilir. Buradan, 

 

 

ec

gc

tc

q

q

q

,

,

,

3

2

1













 

 

olup, 

                      eecggcttcc qqqq ,,,   

 

dir. Ayrıca, 

 

                                                                 sesussc                               (3.13)  

 

ve  

 

  0
,

,


ss

ss

ee

e
su


 

 

olmak üzere    ssc   olur. Ayrıca, 

 

ttc qq ,,   

 

=
s

ss
e

e
1

,  

 

= 0 

 

bulunur. Benzer şekilde,  

 

ggc qq ,,   
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=
2

1
,

s

ss

e
ee  

 

s

sq
e

eec
1

,,   

 

elde edilir.  regle yüzeyinin dağılma parametresi  

 

                                                           

2

1
,

s

sse

e
eeP    

 

olmak üzere e
e

s

s

,
1

   alınırsa striksiyon eğrisinin teğeti için  

 

                                        gPec eq                                                    (3.14) 

 

elde edilir. 

 

3.2. Merkez Normal Yüzey 

t  merkez normalinin c  dayanak eğrisi boyunca hareketi sonucu oluşan yüzeye 

  nin merkez normal yüzeyi denir. Merkez normal yüzeyin denklemi 

 

                                            qutqcuqt ,                                         (3.15) 

 

şeklindedir. Bu yüzeyin birim normali, 

 

dq

dt
u

dq

dc

dq

d t 


 

 

 

olmak üzere, 

 

                   
2

1
22

,

),(




























t
dq

dc

dq

dt
u

dq

dc

t
dq

dt
u

dq

dc

uqU t  

 

şeklindedir. 

 

t  merkez normal yüzeyinin asimptotik normali 1g  olmak üzere  
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 uqUg t
g

,lim1


  

 

                                     

                                    =
2

1
22

,

lim




























t
dq

dc

dq

dt
u

dq

dc

t
dq

dt
u

dq

dc

u
 

 

                                              =
2

1
2

2

2

2
,

11

1

lim




























t
dq

dc

udq

dt

dq

dc

u
u

t
dq

dt

dq

dc

u
u

u
 

 

                                                                 =
q

q

t

tt 
 

 

şeklindedir. Ayrıca  e  küresel gösterge eğrisinin    seqe   denkleminden q  ya 

göre türev alınırsa, 

 

 

t
dq

d e 


 

 

bulunur. O halde  e  nin eğriliği   olmak üzere 

 

q
e t

dq

d


2

2
  

 

dır. Böylece, 

 



qtt
g


1  

 

elde edilir. 

 

t  merkez normal yüzeyinin merkez normali 1t  ile gösterilirse  

 



q

q

q t

t

t
t 1  
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olduğu görülür. 

 

t   merkez normal yüzeyinin striksiyon eğrisi 

 

     ,qutqcqct   u=-
qq

q

tt

tc

,

,
 

 

şeklindedir. 

 

 

(3.2), (3.5) eşitlikleri kullanılarak, 

 

 

                                             
egeg

egPe
u

e










,

,
                                              (3.16) 

 

=
12 





eP
 

 

elde edilir. 

 

Sonuç:  e  küresel gösterge eğrisinin teğet vekör alanı eT , asli normal vektör 

alanı eN  ve binormal vektör alanı da eB   

olmak üzere , ,tTe           ,1

q

q

e
t

t
tN        11 ttgBe    dir.  e  nin   Frenet 

formülleri için ,  

 

                                             

1
1

1
1

1

t
dq

dg

gt
dq

dt

t
dq

dt













                                                (3.17) 

 

yazılabilir. 

Sonuç: t  merkez normal yüzeyinin tc  striksiyon eğrisinin teğet vektör alanı  

 

11 KgLe
dq

dct 
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şeklindedir. Burada  



1

 ePK  ve quL   dır. 

 

İspat: (3.15) eşitliğinin her iki yanının q  parametresine göre türevi alınırsa 

 

tuutc
dq

dc
qqq

q
  

 

bulunur. 

 

                                           Kgcg
dq

dc
q

t  11 ,,                              (3.18) 

alınırsa  

 

1, gcK q  

 

       =


1
, qe ttgPe   

 

                     =


1
, qtte  +



1
, qe ttgP   

 

=  



1

eP  

olur. 

 

                                                          1,e
dq

dc
L t                                  (3.19) 

 alınırsa  

 

         qq utcL  ,  

 

                   = qe utgPe  ,  

 

= qu  

 

olur. 

 

ayrıca; 

  

qqqqq
t ttutct

dq

dc
,,,   
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= qq

qq

qq

qq tt
tt

tc
tc ,

,

,
,   

 

                                                                                 =0 

 

olduğundan 

 

                                               0, 1 t
dq

dct                                             (3.20) 

 

bulunur. 

 

(3.18), (3.19), (3.20) eşitliklerinden,  

 

                        11 KgLe
dq

dct   

 

elde edilir. 

 

 

Sonuç:  t  regle yüzeyinin  111 ,, gte  geodezik Frenet üçlüsü ve   regle 

yüzeyinin  gte ,,  geodezik Frenet üçlüsü arasında  

 

                                                      

geg

get

te











1

1

1

1

1







                                   (3.21) 

 

bağıntısı vardır. 

 

İspat: t  nin tanımından 

 

 

,1 te   

 

q

q

t

t
t 1  

 

=  eg 


1
 , 

 

= eg


 1
  
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111 teg   

                  

= ge


 1
  

 

bulunur. 

Sonuç: te 1
 olmak üzere  11, gt  sistemi  ge,  sisteminin 




1
arcsin  açısı 

kadar dönmesiyle meydana gelir. 

 

                                                                     

 
 

Şekil 3.3. Ana doğrunun açılık dönme hareketi 

 

4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

4.1 Asimptotik Normal Yüzey  

Bu bölümde  regle yüzeyinin oluşumu sırasında g asimptotik normalinden 

elde edilen g asimptotik normal yüzeyi oluşturarak bu yüzeye ait karakterizasyonlar 

incelenmiştir.   

  regle yüzeyinin g  asimptotik normalinin c  dayanak eğrisi boyunca hareketi 

sonucu oluşan yüzeye   nin asimptotik normal yüzeyi denir. Asimptotik normal 

yüzeyin parametrik denklemi 

 

     qvgqcvqg ,  

 

şeklindedir. Yüzeyin birim normali, 

 

t

 

e  

g  

1t  

  

  
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g
dv

d

dq

dg
v

dq

dc

dq

d

g

g









 

 

olmak üzere, 

 

g
dq

dg
v

dq

dc

g
dq

dg
v

dq

dc

U g





















  

 

= 2
1

,










































g
dq

dg
v

dq

dc
g

dq

dg
v

dq

dc

g
dq

dg
v

dq

dc

 

=






























































dq

dg
v

dq

dc
gg

dq

dg
v

dq

dc
gg

dq

dg
v

dq

dc

dq

dg
v

dq

dc

g
dq

dg
v

dq

dc

,,,,

 

 

=
 

  2
1

2

,, gcvgcvgc

gvgc

qqqqq

qq




 

 

şeklindedir. Burada (3.11) ve (3.14) eşitlikleri kullanılırsa,  

 

              
   

e

v

v
t

v

vqU g
2

1
2222

1
222

,





 






                             (4.1) 

 

elde edilir. 

 

g  regle yüzeyinin asimptotik normali 2g  olmak üzere, 

 

 vqUg
v

,lim2


  

 



26 

 

=
2

1
22

,

lim




























g
dq

dc

dq

dg
v

dq

dc

g
dq

dg
v

dq

dc

v
 

 

=
2

1
22

2
,

1

1

lim




























g
dq

dc

dq

dg

dq

dc

v
v

g
dq

dg

dq

dc

v
v

v
 

 

=
q

q

g

gg 
 

 

=
2

1

, tt

tg








 

 

= e  

 

dir. 

 

g  regle yüzeyinin merkez normali 
2t  olmak üzere, 

 

q

q

g

g
t 2  

 

= t  

dir. 

 

Sonuç: g  asimptotik normal yüzeyinin geodezik Frenet 3-ayaklısı  222 ,, gte  

olmak üzere, 

 

                                                                  egttge   222 ,, dir. 

 

Sonuç: g  asimptotik normal yüzeyinin geodezik Frenet 3-ayaklısı ve   regle 

yüzeyinin geodezik Frenet 3-ayaklıları arasında, 

 

eg

tt

ge







2

2

2
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veya, 

 

eg

tt

ge







2

2

2

 

 ilişkisi var olduğundan  22 , gt  sistemi ile  et,  sistemi aynı düzlemde olup  22 , gt  

sistemi  et,  sisteminin 
2


 veya 

2

3
 açılık dönmesi sonucu oluşur. 

 g  asimptotik normal yüzeyinin gc  striksiyon eğrisi için, 

 

     qkgqcqcg   

 

yazılabilir. Striksiyon noktasında yüzey normali asimptotik normale dik olduğundan  

 

0,  q

gg
gg

dk

d

dq

d 
 

 

dır. Buradan,  

 

                   

qq

qq

qqqq

qqqqqq

q

gg

gc
k

ggkgc

gggkgcgggkgc

ggg
dq

dg
k

dq

dc

,

,

0,,

0,,,,

0,

















 

                                                   =
tt

tegPe










,

,
 

                                                   =0 

bulunur. 

 

Sonuç: g  asimptotik normal yüzeyinin dayanak eğrisi striksiyon eğrisidir 

Hatta g ile   nin striksiyon eğrileri aynıdır. g  regle yüzeyinin  g  küresel 

gösterge eğrisinin yay uzunluğu 1q  olmak üzere, 
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q

q

g
dq

dq

dqgq



 
1

1

 

 

buradan,  

                                                              

  

11

,

11

2
1

22
1

1





ttgdq

dq

q

                

 

elde edilir. 

  

 g  nin denklemi için,  

 

                                                                  qgqg 1  

 

yazılabilir. O halde  g  nin teğet vektörü,  

 

                                                                 
11 dq

dq

dq

dg

dq

d e 


 

                                                                         =



1

t  

                                                                         = t  

şeklindedir. 

 

                                                                
1

2

1

2

dq

dq
t

dq

d
q

e 


 

                                                                             

 

                                                                           = qt


1
  

 

olup  g  nin eğriliği için, 

 

                                                                q
e t

dq

d



 1

1

2

  

 

                                                                             =



 

 

elde edilir. 

 

Sonuç:  e  nin eğriliği   olmak üzere g  nin eğriliği 



 dır. 
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Sonuç: g  küresel gösterge eğrisinin teğet vektör alanı gT ,asli normal vektör 

alanı gN , binormal vektör alanı gB  olmak üzere,  

 

,tTg    1t
t

t
N

q

q

g   ,   1gBg   

 

dir. 

 

Sonuç:  g  ve  e  nin burulmaları aynıdır. 

Sonuç:  g  geodezik Frenet vektörleri: 

 

 

                                                                   

1

1

1

11

1

1

1

1

t
dq

dg

gt
dq

dt

t
dq

dt


















                                (4.2) 

 

şeklindedir.  g  nin geodezik eğriliği g  olmak üzere, 

 

               
q

qqq

g
g

ggg 


,
  

dir. 

  

                                                                           




qqqq

q

ttg

tg



 ,
 

 

olduğundan, 
 

                                                                              
 

2
3

,

,

tt

tttg qq

q









  

                                                                                    =
3

,



 qq ttttg 
 

                                                                                    =
3

,,



 qq ttgttg 
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                                                                                     =
3

2 ,,



 qq ttgttg 
 

                                                                                     =


qttg ,
 

                                                                                     =
 



 ettg ,
 

                                                                                     =


 geg ,
 

                                                                                     =


 ggeg ,, 
 

                                                                                     =


 1,  eg
 

                                                                                     =


1
                                             (4.3) 

bulunur. g  asimtotik normal yüzeyinin gc  striksiyon eğrisinin denkleminin  

                                                                                    qcqcg   

 

olduğunu biliyoruz. Eşitliğin her iki yanının q  parametresine göre türevi alınırsa,  

                                                                                    
dq

dc

dq

dcq
  

bulunur. 

 

                                                                          g
dq

dc
e

dq

dcg
,, 2   

                                                                                            = ggPe e ,  

                                                                                            = eP  

 

                                                                           
22 ,, t

dq

dc
t

dq

dcg
  

                                                                                             = tgPe e ,  

                                                                                             =0 

                                                                          22 ,, g
dq

dc
g

dq

dcg
  

                                                                                             = egPe e ,  

                                                                                              =  

dır. 
 

Sonuç: g  asimtotik normal yüzeyinin gc  striksiyon eğrisinin teğeti, 
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                                                                                   22 geP
dq

dc
e

g
                           (4.4) 

şeklindedir. 

                                                                                                             

4.2. Ortak Özel Eğrili Regle Yüzey Aileleri   

Bu bölümde bir  regle yüzeyinin (c) striksiyon eğrisinden geçen yüzey 

ailesinin oluşturulması problemi ele alınacaktır. Bu regle yüzeyin  gte ,,  geodezik 

Frenet çatısı yardımıyla (c) striksiyon eğrisinin geodezik, eğrilik çizgisi ve 

asimptotik eğri olması koşulları bulunacaktır. 

 

  Tanım 4.1: 

 

r : 3EI   

 srs   

bir eğri ve 

 

P : 32 EED   

   tsPts ,,   

 

bir yüzey olmak üzere, r  eğrisi P  yüzeyi üzerinde hem parametre eğrisi  hem de 

geodezik ise bu eğriye P  üzerinde bir izogeodezik denir (Wang ve ark .,2004) 

c(s) izoparametrik sitriksiyon eğrisi ve geodezik   gte ,,  frenet çatısı ile oluşturulan  

yüzey ),( vs  olmak üzere, 

varsayalım ki, 

0)(  sc  

Regle yüzeyi tanımlayan   , 

 )()(),( svscvs    tarafından elde edilir. 

)]()()()()()([)(),( sgszstsysesxvscvs  , 

Burada )(),( sysx  ve )(sz  c  fonksiyonlardır. 

Amacımız sitriksiyon eğrisinin yüzey üzerinde geodezik olması için gerekli ve 

yeterli koşulları bulmaktır. 

İlk olarak sitriksiyon eğrisi parametrik bir eğri olduğundan )(),( 0 scvs   

yapmalıyız. Bunun için 0v  olduğunda 0


  olması gerekir. 0v  olduğunda 

)()0,( scs  , )(sc  izoparametrik ve yüzey   dir. 

Normal için ),( vs   yüzeyde      
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dv

vsd

ds

vsd
vsn

),(),(
),(


  

yazılır ve normal vektör ifade edilir. 
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(4.5) 

Buradan  

                       g
ds

dq
yt

ds

dq
z

ds

dq
xPe

ds

dq
yPsnvsn ee  )()0,(),( 0          (4.6)         

Elde edilen asli normal )(sN , 

ds

dq
gPe

ds

dc
e )(          , 

g
P

P
e

P
T

e

e

e

2222 





  

Şimdi (c) eğrisinin binormal vektörünü hesaplayalım.  

                                                   

2

2

2

2

ds

cd

ds

dc

ds

cd

ds

dc

B





   

 dir. 

 

eşitliğinden türev alınırsa 

 
 

Bulunur. Buradan  

 

           
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )e

e e e e

dPdq d dq
B s P P e P t P g

A ds ds ds ds
 

 
       

 
, 
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elde edilir. Burada 

 

 
 

dir.  

 

Böylece (c) eğrisinin asli normali için 

 

TBN   

eşitliğinden,  

 

                                              

2 2

1 2

1
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

e e
e e e e e

dP dPd dq d
N s P P e P P t P g

AC ds ds ds ds ds


  
           

 
               

 

bulunur. Burada  

                                                                 2 2

eC P    

dir. 

i) (c) eğrisinin parametrik eğri ve geodezik eğri olması için yeterli koşulları 

bulunmalı 

Asli normal vektör yüzey normaline paralel olacağından 

 

1 2 1 2( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

e

e ee
e e

dq dq
y AC y AC

P x z Ads ds
dP dPd dP C

P P
ds ds ds ds




 


  
 

   

 

 

elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

 Sonuç 4.1: (c) striksiyon eğrisinin  regle yüzeyi üzerinde izogeodezik eğri 

olması için gerek ve yeter şart ( ), ( )x s y s ve ( )z s   fonksiyonları için aşağıdaki 

eşitlikler sağlanmalıdır:  

 

                                                        

          
1 2 1 2( ) ( ), ( )( )e

e e e

dPdq d C
y AC P P x z P

ds ds ds A
  


                       (4.7) 

             Sonuç 4.2: Eğer   regle yüzeyi açılabilir ise  

                    
2

1 1
0, , , ,e

dq
P A C

ds


 

  
          
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yazılabilir.  

 

Burada   ve  ( )c  striksiyon eğrisinin eğrilik ve burulmasıdır. O halde 

( )c striksiyon eğrisinin geodezik eğri olması için yeter şart,  

                      0y    ,       ( )x x s   ,      z                                                  (4.8) 

Olmasıdır. 

ii) ( )c  striksiyon eğrisinin parametrik eğri ve eğrilik çizgisi olması için yeterli 

koşuşlar bulunur: ( )c  striksiyon eğrisinin eğrilik çizgisi olması için gerek ve yeter 

şart  

                                                  0( , )
( ) ( )

dn s v
s T s

ds
  

olmasıdır. 

 

(4.5) denkleminde s parametresine göre türev alınırsa  

 
2

20

2

2
2

2

2
2

2

( , )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

e
e e e

e
e e e

e

dn s v dPdq dy dq d q dq
y P P x P y z e

ds ds ds ds ds ds ds

dPdq dx d dz d q dq
x P z P x z y P t

ds ds ds ds ds ds ds

dq d dy dq d q
y P x z y g

ds ds ds ds ds





 
       
 

 
          

 

 
    

 

        (4.9) 

 

bulunur. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

 Sonuç 4.2 ( )c  striksiyon eğrisinin eğrilik çizgisi olması için aşağıdaki koşullar 

sağlanmalıdır: 

 

 
2

2

2 1 2

2
2

2

2
2

2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

e
e e e

e
e e e

e e

dPdq dy dq d q dq
y P P x P y z

ds ds ds ds ds ds C

dPdq dx d dz d q dq
x P z P x z y P

ds ds ds ds ds ds ds

dq d dy dq d q
y P x z y P

ds ds ds ds ds C








      


        


    

       (4.10) 

 

Sonuç 4.3: Eğer  açılabilir regle yüzey ise ( )c eğrisinin eğrilik çizgisi olması 

için aşağıdaki koşullar sağlanmalıdır. 
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                                                 0

z

dz
y

ds

dy
z

ds

 







 



                                                    (4.11) 

 

iii) ( )c  eğrisinin parametrik eğri ve asimptotik eğri olması için yeterli koşullar 

bulunmalıdır: ( )c eğrisinin asimptotik eğri olması için gerek ve yeter şart  

 

                                               0( , , ( ) 0
dn

s v T s
ds

  

olmasıdır. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

 

Sonuç 4.4: ( )c  striksiyon eğrisinin asimptotik eğri olması için aşağıdaki 

denklem sağlanmalıdır: 

                                   ( )( ) ( ) 0e
e e e

dPdq d
P P x y P

ds ds ds



                          (4.12) 

Sonuç 4.5:   yüzeyi açılabilir ise ( )c  eğrisinin asimptotik eğri olması için 

aşağıdaki koşullar sağlanmalıdır: 

                                      ( )x x s  ,         ( )y y s    ,     0z                                  (4.13) 

 

Örnek 1: 
3 3 4

( ) ( cos , sin , )
5 5 5

c s s s s  ve 
3 3 4

( ) ( sin , cos , )
5 5 5

e s s s   alınsın.  

Bu durumda  

    ( ) ( cos , sin ,0)t s s s     ve          
4 4 3

( ) ( sin , cos , )
5 5 5

g s s s   bulunur. Basit  bir 

hesaplama ile     
5 3 25

, 0, ,
3 4 9

eP A C        olduğu görülebilir. 

i) Ortak geodezikli yüzey ailesi için : 
5

, 0,
3

x s y z     alınırsa denklem 

(4.7) sağlanır. O halde ( )c ortak geodezikli regle yüzey ailesinin bir üyesi, 

           
3 3 4 3 3 4 4 3

( , ) ( cos ( ) sin , sin ( ) cos , (1 ) )
5 5 3 5 5 3 5 5

s v s s v s s s v s s v         

olarak bulunur. 

 



36 

 

 
Şekil 4.1. ( )c s  ortak geodezikli yüzey ailesinin bir üyesi 

 

ii) Ortak eğrilik çizgili yüzey ailesi için: denklem (4.10) dan  

 

5 4 4
, 0, 0

3 5 5

dz dy
z y z

ds ds
      diferansiyel denklem sistemi elde edilir.  

2 2 2 2
0, sin cos , cos sin

2 2 2 2
x y s s z s s       bu denklem sisteminin bir 

çözümüdür. O halde ( )c s  ortak eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi 

          

3 2 2 4 2 2
cos ( sin cos )cos ( cos sin )sin

5 2 2 5 2 2

3 2 2 4 2 2
( , ) sin ( sin cos )sin ( cos sin )cos

5 2 2 5 2 2

4 3 2 2
( cos sin

5 5 2 2

s v s s s v s s s

s v s v s s s v s s s

s v s s



 
     

 
 

      
 
 

   
 

 

olarak bulunur. 
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Şekil 4.2. ( )c s ortak asimptotik çizgili yüzey ailesinin bir üyesi 

 

iii) Ortak asimptotik eğrili yüzey ailesi için:  

4
cos , sin , cos

3
x s y s z s     alınırsa denklem (4.12) sağlanır. O halde ortak 

asimptotik eğrili regle yüzey ailesinin bir üyesi,     

23 3 3 4
( , ) ( cos (1 sin ) sin cos ,sin ( sin ) cos , ( cos ))

5 5 5 5
s v s v s v s s s v s v s s v s        

olarak bulunur. 

         

 

 

 
Şekil 4.3.  ( )c s  ortak asimptotik eğrili yüzey ailesinin bir üyesi 
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Örnek 2: 
3 3 4

( ) ( cos , sin , )
5 5 5

c s s s s  ve   ( ) (sin , cos ,0)e s s s    alınabilir. Bu 

durumda  

                 ( ) (cos ,sin ,0)t s s s  ve ( ) (0,0,1)g s   olur. Basit bir hesaplama ile  

3

5
   ,  

4 9
, 0, , 1

5 25
eP A c     bulunur. 

i) Ortak geodezikli yüzey ailesi için : 
5 4

, 0,
3

s
x s y z


    alındığında 

denklem (4.7) sağlar. O halde ( )c s  ortak geodezikli regle yüzey ailesinin bir üyesi 

                     
3 3 5 4

( ) ( cos sin , sin cos , )
5 5 3

s
s s vs s s vs s v


    

olarak bulunur. 

 

Şekil 4.4.  ( )c s   ortak geodezikli yüzey ailesinin bir üyesi 

 

ii) Ortak eğrilik çizgili yüzey ailesi için: denklem (4.10) dan  

                                                   

4 4 3 3 ,

4 3 4 0,

4
,

3

dy
x z

ds

dx dz
y

ds ds

dy

ds





  

  

 

 

diferansiyel   denklem sistemi elde edilir. 

4 4
, cos sin ,

5 5
x s y s s z s     alınırsa bu denklem sistemi sağlanır. O halde 

( )c s ortak eğrilik çizgili regle yüzey ailesinin bir üyesi ,              
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3 4 4 3 4 4 4
( , ) cos cos (cos sin , sin cos sin (cos sin , ( )

5 5 5 5 5 5 5
s v s v s s s s vs s v s s s s v

 
       
 

      

olarak bulunur.                      

 
Şekil 4.5. ( )c s ortak eğrilik çizgili yüzey ailesinin bir üyesi 

iii) Ortak asimptotik eğrili yüzey ailesi için : 
4

cos , sin , cos
3

x s y s z s     

alınırsa denklem (4.12) sağlanır.O halde ortak asimptotik eğrili regle yüzey ailesinin 

bir üyesi, 

                         
3 3 4 4

( , ) cos ( 2 sin ), sin cos 2 , cos
5 5 5 3

s v s v s s v s s v s
 

    
 

 

olarak bulunur. 

 

 
Şekil 4.6.  ( )c s  ortak asimptotik eğrili yüzey ailesinin bir üyesi 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Literatürde ortak özel eğrili yüzey aileleri ile ilgili çalışmalar olmasına rağmen 

 gte ,,  geodezik Frenet üçlüsü kullanılarak ortak özel eğrili regle yüzey aileleri ile 

ilgili çalışma bulunmamaktadır. 

Ortak özel eğrili regle yüzey aileleri ilgili başka çalışmalar da yapılabilir.bu 

çalışma farklı uzaylara aktarılabilir. 
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