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OZET

Yiksek Lisans Tezi

ORTALAMALARA BAGLI KONVEKS FONKSIiYONLAR iCiN
INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Fahrinnisa SEVINC

Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Dog. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tezde, ortalamalara bagli konveks fonksiyon tiirleri igin integral esitsizliklere yer
verilmigtir. Calismanin ilk boliimiinde konveks fonksiyon siniflari ile ilgili tanim,
teorem ve Orneklere yer verilmistir. Ikinci béliimde konveks fonksiyonlar ve integral
esitsizlikler tizerine tarihsel bir bakis yer almakta olup literatiirde bulunan bazi integral
esitlikleri, bu esitlikler yardimiyla elde edilen esitsizlikler ve farkli tirden konveks
fonksiyonlar igin elde edilmis Hermite-Hadamard tipli, Ostrowski tipli ve Simpson tipli
esitsizlikler verilmistir. Ucglincli bélimde ise yeni integral esitlikler yardimiyla
ortalamalara bagli konveks fonksiyonlarla ilgili esitsizlikler elde edilmistir.

Bu tezin amaci ortalama fonksiyonu, ortalamalara dayali konvekslik tiirleri {izerine
detayli inceleme yapmak ve bu fonksiyon smiflari igin integral esitsizlikler elde

etmektir.

2016, 59 Sayfa

Anahtar Kelimeler:Konveks fonksiyonlar, GA —konveks fonksiyon, GG —konveks

fonksiyon, Hermite-Hadamard esitsizligi, Holder esitsizligi.



ABSTRACT

Master Thesis

INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTIONS BASED ON MEANS

Fahrinnisa SEVINC

Agr1 Ibrahim Cecen University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

In this thesis, integral inequalities have been given for convex functions based on
means. In the first part of the study, definitions, theorems and examples for convex
function classes have been placed. In the second part, a historical glance on the
convexity and integral inequalities has been given, some integral equalities, integral in
equalities that have been obtained via these equalities and integral inequalities of
Hermite-Hadamard type, Ostrowski type and Simpson type for convex functions have
been established. In the third part, new inequalities have been obtained for convex
functions based on means via new integral equalities.

The aim of this thesis is to search kinds of convexity based on means deeply and to
obtain some integral inequalities for these classes of functions.
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Keywords:Convex Functions, GA —convex functions, GG —convex functions, Hermite-

Hadamard inequality, Holder inequality.
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1. GIRIS

Esitsizlik teorisi, matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli rol oynamaktadir.
Esitsizlik teorilerinin temelleri 18. ve 19. ylizyillarda K. F. Gauss (1777-1855), A. L.
Cauchy (1789-1857) ve P. L. Chebyshev (1821-1894) gibi matematikgiler tarafindan
atildi. Daha sonraki yillarda esitsizliklerin 6nemi gittikce artt1 ve esitsizlik konulari, H.
Poincare (1854-1912), A. M. Lyapunav (1857-1918), O. Hélder (1859-1937) ve J.
Hadamard (1865-1963) gibi iinlii matematik¢ilerin dikkatini ¢ekti. Bu alan matematigin
tim branglarinda rol oynamasina ragmen, matematigin bir bransi olarak konularinin
gelismesi 1934°de G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G.Polya tarafindan “Inequalities”
adli ¢aligmayla gerceklesmistir. Diger matematik¢iler tarafindan gelistirilen bu teorik
temeller, bir¢ok yeni esitsizliklerin bulunmasina ve matematigin matematiksel analiz,
uygulamali matematik, olasilik teorisi gibi degisik alanlarinda ilging uygulamalara
neden olmustur. Esitsizliklerle ilgili detayli ¢calismalar; 1961°de E. F. Beckenbach ve R.
Bellman’nin Inequalities kitabinda, D. S. Mitrinovi¢’in 1970, 1991ve 1992°de, Agarwal
ve Pang’in 1995°de yaymnlanan Analytic Inequalities kitaplarinda bulunmaktadir. Bu
temel kaynaklarin yani sira Mitrinovi¢ et al. (1993) tarafindan “Classical and New
Inequalities in Analysis”, Pachpatte (2005) tarafindan “Mathematical Inequalities” ve
son yillarda da Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi
aragtirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap, makale ve monografi

yazilmistir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. ylizyilin
sonlar1 olarak gosterilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde konveks fonksiyonlar: ima
eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak
1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan calisildigi ve Jensen’in bu oncii
calismalarindan itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi
kabul edilmektedir. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri i¢eren ilk kaynak
(Convex Funtions:Inequalities) 1987 yilinda J.Pecari¢ tarafindan yazilmistir.Ayrica
Roberts and Varberg (1973), Pecari¢ et al. (1992), Niculescu and Persson (2006) gibi
pek ¢ok kisi konveks fonksiyonlar {izerinde esitsizliklerle ilgili ¢ok sayida g¢alisma

yapmislardir. Bu ¢alismalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.
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Bugiin en onemli integral esitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard (veya Hadamard) integral esitsizligidir. Hermite (1822-1901), Ekim 1881°de,
Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdigi asagidaki ifadeyi bir mektup ile
sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) asagidaki gibi basildi.

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (X)une Fonction qui varie toujours

dans le méme sens de x = a,x = b. On aura les relations

b
(b—a)f(aT-i_b) <f f(x)dx < (b—a)w

a

ou bien

b
(b—a)f(aT-i_b) >f f(x)dx > (b—a)w

suivant que la courbe y= f(x)tourne sa convexité ou sa concavite vers /’axe des

abcisses.”

Bu onemli esitsizlikler, integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve
gorintilerinin ortalama degerlerine iligskin bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav veya

konvekslik durumuna gore degisir.

Esitsizlikler tizerine yapilan ¢alismalar, yeni esitsizlikleri kesfetmeye ve Kklasik
yaklasimlar1 giiglendirmeye dayanmaktadir. Modern esitsizlik teorisi matematigin
yizyillardir Onemini yitirmeden derin temellere dayali bir alani1 olarak devam
etmektedir. Esitsizlik konular siirekli ¢alisilan, hala arastirmalarda aktif rol oynayan ve

bliyiileyiciligi sonsuz olan bir brang olmaya devam ediyor.

Sunulan bu tezde ortalamalara bagli konveks fonksiyonlar ve bu siniflar igin elde

edilmis bazi integral esitsizlikler incelenmistir. Bu c¢alismanin ikinci boéliminde, ilk



olarak konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim, teorem ve kavramlarla birlikte reel
sayllarin 6zel ortalamalarina yer verilmistir. Uciincii bolimde de bazi 6nemli
esitsizlikler ve bunlarin ispatlarinin yani sira konveks fonksiyonlarla ilgili literatiirde

bulunan bir¢ok esitsizlik verilmistir.

Dérdiincii boliimde, ortalamalara dayali konveks fonksiyonlar igin yeni esitsizlikler elde
edilmistir. Ortalamalara dayali konveks fonksiyonlar igin elde edilen yeni integral
esitsizliklerinin ispatinda Holder ve Power Mean gibi bazi klasik integral esitsizlikleri

kullanilmuastir.

Besinci boliimde ise, genel bir degerlendirmeye yer verilmis ve arastirma bulgular

1s1¢1nda daha sonraki ¢aligmalara iliskin yeni fikirler sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu caligmada kullanilacak bazi temel tanimlar asagida verilmistir.

Tamm 2.1.1. Konveks Kime: L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak Uzere
B={zelz=ax+(1—-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki x
ve y’nin katsayilari i¢in a@ + (1 — a) = 1 bagntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki @,1—a yerine a + f =1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tamm 2.1.2. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak tizere her x,y € I icin

f<xJ2ry> Sf(x)ﬂsz(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya | —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.3. (Kesin J] —Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y i¢in

f<xJ2ry> <f(x)J2rf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna [ Uzerinde kesin J —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢
1970).

Tammm 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:I = R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] icin,

flax+ (1 -a)y) saf(x) + A —a)f (¥

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Pecaric¢ et al. 1992).

Eger t € (0,1)araliginda alinirsa bu durumda

flx+ A -0y) <tf()+ A -Df ()

olur. Bu f fonksiyonuna da kesin konveks fonksiyon denir.

“—f” konveks (kesin konveks) ise 0 zaman f’ye konkav (kesin konkav) denir.



Konveks fonksiyonun geometrik anlami1 asagidaki gibidir:

vA

>y

a ta+(1-4)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta + (1 — t)b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldig1 deger (a, f(a))

ve (b, f (b)) noktalarini birlestiren dogru pargasinin tizerinde aldig1 degerden her zaman
daha kicuktlr veya esittir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru parcasi) her

zaman egrinin [a, b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya iistiindedir.

Sekil 2.3. den de goriildiigi gibi t e [0,1] oldugundan tf (a) < f(a) dir. Benzer sekilde

(1 =0 f(b) < f(b) dir. Yanitf(a), f(a)nin(1—t)f(b) de f(b) nin altindadur.
Dolayisiyla tf (a) + (1 — t)f(b), f(a) ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon i¢in

kiris f’nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya altindadir.



Teorem 2.1.1. (Ucgen Esitsizligi):Herhangi bir x, y reel sayilari igin

lx +y| < [x] + |yl,
[Ix] = Iyl| < Ix — I,
[Ix] = Iyl| < Ix + yl,

ve tlimevarim metoduyla

|x1 + -t xnl < |x1| + ot |xn|

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b b
[ reoax < [ eoar  @<n)

esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Ornek 2.1.1. f:1 € R = R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

G06zum: f’nin konveks oldugunu goéstermek i¢in x,y € [ ve t € [0,1] igin
flex+ (A =y) <tf(0) + A -Df ()
oldugunu gostermeliyiz. Buna gore
flx+ A -Dy) = |tx+ (1 - t)yl
< [tx| + (1 — Oyl
=tlx| + (1 =)yl
=tf()+ A -0OfW)

elde edilir. Ilk ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur
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f(x) = |x| mutlak deger fonksiyonu x = 0 da tiireve sahip olmamasina ragmen

konveks fonksiyondur.

Sekil 2.4 Aralik lizerinde konveks fonksiyon

Sonug¢ 2.1.1. x,y € Rve p + g > 0 olmak (izere

px +qy\ _pf(x)+qf ()
o) =

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.3. (Holder Esitsizligi): a = (aq,...,a,) ve b= (by,..,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu taktirde

1 1
—+-=1
p q
olmak lzere
(@) p > 1ise,
1 1
n n E n E
D awhy < (zmkv’) (Zwuq) ,
k=1 k=1 k=1



(b)p < 0veyaq < 0 ise,
1 1
n n E n E
> auhz (Yo | (Y

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.4. (integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +% =1 olsun. f ve g,

[a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|? ve |g|?, [a, b]
araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

b b % b %
f |f(x)g(x)|dxs(f If(x)lpdx> <f |g(x)|qu>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilir. Bu esitsizlik kullanilarak daha iyi tist sinirlar bulunmaktadir.

Sonug 1.1.2 (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli ve
integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|?, [a, b] aralifinda integrallenebilen

fonksiyonlar ise

1

b b 1—% b 7
f If(x)g(x)lde< f |f(x)|dx) (f If(x)llg(x)l"dx>

esitsizligi gecerlidir.
Tamm 2.1.5. (Sureklilik): f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

x€ESve|x—xol <dicin|f(x)—flxy)| <e¢

olacak sekilde bir § > 0 sayisi1 varsa f, x,’da sureklidir denir (Bayraktar 2010).

9



Tamm 2.1.6. (Duzgun Sureklilik): f:S € R = R fonksiyonu ve € > 0 sayisi verilmis

olsun.
Her x;,x, € Sigin |x; — x,| < & sartint saglayan |f(x;) — f(xp)| < €
olacak sekilde bir § > 0 sayisi1 varsa f, S de diizgiin streklidir denir (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.7. (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu igin

lf () = fFW < Mlx -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Bayraktar
2010).

Sonug 2.1.3. f,S’de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f,S’de dizgun streklidir (Bayraktar
2010).

Tamm 2.1.8. (Mutlak Sureklilik): I, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 — R bir
fonksiyon olsun. I'nin {(a;, b;)}i=; ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz oniine
alalim. Sayet Ve > 0 igin Y7, |b; — a;| < & oldugunda Y., |f(b;) — f(a;)| < € olacak
sekilde bir § = §(g) > 0 sayis1 var ise f fonksiyonu I kiimesinde mutlak sureklidir
denir (Carter and Brunt 2000).

Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak stireklilik arasindaki iliski asagidaki

teoremde verilecektir.

Teorem 2.1.5. [a, b] € I°olsun. Eger f:1 —» R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz

sartin1 saglar. Sonug olarak f,[a, b] araliinda mutlak siirekli ve I°’de sureklidir
(Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.6. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a, b] araliginda sinirlidir (Azpeitia 1994).

10



Tamim 2.1.9. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli bir fonksiyon ve

X1, X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@) x; > xq iken f(x;) > f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde artandir,

(b) x, > x4 iken f(x;) < f(x;) ise f fonksiyonu I izerinde azalandir,

(€) x, > xq iken f(x;) = f(x;) ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandir,
(d) x, > x4 iken f(x;) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir
denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.7. ] agik bir aralik ve /] € I olmak Uzere f, I Uzerinde surekli ve J lizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € Jicin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I tizerinde artandir.

(b) Her x € Jicin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

(c) Her x € Jicin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I tizerinde azalmayandir.
(d) Her x € Jicin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.
(Adams and Essex 2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iligkiyi

iceren sonug ve teoremler verilmistir.

Sonug 2.1.4. f, g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.8. Eger f:1 — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f; (x) ve f!(x)

var ve bu fonksiyonlar I°’de artandir (kesin artandir) (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.9. f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f’nin artan (kesin

artan) olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10. f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun

bu aralik iizerinde konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek ve yeter sart x € I igin

11



f(x) = (>)0
olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflari

Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en c¢ok bilinen ve literatiirde bu

konuda ¢alisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tammm 2.2.1. (Quasi-Konveks Fonksiyon): S ¢ R™ bostan farkli bir kiime ve
f:S — R bir fonksiyon olsun.vx,y € Sve A € [0,1] i¢in

fAx + (1 = Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger
fAx + (1 =2y) <max{f(x),f(¥)}

ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fAx + (1= Dy) =2 max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

fAx + (1 = Dy) > max{f(x),f(y)}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.2.2. f hem quasi —konveks hem de quasi—konkav ise f’ye

quasi —monotonik denir (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug¢ 2.2.1. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir. Ornegin g: [-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{tz, te(=1,2]
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fonksiyonu [-2,2]  araliginda  konveks  degildir. Fakat g  fonksiyonu
[—2,2 ] araliginda quasi —konveks fonksiyondur (lon 2007).

Tamim 2.2.3. (Wright-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon ve y > x,§ > 0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € I igin

fG+8) -fO<fy+8)—-f1)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir and
Pearce 1998).

Tamim 2.2.4. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f: 1 — R bir fonksiyon olsun. y >
x, & > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + § € I ve Va € [0,1] i¢in

1
> [flax + (1 —a)y) + f((1 — a)x + ay)] < max{f(x), f(¥)}
veya

1
SUFG) + £ + 8)] < max{f (), f(v + 6)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.5. (J —Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 = R fonksiyonu her x,y € I igin

£(52) < martr@, 03}

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J — quasi —konvekstir denir (Dragomir and Pearce
2000).

Tamm 2.2.6. (Log-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik vef:I — R bir fonksiyon

olsun. Her x,y € I ve a € [0,1] igin

flax+ (A —a)y) < [fOI*[F OO
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna log-konvekstir denir (Pecari¢ et al. 1992).

Tammm 2.2.7. (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan bir

fonksiyon, Vx,y € I,a € (0,1) olmak Uzere

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) sinifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y, z € I ise bu takdirde
fO=E-2+fMN -0 -2)+f@z-x)(z-y)=0

esitsizligi saglanir (Godunova and Levin 1985).

Tamim 2.2.8. (P —Fonksiyonu): f: 1 — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Vx,y €

I, € [0,1] olmak Uzere

flax+ (1= a)y) < f() + F(¥)

sartini saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir
(Dragomir et al. 1995).

x,y pozitif sayilarin r. kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi

ryt=A, =0

1
M, (x,y; 1) = {(Ax + 1=y, r+0

olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.9. (r —Konveks Fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olmak Uzere her x,y €

[a,b] ve @ € [0,1] igin

flax+ (1 —a)y) < M. (f(0), f(¥); @)
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna [a, b] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill et
al. 1997).

Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarin log —konveks fonksiyonlar ve 1 —konveks

fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulasilir.

r —konvekslik tanimi

. B AT +A=Df (), r#0
O R
bi¢iminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

Tamim 2.2.10. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,o), f:R, - R

ve 0 <s < 1olsun. a® + 5 = 1 olmak lzere her u,v € R, ve her a, f = 0 i¢in

flau+pv) S a*f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir
(Orlicz 1961).

Tamm 2.2.11. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,0), f:R; - R

ve0 <s<1olsun.a,f =0,a+ f = 1olmak Uzere her u,v € R, i¢in

flau+pv) S a*f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarmn siifi K2 ile gosterilir (Breckner 1978).
Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanim1 s = 1 i¢in bilinen konvekslige doniistir.
Ornek 2.2.1. s € (0,1) ve a, b, c € R olsun. f: [0, ) — R fonksiyonu

a, t=0
f(t)_{bts+c, t>0
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olarak tanimlansin. Bu takdirde
()b=0ve0<c<aisef€Kzdir
(ii)b>0vec<0ise f ¢ K2 dir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.2.12. (h —Konveks Fonksiyon): h:J] € R — R pozitif bir fonksiyon olsun.
Herx,y € I, a € (0,1) icin

flax+ (1 =a)y) < h(@)f(x) + h(1 = a)f(y) (2.3)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:1 € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon
veya SX (h, I) simifina aittir denir (VaroSanec 2007).

(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h,I)’dir (Varosanec 2007).

Bu tanimdan agik¢a su sonuglar cikarilabilir: h(a) = a ise tim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h,I) sinifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tim
negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) smifina aittir; h(a) =§ ise SX(h,I) =
Q(I) smifina aittir; h(a) = 1 ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak Ulzere h(a) =
a’ ise SX(h,1) 2 K2 dir (Varo$anec 2007).

Tammm 2.2.13. (g — Baskin Konveks Fonksiyon): g:1 - R tanimli bir konveks
fonksiyon ve f:1 — R tanimli bir reel fonksiyon olsun. Her x,y € I ve 1 € [0,1] igin f

ve g fonksiyonlari
12f )+ A =Df ) - fAx + (1 = )y) (2.4)

S+ A -Dgly) —glx+ (1 —-Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna g — baskin konveks fonksiyon denir (Dragomir and
lonescu 1990).

Tammm 2.2.14. (Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I c R, - R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in
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fOy=D) < [FOIFf DI

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et al.
2012).

Tammm 2.2.15. (s —Geometrik Konveks Fonksiyon): f:1 c R, = R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] igin

fety™) < [F@ITTF I

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang
et al. 2012).

s = 1igin, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tannm 2.2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon): Ic R/{0} bir agik aralik

olsun. f: I — R bir fonksiyon olmak tizere eger Vx,y € I ve t € [0,1] i¢in

Xy
f (m) <tf+A-0)fx)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (isgan 2014).

Tammm 2.2.17. (Ortalama Fonksiyonu): M fonksiyonu M: (0, ) X (0, ) — (0, o)

seklinde verilsin.Eger

(1) M(x,y) = M(y,x)

(2) M(x,x) =x
B)x<Mxy)<yx<y

(4) M(ax,ay) = aM(x,y), a>0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al. 2007).
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Ornek 2.2.2. (1) M(x,y) = A(x,y) = HTY (Aritmetik ortalama)

Q) M(x,y) =G(x,y) = \/E (Geometrik ortalama)
(3) M(x,y) = H(x,y) = 1/A(1/x,1/y) (Harmonik ortalama)

_ . x=y . _ (.
4 M(x,y) =L(x,y) = oartogy’ * #+ yicin ve L(x,x) = x (Logaritmik ortalama)

1
BG)YM(x,y) =1(x,y) = G) (;—i)x_y, x # y ve I(x,x) = x (Identrik ortalama)

(Anderson et al. 2007).

Tamim 2.2.18. (MN- Konveks (Konkav) Fonksiyon): f: I — (0, o) surekli fonksiyonu

verilsin.l < (0, 0) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger Vx, ye I icin

f(M(x,y)) < RIN(f(x), f())

sart1 saglantyor ise f fonksiyonuna MN —konveks (konkav) fonksiyonu denir
(Anderson et al. 2007).

Teorem 2.2.1.1< (0,0) ve f:1— (0,00) surekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleriicin I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.
(1) f’nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f’nin konveks (konkav)

olmasidir.

(2) f’nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf’nin konveks

(konkav) olmasidir.

(3) f’nin AH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart 1/]c’nin konveks
(konkav) olmasidir.
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(4) f’nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(bet)’nin (0, %)

uzerinde konveks (konkav) olmasidir.

(5) f’nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(be ) nin (0, )

uzerinde konveks (konkav) olmasidir.

(6) f’nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/ f(be‘t),nin (0, )

uzerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7) f’nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (1/ x)’nin (1/b, o)

uzerinde konveks (konkav) olmasidir.

(8) f’nin HG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart logf(l/x)’nin

(1/b, ) lzerinde konveks (konkav) olmasidir.

(9) f’nin HH —konveks (konkav) olmast i¢in gerek ve yeter sart 1 /f (1 / )’nin (1/
X
b, ) Uzerinde konveks (konkav) olmasidir (Anderson et al. 2007).
Teorem 2.2.2. I € (0,00) ve f:1 — (0,0) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin.
(4)-(9) secenekleri icin I = (0,b), 0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f’nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(x)‘nin artan (azalan)

olmasidir.

(2) f’nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (x)/ 105 ‘nin artan

(azalan) olmasidir.

(3) f’nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (x)/ Fx) >nin artan

(azalan) olmasidir.

(4) f’nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf'(x)‘nin artan

(azalan) olmasidir.

19



(5) f’nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ £ x)‘nin artan

(azalan) olmasidir.

(6) f’nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ f(x)zcnin

artan (azalan) olmasidir.

(7) f’nin HA —konveks (konkav) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart x?f'(x)‘nin artan

(azalan) olmasidir.

2!
(8) f’nin HG —konveks (konkav) olmasi icin gerek ve yeter sart x°f (x)/ f(x)‘nin

artan (azalan) olmasidir.

21
(9) f’nin HH —konveks (konkav) olmast i¢in gerek ve yeter sart x°f (x)/ f(x)z‘nin

artan (azalan) olmasidir (Anderson et al. 2007).
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3.MATERYAL ve YONTEM

Lemma3.1. f:1 € R, = (0,0) — R fonksiyonu [° lzerinde diferensiyellenebilen bir

dontisim ve a, b € 1°, a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b 1
[bf (b) — af (a)] - f f(x)dx = (Inb — Ina) f b2t q2A-O 1 (ptgl=tyqde
a 0

esitligi gecerlidir (Zang et al. 2013).

Lemma 3.2. f:1 € R, — R fonksiyonu I° izerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim

vea,b € I°, a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b
[bf(b) — af (@)] - f FG)dx

I b_I 1 1+t 1-t
-2 "aU p+attf (beaz )dte
0

! 1ot 14t
+j p*-tattf (b= a )dtl
0

esitligi gecerlidir (Latif et al. 2014).

Lemma 3.3. f:I € R, — R fonksiyonu I° izerinde iki kez diferensiyellenebilen bir

doniisim ve a, b € 1°, a < b olsun. Eger f"'€ L[a, b] ise

@™ f'(@) = B™F(B) _anf'(a) = b (b)

b
Habin) = — D+ 2) n+ 1) fa ' fwdu
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1

Ina — Inx a(n+2)tx(n+2)(1_t)f//(atx1—t)

T+ Dm+2) ),

Inx — Inb

1
(n+2)tb(n+2)(1—t) "xth1=tYdt
TR frET)

esitligi Vx € [a, b] ve n = 0 igin gecerlidir (Akdemir et al. 2015a).

Teorem 3.1. f:1 € R, — Rfonksiyonu [° Uzerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
dontisim ve a,b € I°, a<b, f"eLl[a,b] olsun. Eger |f"(x)| fonksiyonu [a,b]

araliginda GG —konveks ise bu durumda

Inx — lna + ol 2 o
H(@ b < G e LE 2 (Ol a2 @)

Inb — Inx

t e Dmap LTI OIS @D

esitsizligi Vx € [a, b] ve n = 0 icin gegerlidir (Akdemir et al. 2015a).

Teorem 3.2. f:1 € R, — R fonksiyonu I° (zerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
doniisim ve a,b € 1°, a<b, f"eL[a,b] olsun. Eger |f"(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda GG —konveks ise bu durumda

Inx — lna _1 1
|H(a, b;n)| < T DD L' 79 (™2, a2 La(x™ 2| £ (x)]9, a2 | £ (@) ]9)
Inb — Inx

+ (n n 1)(n n 2) L _E(bn+2'xn+2)La(bn+2|fll(b)|qxn+2|]cu(x)|q)

esitsizligi Vx € [a, b],q > 1 ve n = 0 icin gecerlidir (Akdemir et al. 2015a).
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Teorem 3.3. f:1 € R, — R fonksiyonu [° (zerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
doniisim ve a,b € I°, a<b, f"€eL[a,b] olsun. Eger |f"(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda GG —konveks ise bu durumda

|H(a, b;n)|

(lnx—lna)% q—1 1_% ‘I(”T‘”lz) q(nf‘”lz) 1_% i .
S(n+1)(n+2)((n+2)q) (aq mx ) LI @I1)

1
1-1 1-1

(Inb — lnx)a qg-1 K q(n—_?) q(qn_+12) q % " "
e 1)(n+2)((n+2)q) Gy IR TROTIROID

esitsizligi Vx € [a, b],q > 1 ve n = 0 icin gegerlidir (Akdemir et al. 2015a).

Teorem 3.4. f:1 € R, = Rfonksiyonu I° (zerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
dontisim ve a,b € I°, a<b, f"eLl[a,b] olsun. Eger |f"(x)|? fonksiyonu [a, b]

araliginda GG —konveks ise bu durumda

Inx — Ina 1
|H(a,b;n)| < CESNCES) Lq(x(n+2)q|fn(x)|q, a(n+2)q|fn(a)|q)

Inb — Inx

+ CEEVCEY) La(b(n+2)q|f/r(b)|q’x(n+2)qIfu(x)lq)a

esitsizligi Vx € [a, b],q = 1 ve n = 0 icin gecerlidir (Akdemir et al. 2015a).

Lemma 3.4. f:1 € R, — R fonksiyonu [° iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim

vea,b € 1° a < bolsun. Eger f' € L[a, b] ise
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b
bf(b) - af(a) — f W du

a
1 1
= (Inx — lna)f x2ta?A-Df" (xtal"t)dt — (Inx — lnb)f x2tp2A=0 f' (xtp1-t) gt
0 0

esitligi Vx € [a, b] icin gecerlidir (Akdemir et al. 2015b).

Teorem 3.5. f:1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b€ I°, a<b, f'eLla b] olsun.Eger |f'(x)| fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise bu takdirde

b
’bf(b)—af(a)— f fwdu
L 2,b2 —L 2,2 L 2‘2_2
s( b )2 (o7.x )>|f'(x)l+< (a "2) a)lf’(a)l

b? — L(x?, b?
(B

>If’(b)l

esitsizligi Vx € [a, b] i¢in gecerlidir (Akdemir et al. 2015b).

Teorem 3.6. f:1 € R, — R fonksiyonu I° tizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,be€ I°, a<b, f'eLla,b] olsun.Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise bu taktirde

b
‘bf(b) —af(@) - f fwdu

a
< (Inx — lna)l_E(L(az,xz) - xz)l-g

+ (lnb - lnx)l_%(L(bZ’xZ) _ bZ)l—% <|f,(b)|q ; |f'(x)|q>5
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esitsizligi Vx € [a, b] ve q = 1 icin gegerlidir (Akdemir et al. 2015b).

Teorem 3.7. f:1 € R, — R fonksiyonu [° iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b € I°, a<b, f'elL[a,b] olsun. Eger|f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise bu taktirde

b
‘bf(b) —af(a) - f fwdu

a

(5 - a—) <|f'(x)|q ' If’(a)lq)%
2

1qg—1
< (Inx — lna)Q( )
2q

+(nb — )t (L Y (b x%ﬁ (If’(bw : |f'(x)|Q)%

esitsizligi Vx € [a, b] ve q > 1 icin gecerlidir (Akdemir et al. 2015b).

Teorem 3.8. f:1 € R, — R fonksiyonu I° iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisim
ve a,b € 1°, a<b, f'e€L[a, b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise bu takdirde

b
bf(b) — af (a) — j fwdu
HUnemIna) @ i+ EIE IO T g

(29)4 (29)4
esitsizligi Vx € [a, b] ve g = 1 icin gecerlidir ve burada

2q 2q

Al =1l (20 ) mz =) +1)+1r@i(C)

a

M aqmio1
— 1 —_ —
aing=1)
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2q

x\%1 x  x\?% X X
=" (x)|4 z Z_(= ol ((Z) — Z_
Bab) =If@I(2a(5) m3-() +1)+1r@e () -2am;-1)
seklinde tanimhidir (Akdemir et al. 2015b).
Teorem 3.9. f:1 € R, — R fonksiyonu I° iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim

ve a,b € I°, a<b, f' eL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise bu takdirde

a

b
‘bf(b) — af () - f fWdu

2p q-1
aa 2q-2p  2q-2p7 4 1
<——|x a1t —qat ] [F5(a,x)]a
( q-1 )T
2q-2p
bl—q+p( i )i q-1
a (Inb—Inx)af a-p P14 1
. e b = x| * (R GnT

a1\ a
=)
esitsizligi Vx € [a, b] ve ¢ = 1 igin gegerlidir ve burada

2p 2p 2p
Q) oG 1 e G S

F3(a,x) = 4p?
2p 2p 2p
@ i@ 41 ) i
Fi(x.b) = = O LA G

seklinde tanimhidir (Akdemir et al. 2015b).
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Teorem 3.10. f: 1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b€ I°, a<b, f'elLla, b] olsun. Eger |f'(x)| fonksiyonu [a,b] araliginda
GG —konveks ise bu taktirde

|bf () = af (@) - J; f(w)du|

< (Inx — Ima)L(@®|f"(@)], x*If ') + (Inb — Inx)L(x*|f" ()|, b21f" (b)])
esitsizligi Vx € [a, b] igin gecerlidir (Akdemir et. al. 2015c).
Teorem 3.11. f: 1 € R, — R fonksiyonu [° tizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim

ve a,b€ I° a<b, f'elL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GG —konveks ise bu taktirde

b
bf(b) — af (a) — f W du

a

< (Inx — @)L 9(a, x)Le(a?|f (@17, x2|f' ()|

1 1
+ (Inb — Inx)L" " (x?, b2)La(x?|f' ()19, b2| f'b|)
esitsizligi Vx € [a, b] ve ¢ = 1 icin gegerlidir (Akdemir et. al. 2015c).
Teorem 3.12. f: 1 € R, — R fonksiyonu I° {izerinde diferensiyellenebilen bir doniigiim

ve a,b € I°, a<b, f' eL[a, b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GG —konveks ise bu taktirde

27



b
kﬂm—ww—fﬂww

q q

< (nx — Ina)1 e (@7, L (L (@19, I/ (1)

+ (mb — )L (x5, 31 La(If 1% b1

esitsizligi Vx € [a, b] ve q > 1 igin gecerlidir (Akdemir et al. 2015c).

Teorem 3.13. f: 1 € R, — R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b € I°, a<b, f eL[a, b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GG —konveks ise bu taktirde

< (Inx — Ina)L%((azlf’(a)I)q. (2 f' (D)

b
ww%wﬂ@—jﬂwm

1
+(nb — Inx)La((*|f" D, (B2[f'(BIDD)
esitsizligi Vx € [a, b] ve q = 1 icin gecerlidir (Akdemir et al. 2015c).

Teorem 3.14. f:1 € R, — Rfonksiyonu I° lzerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
dontisim ve a,b € I°, a<b, f"eL[a,b] olsun. Eger |f"(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda GA —konveks ise bu durumda

n+2 bn+2

|H(a, b;n)| < CEENCESE [Fy(a,x)] + CEENCESE

[Fé(blx)]

esitsizligi Vx € [a, b] ve n > 0 igin gecerli olup burada
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(g)mz n (g)mz B (g)n+2 1

Fi(a,x) = |f'(a)]

Ina — Inx
E n+2 _ E n+2 _
RS (x) Inahi(lxr?x 1

(g)n+2 In (%)n+2 _ (g)n+2 1

Inb — Inx

(g)n+2 “ (g)n+2 _1

Inb — Inx

Fo(b,x) = |f'(x)]

+ 1 (b)]

seklinde tanimhidir (Akdemir et al. 2015d).

Teorem 3.15. f:1 € R, — R fonksiyonu [° Uzerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
doniisim ve a,b € 1°, a<b, f"eL[a,b] olsun. Eger |f"(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda GA —konveks ise bu durumda

1
. (mx_ma)l_a 1-2 n+2 n+2

L(an+2’xn+2) _ an+2 xn+2 _ L(an+2'xn+2)l>%

x(V%ww[ T l+V%@Wl ey

11
(Inb - ITlX) a Ll—%(xn+2 bn+2)
n+1D(n+2) ’

L(xn+2’ bn+2) _ xn+2 bn+2 _ L(xn+2’ bn+2) )é

x(V%mw[ T ]+vwww[ Ty
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esitsizligi Vx € [a, b],q = 1 ve n = 0 igin gecerlidir (Akdemir et al. 2015d).

Teorem 3.16. f:1 € R, — R fonksiyonu [° Uzerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
doniisim ve a,b € I°, a<b, f"eL[a,b] olsun. Eger |f"(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda GA —konveks ise bu durumda

|H(a, b;n)|

1

(Inx —Ina)? ;/ q—1 12 dn 2l glniz iy If" (@1 + |f" ()1 q
S(n+1)(n+2)((n+z)q) (aq —xor) X( 2 )

(Ib—I)i ( q=1 \"ag amn  gway i (IF7 GO+ /(BN
(n+1)(n+2)((n+2)q) (’” &5 ) X( 2 )

esitsizligi Vx € [a, b],q > 1 ve n = 0 igin gecerlidir (Akdemir et al. 2015d).

Teorem 3.17. f:1 € R, — R fonksiyonu I° Uzerinde iki kez diferensiyellenebilen bir
dontisim ve a,b € I°, a<b, f"eL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda GA —konveks ise bu durumda

2
(Inx —Ina) 4

n+1Dn+2)

(Inb — Inx)l_%
n+1n+2)

|H(a,b;n)| < x™*? (F3 (a, x))a + pmt2 (F4(x, b))ﬁ

esitsizligi Vx € [a, b],q = 1 ve n = 0 i¢gin gecerlidir ve burada
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F3(a,x) = |f”(a)|q< 2(11 +2)2

Q(n+2) q(n+2) n+2
-5 +1

(n+2) (n+2) B (2)n+2 _q

X

+If G0l z(n T

2(n+ 2)?

Q(n+2) q(n+2) 3 (z)n+2 4
b

+[f7 (D)1

2(n + 2)2

Q(n+2) q(n+2) ~ (f)n+2 ‘1
Fy(x,b) = |f" ()| §

seklinde tanimhidir (Akdemir et al. 2015d).

Teorem 3.18. f:I € R, — Rfonksiyonu [° (zerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f'€ L[a,b] olsun. Eger|f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise g = 1 igin;

[bf(b) = af @] — [}, f(x)dx|

b — @)A(a, b)Y q
(O DP@PN e b?) - @i (@19 + (b2 — LG, BN )1

24
esitsizligi gecerlidir (Zang et al. 2013).

Teorem 3.19. f:1 € R, — Rfonksiyonu [° (Uzerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise g > 1 igin;

b
‘[bf(b) —af (@] - j FG)dx

29 29 \ 4 1
< (imb = ma)[L (a5, 5705 )| LA @I 7 DI
esitsizligi gecerlidir (Zang et al. 2013).
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Teorem 3.20. f:1 <R, = R fonksiyonu [° Uzerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise g > 1 igin;

|bf ) - af (@ - J, F G|
12 2q 2q
Unb- lnla ) [L (aﬁ, bﬁ)]
2q)
x {[L(a2,b2) — 21 (@I + [b27 = L(@?0, D]\ ' (B)|)4

esitsizligi gecerlidir (Zang et al. 2013).

Teorem 3.21. f:1 € R, — Rfonksiyonu [° (Uzerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise
1t
b (Inb — lna)™ 4 24-p 29-p
bF®) - af @] - | fGddx| < ToT2 " x [1(aw bt )|
a pE

x {[L(a?,bP) — aP]If"(@)]? + [bP — L(aP,bP)]If" (B)|9}4
esitsizligi ¢ > 1 ve 2q > p > 0 icin gecerlidir (Zang et al. 2013).

Teorem 3.22. f:1 <R, - R fonksiyonu [° (zerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|?fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise g > 1 igin;

b
‘bf(b) —af(a) - f f(x)dx

b_
< ﬁ{ bl(a.b) ~ DIf @I + (26— @ ~ L@ D) BIT:

24
al(b - 2a+ L(@,)If @I + (b = L(a, b)) If B)I]1]
esitsizligi gecerlidir (Latif et al. 2014).

Teorem 3.23. f:1 € R, —» Rfonksiyonu [° (zerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise g > 1 igin;
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b1 -ar@ - o] = )]

x (LA @19, 31 DD + alAGIF @I 1 BT

esitsizligi gecerlidir (Latif et al. 2014).

Teorem 3.24.f:1 € R, -» R fonksiyonu [° (Uzerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € Ll[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda
GA —konveks ise g > 1 igin;

bf(b) — af(a) - J} f(x)dx]

L1
< dnb-lna) %, {b ((L@®,b% = )If'(@)17 + (2b — a® —
2(2q)1

L%, bD)If' (b)) + a((b® = 2a% + L%, bD)If" (@] + (b7 -

L(aq,bQ))v'(b)w)E}

esitsizligi gecerlidir (Latif et al. 2014).

Teorem 3.25. f:1 € R, — R fonksiyonu [° (zerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a, b] araliginda
GA —konveks ise

b
|bf(b) —af(a) - f f(x)dx

I -p a-p 1‘%
(Inb —Ina)lL (aq—l, bq—l)]
<l

2(2p)3
x 1a'"ab[(L(a?, bP) — a®)|f'(a)|

+ (267 — a? — L(a?, b)) | (8|97
+ aba[(bP — 207 + L(aP, bP))|f' (@)

+ (0% — LG, B)IF )17}
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esitsizligi ¢ > 1 ve 2q > p > 0 icin gecerlidir (Latif et al. 2015).

Teorem 3.26. f:1 < R/{0} —» R harmonik fonksiyon a,b € I° ve a < b olmak lizere
eger f € L[a,b] ise bu durumda

2ab ab (?f(x) fla) + f(b)
(a+b) = b—af x2 dx < 2

a
esitsizligi gecerlidir (Iscan 2014)

Lemma 3.5. f:1 € R/{0} - R harmonik fonksiyon a,b € [°ve a < b olmak lizere
eger f' € Lla, b] ise bu durumda

f(a)+f(b)_ﬂ b@ __ab(b—a) (1 1-2t D ab
2 b—afa 2 dx = 2 fO (tb+(1—t)a)2f (tb+(1—t)a)

esitligi saglanir (Iscan 2014).
Teorem 3.27. f:1 € R, — Rfonksiyonu [° (Uzerinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f’'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda

harmonik konveks ise g > 1 icin;

- <L - ’ q ' q
2 b—al, x? dx| < 2 & &I (@7 + &' (b))
esitsizligi gecerlidir ve burada
1 2 (a+b)>
1{1 = — n
ab (b—a)’ 4ab
£ = -1 N 3a+b (a + b)?
2T b —a) (b—a3 = 4ab
ve
1 3a+b  (a+b)?
1{3 — 1{1 _1{2

= — l
ab—a) (b-a3 "' 4ab
seklinde tanmimlidir (Iscan 2014).

Teorem 3.28.f:1 € R, - R fonksiyonu [° (zerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon,a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger|f'(x)|?fonksiyonu [a,b] araliginda

harmonik konveks ise
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fl@+ f(b) ab ("f(x)
| 5 — f dx

b—al, x?
b(h — 1 \p 1
il (59) Wlr @I + ol @)

esitsizligi % + ; = 1 olacak sekilde g > 1 i¢in gecerlidir ve burada
a2+ b'"2[(b — a)(1 — 2) — al]
2(b—a)*(1 - q)(1 - 2q)

a*~?? —a'72[(b — a)(1 — 2q) — a]]
2(b —a)?*(1 —q)(1 = 2q)

seklinde tanimlidir (Iscan 2014).

U =

Uz =
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4.ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde arastirma sonucunda elde edilmis olan yeni integral esitliklerinden
faydalanarak ortalamalara bagli konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri

elde edilmistir.

Lemmad.l.a,b€l,a<bvex€[ab]ln=1olmakizere f:] c R - R fonksiyonu

I°de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise bu durumda
b
bf(b) ~ af @ - | fCd
a

lnb lna[.f pnttgn-t e It d 1+t 1-t
f bzaz dt+fa”+tb”_tf’a2b2 dt
~ 2(ab)n1 ) 0 ( )
esitligi saglanir.

Ispat: Bu Lemma’y1 ispatlamak i¢in ilk 6nce

1 1+t 1-t
I = f pr+artf (bea e )dt
0
1 1+t 1-t
I- f et f(az bz )t
0

1+t 1-t
alalim.x = b 2 a 2z degisken degisimi yapilir ve integrali alinirsa

20ab)*t (bt [ AR sty okt st
1:—lnb—lna_];b tant f (bzaz)d<bzaz)
_ 2(ab)"t
1= Inb — Ina j xf'(x)dx
2( b)n 1
~ b —Ina [bf (b) ~ Vabf (Vab) - f f(x)dx] (4.1)
elde edilir.
Benzer sekilde
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2 bnl
I, = l(a) af (@) — Vabf(Vab) — f f(x)dxl(42)

elde edilir.

Inb—Ina

(4.1) ve (4.2) toplanip ardindan sonug 2ab) -1

ile carpilir ise esitlik elde edilir ve

ispat tamamlanmis olur.

Lemma4.2.a,b €1, a <b ve x € [a,b] olmak Uzere f:1 c R - R fonksiyonu I° de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f' € L[a, b] ise

(Inb — Ina) f f RiGPN

a

(lna+b U et a-2|rb) f’(al_t<a;b):>dtl
a+b U blt f’(bl‘t(a;b)>dtl

Ispat: Bu Lemma’y1 ispatlamak igin ilk nce
_ 1 1—t a+b t / 1-t a+b t
=yttt () (= (5) )t
1 a+ b\ a+ b\
I =J tbl-t( ) f’(bl-f( ))dt
0 2 2

alalim.

= jol (S22 (al-t (a;b)t) at
k) f'<a1-f<“:b>>d<a1-f<a;b>>

2a

x =al” t(

degisken degisimi yapilir ve integrali alinirsa,
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a+b

1 =
I, = —f (Inx — Ina)f'(x)d
' (1n )" o
2a
1 at+b ra+by [T FG)
= > |in f( ) — f —dx] (4.3)
a+b 2a 2 X
(n%55) ‘
2a
elde edilir.
Benzer sekilde

1

(l ﬂz In
)

a+b (a+b)_ %b@d

= 2b 2 4

x] (4.4)

elde edilir.
a+b\? g . .
(4.3) ve (4.4) toplanir ve sonug (lng) carpilir ve esitlik elde edilir. Ispat

tamamlanmis olur.

Lemma4.3.a,b €1, a <b ve x € [a,b] olmak lizere f:1 € R - R fonksiyonu I° de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f’ € L[a, b] ise

b
Inaf (b) — Inbf(a) + @ dx

a
1
= (Inb)? U tat (ab)l‘tf’(at(ab)l‘t)dtl
0
1
— (Ina)? U tht (ab)l"tf'(bt(ab)l_t)dtl
0
Ispat: Bu Lemma’y1 ispatlamak igin ilk nce

I, =J tat(ab)~tf'(at(ab)~t)dt
0

I, = f 1tbt(ab)l-ff'(bt(ab)l—t)dt
0
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olsun.

1
f tat (ab)l—tf/(at(ab)l‘t)d(at(ab)l—t)

1
L= fo ta*(ab)"™f'(a"(@b)'™dt = gy |

x = at(ab)t

degisken degisimi yapilir ve integrali alinirsa

1 ‘”’f( )
I = (n b)zl Inbf (a )+ 1(4.5)
elde edilir.
Benzer sekilde
1 Pfx) )
12 = Wl—lnaf(b) +f l (4 6)
bulunur.

Ayrica (4.5) ifadesi (Inb)? ile ve (4.6) ifadesi (Ina)? ile carpilirsa, sonuglar toplanir ve

esitlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.1. f:1 ¢ R* - R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <
b ve f'€lLlab], n=1 olsun. Eger [a,b] arahginda |f'(x)|? fonksiyonu
GG —konveks ise bu durumda

b
‘bf(b) —af(a) - f f()dx

_ (b — Ina) (ab)\/f' (@ f'(b) L%(ap, pp) L4 (If’(a)lg, If’(b)lg)
N 2 a F'(@)]

o B (r ok r@F)
b TKOI

39



esitsizligi g > 1 ve i + % = 1 i¢in saglanir.

Ispat: Lemma 4.1 ve |f'(x)|? ‘in GG —konveks oldugu kullanilarak

b
|bf(b) —af(@) - f fG)dx

lnb lna 1+t 1-t
n+ton—t a3
Z(ab)" 1 U b |f a )
dt]

1+t 1-t
+j n+tbn t f a2 b
O | (a=b7)
1+t it
j et (D) |f (@) de

Inb — lna
<
~ 2(ab)n1

+ j At ()5 I )T ]
0

elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak

b
‘bf(b) —af(@) - j fG)dx

< (Inb — Ina)a™b™/|f'(@ f1®)|

- 2(ab)n1

1

W \g 1
1] ¢ > 1 gatp v 1
Lt +f(—) dt f

Ob 0

1

(e«

Q=

e e e ]

% dt

_ (Inb — Ina)(ab)/ f'@f'®)
- 2

s, (@R IFOF) 500,01 (1 OF 1 @)
a @I b X0l

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2. f:1 ¢ RT - R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a <
b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f’'(x)|? fonksiyonu GG —konveks ise bu
durumda
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|(lnb lna)f(a+b) fb%dx|

a

(e o ) ()

S \p+1 laf'(a)l

) e

b (n2)" La (1 ()19,
[bf ()]

+

esitsizligi g > 1 ve % + % = 1 i¢in saglanir.
Ispat: Lemma 4.2 ve |f'(x)|? ‘in GG —konveks oldugu kullanilarak

(=N

e e
(bl-t (a; )) dtl

e

r(5) <]

(Inb — lna)f( +b>

a+b I a+b
[l

U a+b

<> U<>
a+b a+b
(1n [ f ) 171

elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak

|(inb — ma)f (£22) - 712 dx|

a

Q=

<a<lna+b)2<fltpdt>% fl %tth
0 0

2a af'(a)

Q|

+b(lna+b)2<J1t”dt>% fl %tth
0 0

bf'(b)
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a+b

13 la (%) L (lef @I,
- (p + 1) laf (@)

e e

() (1)

b (1n )" i (Ibr' )1,
DEO]

_.|_

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3. f:1 ¢ R* —» R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a <
b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GG —konveks ise bu
durumda

|lnaf(b) — Inbf(a) + ff@dq

1

1 \» 1 1
= (m)” [a(lnb)qu(|bf'(ab)|q, If'(@)]9) + b(Ina)?La(|af'(ab)|?, |f'(b)|q)]

esitsizligiq > 1 ve % + % = 1 i¢in saglanir.

Ispat: Lemma 4.2 ve |f'(x)|9" in GG —konveks oldugu kullanilarak

b
Inaf (b) — Inbf(a) + @dx|

< (Inb)? (Jolt at(ab)l_tlf'(at(ab)l_t)|dt>
+ (Ina)? (J:t bt(ab)l_t|f’(bt(ab)1_t)|dt>
< (inb)? ( fo 1tabl-ﬂf'(a)|t|f'(ab)|1-tdt)
+ (Ina)? (Jolt bal_tlf'(b)|t|f'(ab)|1_tdt>

elde edilir. HOlder integral esitsizligi kullanilarak
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Inaf(b) — Inbf(a) + &dx‘

1

ta  \3
dt)

1 % 1
< (Inb)?ab|f'@D)| < f tht)
0 0
1

1 % 1 tq q
+ (Ina)?ab|f'@D)| <f tht> f dt
0 0
1

1 v 1 1
= (555 [atmby?La1bf @)1 I @)1 + b(tna)LiClar @bl 1 (B)I)]

(a)
bf'(ab)

]cr(b)
af’(ab)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4. f:1 ¢ R* -» R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <
b ve f' € L[a,b],n = 1 olsun. Eger[a, b] arahiginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks
ise bu durumda

b
‘bf(b) —af(a) - j FG)dx

_ Inb—na Ilf’(b)l <zp+1 _ 1)5 Ltll(aq,bq)> N If’(a)l( 1 )%
2(ab)n1 2 p+1 a 2 p+1

1/71 1/ 1

N If'(@)] (2P** — 1\P [ La(b%, a?) N If'(b)|< 1 )5 La(b?,a?)
2 p+1 b 2 p+1 b
esitsizligiq > 1 ve é + % = 1 i¢in saglanir.

Ispat: Lemma 4.1 ve|f'(x)|?9’in GA —konveks oldugu kullanilarak

|bf () - af (@) - f} f(x)dx|
< Stz ||, e ﬁa%‘ndwfj e (a5
< g [ e () e+ () r@)

+f01an+tbn—t<( )If( )|+( )|f (b)|>dt]

.
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elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak

bf(b) — af (@) — [ f(x)dx]

Inb — lna L1+’ % 1 %
< q(n+t) ;q(n—t)
Staes | O1([[ () e ([ peoeoare-s )

1

1 q
+|f’ (a)I( > t)p dt) <f pa@m+t) ga(n—t) dt)
0
p 1 :
+ |f’ (a)l( 1;t) dt) <] qdm+t) pa(n-1) dt)
0
p 1 7
+ |f (b)l( > t) dt) <] qdm+t) pa(n-0) dt)
0

1 1
_Inb —Ina||f'(b)] 27’“ —1\r La(aq b?)
~ 2(ab)™ 1| 2

Lq (a?,b?)

+If’(a)l< 1 5

1 1
If (a)I 2P*1 — 1\? [ La(b9,a9)
2 p+ 1

p+1 b

/_'\

2 p+1

+|f’(b)l( 1 % La(be, aq)>

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5. f:1 ¢ R* - R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <
b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks ise bu
durumda
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(Inb — Ina)f (aT-l—b) — fb@dx‘

a

1
1

+ b\ ||f'@ b
<a (lna ) |f | tP(1 — t)pdt>

2a

Li((2a)4, (a + b)) (f
0

a+b
1

\f

( 1 )p Li((2a)7, (a + b))
2a \2p+1 '

1

tP(1 — t)Pdt>p

1

a+ b\’ |f'<b>|
_b(l” 2b )

La((2b)4,(a + b)) <]
0

a+b

|f

i

( 1 )” Li((2b), (a + B)?)
2b \2p+1 ’

esitsizligiq > 1 ve ; + % = 1 i¢in saglanir.
Ispat: Lemma 4.2 ve |f'(x)|9’in GA —konveks oldugu kullanilarak

|(nb — ma)f (£22) - 7 L2 ax|

a x

< (%) Z[ftal-t () | (e (55))
—(lna+b U [pi-t a+b |f <b1 t(a;b>>
< (n~ ”) f m(“T”’) ((1—t)lf’(a)l
fr (59))

~(tm “;bb)z fo it (%2 b)t <(1 —DIF )] +f (#)Ddt]

elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak

)
:

45



a+b> b@dx‘

X

+‘b +_b tq %
< (ln a4 llfl(a)l tP(1 — t)pdt> ( a )

r
ey
[

ta\g
B (lna + b\? llf,(b)l (1 — t)pdt> < a + b )

([emaf ([ (55" dtﬂ

a+b\’||f'@| 1
—a(ln )
2a

- 2a

(Inb — lna)f (

a+b

+|f’(z

a+b)

+ |f’(T

1

(1 — t)pdt>p

1

Li((2a)?, (a + b)?) <f
0

f’(aTH’)
| 2a (2p+1

1

)” Li((2a)%, (a + b))

+

1

tP(1 - t)pdt>p

1

a+ b\? |f'<b>|
—b(zn - ) La((2b)", (a+b)q)<fo

a+b)
1 —

e
| 2b <2p+1

1

)” Li((2b)7, (a + b))

+

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.6. f:1 ¢ RT - R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a <
b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] arahiginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks ise bu
durumda

b
Inaf (b) — Inbf (a) + f @dx‘

1 1

< a(inb)? Ilf’(“)| () Cre) eI ([ e -orar

S

1—bi\a
(lnb‘q>
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1 1

—b(Ina)? llf (b)|(2 — 1)5 Gn_afl:)q + |f’(ab)|<f01tp(1—t)pdt>

S

esitsizligiqg > 1 ve é + % = 1 i¢in saglanir.
Ispat: Lemma 4.3 ve |f'(x)|9” in GA —konveks oldugu kullanilarak

Inaf(b) — Inbf(a) + gd ‘

a

-1

< (Inb)? ftat(ab)l_t If’(at(ab)l_t)ldtl
/o
-1

— (Ina)? f tht(ab)t If’(bt(ab)l_t)ldt]
[ Jo

[ 1
< (Inb)? j- tat(ab)** (¢lf" (@) + (1 — t)If’(ab)I)dtl
/o

- 1
= (Ina)® f tb*(ab)* =" (tIf' (D) + (1 — t)lf'(ab)l)dtl
/o
elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak

b
Inaf(b) — Inbf(a) + j @dx‘

1 5/ el :
< a(lnb)? [If’(a)l(f t2p dt> (f p-ta dt>
0 0

1 z
+|f'(ab)| ( tP(1—t)P dt) b(l 0q gt

1
— b(Ina)? [If )] t2p dt> (f a<1-f>qcz>
0
(o)
0

Q|-
e

QR

S

+ |f'(ab)| ( tP(1 —-t)P dt)
0
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= a(nb? |If' @) (5~ )%(1_bq)%

2p+1 Inb—4
+1f'(ab) ( | -y dt) (o )
- 001 ) (o

+|f'(ab)| ( fo - op dt) (tn_afl:)%

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.7. f:1 ¢ R* - R fonksiyonu I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a <
b f' € Lla,b] ve n = 1 olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks
ise bu durumda

1

Inb—Ina | [(ab)™L(a,b) 1‘% (ab)"|f1(b)|9(2b—a—L(a,b)) , (ab)™|fr(a)|9(L(a,b)-a)]a

< ] + |+
2(ab)n—1 a 2a(lnb-Ina) 2a(lnb—Ina)

1 1
[(ab)”L(b,a)]l_E [(ab)”lf'(a)Iq(Za—b—L(b,a)) n (ab)™|f1(p)|9(L(b,a)-b)]a
b 2b(lna—Inb) 2b(lna—Inb)
esitsizligiq > 1 ve % + % = 1 i¢in saglanir.

Ispat: Lemma 4.1, |f'(x)|9°in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi
kullanilarak

bf(b) — af (a) - [} f(x)dx]
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1
Inb — Ina fl r‘ﬁl 1 1+t q
< pnttgnt dt f pnttgn-t [( ) fl(b)
ol {[ 0 L9 o)
1
1-—-t q
()] al
2
1 e 1+t
[l [ e[
0 0

1-ty
(5 ror]af]
__Inb — Ina |[(ab)"L(a, b) 1 (@b)™|f'(b)|9(2b — a — L(a, b))
~ 2(ab)n? a l [

2a(lnb — Ina)
, @)l (@)1(L(a, b) ~ ) a
2a(lnb — Ina)

(@b)L(b, )| [(ab)"|f (@)|%(2a — b — L(b, a))
* l b l l 2b(ina — Inb)

4 (ab)™|f'(b)|9(L(b, a) — b) 3}

Q|

2b(lna — Inb)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.8: f:1 ¢ R* - R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a <
b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks ise bu
durumda

(Inb — Ina)f (aT-l-b) — fbgdx|

- lna+b1+$ J[(EHEY L (eFhy et " alf @19 [(352) i (22) - (=2)]

<5 o (555 =)

ol () () (n(52) - () n (5~ (59 +2)
()

+
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a+b
2b

a+b
2b

a+b
2b

a+b
2b

(in )”3[b(< Jin (420 -

2k

i () m(e)

a—-b

b

)

|

esitsizligi g > 1 ve % + % = 1 i¢in saglanir.

Ispat: Lemma 4.2, |f'(x)|9 in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi

o~y (452) - [T
s(z&;b) [ e (o (5 )]
(e G
() [t o]

2b

) [ e

J;b) <(1—t)|f @17+ e (- ;b>|q>dt]

a+b

A —Olf®|" +¢ |f’(aT+b)|q> dtr

a+b

1
q

1
t 1-3
Vo

a+b a+b

2a

)l"( 2a )_ 2a +1>r—;
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Jeriezet-2)
)

”T@w@ww%w%%%*w

a |f’(T)

_.|_

()

(e

J bl )1 [(22) in (}Lbb) (=]

e

ol (2 (52 (2 )- 59 3]
) |

1

+

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.9: f:1 ¢ R* - R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a <

b ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks ise
bu durumda

|inaf (b) - nbf () + [ L2 x|

) a(b—Inb—1) 1‘% alf'(a)|?(2b — 2inb — (Inb)? — 2)
< (Inb) l (Inb)? l [ )’
alf'(ab)|1((1 + b)lnb + 2(1 — b))
" (Inb)3 l
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1
b(a—lna—l)]l_% b|f’(b)|q(2a—21na—(lna)2—2) +b|f’(ab)|q((1+a)lna+2(1—a)) q
(Ina)? (ina)3 (lna)3

—(Ina)? [
esitsizligiq > 1 ve 5 + % = 1 i¢in saglanir.

Ispat: Lemma 4.3, |f'(x)|9’in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi
kullanilarak

|maf (b) — inbf (a) + [} T2 x|

< (Inb)?

f tat(ab)l-t|f'<af(ab)1-t)|dt]
0

— (Ina)?

j tbt(ab)H|f’(bt<ab)1-f)|dt]
0

< (Inb)? j tat(ab)l-tdt] ql J tat (ab) =t (tlf (@)1
0 0

1
q

+(1- t)lf’(ab)l")dtl

1 1—% 1
— (Ina)? U tbt(ab)l‘tdtl U tht(ab)*t(t|f'(b)|4
0 0

+(1- t)lf’(ab)l")dth

a(b — Inb — 1)11‘3 lal F1(a)]9(2b — 2Inb — (Inb)? — 2)

= (Inb)? I )2 b3

alf'(ab)|%((1 + b)Inb + 2(1 — b)) a
" (Inb)3 l
I 2 b(a—Ina—-1) 1‘% blf'(b)|q(2a—21na—(lna)2 ~-2)
— (Ina) I (Ina)? I l (Ina)?

blf'(ab)|((1 + a)lna + 2(1 — a))F
+
(lna)3

Teorem 4.10. f, g: R > R* fonksiyonlar1 GG —konveks fonksiyonlar ve f, g, fg €
L[a, b] ise bu durumda
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dx < L(f(b)g(b), f(@)g(a))

1 f ?f)g(x)

Inb —Ina ), X

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g GG —konveks fonksiyonlarve t € (0,1) igin
f@b) < (f@) (F®)

9@t < (g(@) (g)

ifadeleri yazilabilir. f ve g pozitif degerli fonksiyon olduklarindan esitsizlikler taraf
tarafa garpilir ve [0,1] {izerinden integrali alinirsa

1 1
f £@@b't) glatb't)dt < f [F(@g @It [F(B)g B~ dt
0 0

elde edilir.

x = ath'"tdegisken degisimi yapilirsa

b
1 f f (x)xg(x) dx < L(f(b)g(b), f(@)g(a))

Inb — Ina
bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.11. f, g: R > R* fonksiyonlar1 GG —konveks fonksiyonlar ve f, g, fg €
L[a, b] ise bu durumda

1 e (%)
Inb — lnaJa x

dx < L(g(@)f (b, f(a)g())

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g GG —konveks fonksiyonlar oldugundan ve t € (0,1) igin

F@bt < (fF@) (Fb))

g(apt) < (g(@) (g

ifadeleri yazilabilir.f ve g pozitif degerli fonksiyon olduklarindan esitsizlikler taraf
tarafa ¢arpilir ve [0,1] tizerinden integrali alinirsa

1
0

[ r@=9 g@pde < [ 1r@g® [ GIg@1at
0
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bulunur.

x = a'b'tdegisken degisimi yapilirsa

1 g (%)
J, =

Inb — lna

dx < L(g(a)f (), f(@)g(b))

a

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.12. f,g: R —» R* fonksiyonlar1 GA —konveks fonksiyonlar ve f, g, fg €
L[a, b] ise bu durumda

1 f g () gy < L@@+ fb)gb)  fla)gb) + f(b)g(a)
X < +
Inb —Ina ), X 3 6

esitsizligi elde edilir.

Ispat: f ve g GA —konveks fonksiyonlar olduklarindan ve t € (0,1) igin
f@p=H) < tf(a) + (1 - O)f (b)
g@b*™") <tg(a) + (1 - )g(b)

ifadeleri yazilabilir.f ve g pozitif degerli fonksiyon olduklarindan esitsizlikler taraf
tarafa ¢arpilir ve [0,1] Gizerinden integrali alinirsa

jf(atbl—t)g(atbl—t)dt

0 1 1

< f £2f(a) g(@)dt + f (1 - Of (@) g(b)dt
0 0

4 j (1 — 0 Fb)g(@)de + f (1 = D2 (b)g(b) dt
0 0

elde edilir.
x = a'bh?~t degisken degisimi yapilirsa

1 J ?f(0)g () gy < L@@+ fB)gb)  fla)g(b) + f(b)g(a)
x < +
Inb —Ina ), x 3 6

bulunur ve ispat tamamlanmus olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Calismanin ana boliimiinii olusturan dordiincli boliimde, ortalamalara dayali konveks
fonksiyonlar ile ilgili Holder integral esitsizligi kullanilarak elde edilmis yeni integral
esitsizlikler ispat edilmistir. Farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in ¢esitli yeni sinirlar
elde edilmistir.

Bu tez calismasinda verilen integral esitliklerine benzer esitlikler kurularak geometrik
konveks fonksiyon siniflari i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edilebilir. Ayrica yeni
genellestirmeler, Hermite-Hadamard tipli, Ostrowski tipli ve Simpson tipli benzer
esitsizlikler elde edilebilir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, dordiincli boliimde verilen ve kullanilan lemmalarin
farkli versiyonlarini veya genellestirmelerini elde edebilir ve yeni integral esitsizlikler
elde edebilirler. Calismada kullanilan lemmalar temel alinarak koordinatlarda yeni
lemmalar kurulabilir ve ayrica kesirli integraller kullanilarak geometrik konveks

fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikler elde edilebilir.
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