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OZET

Ortogonal diizenler, deney diizenlemelerinden olusan istatistiksel bir tekniktir.
Bu caligmada, ortogonal diizenlerin kurulus problemi iizerinde duruldu. Bu
probleme cebirsel ve geometrik Ozellikler ile yaklasildi. Bu nedenle tiim
kaynak taramalar1 tamamlandi ve konunun anlasilabilmesi amaciyla rnekler
verildi. Ayrica, bazi Onemli deneme diizenleri verildi. Bu diizenlerin
kurulusunda ortogonal diizenlerin o6zellikleri kullanildi. Mevcut ortogonal
diizenlerden diger deneme diizenlerine gegis yollar1 arastirildi. Bunun
sonucunda, ortogonal diizenlerin tiim deneme diizenlerine genisletilebilecegi

gosterildi.
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ABSTRACT

Orthogonal arrays are statistical method which the terminology comes from
experimental design. In this study, it has been considered on problems of
construction of orthogonal arrays. Further, it is analyzed by algebraically and
geometrical properties. Hence, all references are researched and examples are
given for understandable this of subject. Moreover, some important
experimental designs are given. It used properties of orthogonal arrays for
these arrays of construction. Finally, it is researched other experimental
designs transition from existence of orthogonal arrays. Therefore, orthogonal

arrays could have expanded to others experimental designs.
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1. GIRIS

Matematikte matris olarak bilinen ortogonal diizenler istatistikte bagvurulan
deney diizenleme y6ntemlerinden biridir. Ortogonal diizenler kendilerine uyan
yapidan bagka bir yapiya gegiste kullanilir. Bu deneme diizenlerinde islem

¢iftlerinin birlikte goriilme sayis1 her deneme diizeninde farklidir.

Bu tez ¢aligmasinin amacina y6nelik olarak yapilmig olan bazi arastirmalarin

Ozetleri asagida verilmistir.

Paley (1933), ilk defa Hadamard matrislerinin yapisini sistemli olarak

calismistir (Raghavarao, 1971).

Bose ve Kishen (1940), ortogonal diizenler ve simetrik faktoriyel diizenlerde
etki karigimu teorisi arasindaki iligkiyi kurmuglardir (temelde sonlu projektif

geometriyi kullanmiglardir) (Bose ve Bush, 1952).

Kishen (1942), ortogonal Latin kareler ve Latin kareler kavramim tanitmigtir
ve Latin kare diizenleri Latin kiiplere, hiperkiiplere ayrica, ortogonal Latin

kiiplere genellestirmistir (Raghavarao,1971).

Plackett ve Burman (1943-1946), faktorlerin sayilart ¢ok fazla oldugunda
standart prosediiriin kullanigsiz oldugunu belirtmigler ve bundan dolayr
endiistriyel denemelerde tam faktoriyel denemelerden kaginmak igin bazi
yontemleri gelistirmiglerdir. Basit lineer hipotezlerin varsayim altinda, ana-
etkilerin belirlenen problemi ile maksimum kesinligin bir kombinatoryele
indirgenebildigini agiklamiglardir. Tiim kullamigh ¢oziimlerin pratik olarak
faktorleérin her biri iki diizeyli oldugunda bulunabildigini; fakat ¢6ziimlerin iki

diizeyden fazlasi igin olduk¢a smirli oldufunu vurgulamislardir. Dengeli



tamamlanmamig bloklarda bazi karsilastirmalar igin bu ¢Oziimleri
gostermiglerdir. Plackett ve Burman 2 diizeyli tiim olas1 N<100 (N=92 hari¢)
icin tasarimlarin tablolarim olusturmuslardir. [Daha sonra L. Baument, S.
Golomb ve M. Hall Jr. (1962) N=92 i¢in ¢6ziim bulmuslardir (Chakravarti,
1963)].

Rao (1946), ortogonal diizen kavramim gelistirmistir ayrica d kuvvetinden
hiperkiipleri bularak A indeksinin, s’nin kuvveti oldugunda ortogonal diizenler
icin d kuvvetli hiperkiipler lizerine g¢alismustir. Etki kangimli faktériyel
tasarimlarla baglant: kurarak onlar1 kullanmigtir. Ayrica, projektif geometriyi
[PG(t,s)] kullanarak hiperkiiplerin kurulugunu distinmiistiir (Bose ve Bush,
1952; Raghavarao, 1971).

Rao (1947), ortogonal diizenlerin, d kuvvetli hiperkiiplerin alt sinifi bigiminde
oldufunu agiklamig ve ortogonal diizen kavraminin en genel bigimini
gostermistir. Rao, ortogonal diizenlerde kullanilan 6zelliklerin tiim t faktor
etkilesimleri kadar Olglilen kesirli yinelenen tasarimlar igin de

kullanilabilecegini ispatlamistir (Bose ve Bush, 1952; Raghavarao, 1971).

Kishen (1949), birinci mertebeden sxsxs ikiserli ortogonal kiiplerin
maksimum sayisin s>+s-2 oldugunu gostermis ve s asal say1 yada asal
saymin kuvveti oldugunda bu diizenler i¢in bir kurulus yéntemini vermistir
(Raghavarao, 1971).

Seiden (1950), sonlu geometri terimleriyle ifade edilebilen istatistiksel
terimler arasindaki iligkileri agiklamustir. Simetrik faktoriyel tasarimlarda
faktorlerin maksimum sayisim belirlemede geometrik yorumlanin faydali

oldugunu gostermistir.



Bush (1952), birim indeksli ortogonal diizenler igin Rao’nun ortogonal
diizenlerdeki kisitlanin smnirlarimt  degerlendirmistir (Raghavarao, 1971).
Ayrica, ortogonal Latin kareler setinin genellestirilmesi lizerinde durmugtur ve
bu genigletmenin birim indeksli ortogonal diizenler igin oldugunu
vurgulamigtir. Kisitlarin {ist sinir1 igin teoremler ve ispatlarim vermistir. Sonlu
cisim GF(s) (Galois field) in elemanlan olarak tamimlanan katsayilara sahip
polinomlarin bir smifim goéz O6nilne alarak ortogonal diizenlerin kurulug

yontemini vermistir.

Bose ve Bush (1952), ortogonal diizenlere iligkin teoriyi gelistirmislerdir
(Seiden, 1954). Ortogonal diizenlerin, ortogonal Latin karelerin dogal bir
genellestirmesi  gibi  diislinlilebilecegini  vurgulayarak, bazi deney
tasarimlarinin gegitli problemlerinde faydali olacagini agiklamiglardir. Plackett
ve Burman tarafindan diigiiniilen optimum ¢ok faktorlii tasarimlarin aslinda 2
kuvvetli ortogonal diizenler oldugunu gostermislerdir. 2 ve 3 kuvvetli
ortogonal diizenler ic¢in kisitlarin maksimum olas1 sayisin1 bulmak ig¢in {ist
sinir  vermiglerdir. Ayrica, bu ortogonal diizenlerin kurulusu igin bazi

yontemler iizerinde ¢aligmiglardir.

Seiden (1954), keyfi bir t kuvvetindeki ortogonal diizenlerin kurulusu igin bir
yontem vermis ve bu yontemin Bose tarafindan verilen farklar yonteminin bir
modifikasyonu oldugunu vurgulamigtir. Ayrica, Plackett ve Burman’nin iki
diizeye sahip ¢ok faktorlii tasarimlarin her biri 3 kuvvetindeki ortogonal
diizenlerin kurulusu i¢in kullanim problemi {iizerinde durarak 2 kuvvetli
dizenlerden 3 kuvvetli dlizenlere ge¢is yOntemini gostermigtir. Ayrica,
OA(36, 13, 3, 2) ortogonal diizeni kurarak, bu yontemi, kisit sayis1 13°den

daha az olan diizenler igin kullanilabilecegini agiklamigtir.



Saxena (1960), herhangi s diizeyli kiiplerin yapisi igin Kishen tarafindan

verilen yontemden farkli ybntem vermistir (Raghavarao, 1971).

Addelman ve Kempthorne (1961), simetrik faktoriyel deneylerin ana-etki
planlarimin kurulug yontemini ortaya koymuslardir. Sonlu projektif geometriyi
kullanarak ana-etki planlar1 gibi iki kuvvetli ortogonal diizenler yontemi ile

bazi1 kullanigh ortogonal diizenlerin kurulabilecegini gostermiglerdir.

Chakravarti (1963), kismen dengeli diizen ile ortogonal diizen arasindaki
iligkiyi belirtmistir ve ortogonal kismen dengeli diizen igin 6rnek vermistir.
Ortogonal Latin kare setlerinin 6zellikleri lizerinde durmustur. Ayrica, ¢ok
faktorlii tasarimlar gibi ortogonal diizenlerin kullanilabilecegini vurgulamgtir

ve ortogonal diizenlerin kurulus yontemlerini gostermistir.

Shrikhande (1964), 2 kuvvetli ortogonal diizenler ile afin yeniden ¢oziilebilir
dengeli tamamlanmamis blok tasarimlar1 ve genellestirilmis Hadamard
matrisleri arasindaki iligkileri vurgulayarak bu diizenler igin bazi kurulug

yontemlerini gdstermistir.

Seiden ve Zemach (1966), ortogonal diizenlerin yapisal ve cebirsel 6zellikleri
tizerinde durmuglardir. OA(A2', k, 2, 4) ortogonal diizenleri A=1,2,3,4,5
indeksleri icin ayrintilariyla aragtirmiglardir ve k’nin maksimum degerini bu
durumlarin her birinde saptamislardir. Ayrica, Pure matematikte ortogonal

diizenlerin Hadamard matrisleri olarak adlandirildi§int vurgulamiglardir.

Blum, Schatz ve Seiden (1970), t kuvvetine sahip tek indeksli 2 diizeyli
ortogonal diizen igin kisitlarin olasi maksimum sayisinin t+1 oldugunu

gostermislerdir.



Raghavarao (1971), ortogonal diizenlerin tanimini, fakli kurulug yéntemlerini
ve bu diizenlerdeki kisitlarin maksimum sayisi ile ilgili teoremler ve ispatlart
vermistir. Ayrica, ortogonal diizenlerin projektif geometri ile iligkisi,
ortogonal diizenlerin g¢arpimi ve ortogonal diizenlerin kismen dengeli

diizenlerle iliskisi lizerinde temel agiklamalarda bulunmustur.

Rao (1973), asimetrik ortogonal diizenleri bigimsel olarak tanmitmgtir
(Hedayat, Pu ve Stufken, 1992).

Ray-Chadhuri ve Singhi (1988), isaretli ortogonal diizenlerin varlig; tizerinde
durmuslardir. Diizenin indeksi (A) yeteri kadar biiyiik oldugunda ortogonal
diizenlerin varlifimi gostermislerdir. Iliskilerin karsiikli miinasebetleriyle

farkli ortogonal diizenlerin sayisini aragtirmiglardir.

Hedayat ve Stufken (1988), iki diizeyli faktorlere sahip ortogonal diizenlerde
faktorlerin maksimum sayisimt ve kurulusunu galismiglardir. Ayrica, bu

diizenlerin kurulus tekniklerini vermiglerdir.

Hedayat, Pu ve Stufken (1992), iki kuvvetli asimetrik ortogonal diizenlerin
kurulusu igin genel teknikleri sunmuglardir. Bunlari diizenlerin yeni ailelerinin
bulunmasinda kullanmislardir. Ayrica, asimetrik ortogonal diizenlerin kurulug

yontemlerini vermislerdir.

Roberts Jr. (1992), “Transversal tanimli Latin kareler”i ve “benzer alt kareler”
ile iligkili Latin kareleri tamimlamigtir. Benzer alt kareli ikiserli ortogonal
Latin karelerin setleri i¢in arastirmanin hesaplama zamaninda indirgemeyi
yarattifini g@stermistir. Bu ortogonal setlerin her birinde Latin kareler tiim

transversal tanimli ve tiim benzer alt kareleri kapsadigini agiklamistir.



Lin ve Draper (1992), iyi bilinen kesirli faktorlerin projeksiyon 6zelliklerinin
deneysel arastirmalarda etkili olacagimi géstermislerdir. 2,3,4,5 boyutlar i¢in
tasarimlarin  projeksiyonlarim1  tartigmuglardir ve  12-tekrarhh  durumu
aynntilariyla vermislerdir. Bu projeksiyonlarin pratik kullammint sayisal

ornekle desteklemislerdir.

Mukerjee ve Kageyana (1994), Rao’nun ortaya koydugu ortogonal diizenlerin
kombinatryel ozelliklerden tiiretilebildigini ac¢iklamiglardir. Ayrica, iki
sembollii tamamlanmig ortogonal diizenleri aragtirmiglardir. Tamamlanmis
ortogonal diizenleri 8<t<13 durumlar1 igin inceleyerek bazi sonuglara

ulagsmuslardir.

Cheng (1995), ortogonal diizenlerin ©nemli geometrik  &zellige
dayandirabildigini vurgulamistir. Bu diizenlerin, t+1 ve t+2 faktorler
lizerindeki projeksiyonunu  digiinmiigtir ve faktér ile {izerindeki

projeksiyonlarin bazi 6zellikleri gosterilmistir.

Box ve Tyssedal (1996), belirli ortogonal diizenlerin projektif ozellikleri
izerinde durmuglardir. Caligmalarinda bulduklar1 sonuglari Plackett ve
Burman tarafindan {iretilen tasarimlara uygulayarak projektif o6zelliklerin

siniflandirilabilecegini gostermislerdir.

Rosenbaum (1996), kalite tasarimlarinda bazi kullamish birlesik yayilim
deneyleri iizerinde ¢aligmistir. Yayihm deneylerini hata faktorleri ile
tanitmugtir ve yayilimda kontrol faktorlerinin etkilerini incelemistir. Yayilim
deneyleri ¢alismasinda ortogonal diizenler lizerinde durmustur. Yayihm
deneyleri igin farkli kullanigh birlesik diizenler ve bdyle tasarimlarin kurulusu

icin farkli genel yontemleri gostermigtir.



Hedayat ve Stufken (1999), birlesik ortogonal diizenlerin es zamanl yayilim
etkileri ve g¢alisma konumu igin Taguchi’nin direkt product diizenlerine
alternatif oldugunu 6nceki ¢aligmalarinda belirtmiglerdir. Pratikte daha fazla
ilgilenilen parametreler igin iki diizeyli birlesik ortogonal diizenler iizerinde
durmuglardir. Faktorler ve tekrarlarin verilen sayilan i¢in maksimum olas:
kuvvete sahip diizenler tanitilarak bu diizenlerin bulunmasindaki basit
yontemleri, zithk kargsilagtirmalarimi kullanarak gostermiglerdir. Ayrica,
ortogonal diizenlerden birlesik ortogonal diizenlerin elde edilebilecegini
agiklamiglardir.

Ortogonal Diizenlerin Tarihgesi

Istatistikte ortogonal diizen kavrami ilk defa Rao (1946) tarafindan
hiperkiipler olarak tanitilmistir. Sylvester, 1867’ye kadar 2 kuvvetli (t=2), 2
diizeyli (s=2) ortogonal diizenleri dilglinmiigtiir ayrica, N=2' durumu igin
ortogonal diizenlerin kurulusunu vermistir. Paley (1933) t=2, s=2 ortogonal
diizenleriyle ilgilenmistir, ¢linkii polytopes teorisi t=2, s=2 ortogonal diizen
uygulamalaridir.Paley’in galismasi Hotelling (1944) tarafindan énerilen agirhik
tasarimlarimin  problemini ¢6zmiis ayrica, kimyada faktoriyel tasarmlarin
uygulandig1 noktadan hareketle iki diizey ve iki kuvvetli ortogonal diizenleri
diigtinmiistiir ve Mood (1946) tarafindan ¢aligma devam ettirilmistir.

Plackett ve Burman (1943-1946) fizik ve endiistrideki aragtirmalarda Paley’in
¢aligmalarimi uygulamislar ve ¢ok faktorlii tasarmmlarin terminolojisini
¢aligmiglardir. Onlarin ¢alismalann Hotelling tarafindan onerilen probleme
tamamen ¢Oziim saglamigtir. Plackett ve Burman tarafindan kurulan
tasarimlarin bazilar1 Kempthorne (1947) ve Brownlee ve Loraine (1948)

tarafindan analizi yapilmstir.



Rao, Bose, Bush, Ray Chadhuri ve digerleri ikiden biiyiik kuvvetli diizenlerin
caligmasinda dnde gelmistir. Bose (1961) bilgi teorisinde ortogonal diizenleri
uygulamigtir, bilgi teorisi ve deneylerin tasarimi problemleri arasinda
benzerlikleri belirtmigtir (Seiden, 1954; Seiden ve Zemach, 1966).

Son zamanlarda Seiden, Zemach, Hedayat, Stufken, Lin, Draper, Box,
Tyssedal, Rosenbaum ve digerlerinin ¢aligmalar1 genellikle ortogonal
diizenlerin kurulusu {izerinedir. Ortogonal diizenler ile bazi tasarimlarin
iligkilerini belirtmiglerdir, ayrica ortogonal diizenlerin projeksiyonlan ve

projektif 6zelliklerini agiklamiglardir.

Tez ¢alismas1 kapsaminda yer alan konularm, boliimlere gore dagilimi
agagidaki gibidir.

Tezin birinci bolimiinii olusturan giris bolimiinde, galismanin kapsammi
igeren genel bir tanitim yapildi, konuyla ilgili daha &nce yapilan ¢alismalarin

ozetleri ve ortogonal diizenlerin tarihgesi hakkinda bilgi verildi.

Tezin ikinci boliimiinii ortogonal diizenlerin gesitli tanimlar olusturdu.

Tezin tiglincli boliimiinde ortogonal diizenlerdeki kisitlarin maksimum sayis

ile ilgili teoremler verildi.

Tezin dordiincti boliimiinii olusturan ortoganal diizenlerin kurulus teknikleri
bolumiinde, ¢esitli metotlar ayrt alt baghklar halinde agiklandi. Bu
agiklamalarda, kurulus yontemleri anlatilarak ilgili teoremler ve kiigiik

ornekler verildi.



Tezin beginci boliimiinde ortogonal diizenlerle iligkili diizenler {izerinde
duruldu. Ortogonal diizenler ve iligkili diizenler ile ilgili teoremler ve kiiglik

Ornekler verildi.

Altinci bolimii olusturan sonug¢ bolimiinde ise daha Once yapilmig olan
caliymalardan da yararlanilarak ortogonal diizenler ve bu diizenlerin 6zellikleri

ile ilgili kisaca bilgi verildi.
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2. ORTOGONAL DUZENLERIN TANIMLARI

Ortogonal diizenleri tanitmak amaciyla ¢esitli tanimlar asagidaki gibi ifade
edilebilir.

Tanim 2.1:

Ortogonal diizenler, ilk defa Rao (1947) tarafindan tanitildi, faktoriyel
tasarimlarda yaygin olarak kullanildi. Ozellikle OA(N, s¥, t) ile gosterilen,
ortogonal diizen biiyiikliigii N, k kisity, s diizeyi ve t kuvvetli ortogonal diizen
s sembollerinin kxN boyutlu X matrisidir, 6yle ki X’in herhangi txN alt
matrisinin siitun vektorleri aym dereceli siklikla goriiliir. A genellikle
ortogonal diizenin indeksi olarak isimlendirildiginde, N=As' bigiminde oldugu
aciktir. Faktoriyel tasarimlara uygulamada, her bir satir faktdre uygundur,
semboller, faktor diizeylerini ve her bir siitun fakt6r diizeylerinin birlesimini
gosterir. Boylece her OA(N, sX t), her bir s diizeye sahip k faktorii igin N-
tekrarl1 faktoriyel tasarimi tamimlar (Cheng, 1995).

Tanim 2.2:

Faktoriyel denemeler iki veya daha fazla faktoriin tek basina etkilerinin ve
etkilesimlerini aragtirmak icin diigtiniiliir. iki 6zelligi vardir:

(1) Bir faktoriin denenecek durumlardan her biri Oteki faktorlerin
denenecek durumlarindan her biri ile ayri ayn islem kombinasyonu
tegkil edilir.

(2) Islem kombinasyonlar1 homojen olarak segilen deney etkenlerine

rasgele ve yeteri kadar tekrarli dagitilir.
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Tanim 2.3:

A= [a,jj matrisi distinlilsin, her bir a; 0, 1, ..., s-1 tamsayilarim1 gOstersin.
Burada s>1 dir. A matrisi, N siitunlu k satirh dikdortgensel matristir ve
siitunlar diizenin bloklandir. Bu diizenden elde edilebilen tiim t-satirh N
siitunlu alt matrisler diigliniilsiin, (t<k). Herhangi t-satirlh alt matrisin her bir
slitunu t-6zdes alt siitun vektorii (tuple) gibi, N’ yi kapsayan her bir t-satirl: alt
matris olarak kabul edilebilir. C/nm her biri t-satirh, N siitunlu A defa

tekrarlanan her bir s' olas1 sirali t-6zdes alt siitun vektriiniin (tuple) her birini
kapsayan diizenden elde edilen alt matris olan A matrisine OA(N.k,s,t)
ortogonal diizeni denilecektir. Burada N biyiikliikk, k kisitlar, s diizeyler, t
kuvvet ve A indekstir. Her bir As"! defa tekrarli 0,1,...,5-1, s tamsayilarini
kapsayan satirlart bu tanima uyar. A=1 durumunda bdyle diizenlere “birim

indeksli ortogonal diizenler” denilecek (Bush, 1952).
Tanim 2.4:

p asal say1 oldugunda, diizeyleri s=p™ varsayilabilen faktér k olsun. k’dan
secilen herhangi t fakt6re uygun tiim s' iglem kombinasyonlari, alt sette esit
sayida goriilme ozelligi ile, s* faktoriyel deneyden N islem
kombinasyonlarinin alt setinden meydana gelen s diizeyleri ve k kisitlan ile, N
biiytikliigiinde, t kuvvetli ortogonal diizenleri ifade eder. (Addelman ve
Kempthorne, 1961).

Ortogonal diizenlerde diizeyin iki olmasi durumunda agagidaki tanimlama

yapilabilir:
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Tanim 2.5:

A, t ve k pozitif tamsay olsun (burada t>2 ve k>t dir). kxA2" boyutlu sifir ve
birlerden olusan matris S olsun. txA2" boyutlu S’nin alt matrisi t alinsin. Bu
takdirde S’ye (2-diizeyli) ortogonal diizen denilir, Eger t’nin her birinin segimi
igin 2" olas1 siitun vektorlerinin her biri A defa goriiliiyor ise. S’ye A indeksli, t

kuvvetli ve k kisitlarin (k, A, t)-diizeni denilir (Blum, Schatz ve Seiden, 1970).
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3. ORTOGONAL DUZENLERDE KISITLARIN MAKSIMUM SAYISI

Ortogonal diizenlerin kurulusunda kisitlarin maksimum sayist Snemlidir.

Kisitlara iligkin tanéim ve teoremler agagida verilecektir.

fiN, k, s) (Bazén sadece k alinir) olas: kisitlarin maksimum sayisini gostersin.
Boylece s asal say1 yada asal saymn kuvveti oldugunda f(N, s, 2)=s+1 dir
(Bush, 1952).

Ortogonal diizenlerin 6zelligi, tim t faktor etkilesimleri kadar Slgiilen kesirli

yinelenen tasarimu i¢in kullanilabilmesidir.
Teorem 3.1:

A indeksli (N, k, s, t) ortogonal diizeninde (N= 4s*);

N-12 (f)(s—l)+...+[:](s—l)“, t=2u ise (3.1
ve

N-1> (f)(s—l)+...+(§)(s ~1)* +(Z—1](s-l)"“, t=2u+1 ise  (3.2)

dir (Rao, 1947).

Bush (1952) birim indeksli ortogonal diizenler i¢in Rao’nun (3.1) ve (3.2)

siurlarin degerlendirdi ve asagidaki teoremi ispatladi:
Teorem 3.2:

Birim indeksli OA(S', k, s, 3) ortogonal diizeni igin, t<s ise, bu takdirde



k<s+t-1 s cift ise (3.3)
ve
k<s+t-2 s tek ve t >3 ise (B4

vardir. Bu teoremin ispat1 asagidaki yardimci teoreme dayandirilmustir.
Yardimci Teorem 3.1:
$>3 ve birim indeksli OA(s, k, s, 3) ortogonal diizeni igin

k<s+2 s ¢ift ise (3.5)
ve

k<s+1 s tek ise (3.6)
dir (Raghavarao, 1971).
Teorem 3.3:

Birim indeksli OA(s', k, s, t) ortogonal diizeninde, s <t ise, bu takdirde

k<t+1 3.7
dir (Raghavarao, 1971).

Teorem 3.4:

A-1, s-1 ile boliinemiyorsa, bu takdirde OA(ksz, k, s,2) ortogonal diizeni igin

. J1+4s(s—1-b) — (25 —2b-1)

5 (.8)

oldugunda

14
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ks[’“z "1]-[9]—1 (3.9)

s—1

dir. Burada b, A-1’in s-1 ile boliimiindeki kalandir (Raghavarao, 1971).
Teorem 3.5:

OA(As®, k, s,3) ortogonal diizeni igin asagidaki esitsizlige ulagmak
miimkiindiir.

ks[“z‘l]ﬂ (3.10)

(Raghavarao, 1971).
Teorem 3.6:

A-1 ile s-1 boliinemiyorsa, bu takdirde OA()\,s3, k, s,3) ortogonal diizeni igin 6
(3.8) da verildigi gibi olmak {izere asagidaki esitsizlik gegerlidir.

s—1

ks[’“z ‘1]-[91 3.11)

(Raghavarao, 1971).

Teorem 3.7:

s=p’, A=p" (p asal say1 ) verildiginde, c=[u/v] olursa kisitlarin sayis1 agagidaki
gibidir

c+l
k=i(s—’l)+1 (3.12)

[ c-1

s -5
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Ayrica; Bu kosul altinda 2 kuvvetli OA(?LsZ, k, s, 2) ortogonal diizenini
kurmak miimkiindiir (Chakravarti, 1963).

Teorem 3.8:

t>3 iken

(i)  s=2">tise, bu takdirde s+1<k<s+t+1 dir

(i) s=p"™>t ve p tek asal say1 oldugunda, bu takdirde s+1<k<s+t+2
dir (Chakravarti, 1963).

Onerme 3.1:

k ve k' sirasiyla OA(As', k, s, t) ve OA(As'™, K/, s, t-1) ortogonal diizenlerin
kisitlarinin maksimum sayisin gostersin. Bu takdirde k<k'+1 dir (Seiden ve
Zemach, 1966).

Onerme 3.2:

A=q2" ve q tek say1 ise, bu takdirde herhangi OA(\2', t+1, 2, t) diizeni
OA(\2!, t+n+1, 2, t) diizenine genisletilebilir. Bu takdirde kisitlarin maksimum
sayis1 t+n+1 dir (Seiden ve Zemach, 1966).
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4. ORTOGONAL DUZENLERIN KURULUS TEKNIKLERI

Faktorlerin sayilari ¢ok fazla oldugunda standart prosediiriin kullanigsiz
olmasindan dolay: endiistriyel ve fiziksel denemelerde tamamlanmig faktoriyel
denemelerden kaginmak icin Plackett ve Burman (1943-1946) optimum g¢ok
faktorlit deney tasarimi y6ntemini gelistirmiglerdir (Bose ve Bush (1952) bu
tasarimlarin aslinda 2 kuvvetli ortogonal diizenler oldugunu vurgulamiglardir).

Plackett ve Burman tamamlanmis fakt6riyel deneylerin yiiriitiilmesinde L"
yapilari gz 6niine almiglardir. Burada L her bir bilesende goriilen degerlerin
sayisidir. Calismalarinda L=2 durumunun N<100 i¢in irdelemigslerdir (N=92
harig). Daha sonra L. Baurment, S. Golomb ve M. Hall Jr. (1962) N=92 i¢in
¢6ziim bulmuglardir ve 1=3,4,5,7 igin N= L' tasarimlarim vermiglerdir.

Caligmalar1 sonucunda agagidaki 6zellikler ortaya konulmugtur:

(a) Her bir bilesen L degerlerinde goéziiktiiglinde, eger L2 N’ ye boliiniir ve
ayrica belirli kosullar saglanirsa, maksimum belirli N yapilarnin
kullanilmasi ile tiim ana etkileri belirlenebilir.

(b) L=2 i¢in, problemin ¢oziimiiniin amaci uygulamay: tamamlamaktir.
Tasarimlarda maksimum kesinlik ile tahmin edilebilen bilesenler

arasindaki belirli etkilesimlerin etkileri N=L" bi¢imindedir.

Siiphesiz kesinlik Olglilebilen yapilarin sayisi ile artirilir ve bu kapsam
deneycinin kararina baghdir. Yapidaki her bir bilegen her yerde iki degerde
goriiliir; onlarin birine nominal deger (siniflama 6lgme diizeyi) ve digerine de

ug¢ deger denilmesi uygun olacaktir.

Optimum ¢ok faktorlii deney tasarimina iliskin kurulug yontemi agagidaki

6rnek ile agiklanabilir.
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Arastirmaci L=2, N=16 olan tasarirmm 9 bilegeni kapsadifini diiglinsiin.
Burada her bir bilesenin her yerde iki degerde goriildiigiine karar verilir. Béyle
bir diizeni olugturmak i¢in agagidaki isaretleme gz 6niine alinir:

+++t—t—tt——t———

Bu ilk siitun (yada satir) gibi diistiniiliir, dongtisel olarak bir yer on dort defa
degistirilerek son satir eksi isaretlerinin eklenmesiyle tamamlanmis tasarim

olusturulur, boylece:

-t ——t+—F—+++
tt———t——tt—F—++
ttt———t——tt—t—+
t++t———t——tt—t—
—t+tt———t——t+—+
+—tttF———b——t -
—t—Ft+++———t——++
+—F—Ft++t+———t——+
tt—t -ttt ———t——
—tt -ttt b ———t—
——tt—t—tttt———t
+——++—+—t++++———
—t——t+—t—t+++——
——t——tt—t—F+++—
~——t——tt—t—F+++

elde edilir. Bu tasarimin satirlar1 yapilar ve siitunlari bilegenler olarak
alinabilir. Bu durumda dokuz bilegen igin yalnizca dokuz siituna ihtiya¢ vardir.
Herhangi dokuz siitun segilebilir, burada ilk dokuz siitun segilsin, bu takdirde
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Bilesenler
Yapr 1 23 4567 8 9
l + = = = + - —= + +
2 + + - = =+ - - +
3+ + + - - -+ - -
4 + + + + - = - + -
S5 -+ + + + - - - 4+
6 + - + + + + -~ - -
7 — + = + + + + ~ =
8 + - + - + 4+ + + -
9 + + ~ + - 4+ + + +
10 - + + - + - + + +
11 - -+ + - + - + +
12 + - - + + - + - +
13 -+ - -+ + - + -
14 - - + - -~ + + - +

O
|

]

!
+
!

!
+
+
|

IGENEI” Sy’ Ay

bulunur. Bilesenler 1,2,...8,9 olarak smiflandirilir: 3. yapida 7 bilegsene uyan
art1 yapidaki 7 bilesenin ug¢ degerde goriildiigli anlamindadir. 12. yapidaki 3
bilesene uyan eksi yapidaki 3 bilegenin nominal degerde goriildiigii
anlamindadir; ve benzer sekilde devam eder. Her bir bilegen sekiz defa ug
degerde ve sekiz defa nominal degerde goriiliir, 6yle ki diizenin miikemmel
olarak simetrik oldugu goriillir. Aragtirmaci bu tasarima goére kurulan
yapilarda ilerler ve onlarin karakteristikleri ne olursa olsun Sl¢iimii yapar ve

sonuca ulagilir (Plackett ve Burman, 1943-1946).

Ortogonal diizenlerin kurulusunda Latin karelerden faydalamlabilir.
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Tanim 4.1:

0,1,...,s-1 tamsayilan s’nin seti ve her tamsay1 s defa goriilmesiyle sxs kare
diizenlensin. Her bir tamsay: her satir ve her siitunda yalmz bir defa
goriilityorsa, kareye s mertebeli Latin kare denilir.

Bir kare diger karenin iizerine konulurken, birinci karenin her sayis: ikinci
karenin her sayisi1 ile yalmz bir defa goriiliiyorsa iki kare bir diZerine
ortogonaldir denilir. En fazla s-1 tane ikiserli Latin kare mevcuttur, Latin kare
olmayan diger iki kare de eklenebilir, fakat bu kareler ortogonal sette her
diger Latin kareye ortogonaldir. Bu karelerin ilki ilk satirin her bir eleman: 0,
ikinci satin her bir elemam 1, ve bdyle alinmasiyla kurulur. ikinci kare
birinci karenin transpozudur. Tam tersine bu iki kareye herhangi ortogonal
karenin Latin kare oldufuna dikkat edilmelidir. B&ylece toplam s+1 tane
ortogonal kare olmasi miimkiindiir ve s asal say1 yada asal saymn kuvveti
oldugunda bu smrin bulundugu bilinir. Bu sinir bulundugunda, ortogonal
karelerin tam setine sahip olundugu sdylenilebilir. Tam sete érnek olarak s=3
secilsin:

000 012 012 012

111 012 120 201

222 012 201 120
Her karenin elemam strasiyla bir satlfda yazilirsa, kareler asagidaki bigimde
gosterilebilir:

000111222  (birinci kare )

012012012  (ikinci kare )

012120102  (dgiincii  kare )
012201120 (dordiincii  kare )
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Bu big¢imde bir satir ve diger satir lizerine eklendiginde her bir dokuz olasi
siral ¢ift tamamen bir defa goriiliir. Bu herhangi iki satirnin 6zelligidir (Bush,
1952).

4.1. Birim Indeksli Ortogonal Diizenin Kurulugu

s asal say1 yada asal saymin kuvveti iken li¢ kuvvetli ve birim indeksli
ortogonal diizenlerin kurulus problemine cevap saglamasi amaciyla agagidaki

teorem verilecektir.
Teorem 4.1.1:

s>t ve p asal say1 oldugunda, s=p" ise, bu takdirde OA(s', s+1, s, t) diizenini
kurulabilir (Bush, 1952). '

Ispat :

e;€GF(s), i=0,1,...,s-1 ve s=p" olsun. GF(s) cismi tizerinde,
Y, =a.x" +a,,x7 +..+ax+a,
polinomu diistiniilsiin. Boyle s' tane polinom oldugu agiktir, t katsayilarinin
her birinden dolay: cisimde s fakli degerin oldugu varsayilir ve 0,1,...,s%-1
degerleri iizerinde j alt indis siralamasi yapilabilir. 0°dan s-1’¢ satirlarin sayisi
ve 0’dan s'-1°e siitunlarin sayis: iken sxs' diizeni olusturulur. Ozellikle i.inci
satir ve j.inci siitunda bulunan eleman
y,(e)=e,
olur (u tamsayi1). Diizenin sonunda birim indeksli ve t kuvvetli ortogonal

diizen elde edilebildigini s6ylemek miimkiindiir.
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Tersine ozdes iki t-6zdes alt siitun vektorli (tuple) nedeniyle t satirlarin
secilebildigi farz edilsin ve polinomlar birlestirilsin. Bu takdirde;

a_x'+a X+ rax+a,=y,(x)

a_x" +a 3 L taxta, =y, (x)
olur. Satirlar e, e, ,., €, sonlu cisminin elemanlaridir. Yukaridaki
esitlikler taraf tarafa gikarildiginda,

A e + A4, e +..+ die, +4,=0
elde edilir. 1°den t’ye kadar r siralamada gosterildigi gibi, 4,,,4,,,....4;,4,
t tane tlirdey lineer denklem elde edilir. Polinomlarin 6zdes olmasindan

dolayr, A’larin hepsi sifir olamaz. Dolayisiyla ¢oziimiin varlif igin

Vandermonde tipindeki matrisin determinant:1 kullanilir (Bush, 1952).
Tamim 4.1.1:

AeM, (F) Vandermonde matrisi ve X,Xy,....X, €F olsun (F cisimdir); A

matrisi agagidaki bigimdedir.

- -
1 1
X X% Xy
A=|x} x2 x?
g

n
Vandermonde matrisinin determinanti det A = H(x, -x,) olur.
1< j<i<n

Bu nedenle Vandermonde matrisi ancak ve ancak n parametreleri Xj,Xz,...,Xn

farkl ise tekil olmayan matristir.
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Vandermonde matrisi F cisminden en fazla n-1 dereceli katsayilar ile

p(x) = a5 X™' + 2,5 "2 + ... + a;x + a9 bulunan polinomun ara degerini bulma
probleminde kullanmilir. X1,X5,....Xy V€ ¥1,¥2,....¥n Verilen F’nin elemanlar
oldugunda,

p(X) = ag+ aX+ ... + a5 X1 =y,

_ -1 _
px2)=at+aXyt..ta X" =Y,

_ -l _
p(Xa) = a9+ arXgt ... + 201 X0 =Va

yazilir. Ara degeri bulma problemi n tane bilinmeyen ag,a,...,a,.; katsayilari
icin n tane denklemden olusan bir sistemdir ve ayrica a = [80:21,.-80.1] T €F", y
= [Y1,¥25--s¥a) €F" oldugunda Aa = y bicimindedir, AeM,(F) Vandermonde
matrisidir. Ara degeri bulma probleminin x;,X,,...,X, noktalan farkliysa daima

¢bzlimii vardir. A igin bu sonug tekil olmayandir (Roger ve Charles, 1990).

Tamm 4.1.2:

n>2 olmak iizere X;,Xj,....X,€K olsun. X;,X;,...X,’e goére V(X1,X3,...,Xn),

Vandermonde matrisinin determinantim goéstersin. Vandermonde determinanti

asagidaki bi¢cimdedir.
1 1
X, X, x
2 2 2
V(x,Xp500X, ) =X X5 o X,
xln—l x;—l x’r:—l

Bu determinant;
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V(X1,X2,5Xn) = (X2-X1) - (XnX1) (X3-X2) .. (Xn-X2) (X4-X3) ... (Xn~Xne1)
biciminde ifade edilir. Sag tarafta bulunan ifade 1<j<i<n igin (x; —X;)

terimlerinin ¢arpimidir. Bu takdirde,

det V(X1,X2,.+00Xn) = l_n'[(x, -x;)

1€j<isn

olur.

V(X1,X3,...,Xn) 06zdesliginin tiimevarim ile dogrulugu saglanir. n = 2 igin bu
agiktir,bu nedenle n>3 ve 6zdeslik n-1 i¢in saglandig1 varsayilabilir. Asagidaki
gibi Vandermonde matrisinde satir islemleri yaparak Vandermonde
determinant1 bulunur: n.inci satirdan x, ile ¢arpilan (n-1).inci satir ¢ikarilir,
bir sonraki satir i¢in (n-1).inci satirdan x; ile ¢arpilan (n-2).inci satir ¢ikarilir,

vb. islemlere devam edilerek bulunur.

1 1 1
i oo =5 - X, =X
V(x1:%5500%,) =[0  Xy(x,—%) .. x,(x,—X)

-2 -2
0 x7(x-x) . x, (x,—x)

1 1 1
X, X X,
2 2 2
= (% —x )X = %) (X, X)Xy X5 Xn
gt Xy xo

V(X1,X2,...,.Xn) = (X2-X1) (X3-X1) ... (Xp-X1) V(X1,X2,...,Xy) dir (Sernesi, 1993).
Ayrica,
V(x;) = 1 ve V(X1,X3,...,Xy) # 0 dir (Cohn, 1994).



25

Burada Vandermonde matrisinin elemanlarini sonlu cismin elemanlar: olan

e, ’ler ile iligkilendirildiinde Vandermonde matrisi asagidaki gibi ifade

edilebilir:
1 g 1 |1 1 1
el .e 1 e e
-1 _t-2 o Th T TR
V= e‘z e‘z e'zl =

---------------------- =2 =2 =2
i e e ..e
e, e ..l

't b L' -1 -1 -1

€, €, €

seklindedir. Bununla birlikte, Vandermonde tipindeki matrisin determinanti
det(V) = H(e,_ —e, ) 0zelligine sahiptir ve bu nedenle e, = e, olmadikga matris

tekil degildir, satirlarin farkli olmasindan dolay1 bu durumun imkansiz oldugu
agiktir.

Boylece tiim t-6zdes alt siitun vektorlerin (tuple) farkli oldugu gosterilebilir ve
s satirlarn kuruldugunda bu ispat tamamlanmis olur. Bununla birlikte,
katsayilar e, olan polinom ile birlestirilen bu siitunlara u degeri atanmasiyla
ortogonal anlamda birden fazla satir eklenebilir. Bu durumda 4, , =0 olacak
ve t-1 bilinmeyenli t-1 tane denklem ortaya ¢ikacaktir. Burada ¢6ziimiin
varlig1 i¢in t-2 satirli Vandermonde determinant1 gereklidir ve bu imkansizdir.

Buradan asagidaki sonug¢ ¢ikarlabilir.
Sonug 4.1.1:

p asal say1 oldugunda OA(S, k, s=p", 3) diizeni i¢in,
f(s?, s, 3)=s+1, s=p", p tek asal say1
f(s3, s, 3)=st2, s=2"

olur (Bush, 1952).
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Ornek 4.1.1:

Yukaridaki y6ntem kullanilarak OA(27,4,3,3) ortogonal diizeni kurulsun.
GF(3)’iin elemanlar1 0,1,2 ve
;) =a,,x" +a,,x"? +..+ax+a,; a, € GF(S),i=0],..,1-1

esitligi ile bulunan s=3°<27 polinom asagidaki gibidir:

yi=0, =1, y5=2, y&=x, ys=xtl, ye= x+2, y7=2x, yg= 2xtl,
yo= 2x+2 , y10™ X, Y= x*+1 Y= X*+2 Y= +x Y= X+x+l
y1s= XoHxH2 , y16= XoA2%, Y= XoA2x+l , yig= XA2xH2 , y= 2%,
Y20= 2x%+1 Y= 2x:42 V2= 2%%+x Y23= 2x*+x+1 Y™ 22 4+x+2

V25— 2x%+2x , Y26= 2x%+2x+1 Y= 2x*+2x+2 .

Bu takdirde ortogonal diizenin dort satin asagida gosterildigi gibi olusturutur:

Cizelge 4.1. OA(27, 4, 3, 3) i¢in ortogonal diizen

1234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
0|j0120120120 12 0120120122901 2201 2
110121202011 2 02 0101 2201012123@2F0
20122011201 2 001 2201201122001 2
AJ0000O0OOOOO1 1 ¥ 1 1 11 112222222272

4.2. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Farklar Yontemi

Rasgele tamamlanmig blok diizeni; rasgele blok diizeninde blok genisliginin
islem sayisina (veya deneme sayisi) esitligi bilinmektedir. Bazen her blokta
biitin denemelerin uygulanma imkan1 bulunmayabilir. Bu takdirde
tamamlanmamug blok diizeninin kullamlmasi gerekir. Tamamlanmamg blok

tasarimlarmin kurulugu igin farklar yéntemi kullamldi.
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Tanim 4.2.1:

P,B sirasiyla elemanlart denemeler ve bloklar olan iki set olsun. Asagida
verilen Ozellikleri saglayan deneme diizeni rasgele tamamlanmamis blok
diizenidir.

1. P kiimesi v elemana sahiptir (v tane elemani vardir).

2. B={B,,B,,...,.By} b elemanlidir (bloklarin setidir).

3. VB;, k elemanina sahiptir. Burada k<v dir.

4. p,qeB ve p#q olmak iizere her bir (p,q) ¢ifti B’nin A elemaninda

goriiliir (A>0).

5. VaeP, B’de r defa goriiliir.

(Curtis, 1984).

Tanim 4.2.2:

mod v kalan smniflarimin bir ciimlesi {d;,d,,....dc} olsun. Eger di-d;, i#j
bigimindeki tiim farklar, sifir olmayan mod v kalanlarmin tiimiinii veriyor ve
bu farklarin her biri 1 defa gériiniiyor ise {d,d,,...,ds} ciimlesine mod v fark

climlesi yada (v, k, 1) fark ciimlesi denir.

Teorem 4.2.1:

{d1,dy,...,dg} bir (v, k, 1) fark ciimlesi olsun. Bu takdirde (Z,, {Bg,B1,...,Bv.1})
bir (v, k, 1) diizenidir. Burada bloklar,
B;:={[j+dj}, | =1,2,...k}, j=0,1,2,...,v-1

By’nin elemanlar1 mod v kalan siniflaridir.
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Ornek 4.2.1:

{0,1,2,4,5,8,10} €Z,5 bir (15, 7, 3) fark climlesi bigimindedir. Bloklar ise,
Bi={j, j*+1, j+2, j+4, j+5, j+8, j+10}, 0sj<14

ile verilir ve bir (15, 7, 3) diizeni oldugu goriilir. Bu 6rnek, 3-boyutlu projektif

geometri PG(3,2) gibi diiiiniilebilir. Gergekten de PG(3,2), s=2 i¢in 15 blok

ve 15 degisken ihtiva eder. s=2 durumunda bloklarin tasidig1 degisken sayis1 7

dir. O halde bloklarin her biri bir PG(2,2) Fano geometri bigimindedir.

s=1 durumunda 35 dogru (blok) ve 35 nokta (degisken) vardir. Bloklarin
(dogrularin) tagidig1 nokta sayist ise 3 tiir. Bu durumda =1 dir.

Asagida verilen diizeni s=2 durumu i¢in PG(3,2) ile tammlamak miimkiindiir.

(0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111)
(0001, 0010, 0011, 1000, 1001, 1010, 1011)
(0001, 0100, 0101, 1000, 1001, 1100, 1101)
(0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1100, 1110)
(0001, 0010, 0011, 1100, 1101, 1110, 1111)
(0001, 0100, 0101, 1010, 1011, 1110, 1111)
(0010, 0100, 0110, 1001, 1011, 1101, 1111)
(0001, 1000, 1001, 0110, 0111, 1110, 1111)
(0010, 1000, 1010, 0101, 0111, 1101, 1111)
(0100, 1000, 1100, 0011, 0111, 1011, 1111)
(0011, 0101, 0110, 1000, 1011, 1101, 1110)
(0011, 1001, 1010, 0100, 0111, 1101, 1110)
(0101, 1001, 1100, 0010, 0111, 1011, 1110)
(0110, 1010, 1100, 0001, 0111, 1011, 1101)
(0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111)
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Ormnek 4.2.2:
{0,4,5,7} climlesi mod 13’e gore fark ciimlesidir. Bu ciimle yardimiyla bloklar
olusturulur. Bloklar (dogrular) ve tagidiklari degiskenlerin (noktalarin)

PG(3,2) projektif geometri zelliklerini gosterdigi agiktir.

d#0 (mod 13) igin d;-d;=d (mod 13) olacak sekilde (d;,d,) giftleri asagidaki

bi¢imde verilir.

Cizelge 4.2. d;~dy=d (mod 13) fark seti

D | d-d, | d | drd
1 (G4) | 7 (7,0)
2 | 15 | 8 | (0,5
3 74) | 9 (0,4)
4 | 40) | 10 | @7
5 1 60 | 11 ] 6.7
6 | 07 | 12| (45

Ornege gore bloklar olusturuldugunda,
B={t, 4+, 5+, 7+}, t=0,1,2,...,12
olmak lizere agagidaki bigimdedir.

Bi={0,4,5,7} Bs~{4,8,9,11}  Bg={8,12,13,2}  B;;={12,3,4,6}
B,={1,5,6,8} Bs={59,10,12}  By={9,13,14,3}
B,={2,6,7,9} Be&={6,10,11,0}  B;={10,14,15,4}

B;={3,7,8,10} B~={7,11,12,1} B;1={11,15,16,5}
Bu diizen i¢in, b=13, v=13, r=4, k=4, 1=1 dir. {0,4,5,7} ciimlesi, (13, 4, 1)-
fark ciimlesi (difference set) dir (Bayrak, 1991).

Farklar yontemi 2 kuvvetli ortogonal diizenlerin kurulmasinda kullamlacaktir.



30

Tanim 4.2.3:

A=ap olsun. 1 kuvvet ve B indeksli OA(Ps, k, s, 1) farkli diizenler g=os nin
yan yana konulmasiyla 2 kuvvetli OA(As®, k, s, 2) ortogonal diizenine -
yeniden ¢oziilebilirdir denilir. 1-yeniden ¢oziilebilir diizene tamamiyle

yeniden ¢oziilebilirdir denilir.

Asagida verilen 2 kuvvetli OA(18, 7, 3, 2) ortogonal diizeni goz oniine alinsin.
(0,0, (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2) siitun vektdrlerinin her
birinin iki defa goriildiigli herhangi 2x18 alt matrisinde kolayca dogrulanabilir.

Cizelge 4.3. Iki kuvvetli OA(18,7,3,2) ortogonal diizeni

012012012012012012
012012120201120201
012120012201201120
012201201012120120
012120201120012201
012201120120201012
000000111111222222

Omegin; OA(18,6,3,2) diizeni, tamamiyle yeniden ¢oziilebilir son satirin
silinmesiyle Cizelge 4.3.’de verilen OA(18, 7, 3, 2) ortogonal diizeninden elde
edilebilir.

A=ap ve OA(As’k,s,2) ortogonal diizeni B-yeniden ¢oziilebilir ise, bu takdirde
en azindan birden fazla satir eklenebilir ve k+1 kisith ortogonal diizen elde
edilebilir. Yeni satirda ilk bilesen diizenine ait olan siitunlardaki X’min

(0,1,2,...,5-1 elemanlarinin seti) ilk elemani, sonraki bilesen diizenine ait olan
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stitunlardaki ¥ nin ikinci eleman: konulur ve bdyle devam eder. diizenin

ortogonalligi yok edilmeksizin bir satirdan fazla eklemek miimkiin olabilir.
Teorem 4.2.2:

s elemanlarindan meydana gelen (toplanabilir grup) modiili M olsun,
€0,€1,.--,.65.1. T satirll a yapisint M’ye bagili elemanlar ile agagidaki gibi bulmak
mimkiindiir

ooooooooo

Oyle ki herhangi iki satirin uygun elemanlarinin arasindaki farklarda, M’nin
her bir eleman: A defa (As) goriiliir; bu takdirde 2 kuvvetli OA(?Lsz, I, s, 2)
ortogonal dilzeni tamamen yeniden ¢ozillebilir kurulus yontemi asagidaki
gibidir: M’nin toplanabilir tablosu yazilir. Bu takdirde elemana uyan
toplanabilir tablonun satir1 ile yapidaki her bir eleman yerine yazilir (¥ seti
0,1,...,s-1 gibi alinirsa sadece son ek kullamhir). Bu OA(lsz, r, s, 2) tamamen
yeniden ¢6ziilebilir diizeni verir. r+1 kisith OA(As%, r+1, s, 2) diizenin

bulunmasinda yeni satir eklenebilir.

Bicimsel ispat gsterilmeden once OA(18, 7, 3, 2) ortogonal diizeni ile
teoremin kullamimi 8rnek olarak verilecektir. M igin kalinti1 simiflar1 (mod 3)
olan Galois cismi GF(3) alinsin. ¢,=0, €=1, €,=2 olsun. M’nin toplamsal

tablosu
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Cizelge 4.4. GF(3) iin toplamsal tablosu

€ € €

1€ 1€ €1 €
€1 [€& € €

€€ € €

olmak fizere, alt1 satirli yap1 denemesiyle kurulusu zor degildir.

€p€g€g€p€0€y
€p€y€,€,€,€,

e,e,6p0€,€,¢e, 42.1)

€o€,€,€4€,€,
€p€,€,€,€5€,

€0€,€1€,€,¢,

herhangi iki satirda uygun elemanlar arasindaki farklar oldugunda e, €, €; li¢
elemanlarimin her biri iki defa goriilir. OA(18,6,3,2) tamamen yeniden
¢Oziilebilir ortogonal diizen i¢inde (4.2.1) yapisi degistirilerek siralanir,
Cizelge 4.4.”de sunulan toplamsal tablonun uyan satirlarinda son ek ile M’nin
her bir elemani yerine yazilir. Béylece

e, > 0,1,2
e, >1,2,0
e, = 2,0,1

Cizelge 4.3.”de verilen diizeninin ilk alt1 satir1 bulunmug olur.

Sonunda OA(18,7,3,2) diizeni bulunmasi 6 tane 0 (ilk iki grubun siitunlarim

gosterir), 6 tane 1 ile devam eden, 6 tane 2 ile devam eden yeni satir eklenir.

Teoremin bi¢imsel ispatina devam edilsin. s M’nin bir elemanina uygun olan
her bir sinif, s smiflar i¢inde M’nin elemanlarina boliinebilen bilesenler 2x1

. ; il KURULD
‘ﬁ’f& *ﬂmﬂ‘%mﬂ
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e.
vektorleridir. e-e=ey ise bu takdirde (e'J ec’ya uyan siniflara aittir. M’nin
Jj

toplanabilir tablosunda geriye kalan iki farkli satirin uygun elemanlarin farki
sabittir dyle ki vektorler e, ya uyan smifin tiim vekt6rlerinden meydana gelen
€; ve ¢ ye uyan satirlardan diizenlenir. Yapidaki herhangi iki satirin uygun
elemanlan arasindaki farklardan dolayi, yapi genisletilirken M’nin her bir
elemam yalnizca A defa goriiliir ve toplamsal tablonun uygun satirlartyla her
bir eleman yerine yazilir boylece her vektdr de A defa goriiliir (uygun son
ekler M’den 0,1,...,s-1 setine X seti degistirilmesiyle elemanlar yerlerine
yazilacaktir) (Bose ve Bush, 1952).

Ornek 4.2.3:

s=3, A=3 iken OA(27,9,3,2) ortogonal diizeninin kurulabilecegi gosterilsin.
Burada GF(3%) nin elemanlari primitif kokiin kuvvetleri ve polinomlar gibi
ifade edildi.

ao=0,a,=x°=1,a2=x,a3=x2=2x+1,a4=x3=2x+2,

a5=x4=2, a6=x5=2x,a7=x6=x+2,as=x7=x+1 4.2.2)

M’nin elemanlan o, o; ve a5, ve M’nin elemanlarinda GF(32) nin elemanlar

ayrintilariyla kurulursa

x=0 i¢in;
Olg, O, Olg —> Qg
oy, O3, Olg —> O (423)

Oy, U5, Q7 —> Os
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Cizelge 4.5. GF(3%) nin elemanlarinin garpim tablosu

G O Gy O3 O4 Os Qg 7 Og

Ay Qg CGp Op Qg O Qo O
aq a; Oy O3 0y Os Og Oy Og

O3

Ol
O

Gz 10p QG O3 Q4 Cs Qg Q7 Qg O
Oy O3 Q4 s Og Q7 O3 O O
Ol

271 a4 Os O Q7 Oy O O O3
Os [Qp Os5 Og Q7 Og Of O O3 O4
Os |Gy Qg Q7 Og O Oy O3 04 Os
a; (G Q7 Og Oy O O3 O4 Os Cg

ag (Cp Qg Gp O O3 O4 Os O O

(4.2.3) ile verildigi gibi M’de elemanlar ayrintilariyla planlanmasiyla ve

sirastyla oy, a ve as yerine 0,1ve 2 konuldugunda, ilk stitunlar elde edilir:

4.2.4)

S O O O O O o o ©
N O NN = O~ O
= N O NN = O
O = = N O N N = O
— O M = NS NN O
N = O = = N O N O
N N = O = = N © ©
S N N = O = = NN
N O N N e O e e O

Yukaridaki yontem kullanilarak agagidaki yapilara ulagilir:
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x=1 i¢in;

0y, 03, 07 —> Oy

oy, 0y, 04 —> 0O

s, Olg, Olg —> Ols

0 000 O0O0O0TO0OTO O

1 2 2 0 2

1 0
1 0

0

1

1
1

0 1 2 2 0 2
2 2 0 2
2 2 0 2

0
0

1

1

1
1

01 2

1
1

0

0 2 2 0 2

0 2 0 2

1
1

2 2

1

01 2 2 0

0 0 21

1

1

2

2 i¢in;

x":

Olp, Oy, g —> Qg

Qap, Og, 07 —> Q4

s, Oy, O3 —> Ol5

0O 0000 0 O0OTUO

1 2 2 0 2 1
0 22 0 2

0

1

1

0 2 0 2

|
1

0

0 0 2

1 2 2 0
2 2 0 2

0

1

1

2

1
1

1 01 2 2 0 2
1 2 2 0 2

0

0
0

1



36

GF(3)iin elemanlarinin eklenmesi ve modiil 3’¢ indirgenmesiyle OA(27,9,3,2)
ortogonal diizeni agagidaki gibi elde edilir:

Cizelge 4.6. OA(27,9,3,2) ortogonal diizeni

2012012012012012012012012
2120012120201201012201120
2012120201201012201120120
2120201201012201120120012
2201201012201120120012120
2201012201120120012120201
2012201120120012120201201
2201120120012120201201012
2120120012120201201012201

O O O O O O O o o
P d e fed ek e ek ek e

Bu durumda kisitlarin maksimum sayisi 13 tiir. (4.2.4) iin satirlarina ortogonal
ve kendi aralarinda ortogonal olan dortten fazla satir bulmaya c¢alisilsin. 3.cii
mertebeden MOLS’dan (ikiserli Ortogonal Latin Kare) birim indeksli
OA(9, 4, 3, 2) diizeni kurulsun. Agik¢a boyle diizen
0 00111222
01201201 2
01 2120201 (4.2.5)
021102210
Siitunlarin her biri tiger defa tekrar edilirse 27 siitun elde edilir.

Cizelge 4.7. OA(27,4,3,2) ortogonal diizeni

000000000111111111222222222
000111222000111222000111222
000111222111222000222000111
000222111111000222222111000
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Cizelge 4.6.°daki diizenin ve (4.2.5) de verilen yapmn satirlar1 kisitlarin
maksimum sayisi ile OA(27,13,3,2) diizeni olusturulur (Raghavarao, 1971).

Seiden (1954) ayni probleme farkli bir sekilde yaklagsmistir. Bush (1952) ,
Bose ve Bush (1952) tarafindan formiile edilen farklar yontemini temel alarak
OAQ36, 13, 3, 2) ortogonal diizenini kurmustur.

Farklar yontemi teoreminin kogullarini saglayan deneme ve yanilma yoluyla

bulunan 12x12 yapis1 agagida verilmistir:

0000000000 00
0000111122 22
0012220111 20
1002210220 11
1200022110 21
0021012201 21
0210120202 11
1020122021 10
0201221021 01
2001021212 10
2010212012 01
0100202211 12

OA(36,13,3,2) diizenin on iki satin1 sifir, bir ve iki elemanlarinin dongiisel
permiitasyonundan meydana gelen iki doniigiimiin bu yapiya eklenmesiyle
bulunur. 13. satir aym siradaki yapilarin her biri altinda; émegin, dort tane

sifir, d6rt tane bir ve dort tane iki konulmasiyla eklenecektir.
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Burada iki soru dogal olarak olusur. Birincisi 12’den biiyiikk satirlarin
sayisindan meydana gelen yapi olusturulmasinda, aym kurulus y6nteminin
kullamlmasinmn miimkiin olup olmadigidir. Ikincisi ise 13°den fazla satirlardan
meydana gelen ortogonal diizen kurulugunda 12 satirh yapinin kullanilmasinin
miimkiin olup olmadigidir.

Bose ve Bush (1952) un belirttifi ortogonal diizenlerin cebirsel Gzellikleri

temel alinarak, bu sorularin cevaplarinin ispatinda kullanilir.

i.inci siitun ile j.inci elemanlar esit olan j rastlantilara sahip siitunlarin sayisini
ny gostersin. Diizenin OA(N, k, s, t) ortogonal diizeni olmas: igin gerekli kogul

0<h<t i¢in, h sayis1 ne olursa olsun asagidaki esitlii sajlamasidir:

k
> n,Cl =Cp(As™ =1),i =1,2,...,N.
j=0

h’in 0, 1 ve 2 degerlerini aldig1 diisiiniilen durumda ve kosul indirgenir:
(& .
z n, =As” -1
Jj=0
k
() =1 jn; =k(As=1)
Jj=0

}f:f(j —-Dn, =k(k-1}(A-1) i=12,.N

Lj=0

Seiden, (*) esitliklerini kullanarak bu sorularin cevaplarinin olumsuz oldugunu

gOstermistir (Seiden, 1954).
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4.3. iki Kuvvetli Diizenlerden Ug Kuvvetli Diizenlerin Kurulusu

Ortogonal diizenlerde iki kuvvetli diizenlerden ii¢ kuvvetli diizenlere gegis
miimkiindiir. Buna iligkin teoremler agagida verilmistir.

Teorem 4.3.1:

€0,€1,+.-,6s-1 €lemanlarmin sirali seti S olsun. Herhangi bir t tamsayis: igin,
S’nin elemanlan s' farkh sirali t-6zdes alt siitun vektorii (tuple) diigtiniilsiin.
Onlar s*! e bolinebilirdir. s elemandan meydana gelen t-dzdes alt siitun
vektoriinlin (tuple) her biri, S’nin elemanlarinin devirli permiitasyonu altinda
kapalidir. Bu setler S; ile gosterildi, (i=1,2,...,s"1). S’ye ait olan elemanlar ile r
satirlarin olugturdugu bir yap: bulmak miimkiindiir

---------

Oyle ki her bir S;’ye ait olan elemanlarin sayis1 her t satirli alt matriste aynidir.
Bu say1 A olsun. O halde bu yap1 (As', 1, s, t) ortogonal diizeni kurmada
kullanilabilir. Bu yapiya (t-1) kuvvetten bir diizen eklenirse (As'™', r+1, s, t)
ortogonal yaprya ulasilir (Seiden, 1954).
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Teorem 4.3.2:

s=2 ise, bu takdirde 3 kuvvetli diizenin kurulusu i¢in, herhangi 2 kuvvetli
ortogonal diizen Teorem 4.3.1'in kosullarmi saglayan yap1 bigimindedir
(Seiden, 1954).

Asagidaki 6rnek Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2’yi agiklayacak yapidadir.
Plackett ve Burman (1943-1946) tarafindan kurulan OA(12,11,2,2) ortogonal

diizeni goz 6niine alinsin.

0110111000 10
0101110001 01
0011100010 11
0111000101 10
0110001011 01
0100010110 11
0000101101 11
0001011011 10
0010110111 OO
0101101110 00
0011011100 01

Bu iki kuvvetli ortogonal diizenin Teorem 4.3.2°nin kogullarimt sagladig:
goriiliir, Sifir ve birlerin yer degistirilmesiyle bulunan doniisiimiin yapiya
eklenmesi durumunda OA(24, 12, 3, 2) ortogonal diizeni kurulur. 12.inci satir

12 tane sifir ve 12 tane birlerden meydana gelecektir.
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Cizelge 4.8. OA(24,12,3,2) ortogonal diizeni

0110111000 1010010001 1101
0101110001 0110100011 1010
0011100010 1111000111 0100
0111000101 1010001110 1001
0110001011 0110011101 0010
0100010110 1110111010 0100
0000101101 1111110100 1000
0001011011 1011101001 0001
0010110111 0011010010 0011
0101101110 0010100100 0111
0011011100 0111001000 1110
0000000000 0011111111 1111

Satirlarin maksimum olasi sayisi (yada kisitlarin sayisi), s=2 igin, 3 kuvvetli

ortogonal diizenin kurulus y6nteminin tanimim saglar (Seiden, 1954).

4.4. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Projektif Geometrinin

Kullanimi

Ortogonal diizenlerin kurulug yontemlerinden birisi de sonlu geometrinin
kullannmidir. Ozellikle sonlu, analitik projektif geometri bu diizenlerin

kurulusu i¢in faydali olmaktadir.

Teorem 4.4.1:

kxr boyutlu bir C matrisi gbz oniine alinsin.
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-
€1 €z - €

C2l 622 eoe CZ

| Cit Ci2 ++ Cr |

Burada c;e GF(p") dir. Eger t satirli t rankli kismi matrisler bulunabiliyorsa,
bu takdirde OA(S, k; s, t) ortogonal diizeni kurulabilir. Burada s=p" dir (Bose
ve Bush, 1952).

C matrisinin satirlann PG(r-1, p") sonlu projektif uzayindaki noktanin
koordinatlar: gibi yorumlanabilir 6yle ki noktalarin t tanesi birlestirilmemistir.

Bdoylece agagidaki teorem elde edilir:
Teorem 4.4.2:

PG(r-1,p") de t tanesi birlestirilmemis k noktalar1 bulunabilirse, bu takdirde
A=s", s=p" olan OA(s', K, s, t) ortogonal diizeni kurulabilir (Bose ve Bush,
1952).

Bu teoremler 3 kuvvetli ortogonal diizenlerin kurulusunda kullanildi.

(a) s=2 o6zel durumu dikkate alinsin. (r-2)-diizleminde olmayan PG(r-1,2)

deki tiim noktalarin seti diigiiniilsiin. Bu takdirde,
X +x,+..+x,=0 4.4.1)

dir. Boyle 2~! tane nokta vardir. PG(r-1,2) deki her bir dogru ii¢ noktadan
gegmediginden dolay1 bu noktalarn iigii ayni dogru {izerinde degildir ve setin
disinda bunlarin biri (4.4.1) diizleminde degildir. Teorem 4.4.1 deki C
matrisinin satirlart i¢in bu noktalarin koordinatlar1 almir, 3 kuvvetli
OA(2', 27!, 2, 3) ortogonal diizeni kurulabilir ve 2"! tane kst vardir.
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Ornegin, r=3 durumu diigiiniilsiin. PG(2,2) nin (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)
dort noktas1 x, +x, +x; =0 dogrusu tizerinde degildir. Bundan dolay: uygun C

matrisi
[100]
O 010
001
(111}
Sekiz tane olasi & siitun vektorii
01000111
00101011
00011101

OA(8.4,2,3) diizeninde gerekli stitunlar asagida verilen CE formuyla bulunur.

Cizelge 4.9. OA(8,4,2,3) ortogonal diizeni
01000111

00101011
00011101
01110001

Boylece OA(8,4,2,3) ortogonal diizeni kuruldu. Benzer y6ntem kullanilarak
0A(16,8,2,3) ortogonal diizeni de kurulabilir.

(b) s=2" olsun. PG(2,2") sonlu projektif diizleminde bozulmams konik

alinr.
A=af*+bg” +ch’ + fgh#0 oldupunda,

ax} +bx] +cx; + fo, %, + gex, + hxyx, =0
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olur. Egsitlikler ve Teorem 4.4.2 dikkate ahnarak, s=2" oldugunda
OA(s3,s+2,s,3) ortogonal diizeninin kurulusunda bu noktalarin koordinatlar
kullanilabilir.

Benzer sekilde p tek asal say1 oldugunda s=p" iken PG(2,p") nin bozulmamig
koniginde s+1 noktalarmin koordinatlani kullamlmasiyla OA(s®s+1,s,3)
ortogonal diizeni kurulabilir.

(©) ¢(x,y)=ax} +2hxx, +bx> GF(p")’e ait olan katsayilar ile
indirgenemeyen tiirdes karesel ifade olsun. s=p" ise, karesel yiizeyin ii¢li aynt
dogru tizerinde olmayan tamamiyle s>+1 noktay: kapsadigini Bose (1947) de
gosterdi. ¢(x,y) dikkate alinarak

ax? +2hx,x, + bx} = x,x,
yazilir. Bundan dolay: s asal sayi yada asal saymin kuvveti iken, k=s’+1
kisttlar ile OA(s*, k, s, 3) ortogonal diizeninin kurulus yontemi elde edilir.

Ornegin, s=3 durumu distniilstin. PG(3,3)iin x? +x2 = x,x, Kkareselinde
bulunan 10 noktanin koordinatlar1 (0,0,1,0), (0,0,0,1), (0,1,1,1), (0,1,2,2),
(1,0,1,1), (1,0,2,2), (1,1,1,2), (1,1,2,1), (1,2,1,2), (1,2,2,1) dir. Bunlar C
matrisinin satirlar1 gibi kullanihirsa, OA(81,10,3,3) ortogonal diizeni ve
geometrik ydntemle bulunabilen kisitlarin maksimum sayismn 10 oldugu
goriiliir (Bose ve Bush, 1952).

(d) Rao (1946) PG(t,s)’den hiperkiiplerin kurulugunu diigiindii. 2 indeksli
OA[(s*-1)/(s-1),s,1,2] hiperkiipti ile ayni olan s** indeksli OA(s',(s*-1)/(s-1),5,2)
ortogonal diizeni agagidaki yontem ile PG(t,s) den kurulabilir: PG(t,s)deki
denklem

X0 =0 (4.42)
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sonsuzda (t-1)-diizlemi temsil eder ve herhangi diger (t-1)-diizlemi agagidaki
denklem ile gosterilebilir.

QgXy +a,x; +...+a,x, =0 (4.4.3)
bu takdirde (t-2)-diizlemi sonsuzda,
X, =0;a,x, +a,x, +...+a,x, =0 a, € GF(s);i=1,2,...,t (4.4.4)

seklinde gosterilir. (s-1)/(s-1)nin varhgm ve (t-2)-diizleminin sonsuzda
oldugu goriiliir. (4.4.4) esitligi (t-2)-diizleminden gegen s’nin dogru demeti,
(t-1)-diizlemi agagidaki esitlik ile verildi:

Qx, + ax, +a,x, +..+a,x, =0 a, e GF(s) (4.4.5)

(4.4.4) ile verilen (t-2)-diizlemine (4.4.5) ile verilen dodru demetinin kosesi
denildi ve faktore uyan noktalar (ay, a,,...,a,) ile tamimlandi. Xo 1n katsayisi gibi
a; ile (4.4.5) ile gosterilen (t-1)-diizlemi (4.4.5) ile tamimlanan dogru demetinin
tanimli (4.4.4) ile tammlanan késesi, (a;, ay,...,a) ile tammli faktériin i.inci
diizeyine uyabilen (i = 0,1,...,s-1), o; ile tanimlanabilir. B6ylece her bir s

diizeylerinde, m = (s'-1)/(s-1) faktorleri vardir.

s' sonlu (1, X;, Xp,...,X;) noktalari vardir ve sonlu noktalarin her birinin
vasitasiyla (t-1)-diizleminin (s-1)/(s-1) dogru demetinin her birinden (t-1)-
diizlemi geger. s' sonlu noktalar ve diizenin satirlart ve siitunlan1 faktorler
olarak ifade edilsin ve j.inci sonlu noktadan gegen i.inci dogru demetinin
oy.1nct diizlemi ise k ile (i,j).inci durumu gostersin k=0, 1, ...,s-1; i=1,2,
ey (8-1)/(5-1) 3§ =1, 2, ..., s"). Boylece kurulan diizenin s** indeksli
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OA(s', (s-1)/(s-1), s, 2) ortogonal diizen oldugu kolayca dogrulanabilir
(Raghavarao, 1971).

Ornek 4.4.1:

2 indeksli OA(8,7,2,2) ortogonal diizenin kurulugu géz oniine alinarak bu
yontemin kurulusu 8rnek olarak verilecektir. Bu ortogonal diizen PG(3,2) den
kurulabilir. PG(3,2)’de 15 noktanin her biri x; = 0 yada 1 (i = 0,1,2,3)
oldugunda (xq, X1, Xz, X3) ile gosterilebilir ve x; koordinatlarinin tlimii sifira esit
degildir. (4.4.5) dogru demetine uygun olan kdseler (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) ve (1,1,1) ve onlara sirasiyla A, B, C, D, E, F ve G
faktorleri denilecektir. Sekiz sonlu nokta (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,0,1,0),
(1,0,0,1), (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1) ve (1,1,1,1) sirals seri halindel,2,...,8 ile
numaralandirildi. Sekiz siitun ve yedi satirli diizen elde edilir. Satirlar yedi
faktére ve siitunlar sekiz sonlu noktaya uygun olan ve j.inci sonlu noktadan
gegen iinci dogru demetinin diizlem sayisi ile (i,j).inci hiicre yerine yazilir
(i=A, B,.., G; j=1, 2, .., 8). Ormegin, D kosesinden gegen 1 numaral
diizlemde bulunan ikinci nokta ve bundan dolay1 D satin altinda ikinci
stitundaki hiicre 1 dir. Tamamlanmig diizenleme ile 2 indeksli OA(8,7,2,2)
ortogonal diizeni agagidaki gibi kurulmus olur:
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Cizelge 4.10. Iki indeksli OA(8,7,2,2) ortogonal diizeni

Sontu Noktalar
Faktor 1 2 3 45 6 7 8
A 0100 1101
B 0 01 01 011
C 0 001 0111
D 01100110
E 0101 1010
F 0011 1100
G 0111 0001

3 kuvvetli hiperkiip yapisina yada denk olarak PG(t,s) den s> indeksli
ortogonal diizen elde edilirken, s> sonlu noktalarda kesisen (s*-1)/(s-1) dogru
demetlerinin setinden ti¢ farklh dogru demetine ait olan ii¢ (t-1)-diizlemi
gereklidir. Sonsuzda (t-3)-diizlemde kesisen iki dogru demetine uygun olan
herhangi iki koge vardir. Onceki iki kosenin kesisiminden gegmeyen kose
iiglincii kose olarak segilir; onceden segilen herhangi iki késenin kesisiminden
geemeyen kose dordiincii kose olarak segilir; ve boyle devam eder. s indeksli
ortogonal diizen igin durum faktorleri ile tanimlanan kogeler segildiginde

saglanacagi kolayca goriiliir.
Ornek 4.4.2:

Birim indeksli OA(4,3,2,2) ortogonal diizeni yukaridaki yontem ile kurulsun.
PG(2,2) de 7 noktanin her biri x; = 0 yada 1 (i = 0,1,2) oldugunda (X, X, X2)
ile gosterilebilir ve x; koordinatlarinin tiimii sifira egit degildir. (4.4.5) dogru
demetine uygun olan kdseler (0,1), (1,0) ve (1,1) dir. Bu koselere sirasiyla A,



48

B ve C faktorleri denilecek. Dort sonlu nokta (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0) ve (1,1,1)
dir. Sonlu noktalara sirastyla 1,2,3 ve 4 ile numaralandirildi. Siitunlar dort
sonlu noktaya uygun ve satirlar da {i¢ faktére uygun olsun. Bdylece birim
indeksli OA(4,3,2,2) ortogonal diizeni agagidaki gibi elde edilir:

Cizelge 4.11. Birim indeksli OA(4,3,2,2) ortogonal diizeni

Falktd Sonlu Noktalar
or 1 2 3 4
A 0 1 0 1
B 0 0 1 1
C 0 1 1 0

4.5. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Ana Etki Planlar

Addelman ve Kempthorne (1961) tarafindan verilen tanim ve teoremler
ortogonal diizenlerin kurulusunda ana etki planlannin  kullanimim

saglamaktadir.
Tanim 4.5.1:

X; ve X iki faktorii X;’nin her bir diizeyi X;’nin her diizeyi ile ayni say1 kadar
goriilityorsa biri digerine ortogonaldir denilir. X; ve X; faktorleri
(i)  p tek asal say1 i¢in, Xj’nin her bir diizeyi s"? defa goriliir ve
Xj’nin Ya(s-1) diizeylerinin her biri X;’nin her bir diizeyi ile 2s™2
defa goriiliir ve
(i) p=2 i¢in, X;’nin ¥2s diizeylerinin her biri X;’nin her bir diizeyi ile
25" defa goriiliirse

biri digerine yari-ortogonaldir.
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Ana etki plani ile ortogonal diizenlerin kurulugu problemine cevabi saglamak

amaciyla verilen teorem igin gerekli olan yardimc: teoremler agagidaki gibidir:
Yardime1 Teorem 4.5.1:

p tek asal say1 iken, X? + kX, (k, GF(p™) nin elemam), ¥(s+1) farkh diizeyleri

n

kapsar, bir diizey s"! defa goriiniir ve !'4(s-1) diizey s islem

kombinasyonlarinda 2s™" defa goriiniir.

Yardimci Teorem 4.5.2:

p=2 iken, X? s diizeylerinin her birini s™' defa kapsar.
Yardimci Teorem 4.5.3:

p=2 iken, X? + kX, (k sifirdan farkh ve GF(p™) nin herhangi bir elemani) 2s™"

defa goriilen her bir ¥ss farkl: diizeyi kapsar.
Yardimci Teorem 4.5.4:

Faktor en azindan biri k=0 oldugunda X7 +k.X, + Y k,X, ile yerine yazilir (k;

J=i

ve k; GF(p™) nin elemanlart), s diizeylerin her biri s* defa meydana gelir.
Yardimci Teorem 4.5.5:

X! + kX, +k,X, nin diizeyleri k;, ky, a; ve a, GF(p™) nin elemanlar1 ve a,#0

oldugunda, X, +a,X, nin u, diizeyi ile planda goriilen ky+ca,=0 oldugunda
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x} +kx, +k,x, +c(ax, +a,x,)—cu, nin degerleri ile verildi ve x, GF(p™) nin

elemanlan {izerindeki agikliklardir.
Yardimci Teorem 4.5.5a:

aX,+) a,X, nin u dizeyi ile planda gorillen X} +kX,+y kX, nin

J=i J#i
diizeyleri tiim j#i i¢in kj+ca=0 oldugunda
X} +kx,+ Y kx, +c(ax, + a;x,)—cu, nin degerleri ile verilir. GF(p™) deki
J#i J#i

bazi c’leri kapsayan ve a; ve k; tlim j#i icin k;+ca;=0 bigiminde degilse bu

takdirde iki faktor ortogonaldir.
Yardimci Teorem 4.5.6:

p asal say1 iken GF(p™) deki bilesenler GF*(p™) nin elemanlarinin bir setini
olusturur. Bu elemanlar GF’(p™) de olmayan bir elemanin GF(p™) deki
elemanlarin her birinin garpilmasiyla elde edilir. GF*(p™) deki elemanlarin seti
ve onlarin bilesenlerinin seti bir sette birlikte alinirsa, GF(p™) nin elemanlar

bulunur.
Teorem 4.5.1:

2s" islem kombinasyonlar1 ile her bir s=p™ diizeylerde [2(s"-1)/(s-1)-1]
faktorleri igin ana etki plani vardir.

n=2 alinmas1 durumunda, s’ denemelerde s diizeylerde her bir (s*>~1)/(s-1)
faktorleri i¢in ortogonal ana etki planmmn ilk pargasii olusturmada;

1,2,...,(s-1) katsayilari, GF(p™) nin elemanlar1 olan X,veX, faktorleri ve
onlarin genellestirilmis etkilesimleri X, + X,,X, +2X,,.., X, +(s—1)X, yerine
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yazilir, toplama ve ¢arpma bu cismin iginde yapilir. Buna ek olarak [(s*-1)/(s-
1)-1] faktorleri X7 +X,, X2 + X, + X, X2 +2X, + X, XE +(s =D X, + X, ile
yerine konulur. s" gozlemlerdeki [2(s"-1)/(s-1)-1] faktorleri ana etki plaminin

ilk yarisinda yerine yazilir.

p asal say1 iken, X, +a,X, ve X?+kX,+X, yan-ortogonaldir ve X, ve
X} +kX,+X, de a,=0 hari¢ GF(p™) deki tiim 4, ve k, i¢in yari-ortogonal
olduguna dikkat edilmelidir. Fakt6rlerin tiim diger giftlerinin ortogonal oldugu
agiktir. p=2 ve (k, —a,/a,)=0 ise, bu takdirde a, X, +a,X, ve X} +k X, +X,

ortogonaldir.

Iik yarida ortogonal olan faktorlerin giftleri ikinci yarida da ortogonal olacak
sekilde ve ilk yanda yari-ortogonal olan faktorlerin ¢iftleri tamamlayici olarak
ikinci yarida da yar-ortogonal olacak sekilde planin ikinci yansi segilir. Ik
yarmmn faktorlerine uygun olan ikinci yarnidaki faktorler, belirli by,b,,...,bs.y, k,
K1,K2,....Ks 1, €1,€2,...,C5.1 € GF(p™) Kkatsayilari ile

X, Xy X+ X, +b,X, 42X, +b,,.., X, + (s = DX, + by, kX + X,

KX} + X, + X, +c kX2 + 5, X, + X, +Cppuus KX} + kg X, + X, +C5
ile gosterilebilir. Buradaki katsayilar asagida verilen (4.5.1), (4.5.2) ve (4.5.3)

esitlikleri ile bulunur.

b, = (k—1)/ 4ka, 4.5.1)
k, = kd, (452)
¢, =d? %(k -1) ‘ (4.53)

(Addelman ve Kepthorne, 1961).
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Ornek 4.5.1:

Yukandaki isglemler ile kurulabilen daha kullanigh ortogonal diizenlerin
bazilari: OA(18,7,3,2), OA(54,25,3,2), O0A(32,9.4,2), 0A(128,41,4,2),
OA(50,11,5,2), OA(250,61,5,2), OA(98,15,7,2), OA(128,17,8,2) ve
0A(162,19,9,2) drr.

Bose ve Bush (1952) baska bir yaklasim ile OA(18,7,3,2) ve OA(32,9,4,2)
diizenlerini kurdular ve uygun hale getirilebilen 2s" bilylikliigiindeki
diizeylerde bulunan kisitlarin maksimum sayisinin [2(s"-1)/(s-1)-1] oldugunu
gosterdiler.

25" islem kombinasyonlar1 ile her bir s=p™ diizeylerdeki [2(s™-1)/(s-1)-1]
faktorleri i¢in ana etki planlarinin kurulusuna 6rnek olarak elli tane islem
kombinasyonu ile her bir beg diizeyde olan, on bir faktor i¢in planin kurulusu

asagida anlatildi. Bu plan OA(50,11,5,2) ortogonal diizenidir.

X, X, X+ X, X, +2X,,X,+3X,, X, +4X,,
X+ X, X+ X, + Xy, X +2X, + X, X +3X, + X, ve X2 +4X, + X,

ile gosterilen ilk yirmi beg tane islem kombinasyonu yerine yazilan on bir tane
faktordiir.

X, X0, X, + X, +b, X, +2X, +b,, X, +3X, + by, X, +4X, +b, kX! + X,
KX+ kX, + X, + 0, kX + 5, X, + X, + ¢y, KXE + kX, + X, +c, vekX? +k, X, + X, +c,

ile gbsterilen planin ikinci yaris1 yerine yazilan uygun on bir tane faktordiir.
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GF(5) in elemanlan 0,1,2,3,4 tiir. Bundan dolayi GFZ(S) in elemanlan 0,1,4,4
ve 1 dir. Yardimci Teorem 4.5.6°dan dolayi, k=2 yada k=3 tiir. k=3 segilsin.
Bundan dolay1 da (4.5.1) esitliginden

b, =1/a,

dir.

Boylece, a;=1 iken b;=1
a;=2 iken b,=3
a;=3 iken b;=2
a;=4 iken bs~4

(4.5.2) ve (4.5.3) esitliklerinden

k,=3d, ve c,=3d}

Béylece, di=1 iken k;=3 ve ¢;=3
di=2 iken k,=1 ve c,;=2
di=3 iken k3=4 ve c;=2
di=4 iken k4=2 ve ¢4=3

olur.

Planin ikinci yarisi i¢in yerine yazilan on bir faktdr
X, X Xi+ X, +LX, +2X, 43, X, 43X, +2, X, +4X, +43X2 + X,
3X] 43X, + X, +33X]7 + X, + X, +23X +4X, + X, +2ve 3X? +2X, + X, +3

ile verildi.

Tamamlayic1 plamin ikinci yarisi olusturulmasinda gerekli tiim o6zelliklere

uygun katsayilar olmasindan dolay: ilk yarida faktorlerin her ¢ifti ortogonaldir.
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Cizelge 4.12. Ana etki plani ile kurulan iki indeksli OA(50,11,5,2) ortogonal

diizeni
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Cizelge 4.13. (Cizelge 4.12.’nin devami)
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Boylece, OA(50,11,5,2) ortogonal diizen yerine gegen faktérler bulunur. Elli
islem kombinasyonunu takiben OA(50,11,5,2) diizeni ve her bir bes diizeyde
on bir faktér igin ana etki plan1 meydana getirilir. islem kombinasyonlar1 25’in
iki seti iginde boliiniir. Ik 25 set planin ilk yaris1 ve ikinci 25 set planin ikinci
yarisini olugturur (Addelman ve Kempthorne, 1961).

4.6. Ortogonal Diizenlerin Kurulusunda Hadamard Matrisleri

2-sembollii diizenlerin kurulusu igin kullanilan tekniklerin ¢ogu s-sembollii
diizenler igin kullanilan tekniklerin 6zel durumudur. Bununla birlikte, bazen
bunun kolayca bulunmasinda iki sembollii 6zel durum igin bu kuruluslardaki

yapilara ihtiyag vardir.

Bizim ilgilendigimiz yapi, Hadamard matrisleridir. n mertebeli Hadamard
matrisi 1 yada -1 hiicreleri ile nxn boyutlu H, matrisidir yle ki nxn boyutlu
Ozdes matrisi I, ile gosterildiginde

H H, =nl,
dir. Hadamard matrislerinin kuruluglan1 ve uygulamalarinda sayisiz sonuglar
vardir, bunlardan bazilar1 Hedayat ve Wallis (1978) de bulunabilir. Hadamard

matrislerinin varligi i¢in gerekli kosul n=2 yada n=0 (mod 4) olmasidir.

Hadamard matrisinin satir yada siitunundaki her bir hiicreyi —1 ile carpilirsa
Hadamard matrisi zelligini kaybetmez. Boylece, uygun siitunlardaki hiicreler
-1 ile c¢arpilmastyla, H, big¢imindeki Hadamard matrisinin daima

bulunabilmesi n mertebeli Hadamard matrisinin varhgini saglar.



57
n=4A yazilirsa (A pozitif tamsay1), A,.;, nin OA(4A,4A-1,2,2) oldugu kolayca
gosterilebilir, bu yap: temelde 1 ve —1 sembollerinden olusur. Teorem 2.1 ile
f(4),2,2)= 4\-1 den dolayi, agagidaki sonu¢ bulunur.

Teorem 4.6.1:

f(41,2,2)= 4A-1 icin gerekli ve yeterli kosul 4A mertebeli Hadamard matrisinin

varligidir.

Yukandaki gibi OA(4A,4A-1,2,2) diizeni, OA(8A,4A,2,3) diizeninin
kurulusunda kullanilabilir. Verilen A diizeni i¢in, 0’lar ve 1’lerin sirasiyla
degistirilmesiyle A’dan bulunan diizeni 4 ile gosterilecektir.

Teorem 4.6.2:

t ¢ift oldugunda ve OA(A2',k,2,t) ise, bu takdirde B diizeni

B A A
0.0 1.1

gibi bulunan OA(A2"" k+1,2,t+1) dir.
Bu teoremlerden asagidaki sonuglar bulunabilir.
Sonug 4.6.1:

OA(8A,41,2,3) lin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 4A mertebeli Hadamard

matrisinin mevcut olmasidir.

VOKSEKOERETIM KURULY
‘Eﬁéwmvon MERKEZ)
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Sonug 4.6.2:
t ¢ift ise, f(A2"2,t)=f(A2"*!,2,t+1)-1 dir.
Teorem 4.6.3:

A=2""1 olsun. Noktalarin herhangi t tanesi lineer bagimsiz olan (yani, t tanesi
aym dogru iizerinde bulunmayan) PG(n,2) deki k noktalarinin seti
OA(A2'k,2,t) nin nedenidir (Hedayat ve Stufken, 1988).

Ornek 4.6.1:
t=2 i¢in 8.inci mertebeden bir Hadamard matrisi alinsin.

[+ +++++++]
e
o
I
=
e
bt
|+ +—+———+]

Hadamard matrislerinin 6zelliginden dolay:
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[+ — =] [t =+ 4]
- ottt
bt b ——t—t
A=|———++—+ ve A=|+++——+-—
R — -t
———— b ——
| +—+———+] | —+—+++—]

bulunur (Bayrak, 1996).

+ ve — yerine sirasiyla 1 ve 0 yazilirsa OA(4A,4A-1,2,2) diizeni yani
0OA(8,7,2,2) diizeni asagidaki gibi bulunur.

11101000

10110100

10011010

10001101

11000110

10100011

11010001

Teorem 4.6.2 den dolay1 da OA(16,8,2,3) diizeni asagidaki gibi bulunur.

Cizelge 4.14. OA(16,8,2,3) ortogonal diizeni

1110100000101110
1011010010010110
1001101011001010
1000110111100100
1100011001110010
1010001110111000
1101000101011100
0000000011111111
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5. ORTOGONAL DUZENLER iLE iLiSKiLi DUZENLER

Ortogonal diizenlerden diger deneme diizenlerine gegisin miimkiin oldugunu
gostermek amaciyla ortogonal diizenler ile iligkili diizenler {izerinde

durulacaktir,
Tanim 5.1:

Tum karelerin j.inci siitununda ve tiim karelerin i.inci satirinda her bir karede
her sembol s defa goriililyorsa, bu diizenlemeye s boyutlu birinci mertebeden
bir Latin kiip denilir. Birinci mertebeden iki Latin kiip g6z oniine alinsin. Biri
digerinin lizerine konuldugunda birinci kiiptin her setinde ikinci kiipiin her
sembolii ile s defa birlikte goriintiyorsa bu iki kiip orfogonaldir denilir.

Birinci mertebeden sxsxs ikigerli ortogonal kiiplerin maksimum sayist s*+s-2
dir ve s asal say1 yada asal saymin kuvveti oldugunda bu diizenler igin bir

kurulus yéntemini Kishen (1949) tarafindan gosterildi.

s(=2) elemanlannin seti bigimindeki hiicreler ile kxN boyutlu A matrisinin
herhangi txN boyutlu alt matrisi aym frekans ile tiim olasi tx1 boyutlu siitun
vektorlerini kapsiyorsa A matrisine N biiyiikliigiindeki ortogonal diizen
denilir; k kisitlar, s diizeyleri, t kuvveti ve A indeksi gosterir. Boyle diizen
OA(N,k,s,t) ile gosterildi. N’ye yapilarin sayis1 da denilir.

Bu tanim kargisinda, N=As' olmalidir. A=s"? iken, ortogonal diizen d kuvvetli

hiperkiipe indirgenir.

t=2 ve birim indeksli ortogonal diizenlerin varligi s mertebeli k-2 MOLS un
(Ikigerli Ortogonal Latin Kareler) varhigma denktir. Ancak, OA(N,k,s,t)
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ortogonal diizenleri bazi parametre degerleri igin var olmayabilir (Raghavarao,
1971).

5.1. Degistirilmis Faktoriyel Tasarimlar

L' yapilan kuruldugunda her biri L diizeyli r faktorleri igeren tamamlanmig
faktoriyel deneme g6z Oniine almnsin.Diizeyler 0,1,2,...,(I.-1) olarak
adlandirilsin. Bu takdirde r ana etkileri L sembollerini kapsayan (L' satirlar ile)
diizenlerin tasarimlarinin r siitunlarini tanimlar. Her bir sembol siitunlarda egit
sayida goriliir. ki stitun icin sembollerin her bir kombinasyonu esit olarak
meydana gelir. A, B iki ortogonal siitun olsun. AB etkilesiminin serbestlik
derecesi (L-1)* dir. Diizenin her bir stitunu (L-1) serbestlik derecesi ile
birlestirilmesinden dolay1, birinci mertebeli etkilesim bu etkilesimin terimleri
olarak alindifinda (L-1) siitunlarinin setleri ile gosterilir. Benzer gekilde,
m.inci mertebeli etkilesim (yani, m+1 tane fakt6r igerir) diizen tasariminin

(L-1)" siitunlan ile g6sterilir.

Iki faktor arasindaki etkilesim asagidaki kosullar ile tanimlanur:

(a) A ve B’nin diizeylerinin her bir kombinasyonu AB nin her bir terimi

icinde yalmzca bir diizeye uyar.

(b) AB’nin terimleri A’ya, B’ye ve birbirine ortogonaldir.
(a) kosulunun anlami; 6rnegin, bir yapidaki A’nin 2 diizeyi ve B’nin 5 diizeyi
birlikte meydana gelir ve AB’nin terimi bu durumda goriilen 3 diizeyde
tanimlanirsa, bu takdirde A ve B bu diizeylerde tekrar birlikte meydana geldigi
zaman, AB’nin bu terimi 3 diizeyde goriiliir. Bundan dolayi, tamamlanmis
faktoriyel tasariminin temeli nedeniyle, ABC’nin diizeylerinin her bir
kombinasyonu C’nin her diizeyi ile esit olarak meydana gelir. Fakat A ve
B’nin diizeylerinin bdyle kombinasyonu (a) kosulundan dolay1r AB’nin

teriminde diizey sabittir. Bundan dolay1 AB’nin terimindeki her bir diizey
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C’nin her diizeyi ile esit olarak meydana gelir. Bagka deyisle, her bir etkilesim

terimi onunla iligkili olmayan ana etkilere ortogonal olacaktir.

(b) durumu igin; LxL kare diizeninin satirlar1 ve siitunlann A ve B’nin L
diizeylerine sirasiyla uyuyorsa, her bir hiicre ozel etkilesim terimine uygun
diizey ile doldurulabilir. AB’nin herhangi 6zel terimi igin boyle kare Latin
olacaktir, ¢linkii, kabul edilen satir, A’nin sabit diizeyidir; etkilesim
terimlerinin tiim diizeyleri A’nin bu diizeyi ile esit olarak meydana gelmelidir,
bundan dolay1 her bir sembol karenin her satirinda bir defa goriiliir; benzer
sekilde B’ye ortogonal olabilen etkilesim terimi her siitunda bir defa goriiliir.
Sonunda, aym: etkilesimli iki terim igin Latin kareler iist tiste konulur, birinci
terime ait olan her bir sembol ikinci terimin her bir sembolii ile ayn1 hiicrede
bir defa goriilmelidir, bu iki terim ortogonal olabilir: bdylece, () ve (b)
kosullarinin etkilegim terimleri yeterli ise Latin kareler tamamen ortogonal

setlerde bulunur.

Kalanlar iki farkli etkilesimden terimlerin ortogonal oldugunu gosterir. Bu
sonugtur, ¢iinkii ABCD dért faktoriin diizeylerinin tiim kombinasyonlar1 esit
olarak goriiliir, yani A ve B diizeylerinin her bir kombinasyonu C ve D
diizeylerinin her kombinasyonu ile gogu kez esit olarak meydana gelir. Ilk
bahsedilen AB’nin terimlerindeki diizeylere; sonuncusu CD’nin terimlerindeki
diizeylere uygundur. Bundan dolayr AB’nin terimi CD’nin terimine
ortogonaldir. Benzer sekilde AB ve AC’ye de deginilebilir. Birinci mertebeli
etkilesim terimleri dengeli tasarimlarin pargasi gibi ana faktorlere
eklenebildigini gosterir. Yilksek mertebeli etkilesimler diigiik mertebeliler
arasindaki birinci mertebeli etkilesimler gibi kabul edilebilir; &megin,
(ABC)=(AB)(C), (L-1) terimleri C faktorii ile alinan (AB)’nin her bir
teriminden ¢ikarildig: anlasilir, 6yle ki bu durumda ikinci mertebeli etkilesim

i¢in (L-1) terimleri vardir. Bu islem tiimevarimsal siireg ile tasarimi gelistirir
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ve (r-1).inci mertebeli etkilesim bulunarak tamamlanir. Orijinal faktériyel

tasarimda toplam serbestlik derecesi = L'-1 dir. Bu nedenle etkilegimler ihmal

r

edilirse faktorlerin sayisi= ’;:

— dir.

L asal say1 ise, dongiisel Latin kareler ortogonal set bigimindedir: her bir kare
standart sirada sembollerin ilk satirda yazilmastyla bulunur, ardil satirlar her
bir satirdan sonrakine p kullamlarak sembollerin yer degistirmesiyle bulunur
(p = 1,2,...,(L-1)). Bu durumda tasarimin uygun siitunu asagidaki gibi verilir:
ilk satir 0,1,2,...,(L-1) sirada, A’min x diizeyi ve B’nin y diizeyi birlikte
goriiliiyorsa, bu etkilesim terimi i¢in uygun diizey (y+px) dir, semboller L
modiilii ile azaltilir. p=1,2,...,(L-1) i¢in Kkareler, tiim etkilesim terimleri ile

verilir.

Eger; L=p" (p asal say1) ise, bu takdirde faktdriin L diizeyleri ile sonlu

cisminin elemanlan eslestirilir, GF(p").

Uy stifir ve u; cismin birimi oldugunda bu elemanlarin ug,u,,...,u;.; oldugu farz
edilsin. Bu takdirde A’nmn u, diizeyi ve B’nin u, diizeyi birlikte goriiliirse,
etkilesim terimleri i¢in uygun diizeyler u,tugu, dir ve u,=u;,uy,...,ur.; igin
karelerin tiim terimlerini verir. Sonlu cisimlerden Latin karelerin tamamlanmig

ortogonal setlerinin gesitli ydntemleri vardir (Bayrak ve Gonen, 1994).

L=6 i¢in ortogonal Latin kareler setinin mevcut olmadifi bilinir. N=9

durumunda, L=3 i¢in tasarim agagidaki gibidir:
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A B (AB) (AB) A B (AB) (AB),
ab; 0 O 0 0 ab; 1 0 1 1
ab, 0 1 1 2 ab, 1 1 2 0
aibs; 0 2 2 1 ab; 1 2 0 2
A B (AB) (AB)
azb; 2 0 2 2
ah, 2 1 0 1
ash; 2 2 1 0

Burada, (AB);=(A)+(B)
(AB),=(A)+2(B)
dir. =4, N=81 i¢in, ana etkiler A,B,C,D; (ABCD), gibi verilerek tiim birinci
mertebeli etkilesimler belirlenebilir.

5.2. Cok Faktorlii ve Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlan
Arasindaki Tliski

v degisken sayisi1 ve k bloklardaki degisken sayisi (deneysel birim) olsun
(k<v); oyle ki her iki bloktaki degisken (A) blokta ayni sayida birlikte
meydana gelir; her bir bloktaki degisken hepsinde r defa goriiliir ve bloklarin
sayist b dir. rv=bk ve A=r(k-1)/( v-1) dir.

L=2 i¢in ¢ok faktdrlii tasarimlarin herhangi biri diisiiniilsiin. Siitunlara
degiskenler ve satirlara bloklar yazilsin; ve bloktaki degiskenin goriindiigii
yere arti igareti, goriinmedigi yere eksi isareti konuldugu farz edilsin. N=4m
igin b=v=4m-1, k=r=2m ve A=m ile dengeli tamamlanmams blok tasarim

bulunur; tamamlayici tasarim b=v=4m-1, k=r=2m-1 ve A=m-1 olur. Cok
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fakt6rlli tasarimin siitunlarinin ortogonalliginden dogrudan dogruya asagidaki

saglanir.
Tanim 5.2.1:

n.ci mertebeden bir F-kare diizen a;’lerin her satir ve her siitununda A; defa

gorildigi (ay,...,an) setine ve (Ay,..., Am) vektorlerine baghh nxn lik bir

diizendir. Bu diizenler F(n; Ay,..., Ay) ile tanimlanirlar. Burada il,. =np dir.

i=1
Ayrica, F(n; 1,1,...,1) diizeninin n.ci mertebeden bir Latin kare gbsterdigi
bilinmektedir (Hedayat ve Wallis, 1978).

N satirlar ve L sembolleri ile tamamlanmig ¢ok faktdrli F tasarmm
diisiiniilsiin; F’nin tamamlanmasiyla stitunlarinin = sayisi1  (N-1)/(L-1)
anlamindadir. F i¢in;
A=(N-L)/L(L-1) den
1+(L-DA -1[(N-1)/(L-1)-A]=0

esitlikleri vardur.

F’nin satirlar1 degiskenleri gostersin ve her bir siitun L bloklar yerine yazilsin,
L farkli sembollerinin her birine biri uygundur. Bdylece parametreleri
agsagidaki gibi olan bir dengeli tamamlanmamis blok tasarim elde edilir.
Bundan dolay1 dengeli tamamlanmamis blok tasarimlart ile parametreler
bulunur:

r=(N-1)/(L-1) ; v=N; b=1L ; k=N/L ; A=(N-1)/L(L-1)

N=4m oldugunda L=2 iken, biiyitk sayili tasarimlar béylece meydana

getirilebilir. L>2 iken, L=p™, p asal say1 ve h>1 oldugunda
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=14+ ALY
v=Lh,
b=LALAL3+. +Lb,
k=L"!
A=1HLAL?+ ALY,

parametreleri ile dengeli tamamlanmamug bloklar bulunur.

5.3. Kismen Dengeli Diizenler ve Ortogonal Diizenlerin Tanimi

Ortogonal diizenler kavrami Chakravarti (1956) tarafindan kismen dengeli
diizene genellestirilmistir (Raghavarao, 1971).

Tanmm 5.3.1:

A=[ay] matrisi, i=1,2,....k; j=1,2,..,N ve matrisin a; elemanlarinin 0,1,2,...,s-1
sembolleri oldugu farz edilsin. x5 ye farkli degerler verilmesiyle
diizenlenebilen 1xt boyutlu s' tane X'=(x,,x,,.,x,) matrisleri diigiiniilsiin
x; =0,L...,s-1;i=12,..,t. Her bir tx1 ile iligkilendirilmis X matrisinin g6z
Oniine alindig: farz edilsin. (x,,x,,...,x,) nin permiitasyonu altinda degismeyen
bir A(x,x,,...x,) pozitif tamsayis1 vardir. A’mn her t satirli alt matrisi igin,

tx1 boyutlu s' tane X matrisleri A(x,,x,,..,x,) defa siitunlar gibi goriiliiyorsa,

bu takdirde A matrisine N yapilardaki t kuvvetli kismen dengeli diizen denilir,
k kisitlar (yada faktérler), s semboller (yada diizeyler) ve A(x;,x,,...,x,)

parametreleri belirtir.

Tim (x,,x,,..%,) i¢in A(x,,x,,..,x,) =4 iken diizene k kisith, N yapil;, A

indeksli, t kuvvetli ortogonal diizen denilir (Chakravarti, 1963).
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Ornek 5.3.1:

0OA(18,7,3,2) ortogonal diizeninin 6rnegi asagida verilmistir. Asagida verilen
ortogonal diizenden son satir ve ilk {i¢ yap: silinir, N=15 yapilarda k=6 kisitl
ve s=3 sembollli, 2 kuvvetli kismen dengeli diizen bulunur. Bu diizenin

A(x,,x,) gibi parametreleri vardir.

A(x,,x,)=2 x; ve x, farkh ise,

=] diger durumlarda.

Ortogonal diizenden kismen dengeli diizen ¢ikarilmasinda kullamilan kural
asagidaki gibi genel terimlerde tamimlanabilir:

Cizelge 5.1. OA(18,7,3,2) yapilarda ortogonal diizen

Kisitlar 1 2 3[4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18
1 6 1 2{0 12 0120122012012
2 0 1 201 212 020112250201
3 0o 1 2|t 2001220122011 2@F0
4 60 1 2y2 012010121201 2@290
5 0o 1 212 02 01120012 2 01
6 0 1 2{2 0112 01202250101 2
7 o 0000 0111111222222

A indeksli OA(N.k,s,t) ortogonal diizeni ikiye ayrilan diizenler iginde yeniden
¢ozillebilirdir. Ayrica onlardan biri tiim tx1 boyutlu X matrisleri i¢in

A(x;,%y,.,%,) < A ile kismen dengeli diizen yada bozulmus kismen dengeli
diizen (bozulmus diizen tiim A(x,,x,,...,x,)dir; yani sifira esit olmayan fakat

bazilari bir olan diizendir). Bu takdirde artik diizen A parametreleri
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z(xl,x2 yesX,) = A — A%}, %, ,...,X,) ile kismen dengeli diizendir. Ortogonal
diizenden kismen dengeli diizen ¢ikarilmasi isleminin ¢ikarlan pargast
saglanir (Chakravarti, 1963).

Kismen dengeli diizenin avantaji verilen k, s, t parametreleri i¢in ortogonal

diizenlerden daha kiigiik yapilar ile kurulabilmesidir.

Ortogonal diizenler ve kismen dengeli diizenler simetrik ve simetrik olmayan
etki kangimli faktoriyel deneylerin ve kesirli yinelenen tasarimlarin
yapiliginda Onemli rol oynarlar. Daha kigiik yapilar kullamlarak verilen
faktorlerin sayis1 yerlestirilerek kismen dengeli diizenlerden ¢ok faktorlii

faktoriyel tasarimui gikartilabilir (Raghavarao, 1971).

5.4. Ortogonal Latin Kare Setleri ve iki Kuvvetli, Birim indeksli
Birlesik Ortogonal Diizenler

Burada s mertebeli m tane ikigerli ortogonal Latin karelerin seti oldugu farz

edilsin.
Teorem 5.4.1:

s mertebeli m tane ikiserli ortogonal Latin karelerin setinin varlif:
OA(N“—‘SZ, k=m+2, s, 2) ortogonal diizeninin varhigim ifade eder ve
OA(N=s’, k=m+2, s, 2) ortogonal diizenin varli1 s mertebeli m tane ikiserli

ortogonal Latin karelerin setinin varligini ifade eder.
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Ornek 5.4.1:

3 mertebeli iki tane ikigerli ortogonal Latin kare diisliniilsiin

012 012
120 201
2 01 120

ayrica, satirlar ve siitunlara uygun iki tane ortogonal olmayan kareler de

000 012
111 012
2 2 2 012

bu yapilabildigi takdirde ii¢ satirin biri sonra digerleri aym satirda yerine
konulmasiyla her bir kare 9 tamsayi ihtiva eden tek satir gibi yazilir. Bu ise

asagidaki diizeni verir.

Cizelge 5.2. OA(9,4,3,2) ortogonal diizeni

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 1 2 2 0 1 1 2 0

s asal say1 yada asal saymin kuvveti iken s mertebeli s-1 ikiserli ortogonal
Latin karelerin maksimal setinin varhgt iyi bilinir. Bu OA(s%s+1,5,2)
ortogonal dilizenin varhigim ifade eder. s=6 durumu hari¢ tiim s igin,

OA(52,4,s,2) ortogonal diizeni vardir.
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5.5. Cok Faktorlii Tasarimlar Gibi Ortogonal Diizenlerin Kullanim

Ortogonal diizen ¢ok faktorlii tasarim gibi kullanilabilir. s diizeylere sahip her
bir k faktorleri ile simetrik faktoriyel deney diisiiniilsiin. Tamamlanmis
faktSriyel deney s* islemlere yada yapilara sahip olacaktir. s veya k yada her
ikisi de bilyiikk olursa ¢ok fazla deneme gerekli olacaktir. Bununla birlikte
yiiksek mertebeli etkilesimler ihmal edilebilirdir, burada s* islemlerinin
yalmzca bir alt seti kullanilabilir. Bu durumda diisiikk mertebeli etkilesimler ve
ana etkiler iizerinde hala bilgi bulunabilir. Finney (1945), Kishen (1948) ve
Bose (1961) diisiik mertebeli etkilesimler ve ana etkilerin etkin tahmin
edicilerini saglayacak kesirli faktoriyel tasarim olarak adlandirilan iglemlerin
carpimsal alt grubunun se¢imi icin kurallar verdiler. Islemlerin alt seti
ortogonal diizen olarak gosterilebilen Kkesirli faktoriyel tasarim gibi
diisiiniilebilir. Fakat bu kurulug yontemi yalmz s asal sayi yada asal saymnin
kuvveti iken gegerlidir. Tammlamada, tiim ana etkilerin tahmininde Finney’in
y6ntemiyle en azindan gerekli 16 islem 2 diizeyde her bir 11 faktérii kapsayan
deney igin belirtilebilir. Fakat Plackett ve Burman’nin ¢ok faktorlii
tasarimlarin  listesinden gergekten 2 Kuvvetli ortogonal diizenlerin
0A(12,11,2,2) ortogonal diizenin varhifindan dolayi, yalmzca 12 islem
kullanildig bilinir. Bu ise; verilen OA(N,k,s,t) ortogonal diizenine kadar siral

etkilesimlerin bir tahmin yapilabilir mi? sorusuna gotiiriir.

Buna cevap Rao (1947) tarafindan saBlandi. Genelde, esit mertebeli
etkilesimler (d-1)den biiyiik degil ise, bu takdirde k yada t (=d+k-1) kuvvetli
diizen kiigiiliir, k-1 mertebeye kadar etkilesimlerin ortogonal tahminleri

saglanir.

Boylece 2 kuvvetli ortogonal diizenlerde bire esit yada daha biiyiik olmayan
tiim etkilesimler kullanilarak ana etkilerin tahminlerine ulagilabilir.
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t=d+1 kuvvetli ortogonal diizenin ana etkileri ve birinci mertebeli
etkilesimlerden (yanh olasi durum hari¢) d ve daha fazla faktorii kapsayan
etkilesimlerin varlig1 ile tahmin edilebilirdir.

Burada su soru sorulabilir: N, s ve t verildiginde k’nin maksimum degeri ne
olur? Bu soruya Rao’nun esitsizligi ve Bush, Bose ve Bush’un verdigi diger

esitsizliklerle kismen cevap saglanir (Chakravarti, 1963).

5.6. Iki Kuvvetli Ortogonal Diizenler ve Genellestirilmis Hadamard

Matrisleri

Iki kuvvetli ortogonal diizenler afin yeniden ¢oziilebilir dengeli
tamamlanmamig blok tasarimi, grup boliinebilir tasannm ve genellestirilmis

Hadamard matrisleri ile siki iligkiye sahiptir.
Tanmim 5.6.1:

v=b ve bundan dolay1 r=k oldugundan dengeli tamamlanmamis blok tasarimi
simetrik dengeli tamamlanmanus blok tasarimi (SIBIBD) olur. Bloklar tiim
islemlerin tamamen yinelenen bigiminde her bir r setleri iginde
béliinebiliyorsa dengeli tamamlanmamis blok tasarimi yeniden ¢oziilebilirdir

denilir.
Tanim 5.6.2:

Farkl: setlerin herhangi iki blogunda, ortak iglemlerin sayisi ayni ise yeniden

¢oziilebilir dengeli tamamlanmamig blok tasarimina afin yeniden ¢oziilebilir
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dengeli tamamlanmamis blok tasarrmi (ARBIBD) denilir. Bose (1942)
tarafindan gosterildigi gibi, bdyle tasarimin parametreleri

v=sk=s’[(s-1)t+1] ; b=sr=s(s’t+s+1) ; A=st+1 ve s>2 ; £0 dir.
Bu tasarim A(s,t) ile gosterilebilir.

Tanim 5.6.3:

Grup boéliinebilir tasarimi (GDD) v=mn iglemlerinin diizenlenmesidir. Bu
diizen; her bir n tane isleme sahip olan m setlere ayrilir (k<v diir), 6yle ki her
bir islem r bloklarda yinelenir ve ayn1 setin (farkli setlerin) herhangi iki islemi

A, bloklar (A, bloklar) da birlikte goriiliir.

G, mn mertebeli bir modiil ve N, n mertebeli G’nin bir alt grubu olsun. N’de
olmayan G’nin elemanlarimin seti W olsun. N’ye goreli G’nin farklar seti
G’nin farkli elemanlarmin R={r;r,...1 } setidir 6yle ki i#j i¢in, her biri
tamamiyle A defa gorillen, sadece W’nun elemanlarim kapsayan 1T
farklaridir. Bu takdirde her bir n islemlerin m setleriyle,
v=b=mn ; r=k ; ;=0 ; A,=6

olmak {izere, simetrik grup bdliinebilir tasarimi olusturan R’ye G’nin
elemanlarinin her biri eklenmesiyle b=mn bloklarinin bulundugu agiktir. Bu

grup boliinebilir tasarimi igin farklar setine R denilsin.

A defa goriilen s* mertebeli giftlerin tiimiinii kapsayan satirlarin herhangi
ikisinin 6zelligi ile s farkli sembollerdeki (t,As®) mertebeli matris s
sembollerdeki A indeks, t kisitlar, 2 kuvvetli OA[As%t,s,2] ortogonal diizenidir.
Bose ve Bush (1952) OA[2s"t,s,2] icin asagidaki esitsizlikten s ve A’nin
terimlerindeki t i¢in {ist sinir verdiler.

t<142(s+s>+.. +s™") (5.6.1)
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OA[sz{ (s-Dt+1 },s2t+s+1,s,2] ortogonal diizeni OA(s,t) sembolil ile gosterilsin.
Tanim 5.6.4:

Birimin p.inci koklerin elemanlar1 ile h mertebeli H karesel matrisine
HH"=hl, ise genellestirilmis Hadamard matrisi (H(p,h)) denilir. p asal say:
iken, sadece t pozitif tamsay1 oldugunda h=pt ise H(p,h) in var olabilecegi
kolayca goriiliir. Béyle matrisler Butson (1962, 1963) tarafindan diisiiniildii.
Butson (1962) de agagidaki teoremi ispatladi.

Teorem 5.6.1:

p herhangi bir asal say1 ve n herhangi bir pozitif tamsay1 oldugunda H(p,2p")

vardir.
5.6.1. Hadamard matrisleri ve belirli konfigiirasyonlar

n=s-1 iglemlerin her birinin m=st+s+1 setleri ve
v=b=(s-1)(s’t+s+1) ; r=k=s[(s-1)t+1] ; A;=0 ; Ap=(s-1)t+1
ile grup bolinebilir tasarimi G(s,t) ile gosterilsin. Bu takdirde asagidaki

teoreme ulagilir.
Teorem 5.6.1.1:

(1) A(s,t), G(s,t) ve OA(s,t) nin herhangi birisinin varligi diger ikisinin
varligini ifade eder. Ayrica, G(s,t) den olugan R farklar seti varsa, bu takdirde
v=s(s’t+s+1) ; r=s’t+s+1 ; A=st+1

ile simetrik dengeli tamamlanmamis blok tasarimi vardir.
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(ii) p asal say1 ise, OA(p,t) nin varlig1 H( p, pz[(p-l)t+l] ) nin varhiim ifade

eder.

5.6.2. Genellestirilmis Hadamard matrisi ile ortogonal diizenlerin

kurulusu

s mertebeli modiil M olsun ve M’den meydana gelen elemanlar ile ps siitunlar
ve t satirlarin matrisi D alinsin. Bu takdirde p defa M’nin tiim elemanlarini
kapsayan D’nin herhangi iki satiindan meydana gelen swali farklara
D(us,t,5,2) farklar seti denilir. Bose ve Bush (1952) de gosterildigi gibi boyle
faklar seti M’nin toplamsal tablosunun uygun satirlariyla D’nin her bir

elemani yerine konulmasiyla (ps’,t,s,2) ye ulagilir.

p sabit asal sayry1 ve H=(hz) H(p,pt) yi gostersin. h; nin her bir elemam p
birimin p.inci primitif kékii ve xe GF(p) oldugunda p* bigimindedir. 8(p*)=x
tamimlansin ve E=0(H)=(8(hy)) konulsun. Bu takdirde artiklardaki (mod p)
D(pt,pt,p,2) farklar setinin E oldugu anlasilir. Teorem 5.6.1 ile iligkili olarak

asagidaki Yardimci Teorem verilir.
Yardimci Teorem 5.6.2.1:

p asal say1 ise, bu takdirde herhangi bir n pozitif tamsayisi igin, D(up,2p",p,2)

p=2p""! ile vardir.
Teorem 5.6.2.1:

OA[2p™", l+2(p+p2+...+p“), p, 2] herhangi bir p asal sayist ve herhangi bir n

pozitif tamsayist i¢in vardir.
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Verilen p ve n i¢in yukaridaki teoremin ifade ettii ortogonal diizenin
satirlarin maksimum olas1 sayisina sahip oldugunu Bose (1942) gOstermistir.
Addelman ve Kempthorne (1961) asal say: olan s yerine konulan p ile
yukaridaki diizenin kurulugu igin farklar setine bagli olmayan yontemi

verdiler.

M’deki elemanlar ile iki farklar seti D=(y;s, t;, s, 2), i=1,2 olsun. D,®D,
Kronecker toplami D,’nin tiim elemanlarma d;(ij) eklenmesiyle D,’den
bulunan matrisle D;’in her bir eleman: d,(ij) yerine yazilmasiyla bulunan (t;t,,

111 1,57) mertebeli matrisi tanimlansin. Bu takdirde agagidaki teoreme ulagilir.
Teorem 5.6.2.2:

M’deki elemanlar ile iki farklar seti Di=(u;s, t;, s, 2), i=1,2 ise, bu takdirde
P=L 28 oldugunda D= D@D, de D(us,t;t,,s,2) farklar setidir.

Teorem 5.6.2.3:

OA[pisz,ti,s,Z], i=1,2 nin varlig OA[plpzs4,t1t2,s,2] nn varhgim ifade eder
(Shrikhande, 1964).
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6. SONUC

Bu tez, ortogonal diizenleri tamitmak amaciyla yapilmigtir. Bundan dolay
oncelikle ortogonal diizenlerin tanimlan {izerinde durulmus ve ortogonal

diizenlerin kisitlarinin maksimum sayisi ile ilgili teoremler verilmistir.

Deney tasarimlarinda sik sik meydana gelen problemlerden biri tamamlanmis
yapinin bazi Olgiilebilir karakteristikleri lizerindeki farkli birlesenlerde nicel
yada nitel degisikliklerin etkilerini arastirmaktir. Deney diizenlerinde
genellikle s farkli diizeylerde uygulanabilen her bir k faktorlerin genel durumu
incelenir. Tamamlanmig faktSriyel deneylerin bagarisi herhangi bir deney
tiirline daha genel terimlerle uygulanabilir olmasinda saklidir. Bunun igin s
diizey sayist ve k faktdr sayis1 olmak {izere s* tane yapiya ihtiyag¢ vardir. Bu
yapilar ise ortogonal diizenlere uygundur. Ayrica, istatistikte bagvurulan deney
diizenleme yontemlerinden biri olan ortogonal diizenler matematikte matris
olarak bilinirler. Ortogonal diizenlerde islem ikililerinin birlikte goriilme

sayist her deneme diizeninde farklidir.

Aymi zamanda bu tezde, ortogonal diizenlerin kurulug teknikleri iizerinde
durulmustur. Farkli kurulug y6ntemlerinin olmasindan dolay: bazi deney
tasarimlarinin  gesitli problemlerinde ortogonal diizenlerin faydali olacagi

diigtinilmiigtiir.

Bu c¢aligmada, ortogonal diizenlerle iligkili diizenler aragtirildi. Ayrica,
ortogonal diizenlerin kullanim alanlar hakkinda genis bilgiler verdi. Boylece,
ortogonal diizenlerden diger deneme diizenlerine gegisin miimkiin oldugu
goriildi. Bu nedenle ortogonal diizenlerin tim deneme diizenlerine
genigletilebilecegi ortaya kondu. Bu gecisler hem cebirsel hem de sonlu

geometrik ozellikler yardimiyla yapildi.
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