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OZET

Bu tez ¢alismasinda ortogonal koni metrik uzay ve A-metrik uzay yapisi birlikte diisiiniilerek orto-
gonal koni A-metrik uzay yapisi elde edilmistir. Ayrica bu yap1 iizerinde tanimli ortogonal biiziilme
doniistimleri icin, baz1 sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilmistir.

Bu tez dokuz boliimden olusmaktadir. ilk boliimde, metrik uzaylarin genellestirilmesine yonelik
caligmalarla ilgili detayli literatiir taramasi yapilmais; ikinci béliimde A-metrik yapisinin tanimlanmasina
onciiliik eden ¢esitli metrik yapilarinin tanimlari verilmis; iiciincii béliimde A-metrik uzaylar hakkinda
genel tanim, teorem ve drneklere yer verilmis; dordiincii boliimde koni A-metrik uzaylar hakkinda te-
mel tanim, teorem ve drneklere yer verilmis; besinci boliimde ortogonal koni metrik uzaylar hakkinda
temel tanim, teorem ve Orneklere yer verilmis; altinci boliimde ortogonal koni A-metrik uzay yapisi
kurulmug ve bu yapi iizerinde temel tanim ve yardimci teoremler verilmis; yedinci boliimde orto-
gonal koni A-metrik uzay yapisi lizerinde tanimli baz1 biiziilme doniigiimleri i¢in, sabit noktalarin
varlig1 ve tekligi incelenerek orneklendirilmis; sekizinci béliimde ortogonal koni A-metrik yapisinin
tizerinde bir kismi siralama bagintis1 tanimlanarak yedinci boliimde verilen sabit nokta teoremleri
bu siralama bagintisi yoluyla yeniden sekillendirilerek ispatlanmig; son boliimde bu calismadan elde
edilen sonuglara yer verilmis ve 6nerilerde bulunulmugtur.

Sayfa Adedi 143

Anahtar Kelimeler : Biiziilebilir doniigiim, Koni metrik, Ortogonal metrik, A-metrik,
Ortogonal koni metrik, Koni A-metrik, Sabit nokta teoremi

Danigman : Dog. Dr. Nurcan BILGILI GUNGOR
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ABSTRACT

In this thesis work, orthogonal cone metric space and A-metric space structure are considered toget-
her and orthogonal cone A-metric space structure is obtained. In addition, some fixed point theorems
for orthogonal contraction mappings defined on this structure are stated and proved.

This thesis consists of nine chapters. In the first chapter, a detailed literature review is made regar-
ding the studies on the generalization of metric spaces; in the second section, definitions of various
metric structures leading to the definition of the A-metric structure are given; in the third section,
general definitions, theorems and examples are given about A-metric spaces; in the fourth section,
basic definitions, theorems and examples are given about cone A-metric spaces; in the fifth section,
basic definitions, theorems and examples are given about orthogonal cone metric spaces; in the si-
xth section, the orthogonal cone A-metric space structure is established and basic definitions and
auxiliary theorems are given on this structure; In the seventh section, the existence of fixed points
for some contraction mappings defined on the orthogonal cone A-metric space structure is examined
and exemplified; in the eighth section, a partial ordering relation is defined on the orthogonal cone
A-metric structure and the fixed point theorems given in the seventh section are reshaped and proven
by means of this ordering relation; in the last section, the results obtained from this study are given
and recommendations are made.
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ON SOZ VE TESEKKUR

Bu tez calismasini hazirlama siirecinde bana destek olan, yol gosteren ve manevi anlamda
yanimda olan herkese en icten tesekkiirlerimi sunmak istiyorum. Oncelikle, bilgi ve dene-
yimleriyle her zaman yolumu aydinlatan, sabirla tiim sorularimi yanitlayan ve bu siirecte
destegini hicbir zaman esirgemeyen degerli danismanim Dog. Dr. Nurcan BILGILI GUNGOR’e
sonsuz tesekkiir ederim. Kendisi sayesinde hem akademik hem de kisisel anlamda ¢ok sey

0grendim.

Bu siire¢ boyunca iyi ve kotii her animda yanimda olan, motivasyonumu kaybettigimde beni
cesaretlendiren, sabirla dinleyen ve destek veren canim aileme ne kadar tesekkiir etsem azdir.
Varliklariyla bana gii¢ veren, dualar1 ve sevgileriyle her zaman yanimda olduklarini hissetti-

ren anneme, babama ve ablalarima minnettarim.

Ayrica, tez siirecinin zorlu ve yorucu donemlerinde bana moral veren, fikirleriyle katkida
bulunan ve manevi desteklerini esirgemeyen degerli arkadaslarima da goniilden tesekkiir

ediyorum. lyi ki varsimz. Bu siireg, sizinle daha anlaml ve katlamlir hale geldi.

Tez ¢alismamda kaynak ve bilgi saglama konusunda yardimci olan, goriis ve Onerileriyle

beni yonlendiren hocalarima ve boliimiimiizdeki tiim akademik kadroya da tesekkiir ederim.

Hayatim boyunca bana inanan, destekleyen ve her zaman yanimda olan tiim sevdiklerime ve

bu zorlu siireci daha kolay atlatmami saglayan herkese en icten tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINi

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler ve Kisaltmalar
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R+

0

(Un)
B(u,r)
(B,d)

117174

Lz
H=n
H==7
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(M,T,A)
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(M,>)
O-kiime
O-elemean
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Aciklama

Reel Sayilar Kiimesi
Pozitif Reel Sayilar Kiimesi
Bos Kiime

Uy, dizisi

u merkezli, r yaricapl agik yuvar
(B,d) Metrik Uzay1

C Reel Banach Uzay1

K konisinin i¢i

K Konisi

n—pek

p 3 n fakat g #n
n—ucintk

Sifir Vektorii

Ortogonal eleman
Ortogonal kiime

Ortogonal Koni A Metrik Uzay
Kismi Siralama

Kismi Sirali Kiime
Ortogonal kiime

Ortogonal eleman

Kismi Sirali Kiime



1. GIRIS

Metrik uzay tanimi ilk olarak 1906 yilinda Maurice Frechet tarafindan verilmistir. Metrik
olma sartlarinda farkliliklar yaparak, uzayin tanim ya da goriintii kiimesini degistirerek ¢ok

sayida genellestirilmis metrik uzay yapisi literatiire kazandirilmstir.

Metrik uzaylarin genellestirilmesine yonelik ¢alismalar, 1963 yilinda Siegfried Géhler’in 2-
metrik yapisini tammmlamasiyla baglamistir. Bu yaklasim, birden fazla nokta arasindaki me-
safeyi ayn1 anda 6l¢meyi hedeflemis, ancak siireklilik kosulunu her durumda saglayamamasi
nedeniyle, metrik uzayin dogrudan bir genellemesi olarak kabul edilmemistir. 1992 yilinda
Dhage tarafindan onerilen D-metrik uzayi ise, aksiyomatik yapisiyla onceki calismaya alter-
natif sunmugtur. Daha sonra, bilinen eksiklikleri gidermek amaciyla, Mustafa ve arkadaglar
2006 yilinda G-metrik kavramin gelistirmistir. Bu yapz, ikiden fazla nokta arasindaki uzakligi
ayn1 anda dlgme prensibini siirdiirmiistiir. 2012 yilinda Sedghi ve arkadaglari tarafindan bu
yontemin eksik yonleri elestirilerek, yeni bir metrik yapisi olan S-metrik yapis1 verilmistir.
2015’te Mujahid Abbas ve ekibi, S-metrik uzay yapisini daha iist boyutlara tasiyarak, n nok-
tay1 kapsayabilen ve A-metrik olarak adlandirilan yeni bir metrik uzay tamimlamigtir. Bu

caligmalar, metrik uzay teorisinin gelisimine énemli katkilar saglamistir.

2007 yilinda Huang ve Zhang, klasik metrik doniisiim anlayisini genisleterek, deger kiimesi
olarak kismi sirali bir Reel Banach uzay1 kullanmak suretiyle “koni metrik” adin1 verdik-
leri yeni bir yap1 6nermiglerdir. Bu genellestirme cercevesinde, koni metrik uzaylar tizerinde
bazi sabit nokta teoremleri formiile edilmis ve bunlarin ispatlart sunulmustur. Bu teorem-
lerde dikkat ¢eken bir unsur, ispatlarin gegerliligi i¢in, koninin normallik kosulunun zorunlu
tutulmasidir. Ancak 2008 yilinda Rezapour ve Hamlbarani, bu normallik kosulunun gerekli
olmadigini ortaya koymus ve bu iddiay1 destekleyen alternatif ispatlar gelistirmislerdir. Bu
gelismelerin ardindan, koni metrik uzaylara yonelik ilgi artmig ve bu alanda ¢ok sayida

caligma literatiire kazandirilmaya baglanmustir.

Ote yandan, 2017 yilinda Gordji, Ramezani, De La Sen ve Cho, ortogonal kiime kavramin
tanimlayarak bu yapilar iizerinde tanimli metriklerle olusturulan ortogonal metrik uzay-
lar baglaminda, Banach Sabit Nokta Teoremi’nin reel bir genellestirmesini sunmuglardir.
Bu teoremin dikkat ¢ekici yonii, 6zdOniisiim lizerinde tanimlanan biiziilme kosulunun, tiim
kiime yerine yalnizca ortogonal olarak baglantili elemanlar arasinda saglanmasinin yeterli
olmasidir. S6z konusu calismanin ardindan, ortogonal metrik uzaylar iizerine kurulan sa-
bit nokta teorisi alaninda cesitli genellestirmeler yapilmis ve bu dogrultudaki arastirmalar

giliniimiizde de stirmektedir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde A-metrik yapisinin tanmtmlanmasina onciiliik eden ¢esitli metrik yapilarinin tanimlari

verilecektir.

2.1 Tamm B # 0 olmak iizere, verilen her u,n,v € Bigind : Bx B— R*TU{0}
1) dp,n)=0cpu=n
2) d(u,n) =d(n,p)

3) d(u,v) <d(p,n)+d(n,v)

kosullarini saglayan bir fonksiyon ise, d fonksiyonuna B kiimesi iizerinde bir metrik ve (B, d)

ikilisine de metrik uzay denir. (Fréchet, 1906)

2.2 Tanim B # 0 olmak lizere, verilen her i, m, v,k € Bigind : Bx Bx B— RTU{0}
i) u#nveu,n €Bicind(u,n,v) # 0 kosulunu saglayan bir v € B vardir.
ii) En az iki tanesi esit olan u,n,v € Big¢ind(u,n,v) =0
iii) d(u,m,v)=d(u,v,n)=d(v,u,n)=d(v,n,u)=d(n,v,u) =d(n,u,v)
iv) d(u,m,v) <d(u,n,x)+d(u,x,v)+d(k,n,v)

kosullarini saglayan bir fonksiyon ise, d fonksiyonuna B kiimesi iizerinde 2-metrik ve (B,d)
ikilisine de 2-metrik uzay denir. (Gahler, 1963)

2.3 Tanim B # 0 olmak iizere, verilen her i, n, v,k € Bigin, D: Bx Bx B — R U{0}
) D(u,n,v)=0<=pu=n=v
i) D(u,n,v)=D(W,v,n) =D, u,v) =D(MN,v, ) =D(V,u,n) = D(V,n, 1)
i) D(u,n,v) <D(u,n,k)+D(u, k,v)+D(k,n,V)

kosullarini saglayan bir fonksiyon ise, D fonksiyonuna B kiimesi iizerinde D-metrik ve (B, d)
ikilisine de D-metrik uzay denir. (Dhage, 1992)



2.4 Tanim B # 0 olmak iizere, verilen her u,n,v,k € B i¢in, G: Bx Bx B — Rt U {0}

doniisiimii
D u=n=v=06(un,v)=0
ii) Her u,n € Bve u # n i¢in G(u,u,n) >0
iii) Her u,n,ve€Bven # vigin G(u,u,n) < G(u,1n,v)
iv) G(u,n,v) =G(u,v,n) =GN, 1,v) =G(n,v,u) =G(v,u,n) =G(v,n, 1)
v) G(u,n,v) <G(u,k,x)+G(k,1,V)

kosullarmni saglayan bir fonksiyon ise, G fonksiyonuna B kiimesi iizerinde G-metrik ve (B,d)

ikilisine de G-metrik uzay denir. (Mustafa ve Sims, 2006 )

2.5 Tamim B # 0 olmak iizere, verilen her u,n,v,k € B igin, D* : Bx B x B — RT U {0}

doniisiimii
i) D*(u,n,v)=0<=pu=n=v
i) D*(u,n,v) =D*(u,v,n) =D*(n,u,v) =D*(n,v,u) =D*(v,u,n) =D*(v,n, 1)
iii) D*(u,n,v) <D*(u,n,x)+D*(k,v,V)

kogullarim1 saglayan bir fonksiyon ise, D* fonksiyonuna B kiimesi iizerinde D*-metrik ve
(B, D*) ikilisine de D*-metrik uzay denir. (Sedghi ve digerleri, 2007)

2.6 Tanim B # 0 olmak iizere, verilen her u,n,v,k € B igin, S: Bx B x B — RT U {0}

dontistimii
D) S(w,n,v)=0<=u=n=v
i) S(u,n,v) <S(u,u,x)+S(n,n,x)+S(v,v,x)

kosullarini saglayan bir fonksiyon ise, S fonksiyonuna B kiimesi tizerinde S-metrik ve (B, S)
ikilisine de S-metrik uzay denir. (Sedghi ve digerleri, 2012)

2.7 Tamim C bir Reel Banach uzay1 ve K C C olsun. Eger K kiimesi

K1) K kapali, K # 0 ve K # {6¢}
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U3) HeKve—ueK=u=_06¢c

kosullarini saglayan K kiimesine bir koni (cone) denir. (Huang ve Zhang, 2007)

2.8 Tanim C bir Reel Banach uzay1 ve K C C bir koni olsun. Her u,n € Cicin, u 2 n <
N — U € K olacak sekilde tanimli bagintiya C iizerinde kismi siralama bagintis1 denir.

W # mn oldugu durumlar i¢in de u < 1 yazabiliriz. Ayrica § — u € intK iken de 4 << n
yazabiliriz. Burada intK, K nin i¢ini ifade etmektedir.(Huang ve Zhang, 2007)

2.9 Tamim B # 0, C bir Reel Banach uzay1 olmak iizere, verilen her u,n,v € B i¢in, d :
B x B — C doniisiimii

my) Oc Zd(u,n)ved(u,n)=60c=pu=n

m3) d(u,n) I d(p,v)+d(v,n)

kosullarini saglayan bir fonksiyon ise, d fonksiyonuna B kiimesi tizerinde bir koni metrik ve

(B,d) ikilisine de koni metrik uzay denir. (Huang ve Zhang, 2007)

2.10 Tanim B # 0, C Reel Banach uzay1, C de bir koni K, intK # 0 ve = bagmtisi C iizerinde
bir kismi siralama bagintisi olsun. S : B X B X B — C doniisiimii verilen her u,n,v,x € B

icin,
L. 6c 3 S(u,n,v)
2. S(u,m,v)=0<==u=n=v
3..8(u,m,v) ISk, p, k) + 8,1, k) +S(v, v, k)

kosullarin1 saglayan bir fonksiyon ise, S fonksiyonuna B kiimesi iizerinde bir koni S-metrik
ve (B, S) ikilisine de koni S-metrik uzay denir. (Dhamodharan ve Krishnakumar, 2017)



3. A-METRIiK UZAYLARDA BAZI TEMEL TANIM VE TEOREMLER

3.1 Tanim B # 0 olmak iizere, A : B* — R* U {0} doniisiimii verilen her u;,a € B
(i=1,2,3,...,n) igin,

A1) A, 2, o1, Mp) >0

A) A(l1, M2, My 1, M) =08 W =l = ... = Uy

Az) A1 M2, s Pty M) < AW, ML ey ()01, @)
+A (M2, H2, -y (H2)n-1,0)
+A(M3, U3, -, (U3)n—1,a)

FA(Un—15 Mn—15- -5 (Hn—1)n—1,4)
—|—A(/.Ln,u,,, AR ([,Ln)n_l,a)

kosullarin1 saglayan bir fonksiyon ise A fonksiyonuna B kiimesi iizerinde bir A-metrik ve
(B,A) ikilisine de A-metrik uzay denir. (Abbas ve digerleri, 2015)

A-metrik uzay n. mertebeden bir S-metrik uzaydir. A¢ikca her S-metrik uzay A-metrik uzayin

0zel bir durumudur.
3.1 Yardimer Teorem (B, A) ikilisi bir A-metrik uzay olmak iizere her p,n € B igin,

A1 ) =AM, M, ML 1),
(Abbas ve digerleri, 2015)
Ornek. B=Rve A: B" — R"TU{0} asagidaki sekilde taniml1 bir doniisiim olsun.

AU, o5y 1, M) = [y — o | + (1 — 3|+ o+ [ — H]
+t — pa| + |2 — pa] + .. 4 (2 — Hn|

| tn—2 = Up—1| | ln—2 — Un| + |Up—1 — Un|
=Y Yicjlti— Hjl

Bu doniisiim B kiimesi iizerinde bir A-metriktir. (Abbas ve digerleri, 2015)
3.2 Yardimci Teorem (B, A) ikilisi bir A-metrik uzay olmak iizere her 1, n,v € B igin,

A(,u,,u,..‘,/,t,v) < (n_ 1)A(.u>.u77.u*7n) +A(V,V,...,V77])



ve

A(p, i, i, v) < (n—DA(W, U, ..., ) +A(M,M, ..M, V)

esitsizlikleri saglanir. (Abbas ve digerleri, 2015)
3.2 Tanim (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Her u,n € B i¢in,

A, ) <r

olacak sekilde bir r > 0 gercel degeri varsa bu uzaya sinirl1 A-metrik uzay denir.

(B,A) uzay1 sinirh degilse bu uzaya sinirh olmayan A-metrik uzay denir. (Abbas ve digerleri,
2015)

3.3 Tamim (B, A) ikilisi bir A-metrik uzay, y € B ve r > 0 olsun.

Ba(p,r) ={n € B:A(, l, ... 1, 1) <7}
kiimesine p merkezli r yaricaph bir acik yuvar,

Ba(p,r) ={n e B: AW, u,....u,n) <r}

kiimesine p merkezli r yaricaph kapali yuvar denir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.4 Tamim (B, A) ikilisi bir A-metrik uzay ve C C B olsun. Her u € C i¢in, B(u,r) C C
olacak sekilde bir » > 0 gercgel degeri varsa C kiimesine agik kiime denir. F' C B olmak iizere

B\ F kiimesi agik bir kiime ise F kiimesine kapali kiime denir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.3 Yardimei Teorem (B, A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Bu durumda,
1) A-metrik uzayda her agik yuvar bir agik kiime,

1) A-metrik uzayda her kapali yuvar bir kapal1 kiimedir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.4 Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Boylece,
(i) A-metrik uzaydaki B4 (u,r) acik yuvarlarimin keyfi birlesimi ve sonlu kesisimi agiktir.

(ii) A-metrik uzaydaki Bs(u,r) kapali yuvarlarin keyfi kesisimi ve sonlu birlesimi ka-
palidir. (Abbas ve digerleri, 2015)



3.5 Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olmak iizere bu uzaydaki tiim agik yuvarlarin
T ={B(u,r): nu € B,r >0}
ailesi B iizerinde bir 7 topolojisinin tabanidir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.5 Tamim (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay, bu uzayda {p} bir dizi ve u € B olsun. Bu

durumda,
1. Verilen her € > 0 degerine karsilik k£ > ng kosulunu saglayan tiim k € N i¢in,

A(.uknu/ﬁ ...,,uk,‘U) <€

olacak sekilde bir ng € N varsa { i } dizisine A-yakinsak dizidir. Burada u degeri {  }

dizisinin limiti olup ve
lim A (g, Ui, -, My, 1) = W
k—yo0
ile gosterilir.
2. Verilen her € > 0 degerine karsilik m, k > ng kosulunu saglayan her m,k € N i¢in,
A(A""k?;“’k?“k? --lekaNm) <E€
olacak sekilde bir ng € N varsa { .} dizisine A-Cauchy dizisi denir.

3. A-metrik uzaydaki her A-Cauchy dizisi yakinsak ise A-metrik uzayina A-tam uzay de-
nir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.6 Yardimci Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Bu durumda, A-metrik uzaydaki

{1} dizisi p noktasina yakinsak ise u tektir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.7 Yardime1 Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. A-metrik uzaydaki her yakinsak
dizi bir Cauchy dizisidir. (Abbas ve digerleri, 2015)

3.8 Yardimci Teorem (B, A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. O halde, A(u, i, ..., i, 1) doniigiimii
tiim bilesenler tizerinde siireklidir. Bir diger deyisle () ve (1) A-metrik uzayda sirasiyla

U ve 1 ya yakinsayan iki dizi ise

]}EEIOA(Hk,Mk; ---7Hk777k) :A(,LL,‘LL, nu,n)



olur. (Abbas ve digerleri, 2015)



4. KONI A-METRIiK UZAYLARDA BAZI TEMEL TANIM VE TEOREM-
LER

4.1 Tamm B # 0 olmak iizere, C bir Reel Banach uzay1 ve C de bir koni K, intK # 0, 3
bagntis1 C lizerinde bir kismi siralama bagintis1 olsun. A : B” — C doniislimii verilen her

Ui,ac B (i=1,2,3,....n)icin,

Ar) 0 AW, M2, M1, M)
Az) A1 M2y s 1, ) =0 S U = =3 = .. = [y = Iy
Az)  A(H1 M2, s Pty M) S AL ML ey (B1)n—1,@)
+A (U2, U2, -5 (H2)n—1,0)
FAU3, 43, - (H3)n—1,4)

+A(Mn—1, Hn—15 -, (Un—1)n—1,4)
+A(.un>.un; Tt (.un)n—l 7a)

kosullarini saglayan bir fonksiyon ise A fonksiyonuna B kiimesi iizerinde bir koni A-metrik

ve (B,A) ikilisine de koni A-metrik uzay denir. (Fernandez ve digerleri, 2017)

Koni A-metrik uzay, koni S-metrik uzayin bir genellestirilmesidir. n = 3 icin, her koni S-

metrik uzay bir koni A-metrik uzaydir.

Ornek. C = C([a,b]) ( [a,b] arahg1 iizerinde tamimli gergel degerli, supremum normu ile

stirekli fonksiyonlar kiimesi ), B=Rve K ={p € C: p(t) > 0, € [a,b]} olsun. Bu durumda,

A, oy ) (0) = Y Y |1 — e

i=1i<j

seklinde taniml1 A : R" — C doniistimii B iizerinde bir koni A-metriktir. (Fernandez ve digerleri,
2017)

4.1 Yardimci Teorem (B,A) bir koni A-metrik uzay olmak iizere her u,n € B igin,

A(l, i, ,m) =AM,N,...,N, 1)

saglanir. (Fernandez ve digerleri, 2017)
4.2 Yardimci Teorem (B, A) ikilisi bir koni A-metrik uzay olmak iizere her ,n,v € B igin,

A(u?u""?u’v) S (n_ 1)A<u7u7"'7u7n) +A(v7v7"'7v7n)
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ve

A(p, i, i, v) < (n—DA(W, U, ..., ) +A(M,M, ..M, V)

esitsizlikleri saglanir. (Fernandez ve digerleri, 2017)
4.2 Tamm (B,A) bir koni A-metrik uzay olmak iizere u € B ve r - 6 igin,

Ba(p,r) ={n € B:A(u,1,...u,n) <<r

kiimesine p merkezli r yaricaplh bir acik yuvar,

Ba(u,r)={n €B:A(u,l,...0,m) <7

kiimesine p merkezli r yaricaph bir kapali yuvar denir. (Fernandez ve digerleri, 2017)

4.3 Tanim (B,A) koni A-metrik uzayinda bir {y} bu uzayda bir dizi ve u € B olsun. Bu

durumda,
1. Verilen her g >> 0 degerine karsilik k > ng kosulunu saglayan her k£ € N i¢in,

A(nu'knuka ...,‘le,l.l) <<g

olacak sekilde bir ng € N varsa {1 } dizisine koni A-yakinsak dizidir. Burada u degeri

{1} dizisinin limiti olup ve
lim A (L, Uiy -y My 1) = J
k—yoo
ile gosterilir.
2. Verilen her g >=> 0 degerine karsilik m, k > ng kosulunu saglayan her m,k € N i¢in,
Ay My My -5 Micy i) << 8
olacak sekilde bir ny € N varsa {1 } dizisine koni A-Cauchy dizisidir.

3. Koni A-metrik uzaydaki her koni A-Cauchy dizisi yakinsak ise koni A-metrik uzayina

koni A-tamdir denir. (Fernandez ve digerleri, 2017)

4.3 Yardimci Teorem (B, A) bir koni A-metrik uzay olsun. Bu takdirde (B,A) koni A-metrik
uzaydaki {u} dizisi u noktasina yakinsak ise u tektir. (Fernandez ve digerleri, 2017)
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4.4 Yardimc1 Teorem (B,A) koni A-metrik uzaydaki her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
(Fernandez ve digerleri, 2017)

4.5 Yardimci Teorem (B,A) bir koni A-metrik uzay olsun. O halde A(u, i, ..., 1, n) doniistimii
tiim bilesenleri iizerinde siireklidir; (1) ve (1) koni A-metrik uzayda sirasiyla u ve 1 ye

yakinsayan iki dizi ise

]}EEOA(Hk,Mk; "'a.ukarlk) :A(‘LL,‘LL, ;.U,Tl)

olur. (Fernandez ve digerleri, 2017)
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5. ORTOGONAL KONI METRIK UZAYLARDA BAZI TEMEL TA-
NIM VE TEOREMLER

5.1 Tammm M # 0 olmak iizere, 1 C M x M bir ikili bagint1 olsun. Eger 71 bagintisi
Fuo € M (Y € M, u7To) vV (Y € M, o), (5.1)

kosulunu saglarsa M kiimesine O-kiime denir. Burada py elemanina O-eleman denir. (Gordji
ve digerleri, 2017)

Ornek. M =7 olsun. u,n € Z igin, 4 = amn olacak sekilde bir a € Z varsa u7n olarak
tanimlanirsa, her 1 € Z i¢in, 0711 olacak sekilde 0 € Z sayis1 vardir. O halde, (M, ) bir
O-kiimedir. (Gordji ve digerleri, 2017)

Bir sonraki 6rnekte O-elemanin tek olmak zorunda olmadig: goriilmektedir.

Ornek. M = [0,) olsun. un € {u,n} ise u7In olarak tanimlansm. Bu bagintiya gore
(M, ) O-kiime olup M nin O-elemanlar1 0 ve 1 dir. (Gordji ve digerleri, 2017)

5.2 Tanim (M, ) bir O-kiime olsun. Herhangi i, n € M igin,
pn vonlu
ise bu elemanlara O-baglantili elemanlar denir. (Gordji ve digerleri, 2017)
5.3 Tamm (M, 1) O-kiime olsun. M deki bir {u,,} dizisi i¢in,
(Vn € Nyt Tpy1) V (Y1 € Ns 1 7Tk (5.2)
saglaniyorsa {u, } dizisine O-dizi denir. Benzer sekilde, M deki {u,,} Cauchy dizisi i¢in,
(Vn € Nyt Tps1) V (Y1 € Ns 1 7Tk (5.3)

saglaniyorsa {1, } dizisine ortogonal Cauchy dizisi (O-Cauchy dizisi) denir. (Gordji ve digerleri,
2017)

5.4 Tamm (M, ) bir O-kiime ve d, M iizerinde bir metrik olsun. Bu durumda, (M, 7,d) ye

ortogonal metrik uzay (O-metrik uzay) denir. (Gordji ve digerleri, 2017)
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5.5 Tanim (M, ) bir O-kiime ve d, M tizerinde bir koni metrik olsun. Bu durumda, (M, 71,d)
ye O-koni metrik uzay denir. (Glingor ve Stirmelioglu, 2020)

Ormek. C=R*>, K={(u,n) €C:u,n >0} CR?, a>0ve o € R olmak iizere d : M x
M — G,d(u,n) = (u—n|,a|u —n|) doniigiimii tammlansin. M = Z deki 71 ikili bagintis
”U,n € Zigin u = an olacak sekilde a € Z var < u™In ” olarak tanimlansin. Bu durumda,
(M, 7,d) bir O-koni metrik uzaydir. (Giingor ve Siirmelioglu, 2020)

Omek. ¢ > 1,b > 1 ve q,b € R olmak iizere C = {{1t,} : U € R, Y7 (|a])? < oo} ve
K = {{u.} € C: u, > 0,Vn € N} olsun. (M,T, p) yapisinin bir O-metrik uzay oldugunu
kabul edelim. O halde M iizerinde,

p(u,n))

- g (5.4)

d:MxM—G,d(u,n)=(

doniigiimii tanimlanabilir ve bu doniisiim bir O-koni metrik olup (M, 71,d) bir O-koni metrik

uzaydir. (Gilingor ve Siirmelioglu, 2020)

Ornek. C = (Cg[0,), | . ||«) ve K = {f € C|f(t) > 0} olsun. (M, T,d) bir O-metrik uzay

ve burada
d:MxM— G, fun(t) = p(u,n)t olmak iizere d(1,n) = fun (5.5)

doniisiimii O-koni metriktir. O halde (M, 7,d) bir O-koni metrik uzaydir. (Giingor ve Siirme-
lioglu, 2020)

5.6 Tamm (M,71,d) bir O-koni metrik uzay, {u,} M de O-dizi ve u € M olsun. Eger
O0c << g olacak sekildeki her g € C i¢in, en az bir N € N var Oyle ki her n > N olacak
sekildeki n pozitif dogal sayis1 i¢in, d(u,,[t) << g oluyorsa {u,} O-dizisine 4 € M nok-

tasina yakinsaktir denir. (Glingor ve Siirmelioglu, 2020)

5.7 Tamim (M, 1,d) bir O-koni metrik uzay olsun. u € M olmak iizere {u,} M de O-dizi
olsun. Eger - << g olacak sekildeki her g € Cicin, en az bir N € N var dyle ki hern,m > N
olacak sekildeki n,m pozitif dogal sayilari i¢in, d(u,, Uy, ) << g oluyorsa {u, } O-dizisine M
de bir O-Cauchy dizisi denir. (Giingor ve Stirmelioglu, 2020)

5.8 Tamim (M,1,d) bir O-koni metrik uzay olsun. M deki her O-Cauchy dizisi yakinsak
ise bu durumda (M, 7,d) koni metrik uzayma O-tam koni metrik uzay denir. (Giingor ve
Stirmelioglu, 2020)
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5.1 Yardimei1 Teorem (M, 71,d) bir O-koni metrik uzay olsun. {u, } M de O-dizi olsun. {u, }
O-dizisi 4 € M elemanina yakinsiyor ise O-Cauchy dizisidir. (Rakotch, 1962)

5.9 Tanim (M, 7,d) bir O-koni metrik uzay olsun. M deki her {u,} O-dizisinin, M i¢inde
yakinsak {u,, } O-alt dizisi varsa (M, 1,d) O-koni metrik uzayma dizisel kompakt O-koni

metrik uzay denir. (Giingor ve Siirmelioglu, 2020)

5.10 Tanim (M, 7,d) bir O-koni metrik uzay, 0 <y < 1 ve y € R olsun. & : M — M doniigiimii
icin,
un = d(hu,hn) 3 vd(u,n) (5.6)

oluyorsa i doniisiimiine y Lipschitz sabitiyle ortogonal biiziilme (T-biiziilme) denir. (Giingor

ve Stirmelioglu, 2020)

5.11 Tamm (M, ,d) bir O-koni metrik uzay olsun. i : M — M doniisiimii i¢in,
wn = huhn (5.7)

oluyorsa h doniisiimiine ortogonalligi koruyan doniisiim (1-koruyan) denir. (Giingor ve Siirme-
lioglu, 2020)

5.12 Tamim (M, 71,d) O-koni metrik uzay, p, C M O-dizi, h : M — M doniisim ve u € M
olsun. y, — @ = hu, — hu oluyorsa h doniisiimiine O-siirekli doniigiim (7T-siirekli) denir.
Ayrica h doniigiimii her 1 € M i¢in, O-siirekli ise, 4 doniisiimiine ortogonal siirekli dontistim
denir. (Giingor ve Siirmelioglu, 2020)
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6. ORTOGONAL KONI A-METRIK UZAYLARDA BAZI TEMEL TA-
NIM VE TEOREMLER

6.1 Tamim (M, ) bir O-kiime ve A, M iizerinde bir koni A-metrik olsun. O halde, (M, 1,A)

ticliisiine O-koni A-metrik uzay denir.

Ornek. C=R*,K={(u,n)€C:u,n >0} CR?ve M =Zolsun. A : M" — C doniisiimii o >

0 ve a € R olmak tizere,

n

A, oy tin) = Y Y (I — ], o — )
i=li<j

Her p,n € Z igin, 4 = an olacak sekilde bir a € Z varsa p1n olarak tammlanirsa, (M, 1,A)
bir O-koni A-metrik uzaydir.

6.2 Tanim (M, 1,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. u € M olmak iizere {,} M de O-dizi
olsun. Eger 6 << g olacak sekildeki her g € C i¢in, en az bir N € N var oyle ki her n >
N(n € N) igin, A(, U, ... Un, L) <= g oluyorsa {1, } O-dizisi 4 € M noktasina yakinsaktir
denir.

6.3 Tamim (M, ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. g € M olmak iizere {u,} M de O-
dizi olsun. Eger 6 << g olacak sekildeki her g € C i¢in, en az bir N € N var Oyle ki her
n,m > N(n,m € N) igin, A(Up, U, -, U, m) <= g oluyorsa {u,} O-dizisine M de bir O-
Cauchy dizisi denir .

6.4 Tanim (M, 1,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. M deki her O-Cauchy dizisi yakinsak

ise bu durumda (M, 1,A) koni A-metrik uzayma O-tam koni A-metrik uzay denir.

6.1 Yardimci Teorem (M, 71,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. {{,} M de O-dizi olsun.
{u,} O-dizisi p € M elemanina yakinsiyorsa O-Cauchy dizisidir.

6.5 Tamm (M, 1,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. M deki her {u,} O-dizisinin, M i¢inde
yakinsak {, } O-alt dizisi olsun. Bu durumda, (M, T,A) O-koni A-metrik uzayma dizisel
kompakt O-koni A-metrik uzay denir.

6.6 Tanim (M, 1,A) bir O-koni A-metrik uzay, 0 < y <1 ve y€ Rolsun. h: M — M
doniislimii icin,

pun = A(hu,hu, ... b, hn) 3 VARG 1, (2 1) (6.1)
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oluyorsa h doniisiimiine Lipschitz 7y sabitiyle ortogonal biiziilme (71-biiziilme) denir.
6.7 Tamm (M,™1,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. i : M — M doniigiimii i¢in,

wn = huhn (6.2)
oluyorsa / doniisiimiine ortogonalligi koruyan doniisiim (TI-koruyan) denir.

6.8 Tanim (M, ,A) O-koni A-metrik uzay, {u,} C M O-dizi, h: M — M doniisiim ve 4 € M
olsun. ,, — u oldugunda Ay, — hyt oluyorsa i doniisiimiine O-siirekli doniigiim (7J-siirekli)
denir. Ayrica & doniisiimii her u € M icin, O-siirekli ise, & doniisiimiine M kiimesi ilizerinde

O-siirekli doniisiim denir.

Uyar1 Genel olarak her Lipschitz biiziilmeninin O-Lipschitz biiziilme oldugunu gérmek ko-

laydir. Asagidaki 6rnek ifadenin karsitinin dogru olmadigin1 gosterir.

Ormek. C=R?*>, K={(u,n) €C:u,n >0} CR?>ve M =R olsun. A : M" — C,

Attt = Y Y (11—l alu —n))

i=1i<j

doniisiimii o0 > 0 olacak sekildeki & € R i¢in, tamimlansin. g1 = p = an oldugunu kabul
edelim. O halde, (M, 7,A) O-koni A-metrik uzaydir. & : M — M doniigimii

23
h(u)z{ ; :L‘ :gc 6.3)

seklinde tanimlansin. Bu durumda, /# O-Lipschitz biiziilmedir. Gergekten,

pn = p=an
= u=0ikenneM

Durum 1: y =0ikenn € Qise y= % € (0, 1) vardir 6yle ki

A(hp, by, hy, ... hp, k) = A(0,0,0,...,0, 1)
= (n=1(3],x| %] (6.4)
Z vin=1)(nl,aln)

saglanir.
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Durum 2: g =0ve n € Q° ise her y € (0, 1) i¢in,

A(hp,hu,hp, ... hp,hn ) = A(0,0,0, ...,0,0)

6.5)
NI Z VT T TR T )

saglanir.

Ancak, & bir Lipschitz biiziilmesi degildir. Ger¢cekten u = % ve N = \/g noktalar1 icin,
A(hp,hy, ... ;b hm) < yA(u, i, ..., m) olacak sekilde y € R, 0 < y < 1 bulunamaz. Ciinkii

h() = § ve h(1) =0
A(hp, b, by, .. b, hm) = A(] 3,3,5,....5,0)) (6.6)

veE

A(.u7/*Lnu“7"'uu7n) _A %%%’ 737\/>| (67)
= 1)(|

(13-/2Lal3=4/2)

olup A(hu,hp, ..., ,hn) 3 YA(U, i, ...1, M) olacak sekilde y € R, 0 < y < 1 varsa ”3”

12— 21-12 )20 ©8)

olmasi gerekirdi. Bu durum, y € R, 0 < y < 1 ile ¢elisir.

tanimi1 geregi

Uyari1 Bazi doniisiimler ortogonalligi korurken bazi doniisiimler ortogonalligi korumaz. Bu

doniigiimler i¢in, 6rnekler verelim.

Ormek. C=R?*, K={(u,n)€C:k>0,1>0} CR>ve M =R olsun. A: M" — C,

A(u7u7.ua'--7u7n) = ZZ(“J_T”?(X“J_T”)

i=1i<j

doniisiimii o0 > 0 olacak sekildeki o € R igin, tammlansin. 41 = u =0veyaO#1n € Q
oldugunu kabul edelim. O halde, (M, T,A) O-koni A-metrik uzaydir. # : M — M doniigiimii

3
h(u):{ 5 : :5. 6.9)

O halde, 4 déniisiimii ortogonalligi korumayan doniisiimdiir. Ciinkii 077v/2 saglanir ancak
h(0) = 3 ve h(+/2) = 0 O-baglantili degildir.
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Ornek. C:RZ,K:{(u,n) eC:u,n >0} CR?ve M =R olsun. & > 0icin, A: M"* — C

A(”v“?“v"w“?n) = ZZ(|“_H|7(X|“_T[|)

i=1i<j

doniisiimii o > 0 olacak sekildeki & € R i¢in, tanimlansin. @11 = p = an oldugunu kabul
edelim. O halde, (M, ,A) O-koni A-metrik uzaydir. & : M — M doniigiimii

= R
My —J 5 HEQN 6.10
(1) {0 L QMR (6.10)

seklinde tanimlanirsa, bu durumda, 4 ortogonalligi koruyan bir doniisiimdiir. Gergekten,

pn = p=an
= u=0mnecQ

Bu durumda,

= h(u) =ah(n) 6.11)
= h(u)

Uyari Her siirekli dontistiimiin O-siirekli oldugunu gérmek kolaydir. Asagidaki ornek, ifade-

nin karsitinin genel olarak dogru olmadigin1 gosterir.

Omek. C=R*>K ={(u,n) €C:u,n >0} CR?>ve M =Rolsun. A: M" — C,

A(.“'?“nua 7.11777) = Z Z(‘[J - 7”70‘“1 - nl)
i=1i<j
doniisiimii o > 0 olacak sekildeki o € R i¢in, tanimlansin. @11 oldugunda u = 0 veya 0 #
N € Q oldugunu kabul edelim. O halde, (M, 1,A) O-koni A-metrik uzaydir. h : M — M
doniisiimii

3 e
= A2
h(u) {0 1 e QF (6.12)

seklinde tanimlanirsa, 4 doniisiimii tiim rasyonel sayilarda O-siireklidir. Ama 4 doniisiimii gercek

sayilar lizerinde siirekli degildir.

Uyari Her tam koni A-metrik uzaymin O-tam koni A-metrik uzay oldugunu goérmek ko-

laydir. Asagidaki 6rnek, ifadenin karsitinin gecerli olmadigini gostermektedir. Oncelikle,
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koni A-metrik uzaylarda asagidaki Yardimci Teorem 6.2 yi verecegiz.

6.2 Yardimc1 Teorem Koni A-metrik uzaylarda yakinsak alt diziye sahip her Cauchy dizisi

yakinsaktir.

Kanit (M,A) bir koni A-metrik uzay olsun ve K, C Banach uzayindaki koni olsun. O halde,

iki durum vardir:

Durum 1 Eger K normal koni ise,{t,} Cauchy dizisi oldugundan ve {u,,} yakinsak alt
dizisi iken, sirastyla Ay, Wy, ..., tny ) — 0 (n,m — o) ve A(Uy,, Un;, -, Un;, 1) — O(n; —
oo ve L € M). Boylece,

A(.unnunw--;.un;.u):j A(“muna“'?.u“nnuni)+A<“n7“n7"'nu“nnuni)+“'
FA(Mns Uiy ooy By M) A (s B ooy Mg L) — €

Durum 2 Eger K normal koni degilse,{u, } Cauchy dizisi oldugundan ve {u,, } yakinsak alt
dizisi iken, 8 << g kosulunu saglayan tiim g € C i¢in, N| € N vardir ve

8

AUy Uy eeey Ui, ’ ) N 6.13
(K My ooy “m)«z(n—n Vn,m > N, (6.13)

ve Ny € N, € M vardir ve
ALy L oees fngs 1) << g, Vi > Na. 6.14)

Boylece, max{Ny,N,} = N oldugunu varsayalim. O zaman, her n,n; > N igin,

0 jA(/v‘nvﬂm,ﬂn,ﬂ) ;5 A(.un:.unv ---aﬂnvlvln,-) +A(.una.una '-'7.una.un,') + .

(6.15)
+A(:unnun7 ---,,uny.un[) +A<.unn.u'n,'7 -"a.u'n,';.u')
olup her n,ni > N icin, 6.13 ve 6.14 esitsizliklerini kullanarak

8
2(n—1)

_A(uunmunv"'uunmun,‘) € ll’ltK ve g _A(.unu“nn "'7“?!,'7“) € lntK (616)
elde edilir. Boylece, 6.15 ve 6.16 esitsizliklerini kullanarak
8— ((l’l— I)A(unnun? "'nu'n;.u'ni) ‘l‘A(/-Ln,-a.unn "'Hu“n,'?‘u’)) € intk (617)

= g_A(.un7.un77IJ’n7u’) € intk
elde edilir. L]
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Ornek. C:Rz,K:{(,u,n)eC:k,lZO}QszeM:R—@:Qcolsun.A:M”—>C,

n
A, popts o) = 3 ¥ (Jn—nl, alu—n])
i=1i<

doniisiimii o > 0 olacak sekildeki o € R i¢in, tammlansin. 11 oldugunda pu = /3 veya n =
/3 oldugunu kabul edelim. O halde, (M, T,A) O-koni A-metrik uzaydir. Goriildiigii iizere
(Q°,A) tam bir koni A-metrik uzay1 degildir. Ger¢ekten de, w, = 1+ \/T§ genel terimini alirsak
{t,} € Q° bir Cauchy dizisidir ancak p, — 1 ¢ Q°. Aksine (Q,T,A) nin bir O-tam koni
A-metrik uzay oldugunu kabul edelim. Bu durumda, {u,} C Q¢ keyfi bir O-Cauchy dizisi
olsun. Bu durumda, {u, } nin her n; igin, {,,} = /3 olacak sekilde bir alt dizisi vardir ve
W, — V3e Q¢ olur. Diger taraftan, Yardimecr Teorem 6.2°yi kullanarak, {u,} dizisi Q° de
yakinsaktir.
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7. ORTOGONAL KONI A-METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TE-
OREMLERI

Bu boliimde K konisi, L normal sabiti ile bir koni olarak ele alinacaktir.

7.1 Teorem (M,71,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, y € R,0<y <1, h: (M, T,A) —
(M,™1,A) doniisiimii Lipschitz sabiti 7y ile ortogonalligi koruyan bir O-biiziilme olsun. Bu
durumda, herhangi py € M O-elemant icin, {h" ()} dizisinin yakinsak oldugu bir u* € M
vardir. Ayrica h doniigtimii u* € M de siirekli ise, o zaman u* € M h doniisiimiiniin tek bir

sabit noktasidir.

Kanit (M, 77) O-kiime oldugundan, 6yle bir gy € M vardir:
(Vi€ M, 1 o) V (Vi € M, pio 1) (7.1)

ve h M iizerinde bir doniisiim oldugundan, herhangi bir yy € M O-eleman i¢in, w; = h(o) €
M olarak secilebilir. Boylece,

Ho Th(ko) V h(o) To 7.2)
= Mo 11V 11 THo
benzer sekilde devam edilirse,
i = h(o), ta = h() = 1 (ko), .., h(tta—1) = 1" (ko) (7.3)

elde edilir. Dolayisiyla {/" (o)} bir iterasyon dizisi elde edilir. 4, Lipschitz sabiti 7 ile orto-
gonalligi koruyan bir O-biiziilme oldugundan, {#" ()} bir O-dizidir ve

A(.“n+1;ﬂn+17-~-aun+la.un) :A(h(u}’l)7h<un)7Jh(ui’l>7h(.un71))
3 YA(Hns s oy My Hn—1)
/—\<J YZA(un—lvun—la"'7.un—17;u4’l—2) (7.4)
r—j ?’nA(Hb,Ul»---,IJl,.UO)

Eger herhangi bir n € N i¢in @, = t,+1 = h(U,) ise Wy, h n bir sabit noktasidir. Her n,n+1 €
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Nigin y,, # W,+1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, her n,m € N m > n igin,

9 A(“nv.“nv»“n»ﬂm)

(n—D)A(tn, lns s My M1) A4 15 B 15 ooy 1, Hm)

(n—DA(Un, Hps oy My Mpy1) + (= DA 170, P o M1, Hn2) +

ot (= DA(Wm—2, ln—25 s ln—2, 1) + A(n—15 fon—15 -5 lon—15 Him)

3 (n—=1)Y"A(Ho, o, ---, Mo, 1) + (n— 1)Y"~ Ao, fo, -+, o, 1)+ .. (1.5)
+(n—1)Y"2A(Ho, Ko, -+ Ho, ul)+Y”*1A(uo,uo,---,uo,u1)
S=DY+7 T Y2 YA (ko Mo s o, )

= (=Y +y+...+7"" 2+ y""A(lo, Lo, ..., Lo, H1)

2 Y A (o, o oy o 1)

IFNEINRIN

K normal koni oldugundan 7.5 esitsizliginden

1A (s s s )| < LI LA (0, o, ., o, 1) (7.6)

elde edilir. 7.6 esitsizliginde n,m — oo limiti alinirsa, {u, } = {h" (o)} bir O-Cauchy dizisi-
dir.

(M,71,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, {u,} = {#"(Uo)} bu noktaya yakinsayacak sekilde
u* € M vardir. Simdi, & doniisiimiiniin u* € M de O-siirekli oldugunu varsayalim ve g € C,
0 << g olsun. {u,} = {h"(uo)} dizisi u* € M’ya yakinsadigindan ve h doniigiimii u* €
M’da O-siirekli oldugundan, her n € N icin ng € N vardir ve n > ny icin,

A(Hn+1;ﬂn+17~~7“n+17hu*) <= 2<ng_ 1) VCA(h‘LLn,h‘LLm...,h[Jn,[J*) == g (77)
elde edilir. Boylece, n > ng olacak sekildeki her n € N i¢in,
A(hp b, b, 1) 3 (n = DA(RUS  hp™, o h™  hidy) + A (Rl By, <. by, 1) << g

olur. Ote yandan, m € N,m < 1i¢in, 0 < % < 1olup g € intK ve yimtK C imtK(y € n,y > 0)
% € intK. Boylece, n > ng olacak sekildeki her n € N i¢in, m € N,m < 1 olmak iizere
A(hu*hp*, . hp*, u*) << £ Ohalde, £ —A(hu*, hp*,...,hu*, u*) € K. m — co limiti alinirsa,

K konisi kapali oldugundan —A(hp*, hu*,...,hu*, u*) € K. Ayrica, 0 S A(hu™ hu™*, ... ,hyu*, u*)

yani A(hu* hp*,...,hu*, u*) € K. Dolayisiyla, K konisinde A(hu*, hp*,...,hpt* , u*) = 6

yani u* € M h doniigiimiiniin sabit noktasidir.
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Iki farkli sabit nokta u* ve n* olsun.
(i) Eger u*In* v n*u*
AU, 1" @ m*) = d (b ™, b k) S YA, 1 1) (7.8)
Dolayisiyla
YA, 15 15 =AU, 15 1Y) = (L= p)A(US, 15, 0™, ™) € K.

K koni oldugu igin, ﬁ(y— DA(U*,1*, ..., u*,n*) = —A(u*,u*,...,u*,n*) ve dolayisiyla
A, 1™, ..., 0*,m*) = 0. Yani u* € M, h’nin tek bir sabit noktasidur.

(i)Eger u*In* v n*u* degilse, segilen O-eleman Ly € M igin,
[(0711™) A (o™ ™)V [(™ o) A (17 Tato)] (7.9)

olup / ortogonalligi koruyan bir doniisiim iken,

[ () T) A (R () I )TV [ TR () A (07 TR (n))] (7.10)

elde edilir. Buradan,

A(S e 15m7) = DA 0o 1 il 1) + AR 1 A1 o U1, M)
=(n— DA hp™, ... ™ h(hity)) +A(h(hitn ), h(hin), ... h(hit) , i1 )
SYAWS 05 0 Aly) + A (AR A - B, )]
=YAW" 1", s W 1) F A1, Bt 1oy g 1,17

olup n — oo limiti alinirsa, —A(u*, u*,...,u*,n*) € K. Boylece A(u*,u*,....u*,n*) =6

olur. Yani u* € M, h doniisiimiiniin tek bir sabit noktasidir.

Son olarak /4 doniisiimiiniin bir Picard operatorii oldugu gosterilecektir. 1 keyfi bir nokta

olsun. O zaman

Mo Tl V 1 THo (7.11)

h ortogonalligi koruyan doniisiim oldugundan, her n € N icin,

I (o) T (1) VB (4t T (1) (7.12)
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Her n € N igin,

YA (o), h" (o), o, 1", (o) 2" ()

AR (o), H" (Ho), .-, H" (fo), A" (1)) (7.13)
. 27" Ao, Mo, -, Mo, M)

N
3
olur. K, L normal sabiti ile normal koni oldugundan, 7.13 esitsizliginden,

[A(A" (o), " (ko) - B (Ho), A" (1)) [| < LI|Y"A (o, Ho, -, Ko, ) | (7.14)

elde edilir. 7.14 esitsizligi kullanilarak, 0 < ¥ < 1 oldugundan,
AR (1), h"(Uo), .-, " (Uo), "' (1)) — O(n — o) ve boylece lim,_,. A" (1) = 1* yani h Pi-

card operatoriidiir. O]

Sonug (M,71,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. 4 : M — M doniisiimii baz1 pozitif n tam
sayilar1 ve her 1, € M i¢in,

AW R R ) S ARG My 15 M)

esitsizligini sagliyorsa, 4 doniisiimiiniin M i¢in, de tek bir sabit noktas1 vardir.

Kanit Teorem 7.1’den h" doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 y* vardir. Diger taraftan
W' (hpt") = h(W" W) = hyt*

olup Au* da A" doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Dolayisiyla, 4" doniisiimiiniin tek bir sabit
noktast oldugundan Au* = p* bulunur. Burada 4 doniisiimiiniin sabit noktasi ayn1 zamanda

R doniisiimiiniin de sabit noktas1 oldugundan, # doniisiimiiniin sabit noktasi tektir. ]

7.2 Teorem (M,™1,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, y € R,0 < 7 < %, h:(M,T,A) —
(M,7,A) doniisiimii Lipschitz sabiti y ile ortogonalligi koruyan bir O-biiziilme olsun. Ayrica

A(h,u,hu, 7h:u7hn> r_j Y[A(uauv ,‘LL,I’L,LL) +A(777777; 777/171)]

kosulu saglansin. Bu durumda, herhangi py € M O-elemant igin, {/" () } dizisinin yakinsak
oldugu bir u* € M vardir. Ayrica, h doniisimii u* € M noktasinda O-siirekli ise, o zaman

W* € M noktasi h doniisiimiiniin tek bir sabit noktasidir.

Kamit (M,77) O-kiime oldugundan, py € M vardir ve

(Vi€ M, u o) V (Vi € M, pio 1) (7.15)
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h doniigiimii M iizerinde bir doniisiim oldugundan, herhangi bir g € M O-elemani ig¢in,
U1 = h(o) € M olarak segilebilir.

Lo Th(to) V h(po) o (7.16)
= Mo 11V U1 THo
O halde, benzer sekilde devam edilirse
w1 = h(io), ua = h(w) = 1 (ko), .., h(tta—1) = 1" (ko) (7.17)

elde edilir. Dolayisiyla, {h" (L)} bir iterasyon dizisidir. i, Lipschitz sabiti y ile ortogonalligi
koruyan bir O-biiziilme oldugundan, {#"(u)} bir O-dizidir ve

AUyl ooy s g 1) = A(h(tp—1),h(p—1) oo h (1), (1))
S VAW—15 1 ooy M1 Bl —1) A (s By s By Bly)]
= VA1, 1o M 15 ) A (M By s Moy Mo 1)]
jliyA Mo 15 M1 ey M1, M)
QA1 e M1, M) (0= 15 < 1)
2 0PA(Un—2y 2y ooy Hp—2, Hn—1)

:j anA(‘LL(),‘LL(), "'7.““07:““1)

Eger herhangi bir n € N i¢in, u, = w,+1 = h(U,) ise U,, h dontigiimiiniin bir sabit noktasidir.
Her n,n+1 € N, i, # U, oldugunu varsayalim. Bu durumda, her n,m € N, m > n i¢in,

Y[ (‘un 1, Hn—1,-- .u'n—lnun)+A(uu'm—1a.qu—1a"'7.“111-17.“’111)]
Y[an 1A(,u0,u0, 7“0?:““1)+am_1A(u07MO7"'7.u“07ul)] (7.18)
Y(an 1+(xm 1) (.uOmuOV"?uO»ul)

A(ns My ooy By ) 3
N

K normal koni oldugundan 7.18 esitsizliginden

A (ts s ooy s ) | < Ly(e" ™" ) [JA (o, Mo - Ko, 1) (7.19)

elde edilir. 7.19 esitsizligi kullanilarak, n,m — oo limiti alinirsa, {w,} = {h" (o)} bir O-
Cauchy dizisidir.

(M,T1,A) bir O-tam koni A-metrik uzay {u,} = {#"(Uo)} bu noktaya yakinsayacak sekilde
u* € M vardir. Simdi, 4 doniigiimiiniin 4* € M noktasinda O-siirekli oldugunu varsayalim
ve g € C, 0 << g olsun. {u,} = {h" (1)} dizisi u* € M noktasina yakinsadigindan ve h
doniisiimii u* € M noktasinda O-siirekli oldugundan, her n € N i¢in ny € N vardir ve n > ng
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icin,

A(.un+1a.un+17-"7.un+17h.u*> << 2<ng VeA(h,un,h‘un,...,h‘LLn,‘LL*> <= g

_1)

elde edilir. Ote yandan, m € Nym < 1 i¢in, 0 < % < 1 olup g € intK ve yintK C intK(y €
n,y > 0) % € intK. Boylece, n > ng olacak sekildeki her n € N icin, m € Ny,m < 1 ol-
mak tizere A(Au*hu*,..,hu*,u*) << £.0 halde, £ — A(hu* hp*,...,hu*, u*) € K. m —
co limiti alinirsa, K konisi kapali oldugundan —A(hu*, hu*,...;hu*, u*) € K. Ayrica, 6 =3
A(hu* by ... hp*  1u*) yani A(hp* hu*, ... hu*, u*) € K. Dolayisiyla, K konisinde
A(hp* hy*, ... hu*, 1*) = 0 yani u* € M h doniistimiiniin sabit noktasidir.

Iki farkli sabit nokta u* ve n* olsun.
(i) Eger u*In* v n*u*

A(.Ll*uu’*a"’?u*’n*) :A(hu*7hu*7"'7hu*7hn*)
jY[A(u*’u*’"'7u*’hu*)+A(n*7n*""7n*7hn*)]

K koni oldugu i¢in, A(u*, u*,...u*,n*) = 0. u* € M, h doniigiimiiniin tek bir sabit noktasidir.
(ii) Eger u*In* v n*u* degilse, secilen O-eleman Ly € M igin,

(o T) A (o) V [(1 Tto) A (7 To)] (7.20)

ve h ortogonalligi koruyan bir doniisiim iken,

[ (k) ") A () I )]V [ TR () A (07 TR(0))] (7.21)

elde edilir. Bu yiizden,

A(pr,p*, 1t m*) 3 (n= DA, 1", 10 hidn) + AR, A, ... i, M)
= (n—DA(hu*, hu*, ..., hw*  hpy) + A(hily, hidy,, ""h“”’hn*)a,zz)
3 (=)Ao 5 ") + AUy iy o s Bidy)]
YA (Uns iy - s AU +A(ME, M5, m™ AN

ve n — oo i¢in limit alinirsa, K normal koni oldugundan, A(p*, u*,...,u*, n*) = 0 olur. u* €
M, h’nin tek bir sabit noktasidir. O

7.3 Teorem (M,71,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, y € R,0 < 7 < %, h:(M,7T,A) —
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(M,™1,A) doniisiimii Lipschitz sabiti y ile ortogonalligi koruyan bir O-biiziilme olsun. Ayrica

A(hp,hit, ... ohp, hn) 3 YA, 1, - 1, hN) + AN, M, - A

kosulu saglansin. Bu durumda, herhangi yy € M O-elemani i¢in, {#" (o)} dizisinin yakinsak
oldugu bir u* € M vardir. Ayrica h doniisiimii u* € M de siirekli ise, o zaman u* € M h

doniislimiiniin tek bir sabit noktasidir.

Kamit (M, 77) O-kiime oldugundan, yy € M vardir ve
(Ve M, uTuo) vV (Vi € M, po T1) (7.23)

h doniigiimii M iizerinde bir doniisiim oldugundan, herhangi bir uyp € M O-elemani igin,
W1 = h(lp) € M olarak segilebilir. Boylece,

h Vh
Ho Th(o) v h(Ho) Tio (7.24)
= Mo 11V U1 THo
benzer sekilde devam edilirse
i = h(ko), ta = h(w) = (ko) .., h(tta—1) = 1" (ko) (7.25)

elde edilir ve {h" (o)} bir iterasyon dizisidir. &, Lipschitz sabiti v ile ortogonalligi koruyan
bir O-biiziilme oldugundan, {h" (L)} bir O-dizidir ve

A1y Bt oy M1, M) = A(R(Hn) () - () (1))
r—j '}/A<Hn,[.ln,...,ﬂn,ﬂn_1>
S PPAn— 1y M1 ooy Bty H—2) (7.26)
SYA(UL, M-, M, Ho)

Eger herhangi bir n € N igin, w, = W,+1 = h(U,) ise W,, h doniisiimiiniin bir sabit noktasidur.
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Her n,n+1 € N, i, # U, oldugunu varsayalim. Bu durumda, her n,m € N, m > n i¢in,

AUy s ooy Hiny Uim) 2 V(00— 1AMy My s My M 1) A 1, B 1 oo M 15 )]
,-_5 '}’[(n— I)A(,un,,una ...,I.Ln,un+1) + (l’l— I)A(un+laun+17 "'7;un+la.un+2)
+A(uﬂ+2a TR P ,Un+27/~im)]

Z V(= D)[A(tns By oy My B 1) F A1 B 1 ooy M1 M 2)
FA(Mnt2, Unt 25 ooy M 25 Mnt3) + - FA(Mm—15 Bon—1, -, Mm—1, i) ]

Y= D)[Y + YTy v Ao, o, -, Ho, M)

= (n=1Dy" 1+ y+7+...+7"" " "A(ko, Ho, --., Mo, 1)

Bu nedenle {u,} dizisi bir O-Cauchy dizisidir. M’nin tamhigiyla lim, . 4, = p* olacak
sekilde u* € M vardir. Bu u* € M de O-siirekli oldugunu varsayalim ve g € C, 6 << g
olsun. {uw,} = {W" (o)} u* € M noktasina yakinsadigindan ve i doniigiimii u* € M’de O-
siirekli oldugundan, hern € N ng € N vardir ve n > ny

. g o8
A(Hn+lalin+17-~-7ﬂn+l7hl~i ) <= 2(1’[— 1) VeA(h,un,h/.Ln,...,hun,u ) <= 2

Boylece n > ng olacak sekilde tiim n € N igin,

A(hu* b, ohp* 1*) 2 (n— DA™ hu™, ... hd™  hply) + A (B, Ay, ... Ay, 1) << g

olur. Ote yandan, m € N,m < 1 i¢in, 0 < % < 1olup g € intK ve yitK C intK(y € n,y > 0)

% € intK. Boylece, n > ng olacak sekildeki her n € N icin, m € Nym < 1 olmak {lizere
A(hp*hp*, . hp*, u*) << £ Ohalde, £ —A(hu*, hp*,...,hu*, u*) € K. m — oo limiti alinirsa,
K konisi kapali oldugundan —A (hp*, hu*, ...,hu*, u*) € K. Ayrica, 0 S A(hu* hp*, ..., hpt* ™)
yani A(hu* hu*, ... ,hu*, u*) € K. Dolayisiyla, K konisinde A(hu*, hp*,...,hu*, u*) = 6

yani u* € M h doniistimiiniin sabit noktasidir.
Iki farkli sabit nokta u* ve n* oldugunu varsayalim,
(i) Eger u*In* v n*u*

(™ hy*, ... hw*hn™)

Al 0w m*) =A
r_j Y[A(u*7u*’7u*7hn*> +A(n*7n*77rl*7hu*)]

(7.27)

K koni oldugu igin, A(u*, u*,...u*,n*) = 6. u* € M, h doniisiimiiniin tek bir sabit noktasidir.
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(ii)Eger u*In* v n*Tu* degilse, segilen O-eleman Ly € M igin,

[(10Tu™) A (ko ™)}V (1™ Tho) A (17 Tato)) (7.28)

ve h ortogonal olarak korundugundan,

[(2 () T) A (R () I )TV [ TR () A (07 TR (n) )] (7.29)

elde edilir. Bu yiizden,

A(p,w, ., pwm*) 2 (n= DA 1", 0 hy) + A (R, hidy, ..o iy, M)
= (n— DA(hu* ™, ...,ht*  hity) + A (b, hidy,, ...,hu,,,hn*)(7.30)
S (=) YA 0o ) + A s ey My B
YA tns ooy Mn s AN) AN, 07, M ity

olup n — oo i¢in limit alinirsa, K normal koni oldugu i¢in, A(u*, u*,...,u*,n*) = 6 olur.

uw* € M, h doniigiimiiniin tek bir sabit noktasidir. L]

Ornek. C = R? Oklid diizlemi iizerinde bir normal koni K = {(u,n) € C|u,n > 0} ol-
sun. M = [0,1] olmak iizere A : M" — C, A(ly, M, .., ) = Yoy Yicj |1 — 11j|* seklinde
taniml1 doniisiim bir koni A-metriktir. M iizerinde "1, € M olmak iizere un < un < u”
seklinde tanimli 71" bagintis1 bir diklik bagintisi olup (M, T,A) bir O-tam koni A-metrik
uzaydir. i : (M,71,A) = (M, 1,A), h(x) = 5 seklinde tamiml1 d6niigiim ortogonalligi koruyan
bir O-biiziilme doniigiimiidiir. Ayrica & doniigiimii (M, 1,A) O-koni A-metrik uzay: iizerinde
O-siirekli bir doniisiim oldugundan Teorem 7.1 in hipotezleri saglanir. Boylece 4 fonksiyo-

nunun bir tek sabit noktasi 0 € M" noktasidir.

C = R? Oklid diizlemi iizerinde K = {(1,n) € C|t, > 0} bir normal koni olsun. M = [0, 1]
olmak tizere A : M" — C, A(l1, 12, s ln) = Yy Yicj | i — 1;|* seklinde tanimh déniigiim
bir koni A-metriktir. M iizerinde ", n € M olmak iizere un < un < u” seklinde tanimh
""" bagintisi bir diklik bagintisidir. Bu durumda, (M, 71,A) O-koni A-metrik uzayinin tamligini
gosterelim. {1, } C M keyfi bir O-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her n € Nigin, t, T, +1V
Wat1 Wy, dir. Ayrica her g € intK igin, en az bir ng € N var dyle ki her m,n € N, m,n >
no oldugunda A (U, W, -, U, ) <= g dir. Genelligi bozmaksizin her n € N, u, T4

oldugunu varsayalim. O halde,

Hnllp11 < HUn = .un(.un—H - 1) <0
= My € [071]7.un+l <1

Boylece {u,} O-Cauchy dizisi 0 € M noktasina yakinsaktir. O halde, (M, 1,A) bir O-tam
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koni A-metrik uzaydir. Diger taraftan ”71” bagintis1 tamm geregi ”uIn = huhn” olup
h doniisimii ortogonalligi koruyan bir doniisiimdiir. Ayrica & doniigiimii A = % Lipschitz
sabitiyle bir O-biiziilme doniistimiidiir. Teorem 7.1 in tiim hipotezleri saglanip uo € M O-
eleman i¢in, {A"(uo)} iterasyon dizisi 0 € M noktasina yakinsak olup 7 M de O-siirekli
iken 0 € M de O-siirekli oldugundan, Teorem 7.1 geregince 0 € M noktasi 4 nin bir tek sabit

noktasidir.
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8. SIRALIORTOGONAL KONI A-METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT
NOKTA TEOREMLERI

8.1 Teorem (M,>>) bir KS-kiime, (M, 1,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, i : (M, 1,A) —
(M,™1,A) doniisiimii ”>" ile ortogonalligi koruyan ve azalmayan bir doniisiim olsun. Her

O-baglantih u,n e M ven > pwigin, birye Rve 0 < y < 1 iken

A(h.uah.ua 7h.u>h77) r_\<1 ?’A(Ha% nuan)

oldugunu kabul edelim. Kabul edelim ki bir g € M O-eleman i¢in, yy > hyy oldugunda
{W"*(uo)} iterasyon dizisi u* € M noktasina yakinsak olsun. Ayrica, & doniigiimii u* € M

noktasinda O-siirekli ise, u* € M noktasi h doniistimiiniin sabit bir noktasidir.

Kamit (M, ) O-kiime oldugundan, 1y € M olacak sekilde bir O-elemani vardir. Kabuliimiizden
Uo > hug secilmesi genelligi bozmaz. & doniisiimii, M de bir doniisiim oldugundan gy € M
O-elemant icin, 1y = hly € M olarak segilebilir. Boylece,

1o Th(to) V h(Ho) o
(8.1)
= Mo 11V Uy 1o
benzer sekilde devam edilirse,
Wi = h(to), o = h() = 1 (ko) =, = h(ttn—1) = h"(tto) (82)

elde edilir. Dolayisiyla {A" (o)} bir iterasyon dizisidir. 4 ortogonalligi korudugundan, {#" (1)}
O-dizidir.

Uo &> hugy ve B> ye gore h doniisiimiiniin azalmayan doniisiim oldugunu kullanilirsa,
o > ko > RPug > .. > g > L
elde edilir. Bu durumda, her n € N i¢in,

A(.Ltn+17un+17"'7ui’l+1aun) :A(h(NVI)?h(Hn)? ,h(,un),h“in_]))
3 YA(Un, By oo My M 1)
;j '}/ZA(‘LLn,17un,1, "'7“?[717“”72)

Z VAU e, M, o)

yazilabilir. Herhangi bir n € N i¢in, W, = t,+1 = h(Un). W, h doniisiimiiniin bir sabit nok-
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tasidir. Her n,n+ 1 € Nigin, W, # t,+1 gerceklestigini varsayalim. Bu durumda, her n,m € N

ve n > m icin,

9 ,‘jA(,un,,un, 7.unnum)
j(n ) (“ﬂa“ﬂu"'?u"ln?un—l)+A(“n—17“n—17"'7“]’!-17.“1’}1)
j(n ) (.u}’taul’h"'a“naun*l)_'_(n_1)A(un717.u}’1717"'7.“4’171;“1’172)
oot (0= DA, Bn—15 s Hn—1 Bom) +A (B B -, lims 1) 83)
(I’l ) 1A(.ul Hi, .. 7“17:“'0)—1—(71_1)/)/1_214(“1,“17“'7“17“0)
oY A s s o)+ YA (R, s i Ho)
= (=YY" T Ly 1A s e i Ho)
S A, s 1, o)
olur. K, L normal sabitiyle normal koni ise 8.3 esitsizligi kullanilarak
||A(nui’l7ui’l7uunuum)|| <L|| i§ lymA(:ubnulw”hulvuo)H
< O A, s e s )| (8.4)

elde edilir. 8.4 esitsizligi kullanilirsa, n,m — e limiti alinrsa, {w,} = {h"*(uo)} bir O-
Cauchy dizisidir. (M, 1,A) bir O-tam koni A-metrik uzay {u,} = {h" (1)} bu noktaya
yakinsayacak sekilde u* € M vardir. Simdi, & doniigiimiiniin u* € M noktasinda O-siirekli
oldugunu varsayalim ve g € C, 6 << g olsun. {u,} = {h"(up)} dizisi u* € M noktasina
yakinsadigindan ve i doniisiimii u* € M noktasinda O-stirekli oldugundan, her n € N igin ny €

N vardir ve n > ny icin,

* 5 *
At Bt oo 1, ) <5 Ve AU Bt o b, BIT) << 507

Boylece n > ng olacak sekildeki her n € N i¢in,

A(hu* hu*, . ohp* 1*) 2 (n—DAhu™ hu™, .. hp*  hpty) + A (R, Ay, .. A, 1) << g

olur. Diger taraftan m € N ve m > 1 icin, 0 < l < 1 oldugu elde edilir. g € intK ve yintK C
intK  (y € R,y > 0) oldugunu kullanirsak £ < € intK oldugu elde edilir. Boylece n > ng
olacak sekildeki her n € N ve m € N,m > 1 igin, A(hu*, hp*, ... ,hu*, n*) << £ oldugu ele
alinirsa £ — A(hp*, hp*, ..., hu*, u*) € K olur. K konisinin kapali oldugu kullamlirsa m — oo
icin, 11m1t durumunda

lim (——A(h;,L 7h.u >'-~7h:u iy ))Z—A(h‘u 7h.u 7-~-,hﬂ iy )GK

m—eo " m

Ayrica Oc S A(hu* hp*, ... hp*, 1u*) oldugundan A(hu™ hu*,...,hu*, u*) € K olur. K nin

koni olmasindan A (hp*, hp*, ..., hp*, u*) = 6¢ olup hu* = u* olur. Yani u* € M h doniisiimiiniin
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bir sabit noktasidir. ]

Uyar: Teorem 8.1 de, (M, ) bir O-kiime oldugundan,

3o € M; (Y € M, 1 TTo) \/ (Vi € M, o)

dir. Fakat g > Ay durumu, M’nin baz1 O-elemanlari i¢in, bu durum gegerli olmayabilir.

Bunun i¢in, alternatif olarak Teorem 8.2 verilebilir.

8.2 Teorem (M,>) bir KS-kiime, (M, 1,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h: (M, 1,A) —
(M,™1,A) doniigiimii ”>" ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir doniisiim ve u > n
kosulunu saglayan her O-baglantili ,n € M igin, Yy € R, 0 < ¥ < 1 olmak iizere

A(hp,hit, ... by, hn) 3 YA 1 - 1, 1)

olsun. Bir g € M i¢in, 1y > hno kosulunu saglayan ng ile Ang elemanlar1 O-baglantil ele-
manlar ve {h"(1)} iterasyon dizisi N* € M noktasina yakinsak iken 4 doniisimii n* € M

noktasinda O-siirekli ise, n* € M noktasi 4 nin sabit bir noktasidir.

Kanit Hipotezden 1o € M icin, ng > hng kosulunu saglayan 1 ile ~ng elemanlar1 O-baglantili
elemanlar olsun. 4 doniisiimii, M de bir doniisiim oldugundan 1y € M elemani i¢in, n; = hng

olacak sekilde 11 € M secilebilir. Boylece,

Mo Th(10) V A(110) Mo
(8.5)
= Mo 1M VN1 Mo
yazilabilir. Benzer yolla devam edilirse,
M =h(no), M = h(m) =k (o) =,...,= h(Nu—1) = K" (no) (8.6)

yazilabileceginden {#" (1)} bir iterasyon dizisidir. 4 ortogonalligi korudugundan, {#" (1)}
O-dizidir.

No > hno ve > ye gore h donilisiimiiniin azalmayan doniisiim oldugu kullanilirsa,

Mo & ko = RP1g & ... > W' & ...
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oldugu elde edilir. Bu kosulda her n € N ig¢in,

A(nn+17nn+l7--'ann+lann) :A(h(nn)vh(nn)77h(nn)>h(nn—1>>
r_j YA<nn7nn7"'vnnann—l)
j ’}/ZA(nn—lann—h---unn—lann—Z)

SY' AN, M1, Mo)

yazilabilir. Herhangi bir n € N i¢in, 1,, = 1,11 iken 1,, = k(1) olup A nin bir sabit noktasi
oldugu elde edilir. Her n,n+ 1 € N i¢in, 1, # 1,1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her

n,m € N ve n > migin,

9C f_jA(nn;nn;---annanm)
S (= 1)AMn My oo My M 1) F AN 1, M 15 o5 M1, M)
3 (n=D)AMn My ooy My Ma—1) + (0 = DAMa—1, M1, -+ M—1, Mn—2)
. +(n—=DAMm—1,Mm—1, s Mm—15Mm) + ANy s s My Mmt1) — (8.7)
2 (n—=DyTAML N1, M1, M0) 4 (n— 1) Y 2A(ML M- ML o)

+...+Y"A(M1, M, -, M1, o)

N (”I_l)y”"A(m,m,-.-,m,no)

K, L normal sabitiyle normal koni ise 8.7 esitsizliginden

A My eos )| < LA,y m0) | (8.8)
< C AL, o)

elde edilir. 8.8 esitsizligi kullanilirsa, 0 < ¥ < 1 oldugundan A(1,;, Ny -+, My M) — Oc(m —
o) ya yakinsar ve {1,} = {h"(19)} bir O-Cauchy dizisidir. Bu durumda, (M, ,A) bir O-
tam koni A-metrik uzay oldugundan, n* € M var dyle ki {n,,} = {#" (o)} dizisi bu noktaya
yakinsar. Simdi ~ nin n* € M noktasinda O-siirekli oldugunu farz edelim ve g € C igin,
0c << g olsun. {n,} = {K"*(no)} dizisi n* € M noktasina yakinsadigindan ve i I* € M de
O-siirekli oldugundan her n € N i¢in, ng € M var 6yle ki n > ng oldugundan

w8 *
A1, Mt 15 vees T 1, N7) <=5 ve A(RT, Iy o B, BN << 2(n—1)

dir. Boylece n > ng olacak sekildeki her n € N i¢in,
A(hn*,hn*, .. hn*, %) 3 (n— DA™, hn”, ... hn™ hn) + A0, A, ... hT0, M) << 8

olur. Diger yandan m € N ve m > 1 i¢in, 0 < % < 1 oldugu elde edilir. g € intK ve yintK C
intK (Y €R,y>0) oldugu kullanilirsa £ € intK oldugu elde edilir. Bylece n > ng olacak
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sekildeki her n € Nve m € N,m > 1igin, A(hn*,hn*,...,hn*,n*) << £ oldugu ele alnirsa
% —A(hn*,hm*,...,hn*,n*) € K olur. K konisinin kapaliligini kullanirsak m — o i¢in, limit
durumunda

lim (§ —A(h*,hn*,....hm*,n*)) = —A(hn*,hn*,...hn*,n*) € K

m—oo " m
dir. Ayrica ¢ 2 A(hn*,hn*,...,hin*,n*) oldugundan A(hn*,hn*,....hin*,n*) € K olur. K
nin koni olmasindan A(hn*,hn*,...,hn*,n*) = 6¢ olup hn* = n* olur. Yani n* € M h

doniislimiiniin bir sabit noktasidir. ]

Uyar: Teorem 8.3 de h doniislimiiniin O-siirekliligi yerine alternatif bir kosul eklenerek sabit

noktanin varlig1 verilecektir.

8.3 Teorem (M,>) bir KS-kiime, (M, 1,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h: (M, 1,A) —
(M,71,A) doniigiimii ”>" ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir doniisiim oldugunu ve

asagidaki sartlarin gecerli oldugunu varsayalim:

1) M > u olacak sekildeki, O-baglantih g, € M ve ye R, (0 <y < 1) i¢in,
A(hp,hy, ... bt hn) S YA(U U, .. 1, 1)).

ii) Bir O-eleman1 yy € M icin o > hyy .

iii) Artan bir {u,} dizisi g € M e yakinsak oldugunda her n i¢in, y, ile u O-baglantili ve
TR

Bu durumda, {h" (1)} iterasyon dizisi bir u* € M noktasina yakinsar ve u* € M, h nin bir

sabit noktasidir.

Kanit Teorem 8.1 in ispatindan {u, } = {#"(uo) } dizisinin yakinsak oldugu bir u* € M. (iii)
den " (uo) > u* ve h"(Up) ile u* her n igin, O-baglantili elemanlardir. Boylece (i) den,

Al b o bt 1) 3 (= DAG B b B )
FAWH wo, " g, . B g, 1)
Jy(n— DAL 1", 10 1" o)
FAR o, B g, B g, 1)

8.9)

g € Cigin, ¢ << g olsun. O halde, {u,} = {h"(uo)} dizisi u* noktasina yakinsadigindan
her n € N i¢in, ng € N var dyle ki n > ng oldugunda,

|09

A(,una,una"'mum.u*) == VeA(.un-l-la.un-l-la"'7.un—|—17u*) <= (8.10)

2(n—1)
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olur. Her n € N igin, n > ny oldugunda A(hu*, hp*,...,hu*, u*) << g dir. Diger yandan
meNvem>1icin, 0 < % < 1 oldugu elde edilir. g € intK ve yintK < intK oldugu kul-
lamilirsa £ € intK oldugu elde edilir. Boylece her n € N igin, n > ng ve m € N,m > 1 igin,
A(hp* by, . by, p*) << £ olup £ — A(hu*, hp*,...,hu*, u*) € K oldugu elde edilir. K
konisinin kapal1 kiime oldugu kullanilirsa m — o i¢in, limit durumunda

lim (——A(h;,L 7h.u >'-~7h:u U ))Z—A(h‘u 7h.u 7-~-,hﬂ iy )GK

m—o m

dir. K nin koni olmasindan A(hu*, hp*,...,ht™, u*) = ¢ olup hu* = p* olur. Yani u* € M

h nin bir sabit noktasidir. L]

Uyar: Teorem 8.4 de fonksiyonun sagladigi biiziilme kosulunu genellestirerek bu kosul

altinda sabit noktanin var oldugu verilecektir.

8.4 Teorem (M,>) bir KS-kiime, (M, 1,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h: (M, 1,A) —
(M,™1,A) doniisiimii ”>" ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir doniigiim ve asagidaki

sartlarin gecerli oldugunu varsayalim.

1) n > u olacak sekildeki, O-baglantih 1, € M icin, 0 < a,b,c ve a+2b+nc < 1 sartin1
saglayan a,b,c € R icin,

A(hpt, hit, .. hp,hn) - S aA(, W, ) +DIA(R, M 1, R +A(D, 7,1, )
+c[A(, 1y ooy i, hN) +A(M, M, M hR)]
i1) Bir O-eleman1 o € M icin to > hlp.

Bu durumda, {#"(uo)} iterasyon dizisi bir u* € M noktasina yakinsar ve h O-siirekli ise
h* € M, h nin bir sabit noktasidir.

Kanit (M, 77) O-kiime oldugundan, i € M olacak sekilde bir O-elemani vardir. Varsayimimizdan
Uo > hug secilmesi genelligi bozmaz. & doniisiimii, M de bir doniisiim oldugundan gy € M
O-elemant i¢in, 1 = hpyy olacak sekilde u; € M secilebilir. Boylece,

1o Th( o) V h(Ho) THo

(8.11)
= Mo 11 V Uy THo

benzer sekilde devam edilirse,

w1 = h(o), ua = h(w) = (ko) =, ..., = h(ty—1) = h" (o) (8.12)
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elde edilir. Dolayisiyla {4 (o)} bir iterasyon dizisidir. & ortogonalligi korudugundan, {#" (1)}
O-dizidir.

Uo > hug ve B> ye gore h nin azalmayan doniisiim oldugu kullanilirsa,
o > ko > 2o > .. > g >
oldugu elde edilir. Bu durumda, her n € N icin,

A(.un+17un+17---vun+la.un) = (h(un> (.un)v--wh(.un%h(.unfl))

r—j A(.un;.un; 7.un7.un—l)

DA (s s ooy M ) + A (15 =15 ooy M1 1 )]
(At My ooy oy ilbn—1) +A(Un—1, Un—1, s ln—1, )]
= A (M, M -5 By Mn—1)

+DIA(Lns tos -y My 1) +AG Hn—15 15 -5 Hn—1, )]
+C[A (s s oy My M) +A(Mn—15 P15 -y Bn— 15 M s1)]

Z aA(Hns oy - By M- 1)

+D[A (s s s My 1) +A(Rn—1, Hn— 15 s Hp—15 U )|

+c[(n—1)A(MUp—1, Bn—1, s Mn—1, M) AU, My vy My Mng1)]

Boylece,
a+b+(n—1)c
A(“n+1vun+17"'7“n+17“ﬂ> r—é l—b(—c ) A(Nnaﬂn;---vl«lnaﬂn—l)
+b+(n—1)c
oldugu elde edilir. 0 < a,b,c ve 0+2b+nc < 1 sartim saglayan a,b,c € Rigin, y = aT

secilirse y € (0,1) ve

A(Uny 1y Bng s ooy B 15 Mn) - S YA(Mny My ooy My M- 1)
;5 '}/ZA(LLn,I,‘un,I, "'7“7!717“}172)

j YnA(.ul,,Ul,---;Nl,lJO)

olur. Herhangi bir n € N i¢in, w, = t,+1 = h(U,) oldugu elde edilir. Boylece A nin bir sabit

noktas1 vardir. Her n,n+ 1 € N igin, W, # W,+; oldugunu varsayalim. Bu durumda, her
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n,m < N ve n > migin,

GC jA(un,un,,un,um)
r_j (n_1)A(un7.un7"'7un7un—1)+A(.un—17.un—17"‘7.un—la.um)
j (I’l— I)A(unvul’h"'?“i’h.u’n—l) + (n_ 1)A(.‘-'Ln—17“n—17"'7“11-17“11—2)

+o (= DA 1, ln—15 s Bn—15 M) AWy By - By B 1)

_1 5 (8.13)
:j(l’l 1)7” A(.““l?“l?'"nulnu())_'_(n_l)’)/l A(,Ub,ulw--,lil,ﬂo)
+.. +,}/n—1A(u1 Hi,..., 1, Ho )‘f’YmA(Nl;Nl;---a.Ul;NO)
= (n=1)y" [y 2y 1A M M o)
< A (e, i o)
olur. K, L normal sabitiyle normal koni oldugundan 8.13 esitsizliginden
HA(lim/Jm,ﬂn,ﬂm)H SLH (:ul Hi,.. 7“17;”“0)H (8 14)
< (n I LHA(.L“?“]) nulnu“())H

olur. 8.14 esitsizligi kullanilarak; 0 < y < loldugundan n,m — oo limit durumunda

A(Uns Wns ooy Uy ) — B¢ olur ve bu durumda, {u, } = {h" (o)} dizisi bir O-Cauchy dizisi
olur. (M, 7,A) bir O-tam koni metrik uzay oldugundan {u,} = {h"(uo)} dizisi bir u* € M
noktasina yakinsar. - doniistimiiniin u* € M de O-siirekli oldugunu kabul edelim. g € C
icin, Oc << g olsun. {u,} = {h"*(uo)} dizisi u* € M e yakinsadigindan ve f, pu* € M de
O-siirekli oldugundan her n € N i¢in, ny € N var dyle ki n > ny i¢in,

* § *
A(un—l—l;un—‘—l?"'?“n‘Flhu ) << ) VeA(h,un,hHm---,thhN ) =< 2(1’1— 1)

dir. Boylece n > ng olacak sekildeki her n € N igin,

olur. Diger yandan m € N ve m > 1 i¢in, 0 < % < 1 oldugu elde edilir. g € intK ve yintK C
intK  (y€ R,y > 0) oldugu kullanilarak £ € intK oldugu elde edilir. Boylece n > ng olacak
sekildeki her n € Nve m € N,m > 1igin, A(hu*, b, ...,hu*, u*) << £ oldugu ele alinirsa

—A(hu* hu*,...,hp*; u*) € K olur. K konisinin kapaliligini kullanirsak m — oo igin, limit
durumunda

lim (& — A(hp* hp*, oo b 1)) = —A(hW* B o b, 1) € K

m—eo m
dir. Ayrica ¢ S A(hu*, hu*,...;hu*, u*) oldugundan A(hu*, hu*,....hpu*, u*) € K olur. K
nin koni olmasindan A(hu*, hu*,...,hut*, u*) = 6¢ olup hu* = u* olur. Yani u* € M h

doniislimiiniin bir sabit noktasidir. ]
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Uyart Teorem 8.5 de Teorem 8.4 de kullanilan 4 doniisiimiiniin O-siirekliligi yerine alterna-

tif bir kosul eklenerek sabit noktanin varlig1 verilecektir.

8.5 Teorem (M,>>) bir KS-kiime, (M, 1,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h: (M,1,A) —
(M,71,A) doniisiimii ”>" ile azalmayan ve ortogonalligi koruyan bir doniisiim olsun. Ayrica

asagidaki sartlarin gecerli oldugunu varsayalim.

i) M > u olacak sekildeki, O-baglantili u,n € M i¢in, 0 < a,b,c ve a+2b+nc < 1 sartin

saglayan a,b,c € R var,

A<h.u7h.u77h.u7hn) r_\<.1 aA(.unuvauan) +b[A(u,u,,u,hu) +A(nan77n7hn)]
+e[A(W, 1y i hN) A, N, M A

ii) Bir O-elemani tg € M icin o > hpyg dir.

iii) Artan bir {u"} dizisi g € M e yakinsarsa, o halde her n i¢in, u, ile g O-baglantili ve
Uy > 1 olsun.

Bu durumda, {#"(uo)} iterasyon dizisi bir u* € M noktasina yakinsar ve h O-siirekli ise

w* €M, hnin bir sabit noktasidir.

Kamit Teorem 8.4 {in ispatindan bir {u,} = {h" (o)} dizisi u* € M noktasina yakinsaktir.
(iii) den A" (o) &> pu* ve A" (Up) ile u* her n igin, O-baglantili elemanlardir. Boylece (i) den,

A(hpny hiny oy i ™) 3 QA (M, s ey My L)

DIA(Lns iy ey s Pl ) + AW 1oy 05 ™)

ClAL, oy ooy s BT + AU 15 1 Ay )]

(s My ooy M, ()

b[(n—1)A (s tns .y MW7) H AT 5 s U 1)

+(n— DA 1o 5 M 1) A 15 B o Mg 1, T
+cl(n = DA tns oo o, ) + (n = DA 1 oo, 055 1)

§++

_|_

+

QA (U, My -y My 1)

[(n_l) (.Un,ﬂn, -,.un,.ll*)+A(H*7H*a-~-7ﬂ*aﬂn+1)
(= DA 1o, 05 1) + ARy, Ay, .. By, )]
+cl(n— D)A(Mn, s ooy My ) + (= DA, 15 o 15 1)

(I’l ) ([.Ln+1 Hpr1, - 7.un+17.u*)+A(h:u*7h.u'*ﬂ"'7h.u'*7.un+l)]

+(n - I)A(‘lln+1,,lln+1, ...,/,Ln+1,,u*) +A(h‘u*7h.u*7 "'7h.u**7.un+l)]
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elde edilir. Buradan,

A(h.l'lvmhunaahumhu*) r—j a+(n711,)Zir£nil)cA(.um.um 7.“?17“*)
nb+2(n—l)cA

. (8.15)
+W (“ﬂ+luun+17 co Mnt 1, 0 )

elde edilir. g € C igin, 6¢c << g olsun. {u, } = {I" (o)} dizisi u* € M e yakinsadigindan her
n € N i¢in, bir ng € N vardir ve n > ny,

* 1-b-2
ALy Hiry ooy s L) 3 2(a+(i(_1)b+(,)l_1)c)
% 1-b—c
A(Nn+lvﬂn+17---,l~ln+l,ﬂ ) j 2(,59(4,2—(",1))6)

Her n € N i¢in, n > ng oldugunda A(h,, hity, .., hiy,,ht*) << g. Boylece her n — oo igin,
limit durumunda f,,+; — Au* olur. Limitin tekligini kullanarak Au* = pu* oldugunu elde
edilir. [
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9. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda ortogonal koni metrik uzay ve A-metrik uzay yapisi birlikte diisiiniilerek
ortogonal koni A-metrik uzay yapisi elde edilmistir. Ayrica bu yapi ilizerinde tanimli ortogo-

nal biiziilme doniisiimleri i¢in, baz1 sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilmistir.

Tezin ilk boliimiinde, metrik uzaylarin genellestirilmesine yonelik calismalarla ilgili detayl
literatiir taramasi yapilmus; ikinci boliimde A-metrik yapisinin tanimlanmasina dnciiliik eden
cesitli metrik yapilarinin tanimlart verilmis; iiclincii boliimde A-metrik uzaylar hakkinda
genel tanim, teorem ve Orneklere yer verilmig; dordiincii boliimde koni A-metrik uzaylar
hakkinda temel tanim, teorem ve orneklere yer verilmis; besinci boliimde ortogonal koni
metrik uzaylar hakkinda temel tanim, teorem ve orneklere yer verilmis; altinci boliimde or-
togonal koni A-metrik uzay yapis1 kurulmus ve bu yap1 iizerinde temel tanim ve yardimci te-
oremler verilmis; yedinci boliimde ortogonal koni A-metrik uzay yapisi iizerinde tanimli bazi
biiziilme doniisiimleri i¢in, sabit noktalarin varlig1 ve tekligi incelenerek orneklendirilmis;
sekizinci boliimde ortogonal koni A-metrik yapisinin iizerinde bir kismi siralama bagintisi
tanimlanarak yedinci boliimde verilen sabit nokta teoremleri bu siralama bagintis1 yoluyla

yeniden sekillendirilerek ispatlanmugtir.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisinin amaci, gerek bu uzaylar iizerinde tanimli biiziilme
doniistimlerinin biiziilme kosullarin1 degistirerek gerekse de biiziilme doniisiimlerinin iize-
rinde tanimli oldugu metrik uzaylar1 degistirerek, ilgili biiziilme doniigiimlerinin sabit nok-
talarinin varlik ve tekligini incelemektir. Ortogonal metrik uzaylarda verilen sabit nokta te-
oremlerinin dikkate deger yani ise bu iki duruma ek olarak 6zdoniisiim iizerinde tanimlanan
biiziilme kosulunun, tiim kiime yerine yalnizca ortogonal olarak baglantili elemanlar arasinda
saglanmasinin yeterli olmasidir. Bu nedenle ortogonal koni A-metrik uzaylar lizerine yazilmis
bu tezin metrik uzaylarda sabit nokta teorisine kayda deger katkilar saglayacag timit edil-

mektedir.

Bu tezin sekizinci boliimiinde ortogonal koni A-metrik yapist iizerinde tanimlanan kismi
siralama bagintis1 yoluyla yeniden sekillendirilerek ispatlanan teoremlerde sabit noktalarin
varligi ile ilgilenilmistir. Tezin sekizinci boliimiinde verilen sabit nokta teoremlerinde, biiziilme
doniisiimlerinin sabit noktalarinin tekligi icin gerekli kosullarin incelenmesi metrik uzay-
larda sabit nokta teorisine katki saglamak isteyen arastirmacilar i¢in etkin bir ¢calisma konusu

olarak Onerilebilir.
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