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İR
A

N
20

25
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terdiğimi,

• Kullanılan verilerde herhangi bir değişiklik yapmadığımı,
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ÖZET

Bu tez çalışmasında ortogonal koni metrik uzay ve A-metrik uzay yapısı birlikte düşünülerek orto-
gonal koni A-metrik uzay yapısı elde edilmiştir. Ayrıca bu yapı üzerinde tanımlı ortogonal büzülme
dönüşümleri için, bazı sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilmiştir.
Bu tez dokuz bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde, metrik uzayların genelleştirilmesine yönelik
çalışmalarla ilgili detaylı literatür taraması yapılmış; ikinci bölümde A-metrik yapısının tanımlanmasına
öncülük eden çeşitli metrik yapılarının tanımları verilmiş; üçüncü bölümde A-metrik uzaylar hakkında
genel tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş; dördüncü bölümde koni A-metrik uzaylar hakkında te-
mel tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş; beşinci bölümde ortogonal koni metrik uzaylar hakkında
temel tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş; altıncı bölümde ortogonal koni A-metrik uzay yapısı
kurulmuş ve bu yapı üzerinde temel tanım ve yardımcı teoremler verilmiş; yedinci bölümde orto-
gonal koni A-metrik uzay yapısı üzerinde tanımlı bazı büzülme dönüşümleri için, sabit noktaların
varlığı ve tekliği incelenerek örneklendirilmiş; sekizinci bölümde ortogonal koni A-metrik yapısının
üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı tanımlanarak yedinci bölümde verilen sabit nokta teoremleri
bu sıralama bağıntısı yoluyla yeniden şekillendirilerek ispatlanmış; son bölümde bu çalışmadan elde
edilen sonuçlara yer verilmiş ve önerilerde bulunulmuştur.
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ABSTRACT

In this thesis work, orthogonal cone metric space and A-metric space structure are considered toget-
her and orthogonal cone A-metric space structure is obtained. In addition, some fixed point theorems
for orthogonal contraction mappings defined on this structure are stated and proved.
This thesis consists of nine chapters. In the first chapter, a detailed literature review is made regar-
ding the studies on the generalization of metric spaces; in the second section, definitions of various
metric structures leading to the definition of the A-metric structure are given; in the third section,
general definitions, theorems and examples are given about A-metric spaces; in the fourth section,
basic definitions, theorems and examples are given about cone A-metric spaces; in the fifth section,
basic definitions, theorems and examples are given about orthogonal cone metric spaces; in the si-
xth section, the orthogonal cone A-metric space structure is established and basic definitions and
auxiliary theorems are given on this structure; In the seventh section, the existence of fixed points
for some contraction mappings defined on the orthogonal cone A-metric space structure is examined
and exemplified; in the eighth section, a partial ordering relation is defined on the orthogonal cone
A-metric structure and the fixed point theorems given in the seventh section are reshaped and proven
by means of this ordering relation; in the last section, the results obtained from this study are given
and recommendations are made.
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere

aşağıda listelenmiştir.

Simgeler ve Kısaltmalar Açıklama

R Reel Sayılar Kümesi

R+ Pozitif Reel Sayılar Kümesi

/0 Boş Küme

(µn) µn dizisi

B(µ,r) µ merkezli, r yarıçaplı açık yuvar

(B,d) (B,d) Metrik Uzayı

C C Reel Banach Uzayı

intK K konisinin içi

K K Konisi

µ ≾ η η −µ ∈K

µ ≺ η µ ≾ η fakat µ ̸= η

µ ≺≺ η η −µ ∈ intK

θC Sıfır Vektörü

µ0 Ortogonal eleman

(M,ℸ) Ortogonal küme

(M,ℸ,A) Ortogonal Koni A Metrik Uzay

⊵ Kısmi Sıralama

(M,⊵) Kısmi Sıralı Küme

O-küme Ortogonal küme

O-elemean Ortogonal eleman

KS-küme Kısmi Sıralı Küme
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1. GİRİŞ

Metrik uzay tanımı ilk olarak 1906 yılında Maurice Frechet tarafından verilmiştir. Metrik

olma şartlarında farklılıklar yaparak, uzayın tanım ya da görüntü kümesini değiştirerek çok

sayıda genelleştirilmiş metrik uzay yapısı literatüre kazandırılmıştır.

Metrik uzayların genelleştirilmesine yönelik çalışmalar, 1963 yılında Siegfried Gähler’in 2-

metrik yapısını tanımlamasıyla başlamıştır. Bu yaklaşım, birden fazla nokta arasındaki me-

safeyi aynı anda ölçmeyi hedeflemiş, ancak süreklilik koşulunu her durumda sağlayamaması

nedeniyle, metrik uzayın doğrudan bir genellemesi olarak kabul edilmemiştir. 1992 yılında

Dhage tarafından önerilen D-metrik uzayı ise, aksiyomatik yapısıyla önceki çalışmaya alter-

natif sunmuştur. Daha sonra, bilinen eksiklikleri gidermek amacıyla, Mustafa ve arkadaşları

2006 yılında G-metrik kavramını geliştirmiştir. Bu yapı, ikiden fazla nokta arasındaki uzaklığı

aynı anda ölçme prensibini sürdürmüştür. 2012 yılında Sedghi ve arkadaşları tarafından bu

yöntemin eksik yönleri eleştirilerek, yeni bir metrik yapısı olan S-metrik yapısı verilmiştir.

2015’te Mujahid Abbas ve ekibi, S-metrik uzay yapısını daha üst boyutlara taşıyarak, n nok-

tayı kapsayabilen ve A-metrik olarak adlandırılan yeni bir metrik uzay tanımlamıştır. Bu

çalışmalar, metrik uzay teorisinin gelişimine önemli katkılar sağlamıştır.

2007 yılında Huang ve Zhang, klasik metrik dönüşüm anlayışını genişleterek, değer kümesi

olarak kısmi sıralı bir Reel Banach uzayı kullanmak suretiyle ”koni metrik” adını verdik-

leri yeni bir yapı önermişlerdir. Bu genelleştirme çerçevesinde, koni metrik uzaylar üzerinde

bazı sabit nokta teoremleri formüle edilmiş ve bunların ispatları sunulmuştur. Bu teorem-

lerde dikkat çeken bir unsur, ispatların geçerliliği için, koninin normallik koşulunun zorunlu

tutulmasıdır. Ancak 2008 yılında Rezapour ve Hamlbarani, bu normallik koşulunun gerekli

olmadığını ortaya koymuş ve bu iddiayı destekleyen alternatif ispatlar geliştirmişlerdir. Bu

gelişmelerin ardından, koni metrik uzaylara yönelik ilgi artmış ve bu alanda çok sayıda

çalışma literatüre kazandırılmaya başlanmıştır.

Öte yandan, 2017 yılında Gordji, Ramezani, De La Sen ve Cho, ortogonal küme kavramını

tanımlayarak bu yapılar üzerinde tanımlı metriklerle oluşturulan ortogonal metrik uzay-

lar bağlamında, Banach Sabit Nokta Teoremi’nin reel bir genelleştirmesini sunmuşlardır.

Bu teoremin dikkat çekici yönü, özdönüşüm üzerinde tanımlanan büzülme koşulunun, tüm

küme yerine yalnızca ortogonal olarak bağlantılı elemanlar arasında sağlanmasının yeterli

olmasıdır. Söz konusu çalışmanın ardından, ortogonal metrik uzaylar üzerine kurulan sa-

bit nokta teorisi alanında çeşitli genelleştirmeler yapılmış ve bu doğrultudaki araştırmalar

günümüzde de sürmektedir.
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2. GENEL BİLGİLER

Bu bölümde A-metrik yapısının tanımlanmasına öncülük eden çeşitli metrik yapılarının tanımları

verilecektir.

2.1 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ∈ B için d : B×B → R+∪{0}

1) d(µ,η) = 0 ⇔ µ = η

2) d(µ,η) = d(η ,µ)

3) d(µ,ν)≤ d(µ,η)+d(η ,ν)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, d fonksiyonuna B kümesi üzerinde bir metrik ve (B,d)

ikilisine de metrik uzay denir. (Fréchet, 1906)

2.2 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ,κ ∈ B için d : B×B×B → R+∪{0}

i) µ ̸= η ve µ,η ∈ B için d(µ,η ,ν) ̸= 0 koşulunu sağlayan bir ν ∈ B vardır.

ii) En az iki tanesi eşit olan µ,η ,ν ∈ B için d(µ,η ,ν) = 0

iii) d(µ,η ,ν) = d(µ,ν ,η) = d(ν ,µ,η) = d(ν ,η ,µ) = d(η ,ν ,µ) = d(η ,µ,ν)

iv) d(µ,η ,ν)≤ d(µ,η ,κ)+d(µ,κ,ν)+d(κ,η ,ν)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, d fonksiyonuna B kümesi üzerinde 2-metrik ve (B,d)

ikilisine de 2-metrik uzay denir. (Gahler, 1963)

2.3 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ,κ ∈ B için, D : B×B×B → R+∪{0}

i) D(µ,η ,ν) = 0 ⇐⇒ µ = η = ν

ii) D(µ,η ,ν) = D(µ,ν ,η) = D(η ,µ,ν) = D(η ,ν ,µ) = D(ν ,µ,η) = D(ν ,η ,µ)

iii) D(µ,η ,ν)≤ D(µ,η ,κ)+D(µ,κ,ν)+D(κ,η ,ν)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, D fonksiyonuna B kümesi üzerinde D-metrik ve (B,d)

ikilisine de D-metrik uzay denir. (Dhage, 1992)
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2.4 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ,κ ∈ B için, G : B×B×B → R+ ∪{0}
dönüşümü

i) µ = η = ν ⇒ G(µ,η ,ν) = 0

ii) Her µ,η ∈ B ve µ ̸= η için G(µ,µ,η)> 0

iii) Her µ,η ,ν ∈ B ve η ̸= ν için G(µ,µ,η)≤ G(µ,η ,ν)

iv) G(µ,η ,ν) = G(µ,ν ,η) = G(η ,µ,ν) = G(η ,ν ,µ) = G(ν ,µ,η) = G(ν ,η ,µ)

v) G(µ,η ,ν)≤ G(µ,κ,κ)+G(κ,η ,ν)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, G fonksiyonuna B kümesi üzerinde G-metrik ve (B,d)

ikilisine de G-metrik uzay denir. (Mustafa ve Sims, 2006 )

2.5 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ,κ ∈ B için, D∗ : B×B×B → R+ ∪{0}
dönüşümü

i) D∗(µ,η ,ν) = 0 ⇐⇒ µ = η = ν

ii) D∗(µ,η ,ν) = D∗(µ,ν ,η) = D∗(η ,µ,ν) = D∗(η ,ν ,µ) = D∗(ν ,µ,η) = D∗(ν ,η ,µ)

iii) D∗(µ,η ,ν)≤ D∗(µ,η ,κ)+D∗(κ,ν ,ν)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, D∗ fonksiyonuna B kümesi üzerinde D∗-metrik ve

(B,D∗) ikilisine de D∗-metrik uzay denir. (Sedghi ve diğerleri, 2007)

2.6 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ,κ ∈ B için, S : B×B×B → R+ ∪ {0}
dönüşümü

i) S(µ,η ,ν) = 0 ⇐⇒ µ = η = ν

ii) S(µ,η ,ν)≤ S(µ,µ,κ)+S(η ,η ,κ)+S(ν ,ν ,κ)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, S fonksiyonuna B kümesi üzerinde S-metrik ve (B,S)

ikilisine de S-metrik uzay denir. (Sedghi ve diğerleri, 2012)

2.7 Tanım C bir Reel Banach uzayı ve K ⊆C olsun. Eğer K kümesi

µ1) K kapalı, K ̸= /0 ve K ̸= {θC}
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µ2) α,β ∈ R α,β ≥ 0 µ,η ∈ K ⇒ αµ +βη ∈ K

µ3) µ ∈ K ve −µ ∈ K ⇒ µ = θC

koşullarını sağlayan K kümesine bir koni (cone) denir. (Huang ve Zhang, 2007)

2.8 Tanım C bir Reel Banach uzayı ve K ⊆ C bir koni olsun. Her µ,η ∈ C için, µ ≾ η ⇔
η −µ ∈ K olacak şekilde tanımlı bağıntıya C üzerinde kısmi sıralama bağıntısı denir.

µ ̸= η olduğu durumlar için de µ ≺ η yazabiliriz. Ayrıca η − µ ∈ intK iken de µ ≺≺ η

yazabiliriz. Burada intK, K nın içini ifade etmektedir.(Huang ve Zhang, 2007)

2.9 Tanım B ̸= /0, C bir Reel Banach uzayı olmak üzere, verilen her µ,η ,ν ∈ B için, d :

B×B →C dönüşümü

m1) θC ≾ d(µ,η) ve d(µ,η) = θC ⇔ µ = η

m2) d(µ,η) = d(η ,µ)

m3) d(µ,η)≾ d(µ,ν)+d(ν ,η)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, d fonksiyonuna B kümesi üzerinde bir koni metrik ve

(B,d) ikilisine de koni metrik uzay denir. (Huang ve Zhang, 2007)

2.10 Tanım B ̸= /0, C Reel Banach uzayı, C de bir koni K, intK ̸= /0 ve ≾ bağıntısı C üzerinde

bir kısmi sıralama bağıntısı olsun. S : B×B×B → C dönüşümü verilen her µ,η ,ν ,κ ∈ B

için,

1. θC ≾ S(µ,η ,ν)

2. S(µ,η ,ν) = 0 ⇐⇒ µ = η = ν

3. S(µ,η ,ν)≾ S(µ,µ,κ)+S(η ,η ,κ)+S(ν ,ν ,κ)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise, S fonksiyonuna B kümesi üzerinde bir koni S-metrik

ve (B,S) ikilisine de koni S-metrik uzay denir. (Dhamodharan ve Krishnakumar, 2017)
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3. A-METRİK UZAYLARDA BAZI TEMEL TANIM VE TEOREMLER

3.1 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, A : Bn → R+∪{0} dönüşümü verilen her µi,a ∈ B

(i = 1,2,3, ...,n) için,

A1) A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn) ≥ 0

A2) A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn) = 0 ⇔ µ1 = µ2 = ...= µn

A3) A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn) ≤ A(µ1,µ1, ...,(µ1)n−1,a)

+A(µ2,µ2, ...,(µ2)n−1,a)

+A(µ3,µ3, ...,(µ3)n−1,a)
...

+A(µn−1,µn−1, . . . ,(µn−1)n−1,a)

+A(µn,µn, . . . ,(µn)n−1,a)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise A fonksiyonuna B kümesi üzerinde bir A-metrik ve

(B,A) ikilisine de A-metrik uzay denir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

A-metrik uzay n. mertebeden bir S-metrik uzaydır. Açıkça her S-metrik uzay A-metrik uzayın

özel bir durumudur.

3.1 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olmak üzere her µ,η ∈ B için,

A(µ,µ, ...,µ,η) = A(η ,η , ...,η ,µ).

(Abbas ve diğerleri, 2015)

Örnek. B = R ve A : Bn → R+∪{0} aşağıdaki şekilde tanımlı bir dönüşüm olsun.

A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn) = |µ1 −µ2|+ |µ1 −µ3|+ ...+ |µ1 −µn|
+|µ2 −µ3|+ |µ2 −µ4|+ ...+ |µ2 −µn|
...
...

+|µn−2 −µn−1|+ |µn−2 −µn|+ |µn−1 −µn|
= ∑

n
i=1 ∑i< j |µi −µ j|

Bu dönüşüm B kümesi üzerinde bir A-metriktir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.2 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olmak üzere her µ,η ,ν ∈ B için,

A(µ,µ, ...,µ,ν)≤ (n−1)A(µ,µ, ...,µ,η)+A(ν ,ν , ...,ν ,η)
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ve

A(µ,µ, ...,µ,ν)≤ (n−1)A(µ,µ, ...,µ,η)+A(η ,η , ...,η ,ν)

eşitsizlikleri sağlanır. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.2 Tanım (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Her µ,η ∈ B için,

A(µ,µ, ...,µ,η)≤ r

olacak şekilde bir r > 0 gerçel değeri varsa bu uzaya sınırlı A-metrik uzay denir.

(B,A) uzayı sınırlı değilse bu uzaya sınırlı olmayan A-metrik uzay denir. (Abbas ve diğerleri,

2015)

3.3 Tanım (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay, µ ∈ B ve r > 0 olsun.

BA(µ,r) = {η ∈ B : A(µ,µ, ...,µ,η)< r}

kümesine µ merkezli r yarıçaplı bir açık yuvar,

BA(µ,r) = {η ∈ B : A(µ,µ, ...,µ,η)≤ r}

kümesine µ merkezli r yarıçaplı kapalı yuvar denir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.4 Tanım (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay ve C ⊂ B olsun. Her µ ∈C için, B(µ,r)⊂C

olacak şekilde bir r > 0 gerçel değeri varsa C kümesine açık küme denir. F ⊂ B olmak üzere

B\F kümesi açık bir küme ise F kümesine kapalı küme denir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.3 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Bu durumda,

i) A-metrik uzayda her açık yuvar bir açık küme,

ii) A-metrik uzayda her kapalı yuvar bir kapalı kümedir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.4 Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Böylece,

(i) A-metrik uzaydaki BA(µ,r) açık yuvarlarının keyfi birleşimi ve sonlu kesişimi açıktır.

(ii) A-metrik uzaydaki BA(µ,r) kapalı yuvarların keyfi kesişimi ve sonlu birleşimi ka-

palıdır. (Abbas ve diğerleri, 2015)
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3.5 Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olmak üzere bu uzaydaki tüm açık yuvarların

τ = {B(µ,r) : µ ∈ B,r > 0}

ailesi B üzerinde bir τ topolojisinin tabanıdır. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.5 Tanım (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay, bu uzayda {µk} bir dizi ve µ ∈ B olsun. Bu

durumda,

1. Verilen her ε > 0 değerine karşılık k ≥ n0 koşulunu sağlayan tüm k ∈ N için,

A(µk,µk, ...,µk,µ)< ε

olacak şekilde bir n0 ∈N varsa {µk} dizisine A-yakınsak dizidir. Burada µ değeri {µk}
dizisinin limiti olup ve

lim
k→∞

A(µk,µk, ...,µk,µ) = µ

ile gösterilir.

2. Verilen her ε > 0 değerine karşılık m,k ≥ n0 koşulunu sağlayan her m,k ∈ N için,

A(µk,µk,µk, ...,µk,µm)< ε

olacak şekilde bir n0 ∈ N varsa {µk} dizisine A-Cauchy dizisi denir.

3. A-metrik uzaydaki her A-Cauchy dizisi yakınsak ise A-metrik uzayına A-tam uzay de-

nir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.6 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. Bu durumda, A-metrik uzaydaki

{µk} dizisi µ noktasına yakınsak ise µ tektir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.7 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. A-metrik uzaydaki her yakınsak

dizi bir Cauchy dizisidir. (Abbas ve diğerleri, 2015)

3.8 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir A-metrik uzay olsun. O halde, A(µ,µ, ...,µ,η) dönüşümü

tüm bileşenler üzerinde süreklidir. Bir diğer deyişle (µk) ve (ηk) A-metrik uzayda sırasıyla

µ ve η ya yakınsayan iki dizi ise

lim
k→∞

A(µk,µk, ...,µk,ηk) = A(µ,µ, ...,µ,η)
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olur. (Abbas ve diğerleri, 2015)
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4. KONİ A-METRİK UZAYLARDA BAZI TEMEL TANIM VE TEOREM-
LER

4.1 Tanım B ̸= /0 olmak üzere, C bir Reel Banach uzayı ve C de bir koni K, intK ̸= /0, ≾

bağıntısı C üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı olsun. A : Bn → C dönüşümü verilen her

µi,a ∈ B (i = 1,2,3, ...,n) için,

A1) θ ≾ A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn)

A2) A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn) = θ ⇔ µ1 = µ2 = µ3 = ...= µn−1 = µn

A3) A(µ1,µ2, ...,µn−1,µn) ≾ A(µ1,µ1, ...,(µ1)n−1,a)

+A(µ2,µ2, ...,(µ2)n−1,a)

+A(µ3,µ3, ...,(µ3)n−1,a)
...

+A(µn−1,µn−1, . . . ,(µn−1)n−1,a)

+A(µn,µn, . . . ,(µn)n−1,a)

koşullarını sağlayan bir fonksiyon ise A fonksiyonuna B kümesi üzerinde bir koni A-metrik

ve (B,A) ikilisine de koni A-metrik uzay denir. (Fernandez ve diğerleri, 2017)

Koni A-metrik uzay, koni S-metrik uzayın bir genelleştirilmesidir. n = 3 için, her koni S-

metrik uzay bir koni A-metrik uzaydır.

Örnek. C = C([a,b]) ( [a,b] aralığı üzerinde tanımlı gerçel değerli, supremum normu ile

sürekli fonksiyonlar kümesi ), B=R ve K = {p∈C : p(t)≥ 0, t ∈ [a,b]} olsun. Bu durumda,

A(µ1,µ2, ...,µn)(t) =
n

∑
i=1

∑
i< j

|µi −µ j|et

şeklinde tanımlı A :Rn →C dönüşümü B üzerinde bir koni A-metriktir. (Fernandez ve diğerleri,

2017)

4.1 Yardımcı Teorem (B,A) bir koni A-metrik uzay olmak üzere her µ,η ∈ B için,

A(µ,µ, ...,µ,η) = A(η ,η , ...,η ,µ)

sağlanır. (Fernandez ve diğerleri, 2017)

4.2 Yardımcı Teorem (B,A) ikilisi bir koni A-metrik uzay olmak üzere her µ,η ,ν ∈ B için,

A(µ,µ, ...,µ,ν)≤ (n−1)A(µ,µ, ...,µ,η)+A(ν ,ν , ...,ν ,η)
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ve

A(µ,µ, ...,µ,ν)≤ (n−1)A(µ,µ, ...,µ,η)+A(η ,η , ...,η ,ν)

eşitsizlikleri sağlanır. (Fernandez ve diğerleri, 2017)

4.2 Tanım (B,A) bir koni A-metrik uzay olmak üzere µ ∈ B ve r ≻≻ θ için,

BA(µ,r) = {η ∈ B : A(µ,µ, ..,µ,η)≺≺ r

kümesine µ merkezli r yarıçaplı bir açık yuvar,

BA(µ,r) = {η ∈ B : A(µ,µ, ...,µ,η)≤ r

kümesine µ merkezli r yarıçaplı bir kapalı yuvar denir. (Fernandez ve diğerleri, 2017)

4.3 Tanım (B,A) koni A-metrik uzayında bir {µk} bu uzayda bir dizi ve µ ∈ B olsun. Bu

durumda,

1. Verilen her g ≻≻ θ değerine karşılık k ≥ n0 koşulunu sağlayan her k ∈ N için,

A(µk,µk, ...,µk,µ)≺≺ g

olacak şekilde bir n0 ∈N varsa {µk} dizisine koni A-yakınsak dizidir. Burada µ değeri

{µk} dizisinin limiti olup ve

lim
k→∞

A(µk,µk, ...,µk,µ) = µ

ile gösterilir.

2. Verilen her g ≻≻ θ değerine karşılık m,k ≥ n0 koşulunu sağlayan her m,k ∈ N için,

A(µk,µk,µk, ...,µk,µm)≺≺ g

olacak şekilde bir n0 ∈ N varsa {µk} dizisine koni A-Cauchy dizisidir.

3. Koni A-metrik uzaydaki her koni A-Cauchy dizisi yakınsak ise koni A-metrik uzayına

koni A-tamdır denir. (Fernandez ve diğerleri, 2017)

4.3 Yardımcı Teorem (B,A) bir koni A-metrik uzay olsun. Bu takdirde (B,A) koni A-metrik

uzaydaki {µk} dizisi µ noktasına yakınsak ise µ tektir. (Fernandez ve diğerleri, 2017)
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4.4 Yardımcı Teorem (B,A) koni A-metrik uzaydaki her yakınsak dizi bir Cauchy dizisidir.

(Fernandez ve diğerleri, 2017)

4.5 Yardımcı Teorem (B,A) bir koni A-metrik uzay olsun. O halde A(µ,µ, ...,µ,η) dönüşümü

tüm bileşenleri üzerinde süreklidir; (µk) ve (ηk) koni A-metrik uzayda sırasıyla µ ve η ye

yakınsayan iki dizi ise

lim
k→∞

A(µk,µk, ...,µk,ηk) = A(µ,µ, ...,µ,η)

olur. (Fernandez ve diğerleri, 2017)
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5. ORTOGONAL KONİ METRİK UZAYLARDA BAZI TEMEL TA-
NIM VE TEOREMLER

5.1 Tanım M ̸= /0 olmak üzere, ℸ⊆ M×M bir ikili bağıntı olsun. Eğer ℸ bağıntısı

∃µ0 ∈ M;(∀µ ∈ M,µℸµ0)∨ (∀µ ∈ M,µ0ℸµ), (5.1)

koşulunu sağlarsa M kümesine O-küme denir. Burada µ0 elemanına O-eleman denir. (Gordji

ve diğerleri, 2017)

Örnek. M = Z olsun. µ,η ∈ Z için, µ = aη olacak şekilde bir a ∈ Z varsa µℸη olarak

tanımlanırsa, her η ∈ Z için, 0ℸη olacak şekilde 0 ∈ Z sayısı vardır. O halde, (M,ℸ) bir

O-kümedir. (Gordji ve diğerleri, 2017)

Bir sonraki örnekte O-elemanın tek olmak zorunda olmadığı görülmektedir.

Örnek. M = [0,∞) olsun. µη ∈ {µ,η} ise µℸη olarak tanımlansın. Bu bağıntıya göre

(M,ℸ) O-küme olup M nin O-elemanları 0 ve 1 dir. (Gordji ve diğerleri, 2017)

5.2 Tanım (M,ℸ) bir O-küme olsun. Herhangi µ,η ∈ M için,

µℸη ∨ ηℸµ

ise bu elemanlara O-bağlantılı elemanlar denir. (Gordji ve diğerleri, 2017)

5.3 Tanım (M,ℸ) O-küme olsun. M deki bir {µn} dizisi için,

(∀n ∈ N; µnℸµn+1)∨ (∀n ∈ N; µn+1ℸµn) (5.2)

sağlanıyorsa {µn} dizisine O-dizi denir. Benzer şekilde, M deki {µn} Cauchy dizisi için,

(∀n ∈ N; µnℸµn+1)∨ (∀n ∈ N; µn+1ℸµn) (5.3)

sağlanıyorsa {µn} dizisine ortogonal Cauchy dizisi (O-Cauchy dizisi) denir. (Gordji ve diğerleri,

2017)

5.4 Tanım (M,ℸ) bir O-küme ve d, M üzerinde bir metrik olsun. Bu durumda, (M,ℸ,d) ye

ortogonal metrik uzay (O-metrik uzay) denir. (Gordji ve diğerleri, 2017)
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5.5 Tanım (M,ℸ) bir O-küme ve d, M üzerinde bir koni metrik olsun. Bu durumda, (M,ℸ,d)
ye O-koni metrik uzay denir. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)

Örnek. C = R2, K = {(µ,η) ∈ C : µ,η ≥ 0} ⊆ R2, α ≥ 0 ve α ∈ R olmak üzere d : M ×
M → G, d(µ,η) = (|µ −η |,α|µ −η |) dönüşümü tanımlansın. M = Z deki ℸ ikili bağıntısı

”µ,η ∈ Z için µ = aη olacak şekilde a ∈ Z var ⇔ µℸη ” olarak tanımlansın. Bu durumda,

(M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzaydır. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)

Örnek. q ≥ 1,b > 1 ve q,b ∈ R olmak üzere C = {{µn} : µn ∈ R,∑∞
n=1(|µn|)q < ∞} ve

K = {{µn} ∈ C : µn ≥ 0,∀n ∈ N} olsun. (M,ℸ, p) yapısının bir O-metrik uzay olduğunu

kabul edelim. O halde M üzerinde,

d : M×M → G,d(µ,η) = (
p(µ,η)

bn )
1
q (5.4)

dönüşümü tanımlanabilir ve bu dönüşüm bir O-koni metrik olup (M,ℸ,d) bir O-koni metrik

uzaydır. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)

Örnek. C = (CR[0,∞),∥ . ∥∞) ve K = { f ∈ C| f (t) ≥ 0} olsun. (M,ℸ,d) bir O-metrik uzay

ve burada

d : M×M → G, fµ,η(t) = p(µ,η)t olmak üzere d(µ,η) = fµ,η (5.5)

dönüşümü O-koni metriktir. O halde (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzaydır. (Güngör ve Sürme-

lioğlu, 2020)

5.6 Tanım (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay, {µn} M de O-dizi ve µ ∈ M olsun. Eğer

θC ≺≺ g olacak şekildeki her g ∈ C için, en az bir N ∈ N var öyle ki her n ≥ N olacak

şekildeki n pozitif doğal sayısı için, d(µn,µ) ≺≺ g oluyorsa {µn} O-dizisine µ ∈ M nok-

tasına yakınsaktır denir. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)

5.7 Tanım (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay olsun. µ ∈ M olmak üzere {µn} M de O-dizi

olsun. Eğer θC ≺≺ g olacak şekildeki her g ∈C için, en az bir N ∈N var öyle ki her n,m ≥ N

olacak şekildeki n,m pozitif doğal sayıları için, d(µn,µm)≺≺ g oluyorsa {µn} O-dizisine M

de bir O-Cauchy dizisi denir. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)

5.8 Tanım (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay olsun. M deki her O-Cauchy dizisi yakınsak

ise bu durumda (M,ℸ,d) koni metrik uzayına O-tam koni metrik uzay denir. (Güngör ve

Sürmelioğlu, 2020)
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5.1 Yardımcı Teorem (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay olsun. {µn} M de O-dizi olsun. {µn}
O-dizisi µ ∈ M elemanına yakınsıyor ise O-Cauchy dizisidir. (Rakotch, 1962)

5.9 Tanım (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay olsun. M deki her {µn} O-dizisinin, M içinde

yakınsak {µni} O-alt dizisi varsa (M,ℸ,d) O-koni metrik uzayına dizisel kompakt O-koni

metrik uzay denir. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)

5.10 Tanım (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay, 0< γ < 1 ve γ ∈R olsun. h : M →M dönüşümü

için,

µℸη ⇒ d(hµ,hη)≾ γd(µ,η) (5.6)

oluyorsa h dönüşümüne γ Lipschitz sabitiyle ortogonal büzülme (ℸ-büzülme) denir. (Güngör

ve Sürmelioğlu, 2020)

5.11 Tanım (M,ℸ,d) bir O-koni metrik uzay olsun. h : M → M dönüşümü için,

µℸη ⇒ hµℸhη (5.7)

oluyorsa h dönüşümüne ortogonalliği koruyan dönüşüm (ℸ-koruyan) denir. (Güngör ve Sürme-

lioğlu, 2020)

5.12 Tanım (M,ℸ,d) O-koni metrik uzay, µn ⊆ M O-dizi, h : M → M dönüşüm ve µ ∈ M

olsun. µn → µ ⇒ hµn → hµ oluyorsa h dönüşümüne O-sürekli dönüşüm (ℸ-sürekli) denir.

Ayrıca h dönüşümü her µ ∈ M için, O-sürekli ise, h dönüşümüne ortogonal sürekli dönüşüm

denir. (Güngör ve Sürmelioğlu, 2020)
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6. ORTOGONAL KONİ A-METRİK UZAYLARDA BAZI TEMEL TA-
NIM VE TEOREMLER

6.1 Tanım (M,ℸ) bir O-küme ve A, M üzerinde bir koni A-metrik olsun. O halde, (M,ℸ,A)
üçlüsüne O-koni A-metrik uzay denir.

Örnek. C =R2, K = {(µ,η)∈C : µ,η ≥ 0}⊆R2 ve M =Z olsun. A : Mn →C dönüşümü α ≥
0 ve α ∈ R olmak üzere,

A(µ1,µ2, ...,µn) =
n

∑
i=1

∑
i< j

(|µi −µ j|,α|µi −µ j|).

Her µ,η ∈Z için, µ = aη olacak şekilde bir a ∈Z varsa µℸη olarak tanımlanırsa, (M,ℸ,A)
bir O-koni A-metrik uzaydır.

6.2 Tanım (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. µ ∈ M olmak üzere {µn} M de O-dizi

olsun. Eğer θC ≺≺ g olacak şekildeki her g ∈ C için, en az bir N ∈ N var öyle ki her n ≥
N(n ∈N) için, A(µn,µn, ...µn,µ)≺≺ g oluyorsa {µn} O-dizisi µ ∈ M noktasına yakınsaktır

denir.

limn→∞µn = µ veya µn → µ(n → ∞)

6.3 Tanım (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. µ ∈ M olmak üzere {µn} M de O-

dizi olsun. Eğer θC ≺≺ g olacak şekildeki her g ∈ C için, en az bir N ∈ N var öyle ki her

n,m ≥ N(n,m ∈ N) için, A(µn,µn, ...,µn,µm) ≺≺ g oluyorsa {µn} O-dizisine M de bir O-

Cauchy dizisi denir .

6.4 Tanım (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. M deki her O-Cauchy dizisi yakınsak

ise bu durumda (M,ℸ,A) koni A-metrik uzayına O-tam koni A-metrik uzay denir.

6.1 Yardımcı Teorem (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. {µn} M de O-dizi olsun.

{µn} O-dizisi µ ∈ M elemanına yakınsıyorsa O-Cauchy dizisidir.

6.5 Tanım (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. M deki her {µn} O-dizisinin, M içinde

yakınsak {µni} O-alt dizisi olsun. Bu durumda, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzayına dizisel

kompakt O-koni A-metrik uzay denir.

6.6 Tanım (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay, 0 < γ < 1 ve γ ∈ R olsun. h : M → M

dönüşümü için,

µℸη ⇒ A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γA(µ,µ, ...,µ,η) (6.1)



16

oluyorsa h dönüşümüne Lipschitz γ sabitiyle ortogonal büzülme (ℸ-büzülme) denir.

6.7 Tanım (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. h : M → M dönüşümü için,

µℸη ⇒ hµℸhη (6.2)

oluyorsa h dönüşümüne ortogonalliği koruyan dönüşüm (ℸ-koruyan) denir.

6.8 Tanım (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzay, {µn}⊆M O-dizi, h : M →M dönüşüm ve µ ∈M

olsun. µn → µ olduğunda hµn → hµ oluyorsa h dönüşümüne O-sürekli dönüşüm (ℸ-sürekli)

denir. Ayrıca h dönüşümü her µ ∈ M için, O-sürekli ise, h dönüşümüne M kümesi üzerinde

O-sürekli dönüşüm denir.

Uyarı Genel olarak her Lipschitz büzülmeninin O-Lipschitz büzülme olduğunu görmek ko-

laydır. Aşağıdaki örnek ifadenin karşıtının doğru olmadığını gösterir.

Örnek. C = R2, K = {(µ,η) ∈C : µ,η ≥ 0} ⊆ R2 ve M = R olsun. A : Mn →C,

A(µ,µ, ...,µ,η) =
n

∑
i=1

∑
i< j

(|µ −η |,α|µ −η |)

dönüşümü α ≥ 0 olacak şekildeki α ∈R için, tanımlansın. µℸη ⇒ µ = aη olduğunu kabul

edelim. O halde, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzaydır. h : M → M dönüşümü

h(µ) =

{
µ

3 µ ∈Q
0 µ ∈Qc (6.3)

şeklinde tanımlansın. Bu durumda, h O-Lipschitz büzülmedir. Gerçekten,

µℸη ⇒ µ = aη

⇒ µ = 0 iken η ∈ M

Durum 1: µ = 0 iken η ∈Q ise γ = 1
3 ∈ (0,1) vardır öyle ki

A(hµ,hµ,hµ, ...,hµ,hη) = A(0,0,0, ...,0, η

3 )

= (n−1)(| η

3 |,α | η

3 |)
≾ γ(n−1)(| η |,α | η |)

(6.4)

sağlanır.
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Durum 2: µ = 0 ve η ∈Qc ise her γ ∈ (0,1) için,

A(hµ,hµ,hµ, ...,hµ,hη) = A(0,0,0, ...,0,0)

≾ γA(µ,µ,µ, ...,µ,η)
(6.5)

sağlanır.

Ancak, h bir Lipschitz büzülmesi değildir. Gerçekten µ = 2
3 ve η =

√
2
3 noktaları için,

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γA(µ,µ, ...µ,η) olacak şekilde γ ∈R, 0 < γ < 1 bulunamaz. Çünkü

h(µ) = 2
9 ve h(η) = 0

A(hµ,hµ,hµ, ...,hµ,hη) = A(| 2
9 ,

2
9 ,

2
9 , ...,

2
9 ,0 |)

= (n−1)(| 2
9 |,α | 2

9 |)
(6.6)

ve

A(µ,µ,µ, ...,µ,η) = A(| 2
3 ,

2
3 ,

2
3 , ...,

2
3 ,
√

2
3 |

= (n−1)(| 2
3 −

√
2
3 |,α | 2

3 −
√

2
3 |)

(6.7)

olup A(hµ,hµ, ...,hµ,hη) ≾ γA(µ,µ, ...µ,η) olacak şekilde γ ∈ R, 0 < γ < 1 varsa ”≾”

tanımı gereği

γ(| 2
3
−
√

2
3
| − | 2

9
|)≥ 0 (6.8)

olması gerekirdi. Bu durum, γ ∈ R, 0 < γ < 1 ile çelişir.

Uyarı Bazı dönüşümler ortogonalliği korurken bazı dönüşümler ortogonalliği korumaz. Bu

dönüşümler için, örnekler verelim.

Örnek. C = R2, K = {(µ,η) ∈C : k ≥ 0, l ≥ 0} ⊆ R2 ve M = R olsun. A : Mn →C,

A(µ,µ,µ, ...,µ,η) =
n

∑
i=1

∑
i< j

(|µ −η |,α|µ −η |)

dönüşümü α ≥ 0 olacak şekildeki α ∈ R için, tanımlansın. µℸη ⇒ µ = 0 veya 0 ̸= η ∈ Q
olduğunu kabul edelim. O halde, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzaydır. h : M → M dönüşümü

h(µ) =

{
3 µ ∈Q
0 µ ∈Qc (6.9)

O halde, h dönüşümü ortogonalliği korumayan dönüşümdür. Çünkü 0ℸ
√

2 sağlanır ancak

h(0) = 3 ve h(
√

2) = 0 O-bağlantılı değildir.
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Örnek. C =R2, K = {(µ,η) ∈C : µ,η ≥ 0} ⊆R2 ve M =R olsun. α ≥ 0 için, A : Mn →C

A(µ,µ,µ, ...,µ,η) =
n

∑
i=1

∑
i< j

(|µ −η |,α|µ −η |)

dönüşümü α ≥ 0 olacak şekildeki α ∈R için, tanımlansın. µℸη ⇒ µ = aη olduğunu kabul

edelim. O halde, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzaydır. h : M → M dönüşümü

h(µ) =

{
µ

5 µ ∈Q∩R
0 µ ∈Qc ∩R

(6.10)

şeklinde tanımlanırsa, bu durumda, h ortogonalliği koruyan bir dönüşümdür. Gerçekten,

µℸη ⇒ µ = aη

⇒ µ = 0,η ∈Q

Bu durumda,

h(µ) =
µ

5
= 0 ve h(η) ∈Q

⇒ h(µ) = ah(η) (6.11)

⇒ h(µ)ℸh(η)

Uyarı Her sürekli dönüşümün O-sürekli olduğunu görmek kolaydır. Aşağıdaki örnek, ifade-

nin karşıtının genel olarak doğru olmadığını gösterir.

Örnek. C = R2 K = {(µ,η) ∈C : µ,η ≥ 0} ⊆ R2 ve M = R olsun. A : Mn →C,

A(µ,µ,µ, ...,µ,η) =
n

∑
i=1

∑
i< j

(|µ −η |,α|µ −η |)

dönüşümü α ≥ 0 olacak şekildeki α ∈ R için, tanımlansın. µℸη olduğunda µ = 0 veya 0 ̸=
η ∈ Q olduğunu kabul edelim. O halde, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzaydır. h : M → M

dönüşümü

h(µ) =

{
3 µ ∈Q
0 µ ∈Qc (6.12)

şeklinde tanımlanırsa, h dönüşümü tüm rasyonel sayılarda O-süreklidir. Ama h dönüşümü gerçek

sayılar üzerinde sürekli değildir.

Uyarı Her tam koni A-metrik uzayının O-tam koni A-metrik uzay olduğunu görmek ko-

laydır. Aşağıdaki örnek, ifadenin karşıtının geçerli olmadığını göstermektedir. Öncelikle,
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koni A-metrik uzaylarda aşağıdaki Yardımcı Teorem 6.2 yi vereceğiz.

6.2 Yardımcı Teorem Koni A-metrik uzaylarda yakınsak alt diziye sahip her Cauchy dizisi

yakınsaktır.

Kanıt (M,A) bir koni A-metrik uzay olsun ve K, C Banach uzayındaki koni olsun. O halde,

iki durum vardır:

Durum 1 Eğer K normal koni ise,{µn} Cauchy dizisi olduğundan ve {µni} yakınsak alt

dizisi iken, sırasıyla A(µn,µn, ...,µn,µm)→ θ(n,m → ∞) ve A(µni,µni, ...,µni,µ)→ θ(ni →
∞ ve µ ∈ M). Böylece,

A(µn,µn, ...,µn,µ)≾ A(µn,µn, ...,µn,µni)+A(µn,µn, ...,µn,µni)+ ...

+A(µn,µn, ...,µn,µni)+A(µni,µni, ...,µni,µ)→ θ

Durum 2 Eğer K normal koni değilse,{µn} Cauchy dizisi olduğundan ve {µni} yakınsak alt

dizisi iken, θ ≺≺ g koşulunu sağlayan tüm g ∈C için, N1 ∈ N vardır ve

A(µn,µn, ...,µn,µm)≺≺ g
2(n−1)

, ∀n,m > N1 (6.13)

ve N2 ∈ N,µ ∈ M vardır ve

A(µni,µni, ...,µni,µ)≺≺ g
2
, ∀ni > N2. (6.14)

Böylece, max{N1,N2}= N olduğunu varsayalım. O zaman, her n,ni > N için,

θ ≾ A(µn,µn, ...,µn,µ)≾ A(µn,µn, ...,µn,µni)+A(µn,µn, ...,µn,µni)+ ...

+A(µn,µn, ...,µn,µni)+A(µni,µni, ...,µni,µ)
(6.15)

olup her n,ni > N için, 6.13 ve 6.14 eşitsizliklerini kullanarak

g
2(n−1)

−A(µn,µn, ...,µn,µni) ∈ intK ve
g
2
−A(µni,µni, ...,µni,µ) ∈ intK (6.16)

elde edilir. Böylece, 6.15 ve 6.16 eşitsizliklerini kullanarak

g− ((n−1)A(µn,µn, ...,µn,µni)+A(µni,µni, ...,µni,µ)) ∈ intK (6.17)

⇒ g−A(µn,µn, ...,µn,µ) ∈ intK

elde edilir.
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Örnek. C = R2, K = {(µ,η) ∈C : k, l ≥ 0} ⊆ R2 ve M = R−Q=Qc olsun. A : Mn →C,

A(µ,µ,µ, ...,µ,η) =
n

∑
i=1

∑
i< j

(|µ −η |,α|µ −η |)

dönüşümü α ≥ 0 olacak şekildeki α ∈R için, tanımlansın. µℸη olduğunda µ =
√

3 veya η =√
3 olduğunu kabul edelim. O halde, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzaydır. Görüldüğü üzere

(Qc,A) tam bir koni A-metrik uzayı değildir. Gerçekten de, µn = 1+
√

3
n genel terimini alırsak

{µn} ⊂ Qc bir Cauchy dizisidir ancak µn → 1 /∈ Qc. Aksine (Q,ℸ,A) nın bir O-tam koni

A-metrik uzay olduğunu kabul edelim. Bu durumda, {µn} ⊂ Qc keyfi bir O-Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda, {µn}’nin her ni için, {µni} =
√

3 olacak şekilde bir alt dizisi vardır ve

µni →
√

3 ∈ Qc olur. Diğer taraftan, Yardımcı Teorem 6.2’yi kullanarak, {µn} dizisi Qc de

yakınsaktır.
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7. ORTOGONAL KONİ A-METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TE-
OREMLERİ

Bu bölümde K konisi, L normal sabiti ile bir koni olarak ele alınacaktır.

7.1 Teorem (M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, γ ∈ R,0 < γ < 1, h : (M,ℸ,A) →
(M,ℸ,A) dönüşümü Lipschitz sabiti γ ile ortogonalliği koruyan bir O-büzülme olsun. Bu

durumda, herhangi µ0 ∈ M O-elemanı için, {hn(µ0)} dizisinin yakınsak olduğu bir µ∗ ∈ M

vardır. Ayrıca h dönüşümü µ∗ ∈ M de sürekli ise, o zaman µ∗ ∈ M h dönüşümünün tek bir

sabit noktasıdır.

Kanıt (M,ℸ) O-küme olduğundan, öyle bir µ0 ∈ M vardır:

(∀µ ∈ M,µℸµ0)∨ (∀µ ∈ M,µ0ℸµ) (7.1)

ve h M üzerinde bir dönüşüm olduğundan, herhangi bir µ0 ∈M O-elemanı için, µ1 = h(µ0)∈
M olarak seçilebilir. Böylece,

µ0ℸh(µ0)∨h(µ0)ℸµ0

⇒ µ0ℸµ1 ∨µ1ℸµ0
(7.2)

benzer şekilde devam edilirse,

µ1 = h(µ0),µ2 = h(µ1) = h2(µ0), . . . ,h(µn−1) = hn(µ0) (7.3)

elde edilir. Dolayısıyla {hn(µ0)} bir iterasyon dizisi elde edilir. h, Lipschitz sabiti γ ile orto-

gonalliği koruyan bir O-büzülme olduğundan, {hn(µ0)} bir O-dizidir ve

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn) = A(h(µn),h(µn), ...,h(µn),h(µn−1))

≾ γA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

≾ γ2A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn−2)
...

≾ γnA(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

(7.4)

Eğer herhangi bir n∈N için µn = µn+1 = h(µn) ise µn, h ın bir sabit noktasıdır. Her n,n+1∈
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N için µn ̸= µn+1 olduğunu varsayalım. Bu durumda, her n,m ∈ N m > n için,

θ ≾ A(µn,µn, ...,µn,µm)

≾ (n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µm)

≾ (n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+(n−1)A(µn+1n,µn+1, ...,µn+1,µn+2)+

. . .+(n−1)A(µm−2,µm−2, ...,µm−2,µm−1)+A(µm−1,µm−1, ...,µm−1,µm)

≾ (n−1)γnA(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)+(n−1)γn−1A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)+ . . .

+(n−1)γm−2A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)+ γm−1A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

≾ (n−1)[γn + γn+1 + ...+ γm−2 + γm−1]A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

= (n−1)γn[1+ γ + ...+ γm−n−2 + γm−n−1]A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

≾ (n−1)γn

1−γ
A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

(7.5)

K normal koni olduğundan 7.5 eşitsizliğinden

||A(µn,µn, ...,µn,µm)|| ≤ L|| (n−1)γn

1−γ
A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)|| (7.6)

elde edilir. 7.6 eşitsizliğinde n,m → ∞ limiti alınırsa, {µn}= {hn(µ0)} bir O-Cauchy dizisi-

dir.

(M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, {µn}= {hn(µ0)} bu noktaya yakınsayacak şekilde

µ∗ ∈ M vardır. Şimdi, h dönüşümünün µ∗ ∈ M de O-sürekli olduğunu varsayalım ve g ∈C,

θ ≺≺ g olsun. {µn} = {hn(µ0)} dizisi µ∗ ∈ M’ya yakınsadığından ve h dönüşümü µ∗ ∈
M’da O-sürekli olduğundan, her n ∈ N için n0 ∈ N vardır ve n ≥ n0 için,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,hµ
∗)≺≺ g

2(n−1)
ve A(hµn,hµn, ...,hµn,µ

∗)≺≺ g
2

(7.7)

elde edilir. Böylece, n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için,

A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗)≾ (n−1)A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,µ
∗)≺≺ g

olur. Öte yandan, m ∈ N,m ≤ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olup g ∈ intK ve γintK ⊆ intK(γ ∈ η ,γ > 0)

g
m ∈ intK. Böylece, n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için, m ∈ N,m ≤ 1 olmak üzere

A(hµ∗hµ∗, ..,hµ∗,µ∗)≺≺ g
m . O halde, g

m −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)∈K. m→∞ limiti alınırsa,

K konisi kapalı olduğundan −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)∈K. Ayrıca, θ ≾A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)

yani A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K. Dolayısıyla, K konisinde A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) = θ

yani µ∗ ∈ M h dönüşümünün sabit noktasıdır.
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İki farklı sabit nokta µ∗ ve η∗ olsun.

(i) Eğer µ∗ℸη∗∨η∗ℸµ∗

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = d(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,hη

∗)≾ γA(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) (7.8)

Dolayısıyla

γA(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗)−A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = (1− γ)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) ∈ K.

K koni olduğu için, 1
1−γ

(γ −1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = −A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) ve dolayısıyla

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = θ . Yani µ∗ ∈ M, h’nin tek bir sabit noktasıdır.

(ii)Eğer µ∗ℸη∗∨η∗ℸµ∗ değilse, seçilen O-eleman µ0 ∈ M için,

[(µ0ℸµ
∗)∧ (µ0ℸη

∗)]∨ [(µ∗ℸµ0)∧ (η∗ℸµ0)] (7.9)

olup h ortogonalliği koruyan bir dönüşüm iken,

[(h(µn)ℸµ
∗)∧ (h(µn)ℸη

∗)]∨ [(µ∗ℸh(µn))∧ (η∗ℸh(µn))] (7.10)

elde edilir. Buradan,

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗)≾(n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµn+1)+A(hµn+1,hµn+1, ...,hµn+1,η
∗)

=(n−1)A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,h(hµn))+A(h(hµn),h(hµn), ...,h(hµn),hη

∗)

≾γ[A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,η
∗)]

=γ[A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)+A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,η
∗)]

olup n → ∞ limiti alınırsa, −A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) ∈ K. Böylece A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = θ

olur. Yani µ∗ ∈ M, h dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

Son olarak h dönüşümünün bir Picard operatörü olduğu gösterilecektir. µ keyfi bir nokta

olsun. O zaman

µ0ℸµ ∨µℸµ0 (7.11)

h ortogonalliği koruyan dönüşüm olduğundan, her n ∈ N için,

hn(µ0)ℸhn(µ)∨hn(µ)ℸhn(µ0) (7.12)
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Her n ∈ N için,

A(hn(µ0),hn(µ0), ...,hn(µ0),hn(µ)) ≾ γA(hn−1(µ0),hn−1(µ0), ...,hn−1,(µ0),hn−1(µ))

≾ . . .≾ γnA(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)
(7.13)

olur. K, L normal sabiti ile normal koni olduğundan, 7.13 eşitsizliğinden,

∥A(hn(µ0),hn(µ0), ...,hn(µ0),hn(µ))∥≤ L∥γ
nA(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)∥ (7.14)

elde edilir. 7.14 eşitsizliği kullanılarak, 0 < γ < 1 olduğundan,

A(hn(µ0),hn(µ0), ...,hn(µ0),hn(µ))→ θ(n → ∞) ve böylece limn→∞ hn(µ) = µ∗ yani h Pi-

card operatörüdür.

Sonuç (M,ℸ,A) bir O-koni A-metrik uzay olsun. h : M → M dönüşümü bazı pozitif n tam

sayıları ve her µ,η ∈ M için,

A(hn
µ,hn

µ, ...,hn
µ,hn

η)≾ γA(µ,µ, ...,µ,η)

eşitsizliğini sağlıyorsa, h dönüşümünün M için, de tek bir sabit noktası vardır.

Kanıt Teorem 7.1’den hn dönüşümünün tek bir sabit noktası µ∗ vardır. Diğer taraftan

hn(hµ
∗) = h(hn

µ
∗) = hµ

∗

olup hµ∗ da hn dönüşümünün bir sabit noktasıdır. Dolayısıyla, hn dönüşümünün tek bir sabit

noktası olduğundan hµ∗ = µ∗ bulunur. Burada h dönüşümünün sabit noktası aynı zamanda

hn dönüşümünün de sabit noktası olduğundan, h dönüşümünün sabit noktası tektir.

7.2 Teorem (M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, γ ∈ R,0 < γ < 1
2 , h : (M,ℸ,A) →

(M,ℸ,A) dönüşümü Lipschitz sabiti γ ile ortogonalliği koruyan bir O-büzülme olsun. Ayrıca

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γ[A(µ,µ, ...,µ,hµ)+A(η ,η , ...,η ,hη)]

koşulu sağlansın. Bu durumda, herhangi µ0 ∈M O-elemanı için, {hn(µ0)} dizisinin yakınsak

olduğu bir µ∗ ∈ M vardır. Ayrıca, h dönüşümü µ∗ ∈ M noktasında O-sürekli ise, o zaman

µ∗ ∈ M noktası h dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

Kanıt (M,ℸ) O-küme olduğundan, µ0 ∈ M vardır ve

(∀µ ∈ M,µℸµ0)∨ (∀µ ∈ M,µ0ℸµ) (7.15)
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h dönüşümü M üzerinde bir dönüşüm olduğundan, herhangi bir µ0 ∈ M O-elemanı için,

µ1 = h(µ0) ∈ M olarak seçilebilir.

µ0ℸh(µ0)∨h(µ0)ℸµ0

⇒ µ0ℸµ1 ∨µ1ℸµ0
(7.16)

O halde, benzer şekilde devam edilirse

µ1 = h(µ0),µ2 = h(µ1) = h2(µ0), . . . ,h(µn−1) = hn(µ0) (7.17)

elde edilir. Dolayısıyla, {hn(µ0)} bir iterasyon dizisidir. h, Lipschitz sabiti γ ile ortogonalliği

koruyan bir O-büzülme olduğundan, {hn(µ0)} bir O-dizidir ve

A(µn,µn, ...,µn,µn+1) = A(h(µn−1),h(µn−1), ...,h(µn−1),h(µn))

≾ γ[A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,hµn−1)+A(µn,µn, ...,µn,hµn)]

= γ[A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn)+A(µn,µn, ...,µn,µn+1)]

≾ γ

1−γ
A((µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn)

≾ αA(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn) (α = γ

1−γ
< 1)

≾ α2A(µn−2,µn−2, ...,µn−2,µn−1)
...

≾ αnA(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

Eğer herhangi bir n ∈N için, µn = µn+1 = h(µn) ise µn, h dönüşümünün bir sabit noktasıdır.

Her n,n+1 ∈ N,µn ̸= µn+1 olduğunu varsayalım. Bu durumda, her n,m ∈ N, m > n için,

A(µn,µn, ...,µn,µm) ≾ γ[A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn)+A(µm−1,µm−1, ...,µm−1,µm)]

≾ γ[αn−1A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)+αm−1A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)]

= γ(αn−1 +αm−1)A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

(7.18)

K normal koni olduğundan 7.18 eşitsizliğinden

||A(µn,µn, ...,µn,µm)|| ≤ Lγ(αn−1 +α
m−1)||A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)|| (7.19)

elde edilir. 7.19 eşitsizliği kullanılarak, n,m → ∞ limiti alınırsa, {µn} = {hn(µ0)} bir O-

Cauchy dizisidir.

(M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay {µn} = {hn(µ0)} bu noktaya yakınsayacak şekilde

µ∗ ∈ M vardır. Şimdi, h dönüşümünün µ∗ ∈ M noktasında O-sürekli olduğunu varsayalım

ve g ∈ C, θ ≺≺ g olsun. {µn} = {hn(µ0)} dizisi µ∗ ∈ M noktasına yakınsadığından ve h

dönüşümü µ∗ ∈ M noktasında O-sürekli olduğundan, her n ∈N için n0 ∈ N vardır ve n ≥ n0
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için,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,hµ
∗)≺≺ g

2(n−1)
ve A(hµn,hµn, ...,hµn,µ

∗)≺≺ g
2

elde edilir. Öte yandan, m ∈ N,m ≤ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olup g ∈ intK ve γintK ⊆ intK(γ ∈

η ,γ > 0) g
m ∈ intK. Böylece, n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için, m ∈ N,m ≤ 1 ol-

mak üzere A(hµ∗hµ∗, ..,hµ∗,µ∗) ≺≺ g
m . O halde, g

m −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K. m →
∞ limiti alınırsa, K konisi kapalı olduğundan −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K. Ayrıca, θ ≾

A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) yani A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K. Dolayısıyla, K konisinde

A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) = θ yani µ∗ ∈ M h dönüşümünün sabit noktasıdır.

İki farklı sabit nokta µ∗ ve η∗ olsun.

(i) Eğer µ∗ℸη∗∨η∗ℸµ∗

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,hη∗)

≾ γ[A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµ∗)+A(η∗,η∗, ...,η∗,hη∗)]

K koni olduğu için, A(µ∗,µ∗, ...µ∗,η∗)= θ . µ∗ ∈M, h dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

(ii) Eğer µ∗ℸη∗∨η∗ℸµ∗ değilse, seçilen O-eleman µ0 ∈ M için,

[(µ0ℸµ
∗)∧ (µ0ℸη

∗)]∨ [(µ∗ℸµ0)∧ (η∗ℸµ0)] (7.20)

ve h ortogonalliği koruyan bir dönüşüm iken,

[(h(µn)ℸµ
∗)∧ (h(µn)ℸη

∗)]∨ [(µ∗ℸh(µn))∧ (η∗ℸh(µn))] (7.21)

elde edilir. Bu yüzden,

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) ≾ (n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,η
∗)

= (n−1)A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,hη∗)

≾ (n−1)γ[A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµ∗)+A(µn,µn, ...,µn,hµn)]

+γ[A(µn,µn, ...,µn,hµn)+A(η∗,η∗, ...,η∗,hη∗)]

(7.22)

ve n → ∞ için limit alınırsa, K normal koni olduğundan, A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = θ olur. µ∗ ∈
M, h’nin tek bir sabit noktasıdır.

7.3 Teorem (M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, γ ∈ R,0 < γ < 1
n , h : (M,ℸ,A) →
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(M,ℸ,A) dönüşümü Lipschitz sabiti γ ile ortogonalliği koruyan bir O-büzülme olsun. Ayrıca

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γ[A(µ,µ, ...,µ,hη)+A(η ,η , ...,η ,hµ)]

koşulu sağlansın. Bu durumda, herhangi µ0 ∈M O-elemanı için, {hn(µ0)} dizisinin yakınsak

olduğu bir µ∗ ∈ M vardır. Ayrıca h dönüşümü µ∗ ∈ M de sürekli ise, o zaman µ∗ ∈ M h

dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

Kanıt (M,ℸ) O-küme olduğundan, µ0 ∈ M vardır ve

(∀µ ∈ M,µℸµ0)∨ (∀µ ∈ M,µ0ℸµ) (7.23)

h dönüşümü M üzerinde bir dönüşüm olduğundan, herhangi bir µ0 ∈ M O-elemanı için,

µ1 = h(µ0) ∈ M olarak seçilebilir. Böylece,

µ0ℸh(µ0)∨h(µ0)ℸµ0

⇒ µ0ℸµ1 ∨µ1ℸµ0
(7.24)

benzer şekilde devam edilirse

µ1 = h(µ0),µ2 = h(µ1) = h2(µ0), . . . ,h(µn−1) = hn(µ0) (7.25)

elde edilir ve {hn(µ0)} bir iterasyon dizisidir. h, Lipschitz sabiti γ ile ortogonalliği koruyan

bir O-büzülme olduğundan, {hn(µ0)} bir O-dizidir ve

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn) = A(h(µn),h(µn), ...,h(µn),h(µn−1))

≾ γA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

≾ γ2A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn−2)
...

≾ γnA(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

(7.26)

Eğer herhangi bir n ∈N için, µn = µn+1 = h(µn) ise µn, h dönüşümünün bir sabit noktasıdır.
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Her n,n+1 ∈ N,µn ̸= µn+1 olduğunu varsayalım. Bu durumda, her n,m ∈ N, m > n için,

A(µn,µn, ...,µn,µm) ≾ γ[(n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µm)]

≾ γ[(n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+(n−1)A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn+2)

+A(µn+2,µn+2, ...,µn+2,µm)]
...

≾ γ(n−1)[A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn+2)

+A(µn+2,µn+2, ...,µn+2,µn+3)+ . . .+A(µm−1,µm−1, ...,µm−1,µm)]

≾ γ(n−1)[γn + γn+1 + γn+2 + . . .+ γm−1]A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

= (n−1)γn+1[1+ γ + γ2 + ...+ γm−n−1]A(µ0,µ0, ...,µ0,µ1)

Bu nedenle {µn} dizisi bir O-Cauchy dizisidir. M’nin tamlığıyla limn→∞ µn = µ∗ olacak

şekilde µ∗ ∈ M vardır. Bu µ∗ ∈ M de O-sürekli olduğunu varsayalım ve g ∈ C, θ ≺≺ g

olsun. {µn} = {hn(µ0)} µ∗ ∈ M noktasına yakınsadığından ve h dönüşümü µ∗ ∈ M’de O-

sürekli olduğundan, her n ∈ N n0 ∈ N vardır ve n ≥ n0

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,hµ
∗)≺≺ g

2(n−1)
ve A(hµn,hµn, ...,hµn,µ

∗)≺≺ g
2

Böylece n ≥ n0 olacak şekilde tüm n ∈ N için,

A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗)≾ (n−1)A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,µ
∗)≺≺ g

olur. Öte yandan, m ∈ N,m ≤ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olup g ∈ intK ve γintK ⊆ intK(γ ∈ η ,γ > 0)

g
m ∈ intK. Böylece, n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için, m ∈ N,m ≤ 1 olmak üzere

A(hµ∗hµ∗, ..,hµ∗,µ∗)≺≺ g
m . O halde, g

m −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)∈K. m→∞ limiti alınırsa,

K konisi kapalı olduğundan −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)∈K. Ayrıca, θ ≾A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)

yani A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K. Dolayısıyla, K konisinde A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) = θ

yani µ∗ ∈ M h dönüşümünün sabit noktasıdır.

İki farklı sabit nokta µ∗ ve η∗ olduğunu varsayalım,

(i) Eğer µ∗ℸη∗∨η∗ℸµ∗

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗hη∗)

≾ γ[A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hη∗)+A(η∗,η∗, ...,η∗,hµ∗)]
(7.27)

K koni olduğu için, A(µ∗,µ∗, ...µ∗,η∗)= θ . µ∗ ∈M, h dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.
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(ii)Eğer µ∗ℸη∗∨η∗ℸµ∗ değilse, seçilen O-eleman µ0 ∈ M için,

[(µ0ℸµ
∗)∧ (µ0ℸη

∗)]∨ [(µ∗ℸµ0)∧ (η∗ℸµ0)] (7.28)

ve h ortogonal olarak korunduğundan,

[(h(µn)ℸµ
∗)∧ (h(µn)ℸη

∗)]∨ [(µ∗ℸh(µn))∧ (η∗ℸh(µn))] (7.29)

elde edilir. Bu yüzden,

A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) ≾ (n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,η
∗)

= (n−1)A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,hη∗)

≾ (n−1)γ[A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµn)+A(µn,µn, ...,µn,hµ∗)]

+γ[A(µn,µn, ...,µn,hη∗)+A(η∗,η∗, ...,η∗,hµn)]

(7.30)

olup n → ∞ için limit alınırsa, K normal koni olduğu için, A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,η∗) = θ olur.

µ∗ ∈ M, h dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

Örnek. C = R2 Öklid düzlemi üzerinde bir normal koni K = {(µ,η) ∈ C|µ,η ≥ 0} ol-

sun. M = [0,1] olmak üzere A : Mn → C, A(µ1,µ2, ...,µn) = ∑
n
i=1 ∑i< j |µi − µ j|2 şeklinde

tanımlı dönüşüm bir koni A-metriktir. M üzerinde ′′µ,η ∈ M olmak üzere µℸη ⇔ µη ≤ µ ′′

şeklinde tanımlı ′′ℸ′′ bağıntısı bir diklik bağıntısı olup (M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik

uzaydır. h : (M,ℸ,A)→ (M,ℸ,A), h(x) = x
2 şeklinde tanımlı dönüşüm ortogonalliği koruyan

bir O-büzülme dönüşümüdür. Ayrıca h dönüşümü (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzayı üzerinde

O-sürekli bir dönüşüm olduğundan Teorem 7.1 in hipotezleri sağlanır. Böylece h fonksiyo-

nunun bir tek sabit noktası ′′0 ∈ M′′ noktasıdır.

C =R2 Öklid düzlemi üzerinde K = {(µ,η)∈C|µ,η ≥ 0} bir normal koni olsun. M = [0,1]

olmak üzere A : Mn →C, A(µ1,µ2, ...,µn) = ∑
n
i=1 ∑i< j |µi −µ j|2 şeklinde tanımlı dönüşüm

bir koni A-metriktir. M üzerinde ′′µ,η ∈ M olmak üzere µℸη ⇔ µη ≤ µ ′′ şeklinde tanımlı
′′ℸ′′ bağıntısı bir diklik bağıntısıdır. Bu durumda, (M,ℸ,A) O-koni A-metrik uzayının tamlığını

gösterelim. {µn}⊆M keyfi bir O-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda, her n∈N için, µnℸµn+1∨
µn+1ℸµn dir. Ayrıca her g ∈ intK için, en az bir n0 ∈ N var öyle ki her m,n ∈ N, m,n ≥
n0 olduğunda A(µm,µm, ...,µm,µn) ≺≺ g dir. Genelliği bozmaksızın her n ∈ N, µnℸµn+1

olduğunu varsayalım. O halde,

µnµn+1 ≤ µn ⇒ µn(µn+1 −1)≤ 0

⇒ µn ∈ [0,1],µn+1 ≤ 1

Böylece {µn} O-Cauchy dizisi 0 ∈ M noktasına yakınsaktır. O halde, (M,ℸ,A) bir O-tam
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koni A-metrik uzaydır. Diğer taraftan ′′ℸ′′ bağıntısı tanım gereği ′′µℸη ⇒ hµℸhη ′′ olup

h dönüşümü ortogonalliği koruyan bir dönüşümdür. Ayrıca h dönüşümü λ = 1
4 Lipschitz

sabitiyle bir O-büzülme dönüşümüdür. Teorem 7.1 in tüm hipotezleri sağlanıp µ0 ∈ M O-

elemanı için, {hn(µ0)} iterasyon dizisi 0 ∈ M noktasına yakınsak olup h M de O-sürekli

iken 0 ∈ M de O-sürekli olduğundan, Teorem 7.1 gereğince 0 ∈ M noktası h nin bir tek sabit

noktasıdır.
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8. SIRALI ORTOGONAL KONİ A-METRİK UZAYLARDA BAZI SABİT
NOKTA TEOREMLERİ

8.1 Teorem (M,⊵) bir KS-küme, (M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay, h : (M,ℸ,A)→
(M,ℸ,A) dönüşümü ”⊵” ile ortogonalliği koruyan ve azalmayan bir dönüşüm olsun. Her

O-bağlantılı µ,η ∈ M ve η ⊵ µ için, bir γ ∈ R ve 0 < γ < 1 iken

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γA(µ,µ, ...,µ,η)

olduğunu kabul edelim. Kabul edelim ki bir µ0 ∈ M O-elemanı için, µ0 ⊵ hµ0 olduğunda

{hn(µ0)} iterasyon dizisi µ∗ ∈ M noktasına yakınsak olsun. Ayrıca, h dönüşümü µ∗ ∈ M

noktasında O-sürekli ise, µ∗ ∈ M noktası h dönüşümünün sabit bir noktasıdır.

Kanıt (M,ℸ) O-küme olduğundan, µ0 ∈M olacak şekilde bir O-elemanı vardır. Kabulümüzden

µ0 ⊵ hµ0 seçilmesi genelliği bozmaz. h dönüşümü, M de bir dönüşüm olduğundan µ0 ∈ M

O-elemanı için, µ1 = hµ0 ∈ M olarak seçilebilir. Böylece,

µ0ℸh(µ0)∨h(µ0)ℸµ0

⇒ µ0ℸµ1 ∨µ1ℸµ0
(8.1)

benzer şekilde devam edilirse,

µ1 = h(µ0),µ2 = h(µ1) = h2(µ0) =, . . . ,= h(µn−1) = hn(µ0) (8.2)

elde edilir. Dolayısıyla {hn(µ0)} bir iterasyon dizisidir. h ortogonalliği koruduğundan, {hn(µ0)}
O-dizidir.

µ0 ⊵ hµ0 ve ⊵ ye göre h dönüşümünün azalmayan dönüşüm olduğunu kullanılırsa,

µ0 ⊵ hµ0 ⊵ h2
µ0 ⊵ . . .⊵ hn

µ0 ⊵ . . .

elde edilir. Bu durumda, her n ∈ N için,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn) = A(h(µn),h(µn), ...,h(µn),h(µn−1))

≾ γA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

≾ γ2A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn−2)
...

≾ γnA(µ1.µ1, ...,µ1,µ0)

yazılabilir. Herhangi bir n ∈ N için, µn = µn+1 = h(µn). µn h dönüşümünün bir sabit nok-
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tasıdır. Her n,n+1∈N için, µn ̸= µn+1 gerçekleştiğini varsayalım. Bu durumda, her n,m∈N
ve n > m için,

θ ≾ A(µn,µn, ...,µn,µm)

≾ (n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn−1)+A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µm)

≾ (n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn−1)+(n−1)A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn−2)

+ . . .+(n−1)A(µm−1,µm−1, ...,µm−1,µm)+A(µm,µm, ...,µm,µm+1)

≾ (n−1)γn−1A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)+(n−1)γn−2A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

+ . . .+ γm−1A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)+ γmA(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

= (n−1)γm[γn−m−1 + γn−m−2 + . . .+ γ +1]A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

≾ (n−1)γm

1−γ
A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

(8.3)

olur. K, L normal sabitiyle normal koni ise 8.3 eşitsizliği kullanılarak

||A(µn,µn, ...,µn,µm)|| ≤ L|| (n−1)γm

1−γ
A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)||

≤ (n−1)γm

1−γ
L||A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)|| (8.4)

elde edilir. 8.4 eşitsizliği kullanılırsa, n,m → ∞ limiti alınırsa, {µn} = {hn(µ0)} bir O-

Cauchy dizisidir. (M,ℸ,A) bir O-tam koni A-metrik uzay {µn} = {hn(µ0)} bu noktaya

yakınsayacak şekilde µ∗ ∈ M vardır. Şimdi, h dönüşümünün µ∗ ∈ M noktasında O-sürekli

olduğunu varsayalım ve g ∈ C, θ ≺≺ g olsun. {µn} = {hn(µ0)} dizisi µ∗ ∈ M noktasına

yakınsadığından ve h dönüşümü µ∗ ∈M noktasında O-sürekli olduğundan, her n∈N için n0 ∈
N vardır ve n ≥ n0 için,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ
∗)≺≺ g

2
ve A(hµn,hµn, ...,hµn,hµ

∗)≺≺ g
2(n−1)

Böylece n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için,

A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗)≾ (n−1)A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,µ
∗)≺≺ g

olur. Diğer taraftan m ∈ N ve m ≥ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olduğu elde edilir. g ∈ intK ve γintK ⊆

intK (γ ∈ R,γ > 0) olduğunu kullanırsak g
m ∈ intK olduğu elde edilir. Böylece n ≥ n0

olacak şekildeki her n ∈ N ve m ∈ N,m ≥ 1 için, A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)≺≺ g
m olduğu ele

alınırsa g
m −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)∈ K olur. K konisinin kapalı olduğu kullanılırsa m → ∞

için, limit durumunda

lim
m→∞

(
g
m
−A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,µ∗)) =−A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗) ∈ K

Ayrıca θC ≾ A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) olduğundan A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K olur. K nın

koni olmasından A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)= θC olup hµ∗= µ∗ olur. Yani µ∗ ∈M h dönüşümünün
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bir sabit noktasıdır.

Uyarı Teorem 8.1 de, (M,ℸ) bir O-küme olduğundan,

∃µ0 ∈ M;(∀µ ∈ M,µℸµ0)
∨
(∀µ ∈ M,µ0ℸµ)

dır. Fakat µ0 ⊵ hµ0 durumu, M’nin bazı O-elemanları için, bu durum geçerli olmayabilir.

Bunun için, alternatif olarak Teorem 8.2 verilebilir.

8.2 Teorem (M,⊵) bir KS-küme, (M,ℸ,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h : (M,ℸ,A)→
(M,ℸ,A) dönüşümü ”⊵” ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir dönüşüm ve µ ⊵ η

koşulunu sağlayan her O-bağlantılı µ,η ∈ M için, γ ∈ R, 0 < γ < 1 olmak üzere

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γA(µ,µ, ...,µ,η)

olsun. Bir η0 ∈ M için, η0 ⊵ hη0 koşulunu sağlayan η0 ile hη0 elemanları O-bağlantılı ele-

manlar ve {hn(η0)} iterasyon dizisi η∗ ∈ M noktasına yakınsak iken h dönüşümü η∗ ∈ M

noktasında O-sürekli ise, η∗ ∈ M noktası h nin sabit bir noktasıdır.

Kanıt Hipotezden η0 ∈M için, η0 ⊵ hη0 koşulunu sağlayan η0 ile hη0 elemanları O-bağlantılı

elemanlar olsun. h dönüşümü, M de bir dönüşüm olduğundan η0 ∈ M elemanı için, η1 = hη0

olacak şekilde η1 ∈ M seçilebilir. Böylece,

η0ℸh(η0)∨h(η0)ℸη0

⇒ η0ℸη1 ∨η1ℸη0
(8.5)

yazılabilir. Benzer yolla devam edilirse,

η1 = h(η0),η2 = h(η1) = h2(η0) =, . . . ,= h(ηn−1) = hn(η0) (8.6)

yazılabileceğinden {hn(η0)} bir iterasyon dizisidir. h ortogonalliği koruduğundan, {hn(η0)}
O-dizidir.

η0 ⊵ hη0 ve ⊵ ye göre h dönüşümünün azalmayan dönüşüm olduğu kullanılırsa,

η0 ⊵ hη0 ⊵ h2
η0 ⊵ . . .⊵ hn

η0 ⊵ . . .



34

olduğu elde edilir. Bu koşulda her n ∈ N için,

A(ηn+1,ηn+1, ...,ηn+1,ηn) = A(h(ηn),h(ηn), ...,h(ηn),h(ηn−1))

≾ γA(ηn,ηn, ...,ηn,ηn−1)

≾ γ2A(ηn−1,ηn−1, ...,ηn−1,ηn−2)
...

≾ γnA(η1.η1, ...,η1,η0)

yazılabilir. Herhangi bir n ∈ N için, ηn = ηn+1 iken ηn = h(ηn) olup h nin bir sabit noktası

olduğu elde edilir. Her n,n+1 ∈N için, ηn ̸= ηn+1 olduğunu kabul edelim. Bu durumda, her

n,m ∈ N ve n > m için,

θC ≾ A(ηn,ηn, ...,ηn,ηm)

≾ (n−1)A(ηn,ηn, ...,ηn,ηn−1)+A(ηn−1,ηn−1, ...,ηn−1,ηm)

≾ (n−1)A(ηn,ηn, ...,ηn,ηn−1)+(n−1)A(ηn−1,ηn−1, ...,ηn−1,ηn−2)

+ . . . . . .+(n−1)A(ηm−1,ηm−1, ...,ηm−1,ηm)+A(ηm,ηm, ...,ηm,ηm+1)

≾ (n−1)γn−1A(η1,η1, ...,η1,η0)+(n−1)γn−2A(η1,η1, ...,η1,η0)

+ . . .+ γmA(η1,η1, ...,η1,η0)

≾ (n−1)γm

1−γ
A(η1,η1, ...,η1,η0)

(8.7)

K, L normal sabitiyle normal koni ise 8.7 eşitsizliğinden

||A(ηn,ηn, ...,ηn,ηm)|| ≤ L|| (n−1)γm

1−γ
A(η1,η1, ...,η1,η0)|| (8.8)

≤ (n−1)γm

1−γ
L||A(η1,η1, ...,η1,η0)||

elde edilir. 8.8 eşitsizliği kullanılırsa, 0 < γ < 1 olduğundan A(ηn,ηn, ...,ηn,ηm)→ θC(m →
∞) ya yakınsar ve {ηn} = {hn(η0)} bir O-Cauchy dizisidir. Bu durumda, (M,ℸ,A) bir O-

tam koni A-metrik uzay olduğundan, η∗ ∈ M var öyle ki {ηn}= {hn(η0)} dizisi bu noktaya

yakınsar. Şimdi h nin η∗ ∈ M noktasında O-sürekli olduğunu farz edelim ve g ∈ C için,

θC ≺≺ g olsun. {ηn} = {hn(η0)} dizisi η∗ ∈ M noktasına yakınsadığından ve h l∗ ∈ M de

O-sürekli olduğundan her n ∈ N için, n0 ∈ M var öyle ki n ≥ n0 olduğundan

A(ηn+1,ηn+1, ...,ηn+1,η
∗)≺≺ g

2
ve A(hηn,hηn, ...,hηn,hη

∗)≺≺ g
2(n−1)

dir. Böylece n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için,

A(hη
∗,hη

∗, ...,hη
∗,η∗)≾ (n−1)A(hη

∗,hη
∗, ...,hη

∗,hηn)+A(hηn,hηn, ...,hηn,η
∗)≺≺ g

olur. Diğer yandan m ∈ N ve m ≥ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olduğu elde edilir. g ∈ intK ve γintK ⊆

intK (γ ∈R,γ > 0) olduğu kullanılırsa g
m ∈ intK olduğu elde edilir. Böylece n ≥ n0 olacak
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şekildeki her n ∈N ve m ∈N,m ≥ 1 için, A(hη∗,hη∗, ...,hη∗,η∗)≺≺ g
m olduğu ele alınırsa

g
m −A(hη∗,hη∗, ...,hη∗,η∗)∈ K olur. K konisinin kapalılığını kullanırsak m → ∞ için, limit

durumunda

lim
m→∞

(
g
m
−A(hη

∗,hη
∗, ...,hη

∗,η∗)) =−A(hη
∗,hη

∗, ...,hη
∗,η∗) ∈ K

dir. Ayrıca θC ≾ A(hη∗,hη∗, ...,hη∗,η∗) olduğundan A(hη∗,hη∗, ...,hη∗,η∗) ∈ K olur. K

nın koni olmasından A(hη∗,hη∗, ...,hη∗,η∗) = θC olup hη∗ = η∗ olur. Yani η∗ ∈ M h

dönüşümünün bir sabit noktasıdır.

Uyarı Teorem 8.3 de h dönüşümünün O-sürekliliği yerine alternatif bir koşul eklenerek sabit

noktanın varlığı verilecektir.

8.3 Teorem (M,⊵) bir KS-küme, (M,ℸ,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h : (M,ℸ,A)→
(M,ℸ,A) dönüşümü ”⊵” ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir dönüşüm olduğunu ve

aşağıdaki şartların geçerli olduğunu varsayalım:

i) η ⊵ µ olacak şekildeki, O-bağlantılı µ,η ∈ M ve γ ∈ R, (0 < γ < 1) için,

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη)≾ γA(µ,µ, ...,µ,η).

ii) Bir O-elemanı µ0 ∈ M için µ0 ⊵ hµ0 .

iii) Artan bir {µn} dizisi µ ∈ M e yakınsak olduğunda her n için, µn ile µ O-bağlantılı ve

µn ⊵ µ .

Bu durumda, {hn(µ0)} iterasyon dizisi bir µ∗ ∈ M noktasına yakınsar ve µ∗ ∈ M, h nin bir

sabit noktasıdır.

Kanıt Teorem 8.1 in ispatından {µn}= {hn(µ0)} dizisinin yakınsak olduğu bir µ∗ ∈ M. (iii)

den hn(µ0)⊵ µ∗ ve hn(µ0) ile µ∗ her n için, O-bağlantılı elemanlardır. Böylece (i) den,

A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ≾ (n−1)A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,hn+1µ0)

+A(hn+1µ0,hn+1µ0, ...,hn+1µ0,µ
∗)

≾ γ(n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hnµ0)

+A(hn+1µ0,hn+1µ0, ...,hn+1µ0,µ
∗)

(8.9)

g ∈ C için, θC ≺≺ g olsun. O halde, {µn} = {hn(µ0)} dizisi µ∗ noktasına yakınsadığından

her n ∈ N için, n0 ∈ N var öyle ki n ≥ n0 olduğunda,

A(µn,µn, ...,µn,µ
∗)≺≺ g

2(n−1)
ve A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ

∗)≺≺ g
2

(8.10)
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olur. Her n ∈ N için, n ≥ n0 olduğunda A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ≺≺ g dir. Diğer yandan

m ∈ N ve m ≥ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olduğu elde edilir. g ∈ intK ve γintK ≤ intK olduğu kul-

lanılırsa g
m ∈ intK olduğu elde edilir. Böylece her n ∈ N için, n ≥ n0 ve m ∈ N,m ≥ 1 için,

A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ≺≺ g
m olup g

m −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K olduğu elde edilir. K

konisinin kapalı küme olduğu kullanılırsa m → ∞ için, limit durumunda

lim
m→∞

(
g
m
−A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,µ∗)) =−A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗) ∈ K

dir. K nın koni olmasından A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) = θC olup hµ∗ = µ∗ olur. Yani µ∗ ∈ M

h nin bir sabit noktasıdır.

Uyarı Teorem 8.4 de fonksiyonun sağladığı büzülme koşulunu genelleştirerek bu koşul

altında sabit noktanın var olduğu verilecektir.

8.4 Teorem (M,⊵) bir KS-küme, (M,ℸ,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h : (M,ℸ,A)→
(M,ℸ,A) dönüşümü ”⊵” ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir dönüşüm ve aşağıdaki

şartların geçerli olduğunu varsayalım.

i) η ⊵ µ olacak şekildeki, O-bağlantılı µ,η ∈M için, 0≤ a,b,c ve a+2b+nc< 1 şartını

sağlayan a,b,c ∈ R için,

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη) ≾ aA(µ,µ, ...,µ,η)+b[A(µ,µ, ...,µ,hµ)+A(η ,η , ...,η ,hη)]

+c[A(µ,µ, ...,µ,hη)+A(η ,η , ...,η ,hµ)].

ii) Bir O-elemanı µ0 ∈ M için µ0 ⊵ hµ0.

Bu durumda, {hn(µ0)} iterasyon dizisi bir µ∗ ∈ M noktasına yakınsar ve h O-sürekli ise

h∗ ∈ M, h nin bir sabit noktasıdır.

Kanıt (M,ℸ) O-küme olduğundan, µ0 ∈M olacak şekilde bir O-elemanı vardır. Varsayımımızdan

µ0 ⊵ hµ0 seçilmesi genelliği bozmaz. h dönüşümü, M de bir dönüşüm olduğundan µ0 ∈ M

O-elemanı için, µ1 = hµ0 olacak şekilde µ1 ∈ M seçilebilir. Böylece,

µ0ℸh(µ0)∨h(µ0)ℸµ0

⇒ µ0ℸµ1 ∨µ1ℸµ0
(8.11)

benzer şekilde devam edilirse,

µ1 = h(µ0),µ2 = h(µ1) = h2(µ0) =, . . . ,= h(µn−1) = hn(µ0) (8.12)
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elde edilir. Dolayısıyla {hn(µ0)} bir iterasyon dizisidir. h ortogonalliği koruduğundan, {hn(µ0)}
O-dizidir.

µ0 ⊵ hµ0 ve ⊵ ye göre h nin azalmayan dönüşüm olduğu kullanılırsa,

µ0 ⊵ hµ0 ⊵ h2
µ0 ⊵ . . .⊵ hn

µ0 ⊵ . . .

olduğu elde edilir. Bu durumda, her n ∈ N için,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn) = A(h(µn),h(µn), ...,h(µn),h(µn−1))

≾ aA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

+b[A(µn,µn, ...,µn,hµn)+A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,hµn−1)]

+c[A(µn,µn, ...,µn,hµn−1)+A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,hµn)]

= aA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

+b[A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+A(,µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn)]

+c[A(µn,µn, ...,µn,µn)+A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn+1)]

≾ aA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

+b[A(µn,µn, ...,µn,µn+1)+A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn)]

+c[(n−1)A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn)+A(µn,µn, ...,µn,µn+1)]

Böylece,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn)≾
a+b+(n−1)c

1−b− c
A(µn,µn, ...,µn,µn−1)

olduğu elde edilir. 0≤ a,b,c ve 0+2b+nc< 1 şartını sağlayan a,b,c∈R için, γ = a+b+(n−1)c
1−b−c

seçilirse γ ∈ (0,1) ve

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µn) ≾ γA(µn,µn, ...,µn,µn−1)

≾ γ2A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn−2)

. . .

≾ γnA(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

olur. Herhangi bir n ∈ N için, µn = µn+1 = h(µn) olduğu elde edilir. Böylece h nin bir sabit

noktası vardır. Her n,n + 1 ∈ N için, µn ̸= µn+1 olduğunu varsayalım. Bu durumda, her
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n,m ∈ N ve n > m için,

θC ≾ A(µn,µn, ..,µn,µm)

≾ (n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn−1)+A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µm)

≾ (n−1)A(µn,µn, ...,µn,µn−1)+(n−1)A(µn−1,µn−1, ...,µn−1,µn−2)

+ . . .+(n−1)A(µm−1,µm−1, ...,µm−1,µm)+A(µm,µm, ...,µm,µm+1)

≾ (n−1)γn−1A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)+(n−1)γn−2A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

+ . . .+ γm−1A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)+ γmA(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

= (n−1)γm[γn−m−1 + γn−m−2 + . . .+ γ +1]A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

≾ (n−1)γm

1−γ
A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)

(8.13)

olur. K,L normal sabitiyle normal koni olduğundan 8.13 eşitsizliğinden

||A(µn,µn, ...,µn,µm)|| ≤ L|| (n−1)γm

1−γ
A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)||

≤ (n−1)γm

1−γ
L||A(µ1,µ1, ...,µ1,µ0)||

(8.14)

olur. 8.14 eşitsizliği kullanılarak; 0 < γ < 1olduğundan n,m → ∞ limit durumunda

A(µn,µn, ...,µn,µm)→ θC olur ve bu durumda, {µn}= {hn(µ0)} dizisi bir O-Cauchy dizisi

olur. (M,ℸ,A) bir O-tam koni metrik uzay olduğundan {µn} = {hn(µ0)} dizisi bir µ∗ ∈ M

noktasına yakınsar. h dönüşümünün µ∗ ∈ M de O-sürekli olduğunu kabul edelim. g ∈ C

için, θC ≺≺ g olsun. {µn} = {hn(µ0)} dizisi µ∗ ∈ M e yakınsadığından ve f , µ∗ ∈ M de

O-sürekli olduğundan her n ∈ N için, n0 ∈ N var öyle ki n ≥ n0 için,

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ
∗)≺≺ g

2
ve A(hµn,hµn, ...,hµn,hµ

∗)≺≺ g
2(n−1)

dir. Böylece n ≥ n0 olacak şekildeki her n ∈ N için,

A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗)≾ (n−1)A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,hµn)+A(hµn,hµn, ...,hµn,µ
∗)≺≺ g

olur. Diğer yandan m ∈ N ve m ≥ 1 için, 0 < 1
m ≤ 1 olduğu elde edilir. g ∈ intK ve γintK ⊆

intK (γ ∈R,γ > 0) olduğu kullanılarak g
m ∈ intK olduğu elde edilir. Böylece n ≥ n0 olacak

şekildeki her n ∈ N ve m ∈ N,m ≥ 1 için, A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗)≺≺ g
m olduğu ele alınırsa

g
m −A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K olur. K konisinin kapalılığını kullanırsak m → ∞ için, limit

durumunda

lim
m→∞

(
g
m
−A(hµ

∗,hµ
∗, ...,hµ

∗,µ∗)) =−A(hµ
∗,hµ

∗, ...,hµ
∗,µ∗) ∈ K

dir. Ayrıca θC ≾ A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) olduğundan A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) ∈ K olur. K

nin koni olmasından A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µ∗) = θC olup hµ∗ = µ∗ olur. Yani µ∗ ∈ M h

dönüşümünün bir sabit noktasıdır.
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Uyarı Teorem 8.5 de Teorem 8.4 de kullanılan h dönüşümünün O-sürekliliği yerine alterna-

tif bir koşul eklenerek sabit noktanın varlığı verilecektir.

8.5 Teorem (M,⊵) bir KS-küme, (M,ℸ,A) bir tam O-koni A-metrik uzay, h : (M,ℸ,A)→
(M,ℸ,A) dönüşümü ”⊵” ile azalmayan ve ortogonalliği koruyan bir dönüşüm olsun. Ayrıca

aşağıdaki şartların geçerli olduğunu varsayalım.

i) η ⊵ µ olacak şekildeki, O-bağlantılı µ,η ∈M için, 0≤ a,b,c ve a+2b+nc< 1 şartını

sağlayan a,b,c ∈ R var,

A(hµ,hµ, ...,hµ,hη) ≾ aA(µ,µ, ...,µ,η)+b[A(µ,µ, ...,µ,hµ)+A(η ,η , ...,η ,hη)]

+c[A(µ,µ, ...,µ,hη)+A(η ,η , ...,η ,hµ)].

ii) Bir O-elemanı µ0 ∈ M için µ0 ⊵ hµ0 dır.

iii) Artan bir {µn} dizisi µ ∈ M e yakınsarsa, o halde her n için, µn ile µ O-bağlantılı ve

µn ⊵ µ olsun.

Bu durumda, {hn(µ0)} iterasyon dizisi bir µ∗ ∈ M noktasına yakınsar ve h O-sürekli ise

µ∗ ∈ M, h nin bir sabit noktasıdır.

Kanıt Teorem 8.4 ün ispatından bir {µn} = {hn(µ0)} dizisi µ∗ ∈ M noktasına yakınsaktır.

(iii) den hn(µ0)⊵ µ∗ ve hn(µ0) ile µ∗ her n için, O-bağlantılı elemanlardır. Böylece (i) den,

A(hµn,hµn, ...,hµn,hµ∗) ≾ aA(µn,µn, ...,µn,µ
∗)

+b[A(µn,µn, ...,µn,hµn)+A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµ∗)]

+c[Aµn,µn, ...,µn,hµ∗)+A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,hµn)]

≾ aA(µn,µn, ...,µn,µ
∗)

+b[(n−1)A(µn,µn, ...,µn,µ
∗)+A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)

+(n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)+A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,hµ∗)]

+c[(n−1)A(µn,µn, ...,µn,µ
∗)+(n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)

+(n−1)A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ
∗)+A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µn+1)]

= aA(µn,µn, ...,µn,µ
∗)

+b[(n−1)A(µn,µn, ...,µn,µ
∗)+A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)

+(n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)+A(hµn,hµn, ...,hµn,hµ∗)]

+c[(n−1)A(µn,µn, ...,µn,µ
∗)+(n−1)A(µ∗,µ∗, ...,µ∗,µn+1)

+(n−1)A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ
∗)+A(hµ∗,hµ∗, ...,hµ∗,µn+1)]
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elde edilir. Buradan,

A(hµn,hµn, ...,hµn,hµ∗) ≾ a+(n−1)b+(n−1)c
1−b−c A(µn,µn, ...,µn,µ

∗)

+nb+2(n−1)c
1−b−c A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ

∗)
(8.15)

elde edilir. g ∈C için, θC ≺≺ g olsun. {µn}= {hn(µ0)} dizisi µ∗ ∈ M e yakınsadığından her

n ∈ N için, bir n0 ∈ N vardır ve n ≥ n0,

A(µn,µn, ...,µn,µ
∗) ≾ g(1−b−2)

2(a+(n−1)b+(n−1)c)

A(µn+1,µn+1, ...,µn+1,µ
∗) ≾ g(1−b−c)

2(nb+2(n−1)c)

Her n ∈ N için, n ≥ n0 olduğunda A(hµn,hµn, ..,hµn,hµ∗) ≺≺ g. Böylece her n → ∞ için,

limit durumunda µn+1 → hµ∗ olur. Limitin tekliğini kullanarak hµ∗ = µ∗ olduğunu elde

edilir.
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9. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında ortogonal koni metrik uzay ve A-metrik uzay yapısı birlikte düşünülerek

ortogonal koni A-metrik uzay yapısı elde edilmiştir. Ayrıca bu yapı üzerinde tanımlı ortogo-

nal büzülme dönüşümleri için, bazı sabit nokta teoremleri ifade ve ispat edilmiştir.

Tezin ilk bölümünde, metrik uzayların genelleştirilmesine yönelik çalışmalarla ilgili detaylı

literatür taraması yapılmış; ikinci bölümde A-metrik yapısının tanımlanmasına öncülük eden

çeşitli metrik yapılarının tanımları verilmiş; üçüncü bölümde A-metrik uzaylar hakkında

genel tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş; dördüncü bölümde koni A-metrik uzaylar

hakkında temel tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş; beşinci bölümde ortogonal koni

metrik uzaylar hakkında temel tanım, teorem ve örneklere yer verilmiş; altıncı bölümde or-

togonal koni A-metrik uzay yapısı kurulmuş ve bu yapı üzerinde temel tanım ve yardımcı te-

oremler verilmiş; yedinci bölümde ortogonal koni A-metrik uzay yapısı üzerinde tanımlı bazı

büzülme dönüşümleri için, sabit noktaların varlığı ve tekliği incelenerek örneklendirilmiş;

sekizinci bölümde ortogonal koni A-metrik yapısının üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı

tanımlanarak yedinci bölümde verilen sabit nokta teoremleri bu sıralama bağıntısı yoluyla

yeniden şekillendirilerek ispatlanmıştır.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisinin amacı, gerek bu uzaylar üzerinde tanımlı büzülme

dönüşümlerinin büzülme koşullarını değiştirerek gerekse de büzülme dönüşümlerinin üze-

rinde tanımlı olduğu metrik uzayları değiştirerek, ilgili büzülme dönüşümlerinin sabit nok-

talarının varlık ve tekliğini incelemektir. Ortogonal metrik uzaylarda verilen sabit nokta te-

oremlerinin dikkate değer yanı ise bu iki duruma ek olarak özdönüşüm üzerinde tanımlanan

büzülme koşulunun, tüm küme yerine yalnızca ortogonal olarak bağlantılı elemanlar arasında

sağlanmasının yeterli olmasıdır. Bu nedenle ortogonal koni A-metrik uzaylar üzerine yazılmış

bu tezin metrik uzaylarda sabit nokta teorisine kayda değer katkılar sağlayacağı ümit edil-

mektedir.

Bu tezin sekizinci bölümünde ortogonal koni A-metrik yapısı üzerinde tanımlanan kısmi

sıralama bağıntısı yoluyla yeniden şekillendirilerek ispatlanan teoremlerde sabit noktaların

varlığı ile ilgilenilmiştir. Tezin sekizinci bölümünde verilen sabit nokta teoremlerinde, büzülme

dönüşümlerinin sabit noktalarının tekliği için gerekli koşulların incelenmesi metrik uzay-

larda sabit nokta teorisine katkı sağlamak isteyen araştırmacılar için etkin bir çalışma konusu

olarak önerilebilir.
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