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İM

D
A

L
I

H
A

Z
İR
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ÖZET

Bu tez çalışmasında, öncelikle ortogonal metrik uzay ve quasi metrik uzay yapısı birlikte düşünüle-
rek ortogonal quasi metrik uzay yapısı elde edilmiştir. Sonrasında ise bu yapı üzerinde tanımlı öz
dönüşümler için bazı uygun büzülme koşulları sağlandığında sabit noktalarının varlığı ve tekliği
incelenmştir. Çalışma dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde ortogonal uzaylar ve sabit nokta
teoremlerinin literatür özeti verilmiştir. İkinci bölümde bu çalışma için gerekli ön bilgiler, tanımlar
ve teoremlere değinilmiştir. Üçüncü bölümde yeni tanımlanan ortogonal quasi metrik uzaylarda elde
ettiğimiz sabit nokta teoremleri,uyarılar ve bu teoremlerinin zayıf büzülme yardımıyla Volterra-
İntegral denklemlere uygulanması ele alınmıştır. Son bölümde ise elde ettiğimiz tüm sonuçlar bir
özet halinde verilmiştir.

Sayfa Adedi : 22
Anahtar Kelimeler : ortogonal quasi metrik uzaylar, zayıf büzülme dönüşümü, sabit nokta

teoremleri, ortogonal metrik uzaylar
Danışman : Doç. Dr. Nurcan BİLGİLİ GÜNGÖR
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ABSTRACT

In this thesis study, firstly orthogonal metric space and quasi metric space structure were considered
together and orthogonal quasi metric space structure was obtained. Afterwards, the existence and
uniqueness of fixed points were examined when some appropriate contraction conditions were met
for the self mappings defined on this structure. The study consists of four chapters. In the first chapter,
a summary of the literature on orthogonal spaces and fixed point theorems is given. In the second
section, the preliminaries, definitions and theorems necessary for this study are mentioned. In the
third section, we discuss the fixed point theorems and caveats we obtained for the newly defined
orthogonal quasi metric spaces and their application to Volterra-integral equations with the help of
weakly contraction. In the last section we summarize all our results.
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vi
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ÖN SÖZ VE TEŞEKKÜR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi
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1. GİRİŞ VE LİTERATÜR ÖZETİ

Banach daralma ilkesi ilk olarak 1922 yılında Banach (Banach, 1922) tarafından verilmiştir.

Verildiği günden bugüne kadar birçok matematikçi bu daralma ilkesine çeşitli özellikler ek-

leyerek yeni teoremler bulmaya devam etmiştir. 1969 yılında Kannan (Kannan, 1969) yaptığı

çalışmasında uzayın tamlık koşulunu kaldırmış ve farklı koşullar altında Banach teoreminde

olduğu gibi benzer sonuçlar elde etmiştir. 1974 yılında Ciric (Ciric, 1974) Banach ve Kan-

nan’ın teoremlerinde kullandıkları fonksiyonlar için verdikleri bağıntıları genişleterek ve te-

oremde kullandığı dönüşümlere göre tamlık tanımını uzayda tanımlayarak yeni sonuçlar elde

etmiştir.

Quasi metrik uzaylar ilk olarak 1931 yılında Wilson (Wilson, 1931) tarafından verilmiş ve

Niemytzki (Niemytzki, 1931) tarafından bir metrik uzayı tanımlayan aksiyomlar ve

metrikleştirilebilirlik ile birlikte çalışılmıştır. Albert (Albert, 1941) ve Stoltenberg (Stoltenberg,

1969) de bu uzaylar üzerinde quasi metrik uzaylar adı altında çalışmışlardır, Ribeiro (Ribeiro,

1943) ise bu uzayı zayıf metrik uzaylar olarak adlandırmıştır.

Kelly (Kelly, 1963) ve Patty (Patty, 1967) bitopolojik uzaylar üzerine yaptıkları çalışmalarda

bu uzayları incelemişlerdir.

Khan ve arkadaşları (Khan, Swaleh, & Sessa, 1984) mesafe değiştiren fonksiyonları tanıtmış

ve metrik uzayda sabit nokta problemlerini çözmek için kullanmışlardır. 2012 yılında Jleli ve

Samet (Jleli & S., 2012) mesafe değiştiren fonksiyonları kullanarak quasi metrik uzaylarda

bazı sabit noktaların varlığını kanıtlamışlardır.

Ortogonal küme ve ortogonal metrik uzay kavramı ilk olarak 2014 yılında tanımlanmıştır.

Gordji ve arkadaşları (Baghani, Gordji, & Ramezani, 2016) Banach sabit nokta teoreminin

ortogonal metrik uzayda bir genellemesini kanıtlamışlardır ve elde edilen sonuçları adi di-

feransiyel denklemlerin çözümünün varlığını kanıtlamak için kullanılmışlardır. 2015 yılında

Ramezani (Ramezani, 2015) genelleştirilmiş konveks daralmaları tanımlamıştır ve bazı sonuçlar

elde etmiştir ve elde ettiği sonuçları göstermiştir. Gordji ve Habibi (Eshaghi Gordji & Ha-

bibi, 2017) genelleştirilmiş ortogonal metrik uzaylarda adi diferansiyel denklemler için Ca-

uchy probleminin sabit noktasına ilişkin varlık ve teklik teoremini kanıtlamışlardır. Aynı yıl

Ramezani ve Baghani (Ramezani & Hamid., 2017) güçlü ortogonal küme ve güçlü ortogonal

metrik uzaylar kavramlarını ve Banach büzülme prensibi ve Walter teoreminin bir genelle-

mesini çalışmışlardır.

Razavi ve Masiha (Razavi & Masiha., 2018), 2018 yılında ortogonal metrik uzayda bazı

orijinal kavramları tanıtarak adi diferansiyel denklemlerin çözümünün varlığını ve tekliğini
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kanıtlamışlardır.

Gordji ve Habibi (Eshaghi Gordji & Habibi, 2017) 2019 yılında, ortogonal metrik uzayda sa-

bit nokta teoremi aracılığıyla birinci dereceden diferansiyel denklemlerin çözümünün varlığı

ve tekliği için yeni ve basit bir kanıt vermişlerdir. Güngör ve Türkoğlu (Bilgili Gungor

& Turkoglu, 2019) 2019 yılında mesafe değiştiren fonksiyon kavramı ile yeni sabit nokta

sonuçları elde etmişlerdir.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

2.1 Tanım K boş kümeden farklı bir küme olsun. K üzerinde tanımlı bir metrik, her k1,k2,k3 ∈
K için

(a) d(k1,k2)⩾ 0

(b) d(k1,k2) = 0 ⇔ k1 = k2

(c) d(k1,k2) = d(k2,k1)

(d) d(k1,k3)⩽ d(k1,k2)+d(k2,k3)

özelliklerini sağlayan bir

d : K ×K → R

fonksiyonudur. Eğer d, K üzerinde bir metrik ise o zaman (K,d) çiftine bir metrik uzay denir.

Örnek K boş kümeden farklı herhangi bir küme olmak üzere k1,k2 ∈ K için

d(k1,k2) =

0, k1 = k2 ise

1, k1 ̸= k2 ise

ile tanımlı d fonksiyonu K üzerinde bir metrik tanımlar. Bu metriğe ayrık metrik adı verilir.

Bu örnek ile birlikte boş kümeden farklı her küme üzerinde bir metrik tanımlanabileceği

görülmüş olur.

Örnek K = R olmak üzere k1,k2 ∈ K için

d(k1,k2) =| k1 − k2 |

ile tanımlı d metriği K kümesi üzerinde bir metrik uzaydır.

2.2 Tanım (K,d) bir metrik uzay olsun. k0 ∈ K ve r > 0 bir reel sayı olsun.

B(k0;r) = {k ∈ K : d(k0,k)< r}

B[k0;r] = {k ∈ K : d(k0,k)⩽ r}

S(k0;r) = {k ∈ K : d(k0,k) = r}

kümelerine sırasıyla r yarıçaplı ve k0 merkezli açık yuvar, kapalı yuvar ve yuvar yüzeyi adı

verilir.
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2.3 Tanım Bir (K,d) metrik uzayında bir dizi N doğal sayılar kümesinden (K,d) metrik

uzayı içine tanımlı bir fonksiyondur. Bu çalışma boyunca (K,d) uzayındaki diziler için {kn}
notasyonu kullanılacaktır.

2.4 Tanım (K,d) metrik uzayında bir dizi {kn} bir dizi olsun. Her ε > 0 sayısına karşılık her

n > N için

d(kn,k)< ε

olacak biçimde bir N ∈ N varsa {kn} dizisine k ∈ K ye yakınsıyor denir ve

lim
n→∞

kn = k

ile gösterilir.

2.1 Yardımcı Teorem {kn}, (K,d) metrik uzayında yakınsak bir dizi olsun. O zaman

(a) k = lim
n→∞

kn tektir

(b) {kn}nin herhangi bir alt dizisi de k’ya yakınsar

(c) {kn}sınırlıdır.

2.5 Tanım Bir (K,d) metrik uzayında bir dizi {kn} olsun. Her ε > 0 sayısına karşılık her

m,n > N için

d(kn,km)< ε

olacak biçimde bir N = N(ε) ∈ N sayısı varsa {kn} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

2.2 Teorem Bir (K,d) metrik uzayında

(a) her yakınsak dizi bir Cauchy dizisidir

(b) her Cauchy dizisi sınırlıdır.

2.3 Teorem Eğer bir (K,d) metrik uzayı içindeki noktaların bir Cauchy dizisi yakınsak bir

alt dizisi içerirse o zaman dizi, alt dizinin yakınsadığı elemana yakınsar.

2.6 Tanım Her Cauchy dizisinin yakınsak olduğu bir metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Örnek Herhangi bir (K,d) ayrık metrik uzayı tamdır.
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2.7 Tanım K boş kümeden farklı bir küme ve t : K → K bir fonksiyon olsun.

tk = k

eşitliğini sağlayan k ∈K elemanına t nin bir sabit noktası denir. Aşağıda örneklerle gözlemle-

yebiliriz ki t : K×K ile tanımlanan bir t fonksiyonunun herhangi bir sabit noktası olmayabilir

veya bir sabit noktası olabilir ya da birden çok sabit noktası olabilir.

Örnek

t(k) = 2k−3 ile tanımlı t : R→ R fonksiyonunun k = 3 gibi tek bir sabit noktası vardır.

t(k) = k2 +2k+4 ile tanımlı t : R→ R fonksiyonunun hiç sabit noktası yoktur.

t(k) = k ile tanımlı t : R→ R fonksiyonunun sonsuz çoklukta sabit noktası vardır.

2.8 Tanım (K,d) bir metrik uzay ve t : K → K bir dönüşüm olmak üzere, her k1,k2 ∈ K için

d(tk1, tk2)⩽ βd(k1,k2)

olacak şekilde 0 ⩽ β < 1 sabiti varsa t ye bir büzülme dönüşümü denir.

2.4 Teorem (K,d) tam metrik uzay ve t : K → K bir büzülme dönüşümü olmak üzere

(a) t dönüşümünün bir tek sabit noktası vardır

(b) Keyfi bir k0 ∈ K noktası için {tnk0} iterasyon dizisi t dönüşümünün bu sabit noktasına yakınsar.

2.9 Tanım K boş kümeden farklı bir küme ve ⊥⊆ K ×K bir ikili bağıntı olmak üzere, eğer
′′ ⊥′′ bağıntısı

∃k0 ∈ K;(∀k1 ∈ K,k0 ⊥ k1) veya (∀k1 ∈ K,k1 ⊥ k0)

koşulunu sağlıyorsa bu bağıntıya diklik bağıntısı K kümesinede bu bağıntı ile birlikte orto-

gonal küme denir ve (K,⊥) ile gösterilir. Bu koşulu sağlayan k0 elemanına ortogonal eleman

denir.

Örnek K = [0,∞) kümesi üzerinde k0k1 ∈ {k0,k1} şeklinde tanımlı k0 ⊥ k1 bağıntısına göre

ortogonal eleman k0 = 0 veya k0 = 1 dir. Bu durumda (K,⊥) ortogonal kümedir.

Örnek K = [2,∞) olsun. k0 ⩽ k1 şeklinde tanımlı k0 ⊥ k1 bağıntısına göre k0 = 2 alınırsa
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(K,⊥) kümesi ortogonal küme olur.

2.10 Tanım (K,⊥) bir ortogonal küme olmak üzere, k1,k2 ∈ K ortogonal elemanları için

k1 ⊥ k2 veya k2 ⊥ k1 oluyorsa bu elemanlara ortogonal bağlantılı elemanlar denir.

2.11 Tanım (K,⊥) ortogonal kümesindeki {kn} dizisi

(∀n ∈ N,kn ⊥ kn+1) veya (∀n ∈ N,kn+1 ⊥ kn)

durumlarından birini sağlıyorsa {kn} dizisine ortogonal dizi denir.

2.12 Tanım (K,⊥) bir ortogonal küme ve (K,d) bir metrik uzay olmak üzere (K,⊥,d)

üçlüsüne ortogonal metrik uzay adı verilir.

2.13 Tanım (K,⊥,d) bir ortogonal metrik uzay ve t : K → K bir dönüşüm olsun. K da her

{kn} dizisi için kn → k iken t(kn)→ t(k) oluyorsa t dönüşümüne k ∈ K noktasında ortogonal

sürekli denir. t dönüşümü her k ∈ K noktasında ortogonal sürekli ise t dönüşümü ortogonal

süreklidir, denir.

2.14 Tanım (K,⊥,d) bir ortogonal metrik uzay olmak üzere, K daki her ortogonal Cauchy

dizisi yakınsak ise (K,⊥,d) ye ortogonal tam metrik uzay denir.

2.15 Tanım (K,⊥) bir ortogonal küme olmak üzere t : K → K dönüşümü için

k1 ⊥ k2 ⇒ tk1 ⊥ tk2

oluyorsa t dönüşümüne ortogonalliği koruyan dönüşüm denir.

2.16 Tanım Aşağıda verilen koşulları sağlayan α : [0,∞) → [0,∞) fonksiyonuna mesafe

değiştiren fonksiyon denir.

(a) α fonksiyonu alttan yarı sürekli azalmayandır,

(b) α(k) = 0 ⇔ k = 0.

Şimdi mesafe değiştiren fonksiyonlar yardımıyla elde edilen bazı önemli sabit nokta teorem-

lerini inceleyeceğiz.

2.5 Teorem (K,d) bir tam metrik uzay ve α : [0,∞) → [0,∞) mesafe değiştiren fonksiyon

olmak üzere, (K,d) tam metrik uzayı üzerinde tanımlanmış bir t dönüşümü, her k1,k2 ∈ K
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ve 0 < c < 1 için

α(d(tk1, tk2))⩽ cα(d(k1,k2))

koşulunu sağlıyorsa, t dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır.

2.6 Teorem (K,d) tam metrik uzay ve α : [0,∞)→ [0,∞) mesafe değiştiren fonksiyon olmak

üzere, (K,d) tam metrik uzayı üzerinde tanımlanmış bir t dönüşümü, her k1,k2 ∈ K için

d(tk1, tk2)⩽ d(k1,k2)−α(d(k1,k2)

koşulunu sağlıyorsa, t dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır.

2.7 Teorem (K,d) tam metrik uzay, α : [0,∞)→ [0,∞) ve β : [0,∞)→ [0,∞) mesafe değiştiren

fonksiyonlar olmak üzere, (K,d) tam metrik uzayı üzerinde tanımlanmış bir t dönüşümü, her

k1,k2 ∈ K için

α(d(tk1, tk2))⩽ α(d(k1,k2))−β (d(k1,k2))

koşunu sağlıyorsa, t dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır.
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3. BULGULAR VE TARTIŞMA

3.1 Tanım K boş küme olmayan bir küme olmak üzere, K üzerinde tanımlı negatif olmayan

reel değerli bir τ fonksiyonu her k1,k2,k3 ∈ K için aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa τ fonk-

siyonuna quasi metrik, (K,τ) ikilisine quasi metrik uzay denir.

(a) τ(k1,k2) = τ(k2,k1)⇔ k1 = k2

(b) τ(k1,k2)⩽ τ(k1,k3)+ τ(k3,k2).

Burada dikkat edilirse k1 ̸= k2 için τ(k1,k2) ̸= τ(k2,k1) olur. Buda durum τ fonksiyonunun

simetriği özelliği olmadığı anlamına gelir.

3.2 Tanım (K,⊥) ortogonal bir küme ve τ , K kümesi üzerinde quasi metrik olmak üzere

(K,⊥,τ) üçlüsüne ortogonal quasi metrik uzay denir.

Şimdi bu uzay üzerinde birkaç örnek verelim.

Örnek K = Z+ bir küme, τ : K ×K → [0,∞) bir fonksiyon, ⊥, K üzerinde bir ortogonal

bağıntısı k1 ⊥ k2 ⇔ k1k2 ∈ {k1,k2} olmak üzere

τ(k1,k2) =


0, k1 = k2

k−1
2 , k1 > k2 ise k1 çift k2 tek

1, diğer durumlar

ise τ , K kümesi üzerinde bir quasi metriktir ve (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzaydır.

Örnek K = R bir küme, τ : K ×K → [0,∞) bir fonksiyon, ⊥, K üzerinde bir ortogonallik

bağıntısı k1 ⊥ k2 ⇔ k1k2 = k1 olmak üzere

τ(k1,k2) =

k2 − k1, k1 ⩽ k2

1, k1 > k2

ise τ , K kümesi üzerinde bir quasi metriktir ve (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzaydır.

3.3 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay, {kn} ise K üzerinde ortogonal bir dizi ve

k0 ∈ K için,

lim
n→∞

τ(kn,k0) = lim
n→∞

τ(k0,kn) = 0 (4.1)

oluyorsa {kn} ortogonal dizisi k0 noktasına yakınsar.

Uyarı Ortogonal quasi metrik uzayda yakınsak olan ortogonal bir dizinin tek bir limiti
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vardır. Gerçekten (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay ve {kn} ⊆ K yakınsak ortogonal bir

dizi olsun. {kn} ortogonal dizisinin k1,k2 ∈ K olacak şekilde iki farklı noktaya yakınsadığını

kabul edelim. Bu durumda

0 ⩽ τ(k1,k2)⩽ τ(k1,kn)+ τ(kn,k2), ∀kn ∈ R

elde edilir. Bu eşitsizlikte n → ∞ limit alınırsa

0 ≤ τ(k1,k2)≤ lim
n→∞

τ(k1,kn)+ lim
n→∞

τ(kn,k2)

elde edilir. Benzer şekilde k1 ve k2 elemanları yer değiştirilerek ispat yapılabilir. Buradan

{kn} ortogonal dizisinin yakınsadığı k1 = k2 olacak şekilde tek bir nokta vardır.

Uyarı (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzayda {kn} ortogonal dizisi, k0 noktasına yakınsıyorsa

lim
n→∞

τ(kn,k1) = τ(k0,k1), ∀k1 ∈ K (4.2)

elde edilir. Yani ortogonal quasi metrik uzayda τ birinci değişkene göre sürekli bir dönüşümdür.

Bu durum τ(kn,k1)≤ τ(kn,k0)+τ(k0,k1) ve τ(k0,k1)≤ τ(k0,kn)+τ(kn,k1) şeklinde göste-

rilebilir. Bu nedenle

τ(k0,k1)− τ(k0,kn)≤ τ(kn,k1)≤ τ(kn,k0)+ τ(k0,k1), ∀n ∈ N

elde edilir.

3.4 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay ve {kn} ortogonal bir dizi olmak üzere,

{kn} ortogonal dizisinin ortogonal sol-Cauchy olması için gerek ve yeter koşul ε > 0 için

pozitif bir N = N(ε) sayısı var ve her n ≥ m > N için τ(kn,km)< ε olmalıdır.

3.5 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay ve {kn} ortogonal bir dizi olmak üzere,

{kn} ortogonal dizisinin ortogonal sağ-Cauchy olması için gerek ve yeter koşul ε > 0 için

pozitif bir N = N(ε) sayısı var ve her m ≥ n > N için τ(kn,km)< ε olmalıdır.

3.6 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay ve {kn} ortogonal bir dizi olmak üzere,

{kn} ortogonal dizisinin ortogonal Cauchy olması için gerek ve yeter koşul ε > 0 için pozitif

bir N = N(ε) sayısı var ve her m,n > N için τ(kn,km)< ε olmalıdır.

3.7 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay olmak üzere

(a) (K,⊥,τ) uzayının ortogonal sol-tam uzay olması için gerek ve yeter koşul, her ortogonal

sol-Cauchy dizisinin yakınsak olmasıdır;
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(b) (K,⊥,τ) uzayının ortogonal sağ-tam uzay olması için gerek ve yeter koşul her ortogonal

sağ-Cauchy dizisinin yakınsak olmasıdır;

(c) (K,⊥,τ) uzayının ortogonal tam uzay olması için gerek ve yeter koşul her ortogonal

Cauchy dizisinin yakınsak olmasıdır.

3.8 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay ve α : [0,∞)→ [0,∞) olmak üzere α−1({0})=
{0} şartını sağlayan sürekli bir fonksiyon ve t : K → K bir dönüşüm olmak üzere, her

k1,k2 ∈ K ortogonal bağlantılı elemanları için

τ(tk1, tk2)⩽ τ(k1,k2)−α(τ(k1,k2))

özelliğini sağlıyorsa t dönüşümüne ortogonal zayıf büzülme dönüşüm denir.

3.9 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay olmak üzere t : K → K dönüşümü her

k1,k2 ∈ K ortogonal elemanları için k1 ⊥ k2 iken tk1 ⊥ tk2 şartını sağlıyorsa t dönüşümüne

ortogonalliği koruyan dönüşüm denir.

3.10 Tanım (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzay ve t : K →K bir dönüşüm ve k0 ∈K olmak

üzere, eğer t dönüşümü K daki her {kn} ortogonal dizisi için {kn} → k0 iken t(kn)→ t(k0)

özelliğini sağlıyorsa t dönüşümüne ortogonal süreklidir denir.

Şimdi aşağıda uyarılar kısmında bazı durumlar örnek verilerek incelenecektir.

Uyarı Her zayıf büzülme dönüşümünün ortogonal zayıf büzülme dönüşüm olduğunu görmek

kolaydır. Aşağıda ki örnekte bu ifadenin karşıtının her zaman doğru olmadığını gösterelim.

Örnek K =R ve ⊥ bağıntısı K kümesi üzerinde tanımlı bir ortogonallik bağıntısı, k1 ⊥ k2 ⇔
k1k2 = k1 ve τ : K ×K → [0,∞) ortogonal quasi metrik uzay

τ(k1,k2) =

k2 − k1, k1 ≤ k2 ise

1, k1 > k2 ise

olarak tanımlansın. t dönüşümünü

t(k3) =


0, k3 < 0 ise
k3
2 , 0 ≤ k3 < 1 ise
1
2 , k3 > 1 ise

ve mesafe değiştiren γ fonksiyonunu γ : [0,∞)→ [0,∞), γ(α) = α

3 şeklinde tanımlayalım. Bu
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şartlar altında t dönüşümü ortogonal zayıf büzülme dönüşümdür. Şimdi bunu tüm durumları

inceleyerek gösterelim. k1 ⊥ k2 olduğunu kabul edelim. O halde k1k2 = k1, k1 = 0 iken k2 ∈R
veya k2 = 1 iken k1 ∈ R olur.

Durum 1. Eğer k1 = 0,k2 ∈ R ise

(a) k2 ≥ 0 ⇒ τ(0,k2) = k2

(a)1 Eğer 0 ≤ k2 < 1 ise bu durumda

τ(tk1, tk2) = t(0,
k2

2
) =

k2

2
≤ k2 − γ(k2) = k2 −

k2

3

(a)2 Eğer k2 ≥ 1 ise bu durumda

τ(tk1, tk2) = t(0,
1
2
) =

1
2
≤ k2 − γ(k2) =

2k2

3

(b) k2 < 0 ⇒ τ(0,k2) = 1

τ(tk1, tk2) = τ(0,0) = 0 ≤ 1− γ(1) =
2
3

Durum 2. Eğer k2 = 1,k1 ∈ R
(a) k1 ≤ 1 ⇒ τ(k1,1) = 1− k1

(a)1 Eğer 0 ≤ k1 ≤ 1 ise bu durumda

τ(tk1, tk2) = τ(
k1

2
,
1
2
) =

1
2
− k1

2
≤ 2(1− k1)

3

(a)2 Eğer k1 < 0 ise bu durumda

τ(tk1, tk2) = τ(0,
1
2
) =

1
2
≤ 2(1− k1)

3

(b) Eğer k1 > 1 ⇒ τ(k1,1) = 1

τ(tk1, tk2) = τ(
1
2
,
1
2
) = 0 ≤ 1− γ(1) = 1− 1

3

elde edilir. Buda t dönüşümünün ortogonal zayıf büzülme dönüşümü olduğunu gösterir. An-

cak zayıf büzülme dönüşümü değildir. Örneğin k1 = 2 ve k2 =
√

2
2 reel sayıları için

τ(tk1, tk2) = τ(
1
2
,

√
2

4
) = 1

ve

τ(k1,k2) = τ(2,

√
2

2
) = 1
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elde edilir. Buradan açıkça görülür ki

τ(tk1, tk2) = 1 ≰ 1− γ(1) = 1− 1
3
.

Uyarı Her sürekli dönüşüm ortogonal sürekli dönüşümdür fakat karşıtı her zaman doğru

değildir. Aşağıda aksine bir örnek verelim.

Örnek K = [0,1], ⊥ bağıntısı k1,k2 ∈ K elemanları için k1 ⊥ k2 ⇔ k1k2 = k1 şartını sağlayan

ortogonallik bağıntısı, τ : K ×K → [0,∞) quasi metriği ve t dönüşümünü sırasıyla aşağıdaki

gibi tanımlayalım.

t(k1,k2) =

k1 − k2, k2 ≤ k1 ise

2(k2 − k1), k2 > k1 ise

t(k3) =

1
8 , 0 ≤ k3 <

1
2 ise

k1
6 ,

1
2 ≤ k3 ≤ 1 ise

Bu t dönüşümü K = [0,1] kümesinde üzerinde sürekli değildir. Ancak t dönüşümü K = [0,1]

kümesi üzerinde ortogonal sürekli bir fonksiyondur. Gerçekten de {kn} keyfi bir ortogonal

dizi ve kn → k1 olacak şekilde k1 ∈ K elemanı olsun. Bu durumda n0 ∈ N vardır ve n ∈ N
için n ≥ n0 şartını sağlayan n ∈ N için kn = 0 veya kn = 1 elde edilir. Bu durumda k1 = 0

veya k1 = 1 olduğu açıktır. O halde tkn → tk1 elde edilir.

3.1 Teorem (K,⊥,τ) ortogonal tam quasi metrik uzay, ⊥ bağıntısı geçişmeli diklik bağıntısı,

t : K → K ortogonalliği koruyan ve ortogonal zayıf büzülme şartını sağlayan bir dönüşüm

olmak üzere, eğer herhangi bir ortogonal k ∈ K ortogonal elemanı için tn(k) iterasyon dizi-

sinin yakınsadığı bir k∗ ∈ K var ve t dönüşümü bu k∗ ∈ K noktasında ortogonal sürekli ise o

zaman k∗ noktası t dönüşümünün bir sabit noktasıdır.

Kanıt (K,⊥) ortogonal bir küme olduğundan tanım gereği ortogonal bir elemanı vardır. Ge-

nelliği bozmadan k0 ∈ K şeklinde ortogonal bir eleman seçebiliriz. {kn} = t(kn−1) = tnk0

olmak üzere {kn} bir dizi olsun. t dönüşümü ortogonalliği koruduğundan {kn} ortogonal bir

dizidir. Eğer en az bir n ∈N elemanı için kn = kn+1 şartı sağlanırsa o zaman kn+1 = tkn = kn

olur ve buradan kn noktası t dönüşümünün bir sabit noktasıdır.

Şimdi her n ∈ N için kn ̸= kn+1 olduğunu varsayalım. t dönüşümü ortogonalliği koruyan ve

ortogonal zayıf büzülme olduğundan her n ≥ 1 için

τ(kn,kn+1)≤ τ(kn−1,kn)− γ(τ(kn−1,kn) (4.3)



13

elde edilir. Bunun anlamı {τ(kn,kn+1} pozitif sayılarda azalan bir dizidir. O zaman n→∞için

τ(kn,kn+1)→ s olacak şekilde bir s≥ 0 vardır. Bu durumda (4.3) denkleminde n→∞alınırsa

γ(s) = 0 olur yani s = 0 olmalıdır. Dolayısıyla

lim
n→∞

τ(kn,kn+1) = 0 (4.4)

elde edilir. Önceki bölümlerde vermiş olduğumuz lemma kurallarına göre

lim
n→∞

τ(kn+1,kn) = 0 (4.5)

elde edilir. Şimdi {kn} ortogonal dizisinin (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzayda ortogonal

Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. Bunun için sırasıyla ortogonal sol-Cauchy ve ortogonal

sağ-Cauchy olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki {kn} bir ortogonal sol-Cauchy dizisi

olmasın. O halde nr > mr > r olacak şekilde kn nin knr ve kmr alt dizilerini bulabileceğimiz

ε > 0 vardır ve tüm r ler için τ(knr ,kmr)≥ εolur. Ayrıca mr ye karşılık gelen nr yi bulmak için

yukarıdaki eşitsizliği sağlayacak şekilde seçebiliriz. O halde tüm r ler için τ(knr −1,kmr)< ε

olur. Öte yandan

ε ≤ τ(knr ,kmr)≤ τ(knr ,knr −1)+ τ(knr −1,kmr)

< τ(knr ,knr −1)+ ε

elde edilir. Daha sonra (4.5) denkleminde r → ∞ alırsak

lim
r→∞

τ(knr ,kmr) = ε

elde edilir. Kabbullerimizden dolayı

τ(knr −1,kmr −1)≤ τ(knr −1,knr)+ τ(knr ,kmr)+ τ(kmr ,kmr −1)

ve

τ(knr ,kmr)≤ τ(knr ,knr −1)+ τ(knr −1,kmr −1)+ τ(kmr −1,kmr)

eşitsizliklerini elde ederiz. Bu eşitsizliklerde r → ∞ alırsak (4.4), (4.5) ve (4.6) denklemle-

rini kullanarak

lim
r→∞

τ(knr −1,kmr −1) = ε (4.7)

elde ederiz. Şimdi t nin ortogonal zayıflığını ve ⊥ bağıntısının geçişme özelliğini kullanarak
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tüm r ler için

τ(knr ,kmr) = τ(tnr −1, tmr −1)

≤ τ(knr −1,kmr −1)− γ(τ(knr −1,kmr −1)

elde ederiz. Yukarıda verdiğimiz eşitsizliklerde r → ∞ alırsak (4.6) ve (4.7) kullanıp

ε ≤ ε − γ(ε)

elde ederiz. Bu da ε = 0 olduğu anlamına gelir, ki bu durum ε > 0 durumu ile çelişir.

Dolayısıyla {kn} ortogonal bir sol-Cauchy dizisidir. Benzer şekilde {kn} nin ortogonal bir

sağ-Cauchy dizisi olduğunu gösterebiliriz. O zaman {kn}, (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik

uzayında bir ortogonal Cauchy dizisidir. Bu durumda k∗ ∈ K vardır ve

lim
n→∞

τ(kn,k∗) = lim
n→∞

τ(k∗,kn) = 0.

Şimdi t dönüşümü ortogonal sürekli olduğundan k∗ ∈ K elemanının t dönüşümünün sabit

noktası olduğunu gösterilebilir. t dönüşümünün k∗ ∈ K da ortogonal sürekli olduğunu kabul

edelim. O halde

k∗ = lim
n→∞

kn+1 = lim
n→∞

tkn = tk∗

elde edilir. Dolayısıyla k∗ ∈ K, t dönüşümünün sabit bir noktasıdır. Şimdi k∗ ∈ K sabit nok-

tasının tekliğini inceleyelim. Kabul edelim ki t dönüşümünün k∗ ve l∗ gibi iki farklı sabit

noktası olsun. O halde

Durum 1. Eğer t dönüşümünün ortogonal zayıflığını kullanırsak k∗ ve l∗ ortogonal bağlantılı

elemanlar olur, o halde

τ(k∗, l∗) = τ(tk∗, tl∗)≤ τ(k∗, l∗)− γ(τ(k∗, l∗)

çelişkisi elde edilir. O halde k∗ = l∗ olacak şekilde tek bir sabit noktası vardır.

Durum 2. Eğer dönüşümün tek bir sabit noktası yoksa kümeden alınan k ∈ K ortogonal

elemanı için

[(k ⊥ k∗)∧ (k ⊥ l∗)]∨ [(k∗ ⊥ k)∧ (l∗ ⊥ k)

ve t dönüşümü altında

[(tnk ⊥ tnk∗)∧ (tnk ⊥ tnl∗)]∨ [(tnk∗ ⊥ tnk)∧ (tnl∗ ⊥ tnk)

elde edilir. Şimdi τ nun üçgen eşitsizliğini ve t dönüşümünün zayıf büzülme özelliğini kul-
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lanarak

τ(k∗, l∗) = τ(tk∗, tl∗)

≤ τ(tk∗, tkn+1)+ τ(tkn+1, tl∗)

≤ τ(k∗,kn+1)− γ(τ(k∗,kn+1)

+ τ(kn+1, l∗)− γ(τ(kn+1, l∗))

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte n → ∞ alınırsa k∗ = l∗ olduğu görülür. Böylece k∗ t

dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

Her α > 0 ve 0 < m < 1 için γ(α) = (1−m).α alınırsa 4.1 Teoreminden aşağıdaki sonuç

elde edilir.

Sonuç (K,⊥,τ) ortogonal tam quasi metrik uzay, ⊥ bağıntısı geçişmeli bir diklik bağıntısı

ve t : K → K ortogonalliği koruyan bir dönüşüm olmak üzere, k1,k2 ∈ K ortogonal bağlantılı

iki eleman ve m ∈ (0,1) için

τ(tk1, tk2)≤ m.τ(k1,k2)

eşitsizliğini sağlandığını varsayalım. O halde k1 ∈ K ortogonal elemanı için tn(k1) iterasyon

dizisinin yakınsadığı k∗ ∈ K vardır. Eğer t dönüşümü k∗ ∈ K noktasında ortogonal sürekli ise

o zaman k∗ ∈ K noktası t dönüşümünün tek bir sabit noktasıdır.

Örnek K = [0,1) bir küme ve τ : K ×K → R

t(k1,k2) =

k1 − k2, k1 > k2 ise

0, k1 ≤ k2 ise

şeklinde tanımlansın. ⊥ bağıntısı geçişmeli diklik bağıntısı ve bu bağıntı üzerinde k1 ⊥ k2 ⇔
k1k2 ≤ k1 ikili bağıntısını tanımlayalım. O halde (K,⊥) ortogonal kümedir ve τ K üzerinde

quasi metrik uzaydır. O halde (K,⊥,τ) ortogonal quasi metrik uzaydır. Bu uzayda herhangi

bir ortogonal Cauchy dizisi yakınsaktır. Gerçekten {kn} K içinde keyfi bir ortogonal Cauchy

dizisi ise, o zaman {kn} nin her n ∈N için {knr} alt dizisi vardır. knr = c olacak şekilde c ∈ K

sabit sayısı var ve {knr} alt dizisi bu noktaya yakınsar, bir dizinin alt dizisi yakınsak ise

kendide yakınsaktır. Bu nedenle (K,⊥,τ) ortogonal tam quasi metrik uzaydır. Ortogonalliği

koruyan t : K → K dönüşümü t(k) = k
2 şeklinde tanımlayalım. O halde aşağıdaki durumları

inceliyelim.

Durum 1. k1 = 0 için k2 ∈ K ise t(k1) = 0 ve t(k2) =
k2
2 olur. O halde t(k1)⊥ t(k2) elde edilir.

Durum 2. k1 ∈ K ve 0 ≤ k2 < 1 olsun, o halde t(k1) =
k1
2 ve t(k2) =

k2
2 elde edilir, o halde
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t(k1)⊥ t(k2) olur.

γ : [0,∞) → [0,∞), her α ≥ 0 için γ(α) = α

3 olacak şekilde α−1({0}) = {0} özelliğini

sağlayan sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca t ortogonal zayıf bir dönüşümdür. Gerçektende

ortogonal bağlantılı herhangi k1,k2 ∈ K elemanları için k1k2 ≤ k1 veya k1k2 ≤ k2 elde edilir.

Genelliği bozmaksızın k1k2 ≤ k1 bağıntısını seçelim. O halde iki durumu incelememiz gere-

kir.

Durum 1.

(a) k1 = 0 ve k2 = 0 için

τ(tk1, tk2)≤ τ(k1,k2)− γ(τ(k1,k2)

τ(0,0)≤ τ(0,0)− γ(τ(0,0))

(b) k1 = 0 ve 0 < k2 < 1 için

τ(tk1, tk2)≤ τ(k1,k2)− γ(τ(k1,k2)

τ(0,
k2

2
)≤ τ(0,k2)− γ(τ(0,k2))

Durum 2.

(a) 0 < k1 < 1 için k2 = 0

τ(tk1, tk2)≤ τ(k1,k2)− γ(τ(k1,k2)τ(
k1

2
,0)≤ τ(k1,0)− γ(τ(k1,0))

(b) 0 < k1 < 1 ve 0 < k2 < 1

τ(tk1, tk2)≤ τ(k1,k2)− γ(τ(k1,k2)

τ(
k1

2
,
k2

2
)≤ τ(k1,k2)− γ(τ(k1,k2))

elde edilir. Böylece 4.1 Teorem ifadesindeki tüm hipotezler sağlanır. O halde t dönüşümünün

0 ∈ K olacak şekilde tek bir sabit noktası vardır.

Şimdi 4.1 Teorem ifadedesindeki t dönüşümünün süreklilik şartı yerine başka bir şart ekle-

yerek aşağıdaki teoremi elde edebiliriz.

3.2 Teorem (K,⊥,τ) ortogonal tam quasi metrik uzay, ⊥ bağıntısı geçişmeli bir diklik

bağıntısı ve t : K → K ortogonalliği koruyan bir ortogonal zayıf büzülme olsun. O halde

herhangi bir ortogonal k ∈ K elemanı için tn(k) iterasyon dizisinin yakınsadığı bir k∗ ∈ K

noktası vardır. Ayrıca eğer {kn} ortogonal dizisi k ∈ K noktasına yakınsarsa, her n ∈ N için

kn ve k∗ ∈ K ortogonal bağlantılı iki eleman olur.Bu durumda k∗, t dönüşümünün tek bir

sabit noktası olur.
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Kanıt 4.1 Teoreminin ispatında olduğu gibi, k∗ ∈K için {kn}= {tk} ortogonal dizisi yakınsaktır.

Şimdi teoremin varsayımı nedeniyle her n sayısı için kn = tn(k) elemanı ile k∗ ∈ K elemanı

ortogonal bağlantılıdır. O halde t nin zayıf büzülmesini ve τ dönüşümünün üçgen eşitsizliğini

kullanarak

τ(tk∗,k∗)≤ τ(tk∗, tn+1k)+ τ(tn+1k,k∗)

≤ τ(k∗, tnk)− γ(τ(k∗, tnk))+ τ(tn+1k,k∗)− γ(τ(tn+1k,k∗))

elde edilir. Bu eşitsizlikte n→∞ alınırsa tk∗= k∗ elde edilir. Bu da k∗ noktasının t dönüşümünün

sabit noktası olduğu anlamına gelir.

Sabit noktanın tekliği, 4.1 Teoreminin ispatındakine benzer şekilde yapılabilir.

Şimdi ise tanımlamış olduğumuz ortogonal quasi metrik uzaylarda, ifade ve ispatını vermiş

olduğumuz sabit nokta teoremlerinin Volterra integral denklemlerine uygulamasını verelim:

Örnek r ∈C([0,1],R ([0,1] den R ye tanımlı tüm sürekli fonksiyonlar, T : [0,1]2× [0,∞)→
[0,∞) ve v : [0,1]→ [0,∞) sürekli dönüşümler olmak üzere

T (k1) =
∫ k1

0
T (k1,k2,r(k2))+ v(k1) (4.8)

Volterra İntegral denkleminin tek bir sabit noktası olduğunu göstereceğiz.

3.3 Teorem m ∈ (0,1), her r ∈C([0,1],R) ve her k2 ∈ [0,1] için

|T (k1,k2,r(k2))| ≤ m.sup |r(k2)|− |v(k1)|

eşitsizliği sağlanıyorsa, o halde Volterra-İntegral denkleminin tek bir sabit noktası vardır.

Kanıt K =C([0,1],R) kümesi üzerinde, her s ∈ [0,1] için

r ⊥ v ⇔ r(k1)v(k2)≥ 0

ortogonal ilişkisini ele alalım. O halde dikkat edilirse (K,⊥) ortogonal kümedir çünkü her

r ∈ K için v(s) = 0 vardır. Her k1 ∈ [0,1] için r(k1)v(k2) = 0 kabul edelim. Her r,v ∈ K için

t(r,v) =

||r||∞, r ̸= v

0, r = v

olsun. O halde (K,⊥,τ) ortogonal tam quasi metrik uzaydır ve ⊥ bağıntısı geçişmeli diklik
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bağıntısıdır. t : K → K dönüşümü her r ∈ K ve s ∈ [0,1] için

tr(k1) =
∫ k1

0
T (k1,k2,r(k2)dk2 + v(k1)

şeklinde tanımlansın. t nin sabit noktasının varlığını göstermek için t nin ortogonalliği ko-

ruduğunu göstermeliyiz. Her k1,k2 ≥ 0, m ∈ (0,1) ve γ(k1,k2) = (1−m).(k1 + k2) için

τ(tr, tv)≤ τ(r,v)− γ(τ(r,v)) (4.9)

eşitsizliğini yazalım. Buradan

(tr)(k1) =
∫ k1

0
T (k1,k2,r(k2)dk2 + v(k1)≥ 0

ve

(tv)(k1) =
∫ k1

0
T (k1,k2,v(k2)dk2 + v(k1)≥ 0

elde edilir. Buda t(r)⊥ t(v) anlamına gelir yani t dönüşümü ortogonalliği koruyan dönüşümdür.

Eğer t(r) = t(v) ise (4.9) eşitsizliğinin sağlandığı görülür. Eğer t(r) ̸= t(v) ise

|tr(k1)|= |
∫ k1

0
T (k1,k2,r(k2))dk2 + v(k1)

≤
∫ k1

0
|T (k1,k2,r(k2)|dk2 + |v(k1)

≤
∫ k1

0
m. sup

s∈[0,1]
|r(k2)|+ |v(k2)|

m.τ(r,v) = τ(r,v)− γ(τ(r,v)).

Yukarıda elde ettiğimiz sonuç gösteriyor ki

||t(r)||∞ = sup
k1∈[0,1]

|tr(k1)| ≤ τ(r,v)− γ(τ(r,v))

elde edilir. Daha sonra r,v ∈ K için

τ(tr, tv)≤ τ(r,v)− γ(τ(r,v))

sonucuna ulaşılır. O halde 4.1 Teoreminin tüm hipotezleri karşılanır ; bu nedenle t dönüşümünün

bir sabit noktası vardır. Bu ise Volterra-İntegral denkleminin tek bir sabit noktası olduğu an-

lamına gelir.
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4. SONUÇ

Ortogonal metrik uzay üzerinde tanımlanan dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı ve

tekliği son yıllarda yaygın olarak çalışılmaktadır. Bu dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı

ve tekliğinden yararlanılarak bazı integral denklemlerin çözümünün varlığı ve tekliği de

uygulamalı bilim dallarında oldukça popüler hale gelmiştir. Yapılan literatür taramasında

ortogonal kümelerin metrik uzaylara ve metrik uzayların çeşitli alt uzaylarına uygulandığı

görülmüştür.

Bu tez çalışmasında metrik dönüşümünün simetri koşulu kaldırılmış ve bu dönüşümleri

çeşitli ortogonal bağıntılarla donatarak ortogonal quasi metrik uzay kavramı tanımlanmıştır.

Bu çalışmada öncelikle verilecek ortogonal quasi metrik uzay üzerinde tanımlı ortogonal

zayıf büzülme dönüşümü kullanılarak bazı sabit nokta sonuçları elde edilmiştir. Daha sonra

her zayıf büzülmenin ortogonal zayıf büzülme olduğu ancak karşıtının her zaman doğru ol-

madığı aksine bir örnek verilerek gösterilmiştir. Daha sonra sürekli bir dönüşümün sabit nok-

tasının varlığı ve tekliği çeşitli koşullar sağlanarak ispatlanmış, bir sonraki adımda süreklilik

koşulu kaldırılarak sürekli olmayan bir dönüşümün en az bir noktası için sabit noktasının

varlığı ve tekliği gösterilmiştir. Gerekli koşulları sağlayan ortogonal quasi metrik uzay üze-

rinde bir dönüşüm tanımlanarak ele alınan Volterra-İntegral denklemine uygulanmıştır.
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