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OZET

Bu tez calismasinda, oncelikle ortogonal metrik uzay ve quasi metrik uzay yapisi birlikte diisiiniile-
rek ortogonal quasi metrik uzay yapisi elde edilmistir. Sonrasinda ise bu yap1 iizerinde tanimli 6z
doniistimler i¢in bazi uygun biiziilme kosullar1 saglandiginda sabit noktalarinin varligi ve tekligi
incelenmstir. Calisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde ortogonal uzaylar ve sabit nokta
teoremlerinin literatiir 6zeti verilmistir. ikinci boliimde bu ¢aligma igin gerekli on bilgiler, tanimlar
ve teoremlere deginilmistir. Uciincii boliimde yeni tanimlanan ortogonal quasi metrik uzaylarda elde
ettiimiz sabit nokta teoremleri,uyarilar ve bu teoremlerinin zayif biiziilme yardimiyla Volterra-
Integral denklemlere uygulanmasi ele alinmistir. Son boliimde ise elde etti§imiz tiim sonuclar bir
Ozet halinde verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis study, firstly orthogonal metric space and quasi metric space structure were considered
together and orthogonal quasi metric space structure was obtained. Afterwards, the existence and
uniqueness of fixed points were examined when some appropriate contraction conditions were met
for the self mappings defined on this structure. The study consists of four chapters. In the first chapter,
a summary of the literature on orthogonal spaces and fixed point theorems is given. In the second
section, the preliminaries, definitions and theorems necessary for this study are mentioned. In the
third section, we discuss the fixed point theorems and caveats we obtained for the newly defined
orthogonal quasi metric spaces and their application to Volterra-integral equations with the help of
weakly contraction. In the last section we summarize all our results.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

(K,d) Metrik Uzay

(K,L,d) Ortogonal Metrik Uzaylar
(K,L,7) Ortogonal Quasi Metrik Uzay
(K, 1) Quasi Metrik Uzay

€ Diklik Bagintisi



1. GIRIS VE LITERATUR OZETI

Banach daralma ilkesi ilk olarak 1922 yilinda Banach (Banach, 1922) tarafindan verilmistir.
Verildigi giinden bugiine kadar bircok matematik¢i bu daralma ilkesine ¢esitli 6zellikler ek-
leyerek yeni teoremler bulmaya devam etmisgtir. 1969 yilinda Kannan (Kannan, 1969) yaptig1
calismasinda uzayin tamlik kosulunu kaldirmig ve farkli kosullar altinda Banach teoreminde
oldugu gibi benzer sonuglar elde etmistir. 1974 yilinda Ciric (Ciric, 1974) Banach ve Kan-
nan’1n teoremlerinde kullandiklar1 fonksiyonlar i¢in verdikleri bagintilar1 genisleterek ve te-
oremde kullandi81 doniisiimlere gore tamlik tanimini uzayda tanimlayarak yeni sonuglar elde

etmistir.

Quasi metrik uzaylar ilk olarak 1931 yilinda Wilson (Wilson, 1931) tarafindan verilmis ve
Niemytzki (Niemytzki, 1931) tarafindan bir metrik uzayr tamimlayan aksiyomlar ve
metriklestirilebilirlik ile birlikte caligilmistir. Albert (Albert, 1941) ve Stoltenberg (Stoltenberg,
1969) de bu uzaylar lizerinde quasi metrik uzaylar ad1 altinda ¢alismislardir, Ribeiro (Ribeiro,

1943) ise bu uzay1 zayif metrik uzaylar olarak adlandirmistir.

Kelly (Kelly, 1963) ve Patty (Patty, 1967) bitopolojik uzaylar iizerine yaptiklari calismalarda

bu uzaylar1 incelemislerdir.

Khan ve arkadaglar1 (Khan, Swaleh, & Sessa, 1984) mesafe degistiren fonksiyonlar: tanitmig
ve metrik uzayda sabit nokta problemlerini ¢ozmek i¢in kullanmiglardir. 2012 yilinda Jleli ve
Samet (Jleli & S., 2012) mesafe degistiren fonksiyonlar1 kullanarak quasi metrik uzaylarda
bazi sabit noktalarin varligin1 kanitlamiglardir.

Ortogonal kiime ve ortogonal metrik uzay kavrami ilk olarak 2014 yilinda tanimlanmistir.
Gordji ve arkadaglar1 (Baghani, Gordji, & Ramezani, 2016) Banach sabit nokta teoreminin
ortogonal metrik uzayda bir genellemesini kanitlamislardir ve elde edilen sonuglar adi di-
feransiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin varligini kanitlamak i¢in kullanilmislardir. 2015 yilinda
Ramezani (Ramezani, 2015) genellestirilmis konveks daralmalar1 tanimlamigtir ve bazi sonuglar
elde etmigstir ve elde ettigi sonuclar1 gostermistir. Gordji ve Habibi (Eshaghi Gordji & Ha-
bibi, 2017) genellestirilmis ortogonal metrik uzaylarda adi diferansiyel denklemler i¢in Ca-
uchy probleminin sabit noktasina iligkin varlik ve teklik teoremini kanitlamiglardir. Ayn1 y1l
Ramezani ve Baghani (Ramezani & Hamid., 2017) giiclii ortogonal kiime ve giiclii ortogonal
metrik uzaylar kavramlarimi ve Banach biiziilme prensibi ve Walter teoreminin bir genelle-

mesini ¢alismislardir.

Razavi ve Masiha (Razavi & Masiha., 2018), 2018 yilinda ortogonal metrik uzayda bazi

orijinal kavramlar1 tanitarak adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiiniin varligini ve tekligini



kanitlamiglardir.

Gordji ve Habibi (Eshaghi Gordji & Habibi, 2017) 2019 yilinda, ortogonal metrik uzayda sa-
bit nokta teoremi araciligiyla birinci dereceden diferansiyel denklemlerin ¢dziimiiniin varligi
ve tekligi icin yeni ve basit bir kanit vermislerdir. Giingor ve Tiirkoglu (Bilgili Gungor
& Turkoglu, 2019) 2019 yilinda mesafe degistiren fonksiyon kavrami ile yeni sabit nokta

sonuglari elde etmislerdir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Tanim K bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun. K {izerinde taniml1 bir metrik, her k1, k;, k3 €

K ic¢in
(a) d(ky,k2) >0
(b) d(k1,kp) =0< k) =k
(C) d(k17k2> - d(k27k1)
(d) d(ky,k3) < d(ky,ko)+d(ka,k3)
ozelliklerini saglayan bir
d:KxK—R

fonksiyonudur. Eger d, K iizerinde bir metrik ise o zaman (K, d) ¢iftine bir metrik uzay denir.

Ornek K bos kiimeden farkl1 herhangi bir kiime olmak iizere k;,k, € K icin

0, ki =kyise
1, klyékzise

d(ky,ky) =

ile tamiml1 d fonksiyonu K {izerinde bir metrik tanimlar. Bu metrige ayrik metrik ad1 verilir.
Bu 0rnek ile birlikte bos kiimeden farkli her kiime iizerinde bir metrik tanimlanabilecegi

goriilmiis olur.
Ornek K = R olmak iizere ki, k> € K icin

d(ky,ky) =| ki —ky |
ile taniml1 d metrigi K kiimesi iizerinde bir metrik uzaydir.

2.2 Tanim (K,d) bir metrik uzay olsun. kg € K ve r > 0 bir reel say1 olsun.

B(k();r) = {k €kK: d(k(),k) < r}
Blko;r] = {k € K : d(ko,k) < r}
S(k();r) = {k ekK: d(ko,k) = r}

kiimelerine sirasiyla r yarigcapli ve kg merkezli acik yuvar, kapali yuvar ve yuvar yiizeyi adi

verilir.



2.3 Tamim Bir (K,d) metrik uzaymnda bir dizi N dogal sayilar kiimesinden (K,d) metrik
uzay1 i¢ine tanimli bir fonksiyondur. Bu ¢alisma boyunca (K, d) uzayindaki diziler i¢in {k, }

notasyonu kullanilacaktir.

2.4 Tamim (K,d) metrik uzayinda bir dizi {k, } bir dizi olsun. Her € > 0 sayisina karsilik her
n > N i¢in

d(ky, k) < €
olacak bigimde bir N € N varsa {k,} dizisine k € K ye yakinsiyor denir ve
lim k, = k
n—o0
ile gostertilir.

2.1 Yardimc1 Teorem {k,}, (K,d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi olsun. O zaman

(a) k = lim k,, tektir
n—o0

(b) {k, }nin herhangi bir alt dizisi de k’ya yakinsar
(¢) {ky }siirhdir.

2.5 Tanim Bir (K,d) metrik uzayinda bir dizi {k,} olsun. Her € > 0 sayisina kargilik her
m,n > N i¢in

d(kn,kp) < €
olacak bigimde bir N = N(¢€) € N sayis1 varsa {k, } dizisine bir Cauchy dizisi denir.
2.2 Teorem Bir (K,d) metrik uzayinda
(a) her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir

(b) her Cauchy dizisi sinirhidir.

2.3 Teorem Eger bir (K,d) metrik uzayi igindeki noktalarin bir Cauchy dizisi yakinsak bir

alt dizisi igerirse o zaman dizi, alt dizinin yakinsadig1 elemana yakinsar.
2.6 Tammm Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu bir metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Ornek Herhangi bir (K,d) ayrik metrik uzay1 tamdr.



2.7 Tanim K bos kiimeden farkl1 bir kiime ve ¢ : K — K bir fonksiyon olsun.
tk=k

esitligini saglayan k € K elemanina ¢ nin bir sabit noktasi denir. Asagida 6rneklerle gozlemle-
yebilirizki ¢ : K x K ile tanimlanan bir # fonksiyonunun herhangi bir sabit noktas1 olmayabilir

veya bir sabit noktasi olabilir ya da birden ¢ok sabit noktasi olabilir.

Ornek

t(k) = 2k — 3 ile tammli ¢ : R — R fonksiyonunun k = 3 gibi tek bir sabit noktasi vardir.
t(k) = k* + 2k + 4 ile tamml1 ¢ : R — R fonksiyonunun hig sabit noktasi yoktur.

t(k) = kile taniml1 ¢ : R — R fonksiyonunun sonsuz ¢oklukta sabit noktas1 vardir.

2.8 Tamim (K,d) bir metrik uzay ve ¢t : K — K bir doniigiim olmak iizere, her ky,k, € K igin
d(tky,tky) < Bd(ki,k2)

olacak sekilde 0 < 8 < 1 sabiti varsa ¢ ye bir biiziilme doniisiimii denir.

2.4 Teorem (K,d) tam metrik uzay ve ¢ : K — K bir biiziilme doniigiimii olmak iizere

(a) t doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir

(b) Keyfi bir kg € K noktasi i¢in {¢"kg} iterasyon dizisi ¢ doniigiimiiniin bu sabit noktasina yakinsar.
2.9 Tanim K bos kiimeden farkli bir kiime ve L C K x K bir ikili bagint1 olmak iizere, eger
" 1" bagintisi

Jko € K; (Vky € K, ko L k) veya (Vk; € K, k1 L ko)

kosulunu saglhiyorsa bu bagintiya diklik bagintis1 K kiimesinede bu baginti ile birlikte orto-
gonal kiime denir ve (K, L) ile gosterilir. Bu kogulu saglayan k( elemanina ortogonal eleman

denir.

Ornek K = [0,00) kiimesi iizerinde kok; € {ko,k; } seklinde tanimh ko | k; bagintisina gore

ortogonal eleman ky = 0 veya ko = 1 dir. Bu durumda (K, 1) ortogonal kiimedir.

Ornek K = [2,00) olsun. ko < k; seklinde tanimli kg L k| bagintisina gore kg = 2 alimirsa



(K, L) kiimesi ortogonal kiime olur.

2.10 Tanim (K, L) bir ortogonal kiime olmak iizere, kj,k, € K ortogonal elemanlar1 igin

ki L kr veya kp | k; oluyorsa bu elemanlara ortogonal baglantili elemanlar denir.

2.11 Tanim (K, L) ortogonal kiimesindeki {k,} dizisi
(Vn e NJk, L ky11) veya (Vn € Nk, L k)
durumlarindan birini sagliyorsa {k,} dizisine ortogonal dizi denir.

2.12 Tanim (K, L) bir ortogonal kiime ve (K,d) bir metrik uzay olmak iizere (K,L,d)

ticliisiine ortogonal metrik uzay ad1 verilir.

2.13 Tanim (K, L,d) bir ortogonal metrik uzay ve ¢ : K — K bir doniigiim olsun. K da her
{kn} dizisi i¢in k, — k iken #(k,) — t(k) oluyorsa ¢ doniisiimiine k € K noktasinda ortogonal
stirekli denir. ¢ doniistimii her k£ € K noktasinda ortogonal siirekli ise # doniigiimii ortogonal

siireklidir, denir.

2.14 Tamm (K, _L,d) bir ortogonal metrik uzay olmak iizere, K daki her ortogonal Cauchy

dizisi yakinsak ise (K, L,d) ye ortogonal tam metrik uzay denir.

2.15 Tamim (K, L) bir ortogonal kiime olmak iizere ¢ : K — K doniisiimii i¢in
ki Lky=1thk Ltk
oluyorsa ¢ doniisiimiine ortogonalligi koruyan doniisiim denir.

2.16 Tanim Asagida verilen kosullari saglayan o : [0,00) — [0,00) fonksiyonuna mesafe
degistiren fonksiyon denir.

(a) o fonksiyonu alttan yar siirekli azalmayandir,

(b) a(k)=0<k=0.

Simdi mesafe degistiren fonksiyonlar yardimiyla elde edilen baz1 6nemli sabit nokta teorem-

lerini inceleyecegiz.

2.5 Teorem (K,d) bir tam metrik uzay ve « : [0,00) — [0,0) mesafe degistiren fonksiyon

olmak iizere, (K,d) tam metrik uzayi tizerinde tanimlanmig bir 7 doniisiimii, her &1,k € K



ve 0 <c¢ < 1ig¢in
o(d(tky,tky)) < ca(d(ky,kp))
kosulunu sagliyorsa, ¢t doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir.

2.6 Teorem (K,d) tam metrik uzay ve ¢ : [0,00) — [0, o) mesafe degistiren fonksiyon olmak

tizere, (K,d) tam metrik uzay1 tizerinde tanimlanmig bir ¢ dontisiimii, her ky,k € K i¢in
d(l‘kl,tkz) < d(kl,kz) — Ot(d(kl,kz)
kosulunu saglhiyorsa, ¢ doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardr.

2.7 Teorem (K,d)tam metrik uzay, @ : [0,00) — [0,0) ve 3 : [0,00) — [0, o) mesafe degistiren
fonksiyonlar olmak iizere, (K,d) tam metrik uzayi tizerinde tanimlanmig bir ¢t doniigtimii, her
ki,k> € K i¢in

a(d(tky,tky)) < a(d(ki,ka)) — B(d(k1,k2))

kosunu sagliyorsa, ¢ doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1 Tanim K bos kiime olmayan bir kiime olmak iizere, K {izerinde taniml1 negatif olmayan
reel degerli bir 7 fonksiyonu her ky, k>, k3 € K i¢in asagidaki aksiyomlar1 saghiyorsa 7 fonk-
siyonuna quasi metrik, (K, 7) ikilisine quasi metrik uzay denir.

(@) t(k1,ky) = 1(kp k1) = k1 =k

(b) t(k1,k2) < T(ky,k3) + T(k3,k2).

Burada dikkat edilirse k| # ky i¢in T(ky,k2) # T(kp, k1) olur. Buda durum 7 fonksiyonunun

simetrigi 0zelligi olmadig: anlamina gelir.

3.2 Tanim (K, 1) ortogonal bir kiime ve 7, K kiimesi iizerinde quasi metrik olmak iizere
(K, L, 1) tigliisiine ortogonal quasi metrik uzay denir.

Simdi bu uzay iizerinde birkac 6rnek verelim.

Ornek K = Z* bir kiime, 7 : K x K — [0,0) bir fonksiyon, 1, K iizerinde bir ortogonal
bagintisi k; L ky < kiky € {k;,k;} olmak iizere

07 kl = k2
t(kika) = S ky', kg > ko ise kg gift ky tek

I, diger durumlar

ise 7, K kiimesi iizerinde bir quasi metriktir ve (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzaydir.

Ornek K = R bir kiime, 7 : K x K — [0,) bir fonksiyon, |, K iizerinde bir ortogonallik
bagintis1 k| L ko < kiky = ki olmak lizere

kry—ki, ki <k
T(ki,k2) =
1, ki > ko

ise 7, K kiimesi iizerinde bir quasi metriktir ve (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzaydir.

3.3 Tamim (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay, {k,} ise K iizerinde ortogonal bir dizi ve
ko € K i¢in,
lim T (ky, ko) = lim T(ko,ky) = 0 (4.1)
n—oo

n—oo

oluyorsa {k,} ortogonal dizisi ky noktasina yakinsar.

Uyart Ortogonal quasi metrik uzayda yakinsak olan ortogonal bir dizinin tek bir limiti



vardir. Gergekten (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay ve {k,} C K yakinsak ortogonal bir
dizi olsun. {k,} ortogonal dizisinin &, k, € K olacak sekilde iki farkli noktaya yakinsadigini

kabul edelim. Bu durumda

0 < t(ky, k) < T(ky, k) + T(kn, ko), Vk, €R
elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo limit alinirsa

0 < t(k1,ky) < ,}g&f(kbk’l) +Ji£13°r(kn,k2)

elde edilir. Benzer sekilde k; ve ky elemanlar1 yer de8istirilerek ispat yapilabilir. Buradan

{k,} ortogonal dizisinin yakinsadig1 k| = k, olacak sekilde tek bir nokta vardir.

Uyart (K, L,7) ortogonal quasi metrik uzayda {k, } ortogonal dizisi, ko noktasina yakinsiyorsa

lim T(kn,kl) = T(k(),kl), Vki € K “4.2)

n—soo

elde edilir. Yani ortogonal quasi metrik uzayda 7 birinci degiskene gore siirekli bir doniisiimdiir.
Bu durum 7(ky, k1) < T(kn, ko) + T(ko, k1) ve T(ko, k1) < T(ko,ky) + T(kn, k1) seklinde goste-
rilebilir. Bu nedenle

T(k(),kl) — T(ko,kn) < ‘C(kn,kl) < T(kn,k()) —I—T(k(),kl), VneN

elde edilir.

3.4 Tanim (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay ve {k,} ortogonal bir dizi olmak iizere,
{kn} ortogonal dizisinin ortogonal sol-Cauchy olmasi igin gerek ve yeter kosul € > 0 igin
pozitif bir N = N(¢€) sayist var ve her n > m > N i¢in ©(k,,kn) < € olmalidir.

3.5 Tanim (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay ve {k,} ortogonal bir dizi olmak iizere,
{kn} ortogonal dizisinin ortogonal sag-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul € > 0 igin

pozitif bir N = N (&) sayis1 var ve her m > n > N i¢in 7(ky,, k) < € olmalidir.

3.6 Tamm (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay ve {k,} ortogonal bir dizi olmak iizere,
{kn} ortogonal dizisinin ortogonal Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul € > 0 i¢in pozitif
bir N = N(¢€) sayist var ve her m,n > N igin T(ky, k) < € olmaldir.

3.7 Tanim (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay olmak iizere
(a) (K,L,7)uzaymm ortogonal sol-tam uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her ortogonal

sol-Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir;
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(b) (K,L,7)uzaymin ortogonal sag-tam uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ortogonal
sag-Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir;
(¢) (K,L,t) uzaymn ortogonal tam uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ortogonal

Cauchy dizisinin yakinsak olmasidir.

3.8 Tanim (K, L, ) ortogonal quasi metrik uzay ve o : [0, 00) — [0,0) olmak iizere &~ ! ({0}) =
{0} sartim saglayan siirekli bir fonksiyon ve 7 : K — K bir doniigiim olmak iizere, her

k1,ky € K ortogonal baglantil1 elemanlar icin
T(thi,thy) < T(k1,ka) — (T (k1,k2))
ozelligini saghyorsa ¢ doniisiimiine ortogonal zayif biiziilme doniisiim denir.

3.9 Tanim (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay olmak iizere ¢ : K — K doniisiimii her
ki,ky € K ortogonal elemanlar1 i¢in k; L kp iken tky L tkr sartim1 sagliyorsa ¢ doniisiimiine

ortogonalligi koruyan doniisiim denir.

3.10 Tamm (K, L, 7) ortogonal quasi metrik uzay vez : K — K bir doniisiim ve ko € K olmak
tizere, eger t doniisiimii K daki her {k,} ortogonal dizisi i¢in {k,} — ko iken #(k,) — (ko)
ozelligini saghyorsa ¢ doniisiimiine ortogonal siireklidir denir.

Simdi asagida uyarilar kisminda bazi durumlar 6rnek verilerek incelenecektir.

Uyar: Her zayif biiziilme doniiglimiiniin ortogonal zay1f biiziilme doniisiim oldugunu gérmek

kolaydir. Asagida ki 6rnekte bu ifadenin karsitinin her zaman dogru olmadigim gosterelim.

Ornek K =R ve L bagmtis1 K kiimesi iizerinde taniml1 bir ortogonallik bagintis1, ky L ky <
kiky = k; ve T: K x K — [0,00) ortogonal quasi metrik uzay

kz—kl, k1 §k2 ise

T(kl ’ kZ) = .
1, k1 > ky ise
olarak tanimlansin. ¢ doniistimiinii
0, k3<Oise
tks) =q%, 0<ks<lise
5, ks3> lise

ve mesafe degistiren y fonksiyonunu y: [0,e0) — [0,0), y() = 5 seklinde tanimlayalim. Bu
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sartlar altinda ¢ doniisiimii ortogonal zayi1f biiziilme doniisiimdiir. Simdi bunu tiim durumlar1
inceleyerek gosterelim. k1 L k> oldugunu kabul edelim. O halde k1k; = k1, k; =01iken k, € R
veya kp = 1 iken k; € R olur.

Durum 1. Eger k| = 0,k, € R ise

(@) kp > 0= 1(0,kp) = kp

(a); Eger 0 < kp < 1 ise bu durumda

ko k ko
thki.thk)) =1(0. =)= = < ky —v(ky) =k — —=
T(tky,tka) (,2) 5 Sk Y(k2) =k 3
(a)y Eger kp > 1 ise bu durumda
1 1 2k>
tk1,tky) =1(0,=) = = < ky —y(kr) = —
T(tky, thky) (72) 5 <k Y(k2) 3

(b) kry < 0= T(O,kz) =1
2
T(tki,tkz) = 7(0,0) =0 < 1 —y(1) = 3
Durum 2. Eger k, = 1,k; € R
(@) ki <1= 1k, 1) =1—k
(a); Eger 0 < k; <1 ise bu durumda

kol 1 ko 2(1—k)
= —_ ) = < = 7
(a)2 Eger k; < 0 ise bu durumda
1.1 2(1—k)
tky,tky) =70, 7)) = = < ————=

(b) Egerk; > 1= T(kl,l) =1

11 1
T(thy,tha) = T(Eui) =0<1-y(1)=1- 3

elde edilir. Buda ¢ doniislimiiniin ortogonal zay1f biiziilme doniisiimii oldugunu gosterir. An-

cak zayi1f biiziilme doniisiimii degildir. Ornegin k| =2 ve kr = @ reel sayilari i¢in

1 V2

T(thy,thy) = T(E’T)

=1

ve
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elde edilir. Buradan agikga goriiliir ki

T(tkl,tkz) =1 f 1 —’y(l) =1 —%.

Uyar1 Her siirekli doniisiim ortogonal siirekli doniisiimdiir fakat kargiti her zaman dogru
degildir. Asagida aksine bir ornek verelim.

Ornek K = [0, 1], L bagmtis1 k1, k € K elemanlart i¢in ky L ky < kjkp = ky sartin1 saglayan
ortogonallik bagintisi, 7 : K X K — [0,0) quasi metrigi ve ¢ doniisimiinii sirasiyla agagidaki

gibi tanimlayalim.

(k1 ko) ki —kp, ky <k ise
t 1,2) =
2(k2—k1), kr > kj ise
L 0<ky<lise
tks)=<% = 2
Mo l<ks<lise

Bu ¢ doniisiimii K = [0, 1] kiimesinde iizerinde siirekli degildir. Ancak ¢ doniigiimii K = [0, 1]
kiimesi {izerinde ortogonal siirekli bir fonksiyondur. Gergekten de {k,} keyfi bir ortogonal
dizi ve k, — ki olacak sekilde k; € K elemani olsun. Bu durumda ny € N vardir ve n € N
icin n > ng sartin1 saglayan n € N i¢in k, = 0 veya k, = 1 elde edilir. Bu durumda k; =0
veya k; = 1 oldugu aciktir. O halde tk, — tk; elde edilir.

3.1 Teorem (K, L, ) ortogonal tam quasi metrik uzay, 1 bagintis1 gegismeli diklik bagintisi,
t : K — K ortogonalligi koruyan ve ortogonal zayif biiziilme sartim1 saglayan bir doniistim
olmak iizere, eger herhangi bir ortogonal k € K ortogonal elemani igin 7" (k) iterasyon dizi-
sinin yakinsadigi bir k* € K var ve t doniisiimii bu k* € K noktasinda ortogonal siirekli ise o

zaman k* noktasi ¢t doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Kanmit (K, L) ortogonal bir kiime oldugundan tanim geregi ortogonal bir eleman1 vardir. Ge-
nelligi bozmadan ko € K seklinde ortogonal bir eleman segebiliriz. {k,} = t(k,—1) = ""ko
olmak iizere {k,} bir dizi olsun. ¢t doniisiimii ortogonalligi korudugundan {k, } ortogonal bir
dizidir. Eger en az bir n € N elemani i¢in &, = k| sart1 saglanirsa o zaman k| = tk, =k,
olur ve buradan k, noktasi ¢ doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Simdi her n € N igin k,, # k,,+1 oldugunu varsayalim. ¢ doniisiimii ortogonalligi koruyan ve

ortogonal zayif biiziilme oldugundan her n > 1 i¢in

T(knykn—i—l) < T(kn—lykn) - Y(T(kn—hkn) (43)



13

elde edilir. Bunun anlami { 7(ky, k,,+ } pozitif sayilarda azalan bir dizidir. O zaman n — eci¢in
T(ky,kn+1) — s olacak sekilde bir s > 0 vardir. Bu durumda (4.3) denkleminde n — ccalinirsa
7(s) = 0 olur yani s = 0 olmalidir. Dolayisiyla

lim 7(ky,kpi1) =0 4.4

n—oo0

elde edilir. Onceki boliimlerde vermis oldugumuz lemma kurallarina gore

im T (ks 1,kn) =0 (4.5)

n—oo

elde edilir. Simdi {k, } ortogonal dizisinin (K, L, T) ortogonal quasi metrik uzayda ortogonal
Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in sirasiyla ortogonal sol-Cauchy ve ortogonal
sag-Cauchy oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki {k,} bir ortogonal sol-Cauchy dizisi
olmasm. O halde n, > m, > r olacak sekilde k, nin k,_ve k,, alt dizilerini bulabilecegimiz
€ > 0 vardir ve tiim r ler i¢in T(ky, , kyy, ) > €olur. Ayrica m, ye karsilik gelen n, yi bulmak i¢in
yukaridaki esitsizligi saglayacak sekilde segebiliriz. O halde tiim r ler i¢in T(k,, — 1,ky, ) < €

olur. Ote yandan

€ < T(kn,,km,) < T(kn, kn, — 1)+ T(kn, — 1,km,)

1)+e

< T(kn, , kn, —

elde edilir. Daha sonra (4.5) denkleminde r — oo alirsak

lim t(ky,,km,) = €
r—yo0

elde edilir. Kabbullerimizden dolay1

T(kn, — 1k, — 1) < T(kn, — 1,ky,) + T(kn,, km,) + T(km, , km, — 1)

r r

ve
T(kn, km,) < T(kn, s kn, — 1) + T(kn, — 1, ki, — 1) + T(ki, — 1, ki, )

esitsizliklerini elde ederiz. Bu esitsizliklerde r — oo alirsak (4.4), (4.5) ve (4.6) denklemle-

rini kullanarak

lim t(ky — 1,k —1) =€ 4.7)

r—oo

elde ederiz. Simdi ¢ nin ortogonal zayifligini1 ve | bagintisinin gecisme 6zelligini kullanarak
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tiim r ler i¢in

T(kn,, km,) = T(ty, — 1,ty, — 1)
< t(kn, — 1k, — 1) — y(t(kn, — Lk, — 1)

elde ederiz. Yukarida verdigimiz esitsizliklerde r — oo alirsak (4.6) ve (4.7) kullanip
e<e—y(e)

elde ederiz. Bu da € = 0 oldugu anlamma gelir, ki bu durum € > 0 durumu ile c¢elisir.
Dolayisiyla {k,} ortogonal bir sol-Cauchy dizisidir. Benzer sekilde {k,} nin ortogonal bir
sag-Cauchy dizisi oldugunu gosterebiliriz. O zaman {k,}, (K, L, T) ortogonal quasi metrik
uzayinda bir ortogonal Cauchy dizisidir. Bu durumda £* € K vardir ve

lim 7(kn,k*) = lim T(k* k) = 0.

n—oo n—yoo

Simdi ¢ doniistimii ortogonal siirekli oldugundan k* € K elemaninin ¢ dontisiimiiniin sabit
noktas1 oldugunu gosterilebilir. # doniistimiiniin £* € K da ortogonal siirekli oldugunu kabul
edelim. O halde

k* = lim k, 1 = lim tk,, = tk*
n—oo n—oo

elde edilir. Dolayisiyla £* € K, t doniisiimiiniin sabit bir noktasidir. Simdi £* € K sabit nok-
tasinin tekligini inceleyelim. Kabul edelim ki # doniigtimiiniin k* ve [* gibi iki farkli sabit
noktasi olsun. O halde

Durum 1. Eger ¢ doniisiimiiniin ortogonal zayifligin1 kullanirsak £* ve [* ortogonal baglantili

elemanlar olur, o halde
T(kK*,01°) = (k™ 11*) < (K", 1") — y(z(k*,1")

celigkisi elde edilir. O halde k* = [* olacak sekilde tek bir sabit noktas1 vardir.
Durum 2. Eger doniigiimiin tek bir sabit noktas1 yoksa kiimeden alinan k& € K ortogonal

elemani i¢in
[(k LEYA(KLI]V[(K* Lk)A (L Lk)
ve t doniistimii altinda
[(t"k L") A (" L")V [("k™ L") A (2" Lt"k)

elde edilir. Simdi 7 nun iicgen esitsizligini ve ¢ doniisiimiiniin zayif biiziilme 6zelligini kul-
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lanarak

T(k*,17)

T(tk*,t1")

< T(th* thyy1) + T(thnsr,t0%)
< (K kny1) = V(T(K" K1)
T(knt1, %) = V(T (kns1,17))

_|_

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo alinirsa k* = [* oldugu goriiliir. Boylece k* ¢

doniislimiiniin tek bir sabit noktasidir. ]

Her @ >0 ve 0 <m < 1 i¢in y(a) = (1 —m).o alinirsa 4.1 Teoreminden agagidaki sonug
elde edilir.

Sonu¢ (K, L,7) ortogonal tam quasi metrik uzay, | bagmtisi gecismeli bir diklik bagintist
ve t : K — K ortogonalligi koruyan bir doniisiim olmak iizere, k;,k, € K ortogonal baglantili

iki eleman ve m € (0, 1) i¢in
T(lkl,l‘kz) < m.‘L’(kl,kz)

esitsizliini saglandidini varsayalim. O halde k; € K ortogonal eleman i¢in 7" (k; ) iterasyon
dizisinin yakinsadig1 k* € K vardir. Eger ¢ doniisiimii £* € K noktasinda ortogonal siirekli ise

o zaman k* € K noktas1 ¢ doniisiimiiniin tek bir sabit noktasidir.
Ornek K =|0,1) bir kilme ve 7: K x K — R

ki —ky, ki >kyise

0, k1 § k2 ise

t(kl,kz) =

seklinde tanimlansin. | bagintist gecigmeli diklik bagintis1 ve bu baginti lizerinde ky L k» <
kiky < ky ikili bagintisini tanimlayalim. O halde (K, L) ortogonal kiimedir ve 7 K iizerinde
quasi metrik uzaydir. O halde (K, L, t) ortogonal quasi metrik uzaydir. Bu uzayda herhangi
bir ortogonal Cauchy dizisi yakinsaktir. Gergekten {k, } K icinde keyfi bir ortogonal Cauchy
dizisi ise, 0 zaman {k, } nin her n € N i¢in {k,, } alt dizisi vardir. k,,, = ¢ olacak sekilde c € K
sabit sayis1 var ve {kp, } alt dizisi bu noktaya yakinsar, bir dizinin alt dizisi yakinsak ise
kendide yakinsaktir. Bu nedenle (K, L, T) ortogonal tam quasi metrik uzaydir. Ortogonalligi
koruyan ¢ : K — K doniisiimii (k) = % seklinde tanimlayalim. O halde asagidaki durumlari
inceliyelim.

Durum 1. k; =0i¢inkp € K'ise (k) =0 ve t(ky) = % olur. O halde 7 (k) L t(ky) elde edilir.
Durum 2. k; € K ve 0 < kp < 1 olsun, o halde 7(k;) = % ve t(ky) = % elde edilir, o halde
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t(k1) Lt(kp) olur.

¥ :[0,00) = [0,00), her & > 0 i¢in y(a) = ¢ olacak sekilde a~'({0}) = {0} ozelligini
saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica ¢ ortogonal zayif bir doniisiimdiir. Ger¢ektende
ortogonal baglantili herhangi k1, k; € K elemanlari icin k1ky < ky veya k1kp < ko elde edilir.
Genelligi bozmaksizin k1 ky < k; bagintisimi secelim. O halde iki durumu incelememiz gere-
kir.

Durum 1.

(@) ky =0ve kp =01i¢in

T(tkl,tkz) < T(kl,kz) — ’}/(T(kl,kz)
T(0,0) < T(0,0) - }/(T(0,0))

(b) ki =0ve 0 <k < 1igin

T(tkl,tkz) < T(kl,kz) — '}’(T(kl,kz)
k

T(O’ 5) < T(07k2) 4 ’}/(T(ka2))

Durum 2.
@0<ki<ligink; =0

T(thy,thy) < T(kl,kz) — ’}/(T(kl,kz)f(%,()) < 1(k1,0) — ’)/(‘L'(kl,O))

bDO<k<lvel<hk <1

‘L'([kl,l‘kz) < ’C(kl,kz) — Y(’L’(kl,kz)

r(%,%) < t(k1, ko) — y(T(k1,k2))

elde edilir. Boylece 4.1 Teorem ifadesindeki tiim hipotezler saglanir. O halde ¢ doniistimiiniin
0 € K olacak sekilde tek bir sabit noktas1 vardir.
Simdi 4.1 Teorem ifadedesindeki ¢ doniisiimiiniin siireklilik sart1 yerine baska bir sart ekle-

yerek asagidaki teoremi elde edebiliriz.

3.2 Teorem (K,L,T) ortogonal tam quasi metrik uzay, | bagintis1 gegismeli bir diklik
bagintis1 ve ¢ : K — K ortogonalligi koruyan bir ortogonal zayif biiziilme olsun. O halde
herhangi bir ortogonal k € K elemant i¢in " (k) iterasyon dizisinin yakinsadig1 bir k* € K
noktasi vardir. Ayrica eger {k,} ortogonal dizisi k € K noktasina yakinsarsa, her n € N i¢in
k, ve k* € K ortogonal baglantili iki eleman olur.Bu durumda k*, ¢ doniistimiiniin tek bir

sabit noktas1 olur.
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Kanit 4.1 Teoreminin ispatinda oldugu gibi, k* € K i¢in {k, } = {tk} ortogonal dizisi yakinsaktir.
Simdi teoremin varsayimi nedeniyle her n sayist i¢in k,, = t,(k) elemani ile £* € K eleman
ortogonal baglantilidir. O halde ¢ nin zay:f biiziilmesini ve T doniisiimiiniin licgen esitsizligini

kullanarak

T(th* k) < T(tk*, 0" ) 4+ o (" Tk, k)
< T(k*,1"k) — y(t(k* 1)) + T(t" ke, k) — y(o (T kL K))

elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo alinirsa tk* = k* elde edilir. Bu da k* noktasinin ¢ doniisiimiiniin
sabit noktas1 oldugu anlamina gelir.

Sabit noktanin tekligi, 4.1 Teoreminin ispatindakine benzer sekilde yapilabilir. [

Simdi ise tanimlamis oldugumuz ortogonal quasi metrik uzaylarda, ifade ve ispatin1 vermis

oldugumuz sabit nokta teoremlerinin Volterra integral denklemlerine uygulamasini verelim:

Ornek re C([0,1],R ([0,1] den R ye taniml tiim siirekli fonksiyonlar, 7 : [0,1]? x [0,c0) —

[0,00) ve v : [0, 1] — [0,00) siirekli doniigiimler olmak iizere

T(k)) = /Ok1 T (ky ko, r(ka)) + viki) (4.8)
Volterra Integral denkleminin tek bir sabit noktasi oldugunu gosterecegiz.
3.3 Teorem m € (0,1), her r € C([0,1],R) ve her k; € [0, 1] i¢in
T (ki ka, r(k2))| < m.sup|r(ka)| —[v(k1)|

esitsizligi saglaniyorsa, o halde Volterra-Integral denkleminin tek bir sabit noktas1 vardir.

Kanmit K = C(]0,1],R) kiimesi iizerinde, her s € [0, 1] i¢in
rlve I’(kl)v(/Q) >0

ortogonal iligkisini ele alalim. O halde dikkat edilirse (K, L) ortogonal kiimedir ¢iinkii her
r € K i¢in v(s) = 0 vardir. Her k; € [0, 1] i¢in r(k;)v(kp) = 0 kabul edelim. Her r,v € K igin

Irllee, 7 #v

0, r=v

t(r,v) =

olsun. O halde (K, L, 7) ortogonal tam quasi metrik uzaydir ve | bagmtist ge¢ismeli diklik
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bagintisidir. 7 : K — K doniisiimii her r € K ve s € [0, 1] igin

ki
tr(ky) = /0 T (ki ko, (ko )dks + v(ky)

seklinde tanimlansin. 7 nin sabit noktasinin varligini gostermek icin # nin ortogonalligi ko-

rudugunu gostermeliyiz. Her ky,ky > 0, m € (0,1) ve y(k1,k2) = (1 —m).(k; +k2) icin
t(tr,tv) < t(r,v) —y(t(r,v)) (4.9)

esitsizligini yazalim. Buradan

(tr)(ky) = Okl T (ky,ky, r(k)dky +v(ki) >0

ky
(V) (ky) = /O T (ki ko, v(ka)dks +v(k) > 0

elde edilir. Buda¢(r) L #(v) anlamina gelir yani ¢ doniisiimii ortogonalligi koruyan doniisiimdiir.

Eger t(r) =t(v) ise (4.9) esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Eger #(r) # #(v) ise

ky
(k)| = | /O T (ki ko, (k) )dka + (k1)

ky
g/o T (k1 ko, (o) | o + vt )

ky
< m. sup |r(ky)|+ |v(ka)]
0 s€[0,1]

m.t(r,v) = t(r,v) — y(t(r,v)).

Yukarida elde ettigimiz sonu¢ gosteriyor ki

[£(r)]le = sup [tr(ki)| < T(r,v) —¥(T(rv))
k1€[0,1]

elde edilir. Daha sonra r,v € K i¢in
T([I’,IV) < T(F,V) - ’}/(T(}", V))

sonucuna ulasilir. O halde 4.1 Teoreminin tiim hipotezleri karsilanir ; bu nedenle # doniisiimiiniin
bir sabit noktas1 vardir. Bu ise Volterra-Integral denkleminin tek bir sabit noktas oldugu an-

lamina gelir. []
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4. SONUC

Ortogonal metrik uzay lizerinde tanimlanan doniisiimlerin sabit noktalarinin varlig1 ve
tekligi son yillarda yaygin olarak ¢aligsilmaktadir. Bu doniisiimlerin sabit noktalarinin varligi
ve tekliginden yararlanilarak bazi integral denklemlerin ¢Oziimiiniin varligi ve tekligi de
uygulamali bilim dallarinda oldukg¢a popiiler hale gelmistir. Yapilan literatiir taramasinda
ortogonal kiimelerin metrik uzaylara ve metrik uzaylarin ¢esitli alt uzaylarina uygulandigi

goriilmiistiir.

Bu tez calismasinda metrik doniisiimiiniin simetri kosulu kaldirilmis ve bu doniisiimleri
cesitli ortogonal bagintilarla donatarak ortogonal quasi metrik uzay kavrami tanimlanmistir.
Bu calismada oncelikle verilecek ortogonal quasi metrik uzay iizerinde tanimli ortogonal
zayif biiziilme doniisiimii kullanilarak bazi sabit nokta sonuglari elde edilmistir. Daha sonra
her zayif biiziilmenin ortogonal zayif biiziilme oldugu ancak karsitinin her zaman dogru ol-
madi181 aksine bir 6rnek verilerek gosterilmistir. Daha sonra siirekli bir doniisiimiin sabit nok-
tasinin varlig1 ve tekligi cesitli kosullar saglanarak ispatlanmus, bir sonraki adimda siireklilik
kosulu kaldirilarak siirekli olmayan bir doniisiimiin en az bir noktasi i¢in sabit noktasinin
varlig1 ve tekligi gosterilmistir. Gerekli kosullar1 saglayan ortogonal quasi metrik uzay tize-

rinde bir doniisiim tanimlanarak ele alinan Volterra-Integral denklemine uygulanmustir.
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