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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Ortii Tabanh Kaba Kiime Teorisi

Elif ACAR

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Sadik BAYHAN 5
I1. Damisman: Dog. Dr. Aysegiil ALTAY UGUR

Eyliil, 2020

Kaba kiime teorisinin baslangici nesneler ve nesnelere ait 6zellikleri iligkilendiren
bilgi sistemleri olarak bilinir. Ayn1 6zelliklere sahip olan nesneler birbirlerinden ayirt
edilemez. Ayirt edilemez nesne ikilileri nesneler kiimesi iizerinde bir denklik bagintis
tanimlar. Her nesnenin 6zelliklere baglh denklik siniflariin kiimesi nesneler kiimesinin bir
ayrisimini olusturur. Elde edilen ayrisim evrensel kiimenin 6zel bir ortiisiidiir ve bu durum
bilimsel arastirmalarda kisitlayici olabilmektedir. Bilimsel calismalar1 daha genis bir alana
yayabilmek i¢in ayrisimin bir genellestirilmesi olan ortii kavrami verilmistir. Boylece ortii
tabanli kaba kiime teorisinin temelleri atilmistir. Ortii tabanli kaba kiime teorisi; bilinen
klasik kaba kiime teorisinin sinirlarin1 agmaktadir. Bu tez ¢aligmasinin amaci baginti tabanl
kaba kiimeler ve ortii tabanli kaba kiimeler arasindaki iliskileri incelemektir.

Anahtar Kelimeler: Kaba kiime, alt ve iist yaklagim, ortii
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The beginning of the rough set theory is known as information systems that relate
objects and their properties. Objects that have the same properties are indiscernible from
each other. The indiscernible object pairs define an equivalence relation on the set of objects.
The set of equivalence classes depending on the properties of each object creates a partition
of the set of objects. The partition obtained is a special cover of the universal set and this
situation may be restrictive in scientific research. The concept of covering, which is a
generalization of partition, is given in order to spread scientific studies to a wider area. Thus,
the foundations of the covering based rough set theory are laid. Covering based rough set
theory; transcends the limits of the conventional classical set theory. The purpose of this
thesis is; to examine the element based, particle based and subsystem based definitions and
properties of the approach operators with the concept of covering and to reveal the
relationships between them.

Keywords: Rough set, lower and upper approximation, covering



1. GIRIS

Kiime matematigin en temel kavramlarindan biridir. Klasik kiime teorisindeki temel
diistince iiyelik yani eleman olmadir. Bir kiimede yer alan nesneler o kiimenin elemani, yer
almayan nesneler ise o kiimenin eleman1 degildir olarak adlandirilir ve bu durumu ifade
etmek icin iiyelik fonksiyonu kullamlir. Uyelik fonksiyonu evrensel kiimeden, {0,1}
kiimesine taniml1 bir fonksiyondur. Bir kiime verildiginde bir nesne o kiimenin ya elemanidir
ya da degildir. Bir nesne i¢in kiimenin eleman1 olma ya da olmama durumu disinda {igiincii
durum soz konusu degildir. Bu iki degerli mantigin olagan bir sonucudur. Giinliik
yasantimizda karsilagilan bazi durumlarin; iki degerli klasik mantik kapsami i¢inde ifade
edilmesinde giigliik yasanmasi dogaldir. Ornegin; yakin kavram kisiden kisiye degisir,
kesinlik icermez ve muglaktir. Bu ve buna benzer durumlar ifade etmenin yolu; Zadeh
tarafindan temelleri atilan belirtisiz kiime yaklasimiyla acilmistir. Zadeh’in belirtisiz kiime
kavramiyla, bir nesnenin bir kiimeye ait ya da tiye olmasi derecelendirilerek; klasik mantigin
siirlart iki degerli olmaktan ¢ikip [0,1] kapali aralifina taginmistir. Bir baska ifadeyle,
tiyelik fonksiyonu evrensel kiimeden [0,1] kapali araliginda degerler alabilen bigime
donustiirtilerek belirsizlik derecelendirme yoluyla giderilmistir. Boylece bir nesnenin diger
bir nesneye yakin olma derecesinin 0.7 olmasindan soz edilebilir.

Eksik bilgi problemi yani belirsizlik, filozoflar, mantik¢ilar ve matematikgiler
tarafindan uzun bir siiredir ele alinmaktadir. Belirsizligin nasil anlasilacagi ve manipiile
edilecegi sorununa yonelik bir¢cok yaklasim vardir. Bu yaklasimlardan biri belirtisiz kiime
olarak bilimsel dizinde yer almistir.

Belirsizligin matematiksel temellere dayali bir diger yaklasimi, kaba kiime teorisi
icinde gelisimini siirdiirmektedir. Kaba kiime teorisinin temelleri 1980’11 yillarin baslarinda
Polonyal1 Bilim insan1 Pawlak tarafindan atilmistir. Pawlak’1 bu teoriyi olusturmaya gotiiren
en 6nemli neden; tutarsiz, yetersiz ve eksik veriden bilginin nasil elde edilecegi diisiincesidir.
[lk olarak bilgi sistemi olarak adlandirilan tablolarla calisan Pawlak, nesneler ve nesnelerin
sahip oldugu 6zellikleri bir tabloya yerlestirir. Bu yontemle bilgi sistemini olusturan nesneler
ve Ozelliklerin eslestirilerek somut olarak gosterilmesi saglanmis olur. Bir bilgi sisteminde
ayni Ozelliklere sahip olan nesneler birbirlerinden ayirt edilemez. Bu tiir nesne ikilileri
nesneler kiimesi tizerinde bir denklik bagmtist olusturur. Ayirt edilemezlik olarak

adlandirilan bu 6zel bagint1 evrensel kiimenin bir ayrisimini olusturur. Bu ayrisim denklik



smiflarinin 6zel bir ailesidir ve ayn1 zamanda evrensel kiimenin de bir ortiisiidiir. Ayni
denklik sinifinda yer alan nesneler ayni ozellikleri tasidiklarindan birbirlerinden ayirt
edilmesi olanakli degildir. Pawlak kaba kiime yaklasimi, evrensel kiimenin kesin olmayan
bilgiyle donatilmis bir altkiimesini daha kesin bilgiyle donatilan iki kiime ile tanimlama
esasina dayanir. Ornegin; hastalardan olusan bir evrensel kiimenin, yiiksek atesi bulunan
hastalardan olusan bir alt kiimesini ele alalim. Bu kiimenin alt yaklasimi kesinlikle ytiksek
atesi bulunan hastalardan olusurken, iist yaklagimi yiiksek atesi olmasi muhtemel
hastalardan meydana gelir. Yiiksek ates bilgisine dayanarak, sadece iist yaklagim ile alt
yaklagim farki icinde yer alan hastalar ilizerinde fazladan bir muayene daha yapilmasi
gerekir. Bir bilgi sisteminde goriinmeyen ya da gizli kalmig bilgiler yer alabilir. Bu
nitelikteki bilgilerin ortaya ¢ikarilmasi kaba kiime teorisinin kapsami i¢inde yer almaktadir.
Bunlara ek olarak, gereksiz ya da tekrarlanan bilgilerin ¢ikarilarak indirgeme yapilmasi da
kaba kiimeler yardimiyla yapilir. Makine 6grenmesi, veri madenciligi, yapay zeka, uzman
sistemler, biyoinformatik, tip ve sosyal bilimler teorinin uygulama alanlar1 olarak sayilabilir.
Kaba kiime teorisine yaklasim; aksiyomatik, yapisal ya da kavramsal ve anlamsal yaklagim
olmak {izere ii¢ baslik altinda incelenir. Bu yaklasimlar arasindaki temel farki, yaklagim
operatorlerinin Uistlendigi islev belirlemektedir. Aksiyomatik yaklagimin temel elemanlarini
yaklasim operatorleri ve cebirsel yapilari olusturur. Verilen bir kiimeye yaklagimin hangi
operatorlerle uygun olacag iizerinde durulur. Yapisal ya da kavramsal baslig1 altinda yer
alan yaklagimda yaklasim operatorleri; bagintilar, evrensel kiimenin ayrisimi, evrensel
kiimenin oOrtiisti, orgiiler, Boole cebirleri ve komsuluklar gibi temel yapilar kullanilir.
Anlamsal yaklasimin 6ziinli ise, kaba kiime teorisinde yer alan kavramlarin anlamini
6ziimleme olusturmaktadir. Bu yoniiyle diistintildiiglinde, bir tablo ya da ¢izelge ile verilen
bilgi-karar sistemi kullanilarak tanimlanabilir kiimelerin belirlenmesi saglanmis olur.
Tanimlanabilir kiimelere bagli olarak, bu yondeki gelismelerle yaklasim operatorleri elde
edilir. Yukarida kisaca verilen {i¢ yaklagim i¢inde, yapisal yaklagimin hem uygulama hem
de kaba kiime teorisi i¢in olduk¢a uygun oldugu bilinmektedir. Bu tez ¢alismasinda agirlikli
olarak yapisal yaklasima yer verilecektir.

Yapisal olarak kaba kiime teorisi incelendiginde, teorinin iki dnemli dogrultuda
genislemesini stirdiirdiigii goriilmektedir. Bunlar bagint1 tabanli kaba kiimeler ve ortii tabanl
kaba kiimeler olarak bilinir. Literatiirde ortli tabanli kaba kiime teorisinde kaba kiimelerin
farkli tiirleri tanimlanarak 6zellikleri incelenmistir. Zakowski (Zakowski, 1983) ilk defa
Pawlak kaba kiime modelini 6zel bir 6rtii olan ayrisimdan ortiiye genellestirmistir. Alt ve tist

yaklasim operatorleri, Pawlak tarafindan verilen tanimlarin dogal bir genellemesi olarak
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verilmigtir. Pawlak alt ve iist yaklasim operatorleri bir dual ¢ift olusturmasina karsin,
genellestirilmis alt ve {ist yaklasim operatdrleri bilinen kiime tiimleme islemine gore bir dual
cift olusturmazlar. Ayn1 zamanda genellestirilmis alt ve iist yaklasim operatorleri, Pawlak
alt ve st yaklasim operatorlerinin sagladigi carpimsallik, toplamsallik ve monotonluk
ozelliklerini de saglamamaktadir.

Ortii tabanli yaklasim uzaymnda bir nesnenin komsulugunun Pawlak yaklasim
uzayindaki karsilig1 o nesnenin denklik siifidir. O halde denklik sinifinin genellestirilmesi
ardil ya da onciil komsuluklar bigimine doniisiir. Pawlak yaklasim uzayinda ardil ve onciil
komsuluklar ayni anlama gelmektedir. Bazi komsuluk operatorleri Ortii tabanli olarak
tammlanmistir (Yao ve Yao, 2012). Ortii tabanli yaklasim uzayinda dual olmayan alt ve iist
yaklagim operatorlerinin farkli tiirleri Yang ve Li (Yang ve Li, 2010) tarafindan ayrintili
olarak incelenmistir. Zhao (Zhao, 2016), ortii tabanli yaklasim operatdrlerini topoloji
yoniiyle ele almis; ortiiden indirgenen topolojiyi tanimlayarak yedi ¢ift dual operatorii
incelemistir. Samanta ve Chakraborty (Samanta ve Chakraborty, 2009; Samanta ve
Chakraborty, 2011) ortii tabanli yaklasim uzayinda yaklagim operatorleri ile aralarindaki
iligkiler iizerine ¢alisan arastirmacilar arasinda yer almaktadir. Diker ve Ugur (Diker ve
Ugur, 2012) doku uzaylar1 ile ortii tabanli kaba kiimeler arasindaki iliskileri ortaya
koymuslardir.

Ortii tabanli kaba kiime teorisinin incelendigi bu tez calismasi yedi boliimden
olugsmaktadir. Giris boliimiinden sonra, ikinci boliimde tez ¢alismasi boyunca gereksinim
duyulan kavram ve Onermelere yer verilmistir. Ugiincii béliimde, baginti tabanli kaba
kiimeleri ayrintili olarak sunabilmek i¢in bilgi sistemleri, karar sistemleri ve 6zel bir denklik
bagintis1 olan ayirt edilemezlik bagintis1 tanimlanmistir. Pawlak yaklasim uzayi, alt ve iist
yaklasim operatorleri, bu yaklagimlarin evrensel kiimeyi ayirdigi bolgelerin tanimlar
verilmistir. Kaba kiime kavrami iizerinde durularak, yaklasim operatorlerinin sagladig:
temel Ozellikler ve aralarindaki iligkiler sunulmustur. Bunlara ek olarak; belirsizligin
siniflandirilmasi, bir kiimenin tamlik degeri, indirgeme ve ¢ekirdek kavramlarina yer
verilerek aralarindaki iliskiler yine bu boliimde incelenmistir. Dordiincii boliimde baginti
tabanli kaba kiimelerin ortii tabanli kaba kiimelere genellestirilmesi {izerinde durulmustur.
Ortii, ortii yaklasim uzayi, bir elemanin minimal tanimlayicisi, 6rtii tabanl alt ve {ist
yaklasim operatdrleri, bir kiimenin sinir1 gibi kavramlara yer verilmistir. Ortii tabanli alt ve
tist yaklagim operatorlerinin sagladig 6zellikler sunulduktan sonra, baginti tabanl alt ve {ist
yaklasim operatorleri tarafindan saglanan ancak Ortii tabanli alt ve st yaklagim

operatorlerinin saglamadig1 6zellikler ve bu Ozelliklerin saglanmasi i¢in gerek ve yeter
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kosullar ayrintili olarak verilmistir. Calismanin besinci boliimiinde, ortii tabanli kaba
kiimelerin bes tiirii ile bagint1 tabanli kaba kiimeler arasindaki iligkiler incelenmis ve bu bes
tiirlin sagladig1 6zellikler gosterilmistir. Bu baglamda, dncelikle bir elemanin ayirt edilemez
komsulugu ve komsulugu kavramlar1 verildikten sonra Ortli tabanli alt ve iist yaklagim
operatorlerinin bes ¢ifti sunulmustur. Bu operator c¢iftlerinin dual ¢ift olusturduklari
kanitlanmistir. Her bir tiire karsilik ortiiden elde edilen bagintilar ve sagladigi 6zellikler
incelendikten sonra bu bilgiler bir tablo ile verilmistir. Iki farkl1 értiiniin ayn1 6rtii tabanli
yaklagim operatdrlerini iiretmesi i¢in gerekli kosullar incelenmistir. Bagint1 tabanli kaba
kiimeler kapsaminda Ortii tabanli kaba kiimelerin birbirleri ile olan iliskileri iizerinde
durularak besinci bolim tamamlanmistir. Altinc1 bolimiin igeriginde ise, yaklagim
operatdrlerinin aksiyomatik karakterizasyonlari ile ilgili problemlere yer verilmistir. Ortii
bilgi sistemleri ve baginti bilgi sistemlerinin birlestirici 6zellik indirgemeleri incelenmistir.

Son boliimde ise galisma degerlendirilerek sonuglara yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONERMELER

Bu boliimde ¢alisma boyunca gerekli olan kavram ve dnermelere yer verilmistir.

Tamim 2.1 [ herhangi bir kiime olsun. I kiimesinin her bir i € I eleman1 i¢in bir X; kiimesi
varsa, biitiin bu X; kiimelerinin toplulugu olan {X; : i € I} kiimesine bir kiime ailesi denir ve

kisaca A = {X;};e; seklinde gosterilir (Ozer vd., 1994).

Tamim 2.2 Bir U kiimesinin tiim altkiimelerinin olusturdugu kiime ailesine, U kiimesinin

kuvvet kiimesi denir ve P (U) simgesi ile gosterilir (Ozer vd., 1994).

Tanmm 2.3 Asagidaki 6zelliklere sahip bir A = {X; € U : i € [} ailesine U kiimesinin bir
ayrisimi denir (Ozer vd.,1994).
I. A S P(U),
ii. D& A,
iii. GJjEDAI#) =X, NX; =0,
iv. U=UA((yadaU = U X)).

Ornek 2.1 U = {a,b,c,d, e} kiimesi ve U kiimesinin X; = {a, b}, X, = {c}, X5 = {d, e}

altkiimeleri verilsin. {X1, X5, X3} kiime ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.

Tanmm 2.4 Bos olmayan herhangi U ve V kiimeleri verilsin. x € U ve y € V olmak {izere

biitiin (x,y) sirali ikililerinin kiimesine U ve V kiimelerinin kartezyen ¢arpimi ya da dik

carpimu ad1 verilir. U ve V kiimelerinin kartezyen carpimi U X V simgesi ile gosterilir ve
UxV={xy):xeUvey€eV}

dir (Ozer vd., 1994).

Tanmm 2.5 U ve V bos olmayan iki kiime olsun. U X V kiimesinin her R alt kiimesine U
kiimesinden V kiimesine bir ikili bagint1 denir. Ozel olarak U = V olarak alnirsa R ye U
kiimesi tizerinde bir bagint1 denir ve kisaca R € U X U seklinde gosterilir. x elemaninin R

bagintis1 yoluyla y elemant ile iliskili olmas1 xRy gdsterimi ile ifade edilir (Ozer vd., 1994).



Tamm 2.6 Bir R € U X U bagintisi verilsin (Yao, 1998).
I. Bir x € U elemanimnin ardil komsuluklari {y € U : xRy} kiimesi olarak
tanimlanir ve Rg(x) ile gosterilir.
i Bir x € U elemanmin o6nciill komsuluklart {y € U : yRx} kiimesi olarak

tanimlanir ve Ry, (x) ile gosterilir.

Ornek 2.2 U = {a, b, c,d} kiimesi ve bu kiime iizerinde bir R = {(a, a), (a,b), (b,c),
(d,b), (d,c)} bagntis1 verilsin. Her x € U elemanmin ardil komsuluklar1 Rg(a) =
{a,b}, Rs(b) ={c}, Rs(c) =@ ve Ry(d)=1{b,c} dir. Her x € U elemaninin onciil
komsuluklar1 R, (a) = {a}, R, (b) = {a,d},R,(c) = {b,d},R,(d) = @ olarak elde edilir.

Tanmm 2.7 U kiimesi iizerinde bir R bagintis1 verilsin. R bagintis1 sahip oldugu 6zelliklere
gore agagidaki gibi adlandirilir (Yao, 1998).

I. Her x € U igin xRx ise R bagntis1 yansimalidir.

ii. Her x,y € U i¢in xRy = yRx ise R bagmtisi simetriktir.

iii. Her x,y,z € U i¢in (xRy ve yRz) = xRz ise R bagintis1 gegislidir.

iv. Her x € U icin xRy olacak bicimde bir y € U varsa R bagintisi serialdir.

V. Her x € U icin yRx olacak bicimde bir y € U varsa R bagintis1 ters serialdir.
Yukarida tanimlar1 verilen bagint1 tiirleri igin asagidaki denklikler verilebilir:

i. R yansimalidir : & Vx € U igin x € R (x) dir.

ii. R simetriktir : & Vx,y € U i¢in y € Ry(x) = x € Ry(y) dir.
iii. R gecislidir : © Vx,y,z € U igin [y € Rg(x) Az € Ry(y)] = z € Ry(x) dir.
iv. R serialdir : & Vx € U i¢in Rg(x) # @ dir.

V. R ters serialdir : & Vx € U i¢in R, (x) # @ dir.

Ornek 2.3 U = {a, b, c} kiimesi iizerinde tanimli baz1 bagintilar asagidaki gibidir.
. R, ={(a,a), (b,b), (c,c)} bagntis1 yansimalhdir.
ii. R, ={(a,a),(a,c),(c,a),(b,c),(c b)}bagntis1 simetriktir.
iii. R; = {(a, b), (b, c),(a,c)} bagmtisi gegislidir.
iv. R, = {(a, b), (b, a),(c,a)} bagmtisi serialdir.
V. Rs = {(a,a),(a,b),(b,c)} bagmtisi ters serialdir.
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Tammm 2.8 U kiimesi iizerinde verilen bir R bagintisinin yansima, simetri ve gecisme

ozellikleri varsa, denklik bagintis1 olarak adlandirilir (Ozer vd., 1994).

Ornek 2.4 U = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde verilen R = {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d),

(a,c), (c,a)} bagintis1 yansimali, simetrik ve gegisli oldugundan bir denklik bagintisidir.

Tamm 2.9 U kiimesi iizerinde bir R denklik bagintis1 ve bir x € U eleman1 verilsin. R
bagintisina gore x elemant ile iliskili olan tiim elemanlarin olusturdugu kiimeye x in denklik
sinifl denir ve
[x] ={y €U: xRy}
olarak ifade edilir.
U kiimesi ilizerinde R denklik bagintisinin denklik siniflarindan olusan {[x] : x € U}

kiimeler ailesine boliim kiimesi denir ve U/R ile gosterilir (Ozer vd., 1994).

Ornek 2.5 U ={a,b,c} kiimesi iizerinde bir R = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a)}
bagintist verilsin. R bagintis1 yansimali, simetrik ve gegisli oldugundan bir denklik

bagintisidir.

Onerme 2.1 R, U kiimesi iizerinde bir denklik bagintist olsun. R nin boliim kiimesi U/R, U

kiimesinin bir ayrisimidir (Ozer vd., 1994).

Onerme 2.2 Bir denklik bagmtisinin farkli denklik simiflari ikiser ikiser ayriktir (Ozer vd.,
1994).

Onerme 2.3 A = {X;},; kiime ailesi U nun bir ayrisimi olsun. X; kiimelerinden her biri birer

denklik sinifi olacak bicimde U iizerinde bir denklik bagimntis1 vardir (Ozer vd., 1994).

Ornek 2.6 U ={a,b,c,d, e} kiimesi verilsin. X; = {a, b}, X, = {c}, X3 = {d, e} olmak
tizere {X;, X,, X3} kiime ailesi U kiimesinin bir ayrisimidir. O halde ayrisimi olusturan her
kiime birer denklik sinifi olacak bigimde U kiimesi ilizerinde R denklik bagmtis1t R =
{(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(ece) (ab)(b,a)(de) (ed)} olarak elde edilir. Ayrica
[a] = [b] = X;, [c] = X,, [d] = [e] = X3 oldugu kolayca goriiliir.



Tanmim 2.10 U bir kiime ve P(U) kuvvet kiimesi iizerinde L : P(U) — P(U) ve H :
P(U) — P(U) operatorleri verilsin. L ve H operatorleri, her X € U altkiimesi i¢in

i LX) =U\NMHU\X))

i.  HX)=U\QLU\X)
esitliklerini sagliyorsa dual operator olarak adlandirilir. L ve H operatorleri dual ise, (L, H)

ikilisine bir dual ¢ift ad1 verilir (Yao, 1996).



3. BAGINTI TABANLI KABA KUMELER

Eksik bilgi problemi, filozoflar, mantik¢ilar ve matematikgiler tarafindan uzun bir
stiredir ele almmaktadir. Gliniimiizde bilgisayar miihendisliginde o6zellikle yapay zeka
alaninda ¢ok Onemli bir konu haline gelmistir. Kaba kiime teorisi Polonyal1 bilgisayar
bilimcisi Zdzislaw Pawlak tarafindan, 1982 yilinda, bilgi eksikligine yani belirsizlige yeni
bir matematiksel yaklasim olarak ortaya koyulmustur. Kaba kiime teorisi, uzman sistemler
icin muhakeme ve bilgi ¢ikariminda kullanilan matematiksel bir yontemdir. Bulanik
kiimelerde oldugu gibi, kaba kiime teorisi de kesin sinirlamalari kabul etmeyen bir yapidadir.
Kaba kiime yaklagimi eksik, yetersiz ve belirsiz bilgileri diizenleyerek veri analizi i¢in uygun
hale getirmektedir. Kaba kiime yaklasimi ilk olarak bilgi sistemleriyle baslar. Bir bilgi
sistemi en basit anlamda bir veri tablosudur. Bu tablonun satirlar1 nesneler, siitunlar

ozellikler ve girdileri de nesnelerin 6zellikler altindaki bilgileridir.

3.1.  Bilgi Sistemleri, Karar Sistemleri ve Ayirtedilemezlik Bagintisi

Tamim 3.1.1 Nesnelerin sonlu bir kiimesi U ve 6zelliklerin sonlu bir kiimesi V' olmak {izere
S = (U, V) ikilisine bir bilgi sistemi adi verilir. Bir S = (U, V) bilgi sisteminde V,, a €
V ozelligi i¢in bir deger kiimesi olmak {izere, her bir nesneye V, kiimesinden bir deger
karsilik getiren bir f, fonksiyonuna bilgi fonksiyonu ad1 verilir ve

fa: U=V,

X = fa(x)
bi¢iminde gosterilir (Pawlak, 1982).

Bu calisma boyunca U evrensel kiimesi, aksi belirtilmedigi siirece sonlu olarak

varsayilacaktir.



Ornek 3.1.1
Tablo 3.1. Bilgi sistemi (Suraj, 2004)

Nesneler Ozellikler

Yas Yirime Performanst
(Y) (YP)

X1 16 — 30 50

Xy 16 — 30 0

X3 31—-45 1-25

X4 31—-45 1-25

| [ seew ] e
Xe 16 — 30 26 — 49

Tablo 3.1 de verilen S = (U,V) bilgi sisteminde; U = {xy, x,, x3, X4, X5, X¢, X7}
kiimesi hastalar1 ve V ={Y,YP} kiimesi de hastalarin sahip oldugu 0zellikleri
gostermektedir. Tablo 3.1 incelendiginde x5 ve x, ile x5 ve x, hastalarinin tam olarak ayni
Ozellik degerlerini aldig1 goriilmektedir. Bu hastalar verilen 6zellikler kullanildiginda ikiser
ikiser ayirt edilemezdir. S = (U, V) bilgi sisteminin dzellikler kiimesinin bos olmayan biitiin
altkiimeleri i¢in ayrisimlar agsagidaki gibidir (Suraj, 2004).

By ={Y}cV , U/B;y = {{x1, %2, %6}, {x3, x4}, {x5, x7}},
B, ={YP} <V, U/By = {{x1}, {x2}, {x3, x4}, {x5, x6, 73},
B; ={Y,YP} SV, U/B; = {{x1}, {x2}, {x3, x4}, {x5, %7}, {x6}}.

Tammm 3.1.2 Bir deney ya da arastirma ile elde edilen bilgi sisteminin dogal olarak bir
c¢iktisinin olmasi beklenir. Cikti ayirt edici bir 6zellik olup deney ya da aragtirma i¢in karar
olarak adlandirilir. Karar 6zelligi birkag deger alabilir.

Bir karar sistemi d ¢ V bir karar 6zelligi olmak tizere S = (U, VU{d}) ile gosterilen
bir bilgi sistemidir (Suraj, 2004).



Ornek 3.1.2

Tablo 3.2. Karar sistemi

Nesneler Kosullu Ozellikler Karar Ozelligi

Yas (Y) | Yirtme Performanst (YP) Yiriyebilme (YB)

X1 16 — 30 50 Evet

X, 16 — 30 0 Hayir

Xs 46 — 60 26 — 49 Hayiwr
X 16 — 30 26 — 49 Evet
X7 46 — 60 26 — 49 Haywr

Ornek 3.1.1 de Tablo 3.1 ile verilen bilgi sistemine deger kiimesi {Evet, Hayur} olan
bir karar 6zelligi (Yiiriyebilme) eklenmistir. Bu sekilde olusturulan bir karar sistemi drnegi
Tablo 3.2 de verilmistir. Tablo 3.2 incelendiginde x5 ve x, ile x5 ve x; hastalarinin ayni
Ozelliklere sahip olmalarina karsin x5 ve x4 hastalarinin farkli karar 6zellik degerlerine sahip
oldugu goriilmektedir. Simdi de Yiirtiyebilme karar degeri "Evet" olan hastalarin kiimesini
X ={x € U :YB(x) = Evet} ile ve Yiriiyebilme karar degeri "Hayir" olan hastalarin
kiimesini Y = {x € U : YB(x) = Hayur} ile gosterelim. Bu durumda X = {x;, x4, x¢} Ve

Y = {x,, x3, x5, x,} olarak elde edilir (Suraj, 2004).

Bir karar tablosu bir deney ya da arastirma hakkindaki biitiin bilgileri bulundurur. Bir

tablo baz1 6zelliklerin tekrar edilmesi nedeniyle gereksiz yere biiyiik olabilir (Pawlak, 1982).

Tammm 3.1.3 S = (U, V) bir bilgi sistemi ve B €V olsun. IND(B) = {(x,x') e U X U :
Va € B igin a(x) = a(x")} bagintisina B-ayirtedilemezlik bagintisi denir.

Ayrica bu bagint1 denklik bagintis1 olma kosullarini sagladigindan bir denklik bagintisidir.
Eger (x,x") € IND(B) ise x ve x' nesneleri B kiimesindeki 6zelliklerle birbirinden ayirt
edilemez. x € U elemaninin B-ayirtedilemezlik bagmtisina gore denklik sinifi; [x]p = {y €
U : xIND(B)y} kimesidir. B kiimesinin tiim denklik siniflarindan olusan kiimeye de U

kiimesinin B 6zelliklerine gore ayrisimi denir (Pawlak, 1982; Suraj, 2004).
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Ornek 3.1.3 Ornek 3.1.1 de Tablo 3.1 ile verilen bilgi sistemini inceleyelim. Bunun igin V
ozellikler kiimesinin bos olmayan {Y'}, {Y P} ve {Y, Y P} alt kiimelerini g6z 6niine alalim. Her

bir alt kiime i¢in ayirtedilemezlik bagintilar1 agagidaki gibidir (Suraj, 2004).
IND({Y}) = {1, x5, %6}, {3, x4}, {5, 273},
IND({YP}) = {{x1}, {x2}, {3, x4}, {5, %6, 273},
IND({Y,YP}) = {{x1}, {32}, {33, x4}, {5, 27}, {363}

3.2. Kaba Kiime Teorisi

Kaba kiime kavrami belirsizligi ifade etmek amaciyla matematiksel temellere
dayanan bir yaklasim olarak Polonyali bilim insan1 Pawlak tarafindan verilmistir. Pawlak
kaba kiime yaklagiminin baslangici bilgi sistemlerine kadar uzanir. Bir bilgi sistemi; nesneler
kiimesi ile 6zelliklerden olusan kiime arasindaki iliskinin bir tabloyla ifade edilmesi olarak
tanimlanabilir. Pawlak kaba kiime yaklasiminin temelini denklik bagintis1 olusturur. Kaba
kiime teorisinin amaci; var olan veriyle belirlenemeyen kiimelerin yaklasimda bulunarak
tanimlanmasi ilkesine dayanmaktadir. Bir bilgi sistemi ve oOzelliklerin bir B altkiimesi
verildiginde, B-ayirtedilemezlik bagintist IND(B)’nin U kiimesi iizerinde bir denklik
bagintist1 oldugunu ve bu bagintinin denklik smiflarinin U kiimesinin bir ayrigimini
olusturdugunu bilmekteyiz. Bu ayrisima ait her kiime B kiimesinin elemanlari ile kesin
olarak belirlenebilir. B-ayirtedilemezlik bagintisinin denklik siniflarinin bir birlesimi olarak
yazilabilen her X € U altkiimesi, kesin olarak belirlenebilir. Bir bilgi sisteminde kesin olarak
belirlenemeyen kiimeleri tanimlamak igin kaba kiime yaklagimlarina ihtiyag vardir. Kaba
kiime teorisinin temel amaci ayirtedilemezlik bagintist kullanilarak yaklasimlarin
olusturulmasidir. Ayirtedilemezlik bagintis1  kullanilarak bir kiimenin yaklasimlar
matematiksel olarak ifade edilebilir. Bilgi sistemlerinde goriinmeyen ya da gizli kalmis
bilginin alt ve {ist yaklasimlar kullanilarak aciga c¢ikarilmasi da teorinin amaglart arasinda

yer almaktadir.

Tamim 3.2.1 R, U kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun. (U, R) ikilisine Pawlak

yaklagim uzayi ya da kisaca Pawlak uzay1 ad1 verilir (Pawlak, 1982).

Simdi de bir X € U alt kiimesinin alt yaklasimi ve iist yaklasiminin tanimlarini

verelim.
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Tamim 3.2.2 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun.
apry : P(U) — P(U)
X —aprpg(X) ={x € U: [x] € X}
olarak tanimlanan aprg doniisiimiine alt yaklasim operatorii, aprg (X) kiimesine de X
kiimesinin alt yaklasimi denir. aprg (X) kiimesi kesinlikle X kiimesine ait nesnelerden olusur

(Pawlak, 1982).

Tamim 3.2.3 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun.
apT, : P(U) — P(U)
X—apr,(X)={xeU:[x]NX # ¢}
olarak tamimlanan apr, donisiimiine ist yaklasim operatorii, apr,(X) kimesine de X
kiimesinin st yaklagimi denir. apr,(X) kiimesi X kiimesinde bulunmasi muhtemel

nesnelerden olusur (Pawlak, 1982).

Tanim 3.2.2 ve Tanim 3.2.3 de kullanilan R alt indisi, karisikliga neden olmadig:

stirece kullanilmayacaktir.

Bir X € U alt kiimesine ait alt ve iist yaklagimlar U evrensel kiimesini; sinir bolgesi
BND(X), pozitif bolge POS(X) ve negatif bolge NEG (X) olmak iizere iige ayirmaktadir. Bu

kavramlara iliskin tanimlar1 verelim.

Tanmm 3.2.4 (U,R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun. BND(X) = apr (X) \ apr (X)

kiimesine X kiimesinin sinir bolgesi denir. Bir kiimenin sinir1 evrensel kiimenin kararsiz
bolgesidir. Yani X kiimesinde veya U \ X kiimesinde oldugu kesin olarak bilinemeyen

nesnelerden olusur (Pawlak, 1982).

Tanmm 3.2.5 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun. POS(X) = apr (X) kiimesine X

kiimesinin pozitif bolgesi denir ve kesinlikle X kiimesine ait nesnelerden olusur (Pawlak,

1982).
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Tanim 3.2.6 (U, R) bir Pawlak uzayi ve X € U olsun. NEG(X) = U \ apr (X) kiimesine X
kiimesinin negatif bolgesi denir ve kesinlikle X kiimesinde bulunmayan nesnelerden olusur
(Pawlak, 1982).
Yukarida verilen kiime yaklagimi tanimlari bilgi tanecikleri olarak da adlandirilan
denklik siniflar1 cinsinden ifade edilebilir (Pawlak, 1982; Suraj, 2004).
v’ Bir kiimenin alt yaklagimi, kiimeye tamamen dahil olan tiim taneciklerin birlesimidir.
v" Bir kiimenin st yaklagimi, kiimeyle kesisimleri bos olmayan tiim taneciklerin
birlesimidir.
v’ Bir kiimenin sinir1, kiimenin iist yaklagimi ile alt yaklagiminin farkidir.

v" Bir kiimenin negatif bolgesi evrensel kiime ile kiimenin iist yaklagiminin farkidir.

Yukarida tanimlanan kiime yaklagimlar1 Sekil 3.1°de grafiksel olarak gosterilmistir.

BND(X) <+—

—> NEG(X)

POS(X) = apr (X)  apr (X)

Sekil 3.1. Kiime yaklagimlari
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Ornek 3.2.1

Tablo 3.3. Karar sistemi (Thivagar vd., 2012)

Hastalar Sik Idrara Kilo Artan Diyabet
Cikma (S) Kayb: (K) Aclik (A) (D)
h, Evet Evet Haywr Evet
h, Evet Haywr Evet Evet
h; Evet Haywr Haywr Evet
h, Haywr Evet Evet Haywr
hs Haywr Evet Hayir Haywr
hg Haywr Hayiwr Evet Haywr

Yukarida verilen Tablo 3.3 bir karar sistemidir. U = {hy, h,, h3, hy, hs, hg} kiimesi
hastalari, X = {x: D(x) = Evet} = {hy, h,, h3} kiimesi diyabet tanis1 konulan hastalari, B =

{S, K, A} kiimesi de belirtileri gostermektedir.

Asagida verilen Tablo 3.4’te B = {S, K, A} belirtiler kiimesinin tiim alt kiimelerinin

ayrisimlart verilmistir.

Tablo 3.4. Boliim kiimeleri ve ayrisimlar (Bayhan vd., 2019)

Boliim Kiimesi Aynisimlar
IND({S, K, A}) {{h1}, {2}, {ha}{ha}, {hs}, {he}}
IND({S,K}) {{h1}, {hs, hs}, {4, hs}, {he}}
IND({S,A}) {{h1, h3}, {ha}, {ha, he}, {hs3}
IND({K, A}) {{h1, hs}, {h3}, {2, he}, {ha}}
IND({S}) {{h1, hy, hs}, tha, hs, he}}
IND({K}) {{h1, ha, hs}, thy, hs, he
IND({4}) {{h1, h3, hs}, thy, hy, hel}

Asagida verilen Tablo 3.5’te her belirti altkiimesi igin alt ve {ist yaklasim, sinir

bolgesi ve negatif bolgesi toplu olarak verilmistir.
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Tablo 3.5. X = {hy, h,, h3} kiimesi i¢in alt yaklagim, iist yaklagim, sinir bolgesi ve negatif
bolge (Bayhan ve Acar, 2019)

Belirti apr apr BND NEG
Altkiimeleri ; Ust Yaklagim Siir Bolgesi Negatif
Yaklasim Bolgesi
{S,K,A} | {hy, hy, hs} {1, ha, hs} 0 { R4, hs, he}
{S.K} | {hy, hy, b3} {h1, h, hs} 0 {4, hs, he}
{54y | {hy, hy, h3} {h1, hy, h3} 0 {4, hs, he}
{K, A} {hs} {h1, hy, h3, hs, he} {h1, hy, hs, he} {h4}
{53 {h1, ha, hs} {h1, h, hs} 0 {4, hs, he}
{K} 0 {h1, ha, h3, ha, hs, R} | {Ry, ho, hs, ha, hs, he} v
{4} 0 {h1, ha, h3, ha, hs, R} | {Ry, hy, hs, ha, hs, he} v

Onerme 3.2.1 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X S U olsun. Asagida verilen esitlikler saglanir
(Pawlak, 1982).
i, apr(X) = U{[x] € U/R : [x] € X},

i.  apr(X)=U{[x] € U/R: [x]NX # B}

Tanim 3.2.7 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X < U olsun (Pawlak, 1982).
. BND(X) = @ yani, apr (X) = apr (X) ise X kiimesine tanimlanabilir (kesin)

kiime ad1 verilir.

ii. BND(X) # @ yani, apr (X) #+ apr (X) ise X kiimesine kaba kiime ad1 verilir.

Ornek 3.2.2
I. Ornek 3.1.2°de Tablo 3.2 ile verilen karar sisteminde; Nesneler kiimesi U =
{x1, %2, X3, X4, X5, X6, X7}, YUriiyebilme karar degeri "Evet" olan hastalarin
kiimesi X = {x: YB(x) = Evet} = {x1, x4, x¢} Ve B = {Y, YP} 6zellik alt kiimesi
icin ayirtedilemezlik bagintist IND({Y,YP}) = {{xl}, {x,}, {x3, x4}, {xs5, x7},
{x¢}} dir. X kiimesinin alt yaklagimi apr (X) = {x1,x¢} ve X kiimesinin Ust
yaklasimi  apr (X) = {xy,x3,x4,x¢} seklindedir. Buradan BND(X) =

{x3,x4} # @ oldugundan X kiimesi bir kaba kiimedir.
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Ornek 3.2.1°de Tablo 3.3 ile verilen karar sisteminde; Nesneler kiimesi U =
{hq, hy, hs, hy, hs, he} , Diyabet karar degeri "Evet" olan hastalarin kiimesi X =
{x:D(x) = Evet} = {hy,h,,h3} ve B ={S,K,A} belirti altkiimesi i¢in
ayirtedilemezlik bagmtisi IND({S, K, A}) = {{h},{h,}, {3}, {hs}, {hs} {he}}
dir. X kiimesinin alt yaklasimi apr (X) = {hq, hy, h3} ve X kiimesinin st
yaklagimi apr (X) = {hy, h,, h3} seklinde elde edilir. BND (X) = @ oldugundan
X kiimesi tamimlanabilirdir. Bir baska ifadeyle, X kiimesi IND({S, K, A})

ayrigimina ait kiimelerin bir birlesimi olarak yazilabilir.

Onerme 3.2.2 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun (Pawlak, 1982).

apr(X) kiimesi X kiimesinin kapsadigi en biiyiik tanimlanabilir kiimedir.

apr(X) kiimesi X kiimesini kapsayan en kiigiik tanimlanabilir kiimedir.

Onerme 3.2.3 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X, Y € U olsun. Alt ve iist yaklasim operatorlerine

iliskin 6zellikler agagida verilmistir (Pawlak, 1982).

(U\X kisaca —X olarak gosterilecektir.)

1.
2.
3.

10.

3.3.

apr(X) € X < apr(X),
apr(U) = @pr(V) = U,
apr(9) = @ (@) = 0,

Tpr(@pr(X)) = apr(Tpr(X)) = @pr(X) (idempotentlik),

apr (g(X)) - m(%m) = apr(X) (idempotentlik),
TGpF(XUY) = Gpr(X)U GpF(Y) (toplamsallik),

apr(XNY) = apr(X)N apr (¥) (carpimsallik),

apr(X) = —%(—X) (dualite),

%(X) = —apr(—X) (dualite),

XCY=apr(X) Capr(Y) A E(X) c ﬂ(Y) (monotonluk).

Belirsizligin Simiflandirilmasi ve Yaklasimin Dogrulugu

Bir kiime yaklasimlar yardimi ile asagida verilen tanimlar ile karakterize edilebilir

(Suraj, 2004).
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Tamim 3.3.1 (U, R) bir Pawlak uzayi ve X € U olsun.

U kiimesindeki elemanlardan X kiimesine ait olanlarin bazilarina ve U \ X
kiimesine ait olanlarin bazilarma karar verebiliyorsak X kiimesi kabaca

tanimlanabilirdir.

X kiimesi kabaca tanimlanabilirdir. : & apr(X) # @ A apr(X) # U

U kiimesindeki elemanlardan U \ X kiimesine ait olanlarin bazilarina karar
verebiliyorsak ve herhangi bir elemanin X kiimesine ait olup olmadigina karar

veremiyorsak X kiimesi i¢sel tanimlanamazdir.

X kiimesi i¢sel tammlanamazdir. : < apr(X) =@ A apr(X) # U

U kiimesindeki elemanlardan X kiimesine ait olanlarin bazilarina karar
verebiliyorsak ve herhangi bir elemanin U \ X kiimesine ait olup olmadigina

karar veremiyorsak X kiimesi digsal tanimlanamazdir.

X kiimesi dissal tanimlanamazdir. : & apr(X) # @ A apr(X) =U

U kiimesindeki elemanlardan herhangi bir elemanin X kiimesine veya U \ X
kiimesine ait olup olmadigina karar veremiyorsak X kiimesi biitliniiyle

tanimlanamazdir.

X kiimesi biitiiniiyle tanimlanamazdir. : & apr(X) = 0 A apr(X) =U

Bir Pawlak uzayinda bir kiimenin kaba olmasi, kiimenin sinirinin bos kiimeden farkli

olmasiyla karakterize edilmektedir. Kiimenin siirinin bos kiime olmasi ise kiimenin

tanimlanabilir olmasin1 ifade etmektedir. Sinir kiimesinin eleman sayis1 arttik¢a, kiimenin

kesin olarak belirlenen eleman sayisi azalacaktir. Bu durum kiimenin elemanlarina ait

bilginin belirsizliginin derecesinin artmasina neden olacaktir (Pawlak, 1991).

Bir kaba kiime asagidaki sekilde sayisal olarak karakterize edilebilir. Burada |X| ile

X kiimesinin eleman say1si1 ifade edilecektir.

Tamim 3.3.2 (U, R) bir Pawlak uzayi1 ve X € U olsun.

ifadesi ile verilen a(X) sayisina X kiimesinin tamlik degeri denir (Pawlak, 1991).
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|%(X)| < |apr (X)| oldugu gbz Oniine alinirsa asagidaki Ozellikler saglanir (Pawlak,

1991; Lashin, 2005).

. 0 <x (X) < 1 oldugu agiktir.
ii. « (X) = 1 ise X kiimesi tanimlanabilirdir.
iii. x (X) < 1ise X kiimesi kaba kiimedir.

Iv. X kiimesinin belirsizlik 6l¢iisii m(X) = 1 — a(X) seklinde ifade edilir.
Tanim 3.3.1 ve Tanim 3.3.2 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.3.1 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun.
. 0 <o (X) <1 ise X kiimesi kabaca tanimlanabilirdir veya X kiimesi digsal
tanimlanamazdir.
ii. o« (X) =0ise X kiimesi igsel tamimlanamazdir veya X kiimesi biitiiniiyle

tanimlanamazdir.

Ornek 3.3.1 Ornek 3.2.1°de Tablo 3.3 ile verilen karar sisteminin her belirti altkiimesi i¢in
alt ve iist yaklagim, sinir bolgesi ve tamlik degeri asagida verilen Tablo 3.6°da hesaplanmistir
(Bayhan ve Acar, 2019).

Tablo 3.6. X = {hy, h,, h3} kiimesi i¢in alt yaklagim, iist yaklagim, sinir bolgesi ve tamlik

degeri
Belirti apr apr BND o
Altkiimeleri | s:klaslm Ust Yaklasim Simir Tamhk Degeri

{S,K,A} | {hy, hy hs} {h1, hy, h3} 0) 1
{S,K} {hy, hy, hs} {hq, hy, h3} 1) 1
{S,A} {hq, hy, h3} {hq, hy, h3} 1) 1
{K,A} {hs} {hy, hy, hs, hs, he} {hy, hy, hs, he} 1/5
{S} {hy, hy, hs} {hy, hy, hs} ) 1
{K} 1) {hq, hy, h3, hy, hs, he} | {hq, hy, hs, hy, hs, he} 0
{A} 1) {hq, hy, h3, hy, hs, he} | {hq, hy, hs, hy, hs, he} 0
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X = {x:D(x) = evet} = {hy, hy, h3} kiimesi verilsin. B; = {S, K, A} 6zellik alt kiimesi i¢in

Japr o] _ 3
lapr ()| 3

%(X) = {h,, h,, h3} ve WBI(X) = {hy, h,, h3} olur. Buradan < (X) = =1

elde edilir. Bu durumda X kiimesi B, 6zellik alt kiimesine gore tanimlanabilirdir.
BZ = {K, A} Ozellik alt kiimesi lgln %(X) = {h3} ve a_pT'Bl (X) = {hll hz, h3, hs, h6} dlr

X
Boylece « (X) = |a£—()| = 2 olur. O halde X kiimesi B, 6zellik alt kiimesine gore bir kaba
y @ 0l 5 g

kiimedir. Sonug olarak X kiimesi i¢in B; = {S, K, A} kiimesi B, = {K, A} kiimesinden daha
karakteristiktir yani daha dogru bir yaklagim saglar.

3.4.  Ozelliklerin Indirgenmesi

Bir karar tablosunun bir deney ya da arastirma hakkindaki biitiin bilgileri
bulundurduguna ve gizelgenin bazi 6zelliklerin tekrar edilmesi nedeniyle gereksiz yere
biiylik olabilecegine deginmistik.

Karar tablosunda, siniflandirmay1 koruyarak gereksiz ya da tekrarlanan ozellikler
kaldirilabilir. Indirgeme olarak adlandirilan bu ydntemle, bilgi kaybia yol agmadan en az

ya da en ekonomik siniflandirma yapilabilir.

Tammm 3.4.1 S = (U,V) bir bilgi sistemi, B SV ve a € B olsun (Pawlak, 1982; Suraj,
2004).
i. IND(B) = IND(B \ {a}) ise a ozelligi, B ozellikler kiimesi i¢in vazgegilebilir
bir elemandir.
ii. IND(B) # IND(B \ {a}) ise a ozelligi, B ozellikler kiimesi igin vazgegilemez
(thmal edilemez) bir elemandir.
iii. Her a € B elemani i¢in a, B kiimesinde vazgecilemez bir eleman ise yani, B
biitiin elemanlar1 vazgecilemez olan bir kiime ise B kiimesi bagimsizdir.
iv. B' © B alt kiimesi bagimsiz ve IND(B') = IND(B) ise B’ kiimesine B
kiimesinin indirgenmisi denir. B kiimesinin tiim indirgenmis kiimelerinin ailesi

RED(B) ile gosterilir.

Tanmim 3.4.2 S = (U, V) bir bilgi sistemi ve B € V olsun. B kiimesinin tim vazgecilemez

elemanlariin kiimesine B kiimesinin ¢ekirdegi denir ve CORE (B) ile gosterilir (Pawlak,
1982; Suraj, 2004).

Cekirdek ve indirgeme kavramlari arasindaki iligki asagidaki gibidir.
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cikartilamaz. Bu 6zelligi ile ¢ekirdek, 6zelliklerin en 6nemli altkiimesidir.

CORE(B) = NRED(B)

Cekirdegi olusturan elemanlardan higbiri siniflandirmanin giiciinii etkilemeden

Ornek 3.4.1
Tablo 3.7. Karar sistemi (Giines, 2010)
Egitim (E) Sicil (S) Deneyim (D) | Puan (P) | Yonetici (Y)
X1 Lisans Orta Hayir C Hayir
X Lisans Iyi Hayir A Evet
x3 | Yiiksek Lisans Iyi Evet B Evet
x4 | Yiiksek Lisans Iyi Hayir B Hayir
Xs Doktora Cok lyi Evet A Evet
Xe Lisans Orta Hayir C Hayir
X7 Doktora Cok Iyi Evet A Evet

U = {xq1, x5, X3, X4, X5, X¢, X7} Kiimesi yOnetici pozisyonuna bagvuran adaylar, V =

{E,S, D, P} ise adaylara iliskin 6zellikler kiimesi olmak tizere, bir S = (U, V) karar sistemi

Tablo 3.7 de verilmistir. V' 6zellikler kiimesinin tiim alt kiimelerine karsilik gelen ayrisimlar

Tablo 3.8 de yer almaktadir.
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Tablo 3.8. Bolim kiimeleri ve ayrigimlar

Boliim Kiimesi Ayrisimlar
IND({E, S, D}) {1, x6}, {2}, {x3}, {xa}, {5, %73}
IND({E, S, P}) {{ox1, 63}, {22}, {x3, %43, {x5, %73}
IND({E, D, P}) {{x1, x6}, {223, {3}, {24}, {x5, %73}
IND({S, D, P}) {{x1, x6}, {223, {3}, {24}, {x5, %73}
IND({E, S}) {{ox1, 63, {22}, {x3, x4}, {x5, %73}
IND({E, D}) {{ox1, x2, %6}, {x3}, {24}, {x5, %73}
IND({E, P}) {{x1, x6}, {x2}, {x3, x4}, {x5, %7 }}
IND({S,D}) {{x1, x6}, {2, x4}, {23}, {x5, %71}
IND({S, P}) {1, x63, {22}, {3, x4}, {x5, %73}
IND({D, P}) {1, x6}, {2}, {x3}, {xa}, {5, %73}
IND({E}) {1, x2, %6}, {x3, x4}, {5, X7 1}
IND({S}) {1, %6}, {x2, 3, x4}, {x5, %73}
L 7@ [ @endinil ]
IND({P}) {{x1, x6}, {22, x5, %7}, {3, x4 }}

V ={E,S,D,P} Ozellikler kiimesinin alt kiimeleri arasinda ayrigimlar
IND({E, S, D, P}) ye esit olan dort kiime vardir. Bunlar {E, S, D}, {E, D, P}, {S, D, P} ve {D, P}
kiimeleridir. Fakat {D, P} c {E,D,P}\{E} = {S, D, P}\{S} oldugundan {E, D, P} ve {S,D, P}
kiimeleri bagimsiz degildir. Bu nedenle {E,S,D,P} kiimesinin indirgemesi olamazlar.
{E,S,D} ve ({D,P} bagimsiz kimelerdir ve IND({E,S,D})=IND({D,P}) =
IND({E,S,D,P}) oldugundan {E,S,D,P} kiimesinin indirgemeleridir. O halde V =
{E,S,D, P} o6zellikler kiimesinin ¢ekirdegi CORE({E, S, D, P}) = {E,S,D}N{D, P} = {D}

olarak elde edilir.
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4. ORTU TABANLI KABA KUMELER

Pawlak yaklasim uzaymin temelini denklik bagintis1 olusturur. Denklik bagintisi
evrensel kiimeyi denklik siniflarina ayirir. Her bir tanecik denklik smifi olarak disiiniiliir.
Ayrica denklik smiflarinin ailesi evrensel kiimenin bir ayrigimidir. Bu ayrisim denklik
bagintis tarafindan indirgenen 6zel bir ortiidiir ve uygulamalarda sinirlayici olmaktadir. Bu
sorunu asmak i¢in; ayrisim Ortii kavramina genellestirilerek, ortii tabanli kaba kiime

teorisinin temelleri atilmistir.

Tamim 4.1 U kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi C olsun. Eger @ &€ C ve U C = U esitligi

saglantyorsa, C ailesine U kiimesinin bir ortiistidiir denir (Bonikowski vd., 1998).

Tamim 4.2 U kiimesinin bir ortiisii € olsun. (U, C) ikilisine bir 6rtii yaklasim uzay1 denir
(Xu ve Zhang, 2007).

Tanim 4.3 (U, C) bir ortii yaklagim uzay1 ve x € U olsun.
Md(x) ={KeC:xeKN (VSECxeES ANSCK=S§=K)}

ailesine x elemaninin minimal tanimlayicist denir (Bonikowski vd., 1998).

Ornek 4.1 U = {a, b, ¢, d} olmak iizere, C = {{a},{a, b}, {b, ¢, d}} ortiisii verilsin. Her x €
U elemanmin minimal tammlayicilann  Md(a) = {{a}}, Md(b) = {{a, b}, {b,c, d}},
Md(c) = {{b,d, c}} ve Md(d) = {{b, c, d}} dir.

Tamim 4.4 (U, C) bir ortii yaklagim uzay1 olsun. U kiimesi tizerinde bir =, denklik bagintisi
asagidaki gibi tanimlanir (Bonikowski vd., 1998).
Vx,y € Uicin x =¢ y: & Md(x) = Md(y)

Bu bagintinin denklik siiflarinin ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.

Ornek 4.2 U = {a, b, ¢, d} olmak iizere, C = {{a},{a, b}, {b, c,d}} ortiisii ile (U,C) ortii
yaklasim uzayi verilsin.

Md(a) = {{a}}, Md(b) = {{a, b}, {b,c,d}},Md(c) = {{b,d,c}} = Md(d) dir. O halde
¢ ~¢ d dir. Boylece U/~ = {{a}, {b}, {c, d}} elde edilir.
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Teorem 4.1 (U, C) bir ortii yaklasim uzay1 olsun. Her X € U kiimesi ve her x € X elemani
icin asagidaki denklik gegerlidir (Bonikowski vd., 1998).
XxXEXS Mdx)={KEC: XS KN (VSECXSSASCK=S5=K)}

Bir ortii yaklasim uzayinda, herhangi bir kiimenin yaklasimi fikrini anlamli bir hale

getirmek i¢in asagidaki tanimlar1 verelim.

Tanim 4.5 (U, C) bir ortii yaklagim uzay1 ve X € U olsun. C,(X) = {K € C : K < X} ailesi
X’in alt yaklagim kiimelerinin ailesidir. C(X) = UC,(X) kiimesine X’in alt yaklasimi denir
(Bonikowski vd., 1998).

Tanim 4.6 (U, C) bir ortii yaklagim uzay1 ve X € U olsun. X; = X \ C(X) kiimesine X’in
sinirt denir. Bn(X) = U{Md(x) : x € X;} ailesine de X in sinirina yaklasan kiimelerin ailesi
ad1 verilir (Bonikowski vd., 1998).

Tanmm 4.7 (U, C) bir 6rtii yaklasim uzay1 ve X € U olsun. C*(X) = C.(X)UBn(X) ailesi
X’in iist yaklagim kiimelerinin ailesidir. C(X) = UC*(X) kiimesine X ’in iist yaklasim denir

(Bonikowski vd., 1998).

Tanim 4.8 (U,C) bir ortii yaklasim uzayr ve X € U olsun. C,(X) = C*(X) esitligi
saglaniyorsa, X tanimlanabilir kiimedir. C,(X) # C*(X) ise X kaba kiime olarak adlandirilir
(Bonikowski vd., 1998).

Onerme 4.1 (U,C) bir ortii yaklasim uzay1 ve X € U olsun. A = {C(X),X;} ailesi X

kiimesinin bir ayrisimidir (Bonikowski vd., 1998).

Kamt: Tanim 4.6’dan X;UC(X) = X ve X;NC(X) = @ oldugu kolayca goriiliir. O halde A

ailesi X kiimesinin bir ayrigimidir. o

Tanim 4.9 (U, C) bir ortii yaklasim uzay1 ve X € U olsun. X kiimesinin A = {C(X), X;}

ayrigimina X ’in yaklagim ayrisimi ad1 verilir (Bonikowski vd., 1998).
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Ornek 4.3 U = {a,b,c,d} olmak iizere, C = {{a},{a, b}, {b,c,d}} ortiisii verilsin. X =
{a,b,c} € U olsun. Oncelikle X’in alt yaklasim kiimelerinin ailesi C,(X) = {{a},{a, b}}
olur. O halde X’in alt yaklagimi C(X) = {a, b} dir. X in st X; = {c} dir. Ayrica X
kiimesinin sinirinin minimal tanimlayicist Md(c) = {{b, ¢, d}} oldugundan X’in smnirina
yaklasan kiimelerin ailesi Bn(X) = {{b, ¢, d}} dir. Boylece X’in iist yaklasim kiimelerinin
ailesi ¢*(X) = {{a},{a, b}, {b, c,d}} olur ve X kiimesinin iist yaklasimi C(X) = {a, b, ¢, d}
olarak elde edilir. ¢.(X) = {{a},{a,b}} # {{a},{a, b}, {b,c,d}} = ¢*(X) oldugundan X
kiimesi kaba kiimedir. X’in yaklasim ayrisimi A = {{a, b}, {c}} ailesidir.

Uyan 4.1 Ortii iist yaklasimimin diger bir dogal tanimi1 da C*(X) = N{K € € : X € K}
seklinde diistiniilebilir (Xu ve Zhang, 2007). Fakat bu tanim daha 6nce Tanim 4.8’de verilen
C(X) ortii st yaklasimma esit degildir. Omegin U = {a,b,c,d} kiimesi ve C =
{{a,b},{a, c,d}} ortiisii verilsin. X = {a} olsun. O halde ¢*(X) = {a, b}N{a,c,d} = {a}
dir. Ancak Tanim 4.6 geregince C,(X) = @ ve C(X) = @ dir. Tanim 4.7 geregince X; =
{a} oldugundan Md(a) = {{a, b}, {a, c, d}} olur ve Bn(X) = U esitligi elde edilir. Boylece
Tanim 4.8’den C(X) = U olur. Sonug olarak C*(X) = {a} # U = C(X) dir.

Onerme 4.2 (U,C) bir ortii yaklasim uzay1 olsun. Her X,Y € U icin asagida verilen
ozellikler saglanir (Zakowski, 1983; Bonikowski vd., 1998).
I. C.(0) =¢c*(®) =0,
ii. c.(U)=c"(U) =¢,
iii. C.(X) c c*(X),
iv. C(X) S X cEeWX),

v. o c(em)=e.0=crer),

Vi, Q(Q(X)) =c(X) A E(E(X)) = C(X) (idempotent),
Vil. XCY=C.(X)ccC.(Y) A CX) cc(Y) (monotonluk),
Viil. C.(X:) =0 =C(XD),

IX. Bn(X) =Bn(X;) = C*(X;),

X. {Kec:KceX)}=c.(x).
Her A € P (U) ailesi igin

Xi. U{C(X): X € A} € C(UA),
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Xii. N{C.(X) : X € A} = C.(NA),
Xiii. U{C.(X) : X € A} € C,(UA).
Her x € U igin
Xiv. C.({x}) # 0 & {x} €C,
XV. C*({x}) = Md(x),
XVi. NMd(x) =N{K € C: x € K},
XVil. {x} e c*(X) = {x} € C.(X).

Uyari 4.2 Pawlak alt ve {ist yaklagimlarinin bagint1 tabanli 6zellikleri asagida verilmistir. Bu
ozellikler ortii tabanli alt ve {ist yaklagimlar i¢in saglanmaz (Xu ve Zhang, 2007).
I. C(=X) = —=C(X) AC(=X) = —C(X) (dualite),
ii. C(XNY) = c(X)NC(Y) (carpimsallik),
iii.  CXUY) = CX)UC(Y) (toplamsallik),
iv. X €Y = C(X) € C(Y) (monotonluk).

Ornek 4.4 U = {a, b, c, d} olmak iizere, C = {{a}, {a, b}, {b, c,d}} ortiisii ile (U, C) bir ortii
yaklagim uzay1 verilsin.

I. Bir X = {c} kiimesi ile tiimleyeninin alt yaklagim kiimelerinin ailesi, alt

yaklasimi, sinir1, sinirina yaklasan kiimelerin ailesi, list yaklasim kiimelerinin

ailesi ve tist yaklasimi Tablo 4.1°de verilmistir.

Tablo 4.1. Bir kiime ve timleyeni igin degerler

X ={c} —X ={a,b,d}
C.X)=09 C.(—=X) = {{a}, {a,b}}
CX)=09 C(=X) ={a,b}
X:=A{c} (—X): ={d}

Md(c) = {{b, c,d}} Md(d) = {{b,c,d}}

Bn(X) = {{b, ¢, d}} Bn(—X) = {{b,c,d}}

c*(X) = {{b,c, d}} C*(=X) = {{a}.{a, b}, {b,c,d}}
C(X) = {b,c,d} C(=X) ={a,b,c,d}
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Tablo 4.1 incelendiginde C(—X) = {a, b} # {a} = —C(X) oldugu goriiliir. Burada
X = {a,b,d} almirsa —X = {c} olur. C(—X) = {b, c,d} # {c,d} = —C(X) elde edilir.
i X ={a,b}, Y = {b,c,d} kiimeleri ve kesisimlerinin alt yaklasim kiimelerinin

ailesi ve alt yaklagimi Tablo 4.2°de verilmistir.

Tablo 4.2. iki kiime ve kesisimleri i¢in degerler

X = {a, b} Y = {b,c,d} XNY = {b}
C.(X) = {{a},{a, b}} C.(Y) = {{b,c,d}} C.(XNY) =9
C(X) = {a, b} c(Y)={b,cd} CxXNY) =9

Tablo 4.2 incelendiginde C(XNY) =0 # {b} =C(X)NC(Y) carpimsallik

ozelliginin saglanmadig1 goriliir.
iii. X ={a}, Y = {b} kiimeleri ve birlesimlerinin alt yaklagim kiimelerinin ailesi, alt
yaklasimi, sinir1, sinirina yaklasan kiimelerin ailesi, list yaklagim kiimelerinin

ailesi ve iist yaklasimi Tablo 4.3’te verilmistir.

Tablo 4.3. iki kiime ve birlesimleri i¢in degerler

X = {a} Y = {b} XUY = {a, b}
C.(X) = {{a}} c.(Y)=0 C.(xUY) = {{a},{a b}}
CX) = {a} ey =90 C(XUY) = {a,b}
X:=0 Y = {b} Xuy):=09
Md(b) = {{a,b},{b,c,d}}
Bn(X) = ¢ Bn(Y) = {{a, b}, {b,c,d}} Bn(xUY) = @
c*(X) = {{a}} c*(Y) ={{a b}, {b,c,d}} | € (XUY) = {{a},{a b}}
C(X) = {a} C(Y) ={a,b,c,d} C(xUY) = {a, b}

Tablo 4.3’¢ gore C(XUY) ={a, b} # {a,b,c,d} = C(X)UC(Y) toplamsallik

ozelligi saglanmaz.
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Iv. Bir X = {b} kiimesi ile bu kiimeyi kapsayan bir Y = {a, b} kiimesinin alt
yaklagim kiimelerinin ailesi, alt yaklasimi, sinir1, sinirina yaklasan kiimelerin

ailesi, list yaklasim kiimelerinin ailesi ve iist yaklagimi Tablo 4.4°te verilmistir.

Tablo 4.4. Bir kiime ve bu kiimeyi kapsayan bir kiime i¢in degerler

X = {b} Y = {a, b}
C.X)=90 C.(Y) = {{a}.{a, b}}
cx)=0 C(Y) ={a,b}

X: = {b} Y)=0

Md(b) = {{a, b},{b, c,d}}

Bn(X) = {{a, b}, {b,c,d}} Bn(Y) =0

¢*(X) = {{a,b},{b, c,d}} c*(Y) = {{a},{a b}}

CX) ={a,b,c,d} (V) = {a, b}

Tablo 4.4 incelendiginde X € Y oldugu halde C(X) = {a,b,c,d} & {a,b} = C(Y)

oldugu goriiliir.

Simdi Uyar1 4.2°de verilen ii., iii. ve iv. ozelliklerinin ortii yaklasim uzaylarinda

hangi kosullar altinda saglanacagina iliskin karakterizasyonlar verilecektir.

Tanmm 4.10 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Her x € U i¢in |[Md(x)| = 1 oluyorsa, C
ortiisiine tekli 6rtli ad1 verilir (Zhu, 2009).

Ornek 4.5 (Zhu, 2009)
i U ={a,b,c,d} olmak iizere C = {{a, b}, {a, b, c},{a, b, c,d}} ortiisii verilsin. U
kiimesinin elemanlarinin minimal tanimlayicilart Md(a) = {{a, b}}, Md(b) =
{{a, b}}, Md(c) = {{a, b, c}}, Md(d) = {{a,b,c,d}} dir. Her x €U igin
IMd(x)| = 1 oldugundan C tekli ortiidiir.
i. U ={a,b,c,d} olmak iizere C = {{a, b}, {a,c},{a, b, c,d}} ortiistinii ele alalim.
a €U elemanmmin  minimal tammlayicisi Md(a) = {{a, b},{a,c}} dir.

|[Md(a)| = 2 oldugundan C tekli ortii degildir.

Teorem 4.2 U kiimesinin bir Ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhu, 2009).

28



I. C ortiisti teklidir.
ii. Her K;, K, € C i¢in K;NK, kesisimi C Ortiisliniin sonlu sayidaki elemanlarinin

birlesimi olarak yazilabilir.

Teorem 4.3 (U, C) bir ortii yaklagim uzay1 ve X, Y € U olsun. Asagidaki 6nermeler denktir
(Zhu ve Wang, 2006).

I. C(XNY) =c(X)NC(y) dir.

ii. Her K;, K, € C i¢in K;NK, kesisimi C ortiisiiniin sonlu sayidaki elemanlarinin

birlesimi olarak yazilabilir.

Sonu¢ 4.1 (U,C) bir ortii yaklagim uzayr ve X,Y € U olsun. C(XNY) = C(X)NC(Y)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul C ortiistiniin tekli 6rtii olmasidir (Zhu, 2009).
Kamit: Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 kullanilarak acike¢a goriiliir. O

Onerme 4.3 (U, C) bir ortii yaklasim uzay1 ve X, Y € U olsun. Asagidaki dnermeler denktir
(Zhu ve Wang, 2006).

I. C(XUY) = C(X)UC(Y) dir.

ii. Her K;,K, €C i¢in K;NK, kesisiminin C Ortlisiiniin sonlu sayidaki

elemanlarinin birlesimi olarak yazilabilir.

Sonu¢ 4.2 (U,C) bir ortii yaklasim uzayr ve X,Y € U olsun. C(XUY) = C(X)UC(Y)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul C ortiisiiniin tekli 6rtii olmasidir (Zhu, 2009).
Kamit: Teorem 4.2 ve Onerme 4.3’iin dogal bir sonucudur. o

Onerme 4.4 (U, C) bir ortii yaklasim uzay1 ve X, Y € U olsun. Asagidaki onermeler denktir
(Zhu, 2009).

i X CY = C(X) c C(Y) dir.

ii. Her K;,K, €C icin K;NK, kesisiminin C Ortiisiiniin sonlu sayidaki

elemanlarinin birlesimi olarak yazilabilir.
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Sonu¢ 4.3 (U,C) bir ortii yaklasim uzay1 ve X,Y € U olsun. X €Y = C(X) € C(Y)
Onermesinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul C ortiisiiniin tekli 6rtii olmasidir (Zhu,

2009).

Kamit: Teorem 4.2 ve Onerme 4.4 birlestirilerek kolayca elde edilir. o

Simdi kaba kiime tanimin1 6rtii kavramina bagli olarak verelim.

Tamim 4.11 (U, C) bir o6rtii yaklasim uzayi ve X, Y € U olsun. P (U) lizerinde bir ~ denklik
bagintis1 agagidaki gibi tanimlansin (Bonikowski vd., 1998).
X~cY = C.(X)=C.(Y)AC'(X) =C*(Y)
X kiimesinin denklik sinifi agsagidaki gibi tanimlanir.
Xe=[X]={Y €U :X~:Y}

X ailesine X tarafindan belirlenen kaba kiime ad1 verilir.

C ortiisii tarafindan tiretilen tiim kaba kiimelerin ailesini R;(U, C) ile gosterilim. O halde

R,(U,C) = {X; : X € U} dir.

Ornek 4.6 (U, C) bir 6rtii yaklasim uzay1 olsun (Bonikowski vd., 1998).

L(‘ )}\

T O

. J/

Sekil 4.1. Ortii yaklasim uzayi

Sekil 4.1°deki gibi U = KULUM olmak tizere, U kiimesinin bir C = {K,L, M} ortiisii
verilsin. X € (LNM) \ K ve X # @ olsun. O halde C,(X) = @,Bn(X) = {L,M}ve C*(X) =
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{L, M} dir. Boylece X tarafindan belirlenen kaba kiime X ={Y S U : YNK =@ AYNL #
® AYNM =+ @} olur.

Sonug 4.4 C ortiisii U kiimesinin bir ayrisimi olmak iizere, (U, C) Ortli yaklasim uzayinda
her X,Y € U igin
X~cY i C(X) = C(Y)ACX) = C(Y) ve
CX)=U{KeC:KcSX},C(X)=U{K€C:KNX # ¢}
olur. Bu durum Pawlak anlaminda yaklasima karsilik gelir (Bonikowski vd., 1998).

Sonug 4.4 ile verilen kaba kiimelerin yapist bilgisayar bilimleri uygulamalar
acisindan tatmin edici degildir. Ciinkii nesnelerin 6zellikleri hakkindaki bilgiyi dikkate
almaz. Nesnelerin 0Ozellikleri hakkindaki bilgiyi kullanmamak Pawlak anlaminda
ayirtedilemez olarak kabul edilen bir kiimenin (U,C;) ve (U,C,) uzaylarinda kiime

ailelerinin farkl alt yaklagimlarinin ve iist yaklasimlarinin oldugu durumlara yol agabilir.

Ornek 4.7 U = {a, b, ¢, d} kiimesi, C; = {{a}, {a, b},{b,c,d}} ve C, = {{a},{b},{a,c,d}}
ortiileri verilsin. C; ortiisiine gore her x € U igin minimal tanimlayicilar Md(a) = {{a}},
Md(b) = {{a, b}, {b,c,d}}, Md(c) = {{b,c,d}} ve Md(d) = {{b,c,d}}dir. O halde
¢ =¢, d dir. Béylece U/=~¢, = {{a},{b},{c, d}} elde edilir. C, ortiisiine gore her x € U i¢in
minimal tanimlayicilar Md(a) = {{a}}, Md(b) = {{b}}, Md(c) = {{a, d, c}} ve Md(d) =
{{a,d,c}} dir. O halde c~¢, d dir. Boylece U/~q, = {{a},{b},{c,d}} elde edilir.
Fakat X = {a,c,d} € Ukiimesiigin = C;(X) ={a} # {a,c,d} = C,(X) ve C;(X)=

{a,b,c,d} # {a,c,d} = C,(X) olur.
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5. ORTU TABANLI KABA KUMELERIN BES TURU VE BAGINTI
TABANLI KABA KUMELER ARASINDAKI ILISKILER

Kaba kiime teorisi, bilgi sistemlerinde belirsizlikle basa ¢ikmak icin 6nemli bir
matematiksel tekniktir. Bagint1 tabanli kaba kiimeler ve ortii tabanli kaba kiimeler, klasik
kaba kiimelerin iki 6nemli genellestirilmesidir. Bu boliimde ortii tabanli kaba kiimelerin bes
tiirii verilmis ve bagint1 tabanli kaba kiimelerle aralarindaki iliskiler incelenmistir. Tlk olarak
ortii tabanli kaba kiimelerin bes tiirii ve bagint1 tabanli kaba kiimeler arasinda denklikler
belirlendi. Daha sonra iki fakli ortiinlin ayni1 yaklasim operatdrlerini olusturabilmesi igin
gerekli kosullar incelendi. Ayrica ortii tabanli kaba kiimelerin farkl tiirlerinin esit olmasi

icin baz1 gerek ve yeter kosullar verildi.

5.1.  Ortii Tabanh Kaba Kiimelerin Bes Tiirii

Alt ve iist yaklasim operatorleri ardil komsuluklar yardimi ile tanimlanabilir.

Tanmim 5.1.1 U kiimesi {izerinde bir R bagintis1 verilsin ve X € U olsun.

aprg : P(U) — PU), aprg(X) ={x € U : Rs(x) € X}
olarak tanimlanan aprg doniisiimiine alt yaklasim operatorii, aprg (X) kiimesine de X in alt

yaklasimi denir (Yao, 1998).

Tanim 5.1.2 U kiimesi iizerinde bir R bagintis1 verilsin ve X < U olsun.
aprg : P(U) > PWU), aprg(X) ={x €U : Rs(x) N X + @}
ile verilen apry dontisiimiine st yaklagim operatorii, apryr(X) kiimesine de X in st

yaklagimi adlar1 verilir (Yao, 1998).

Tamim 5.1.3 U kiimesinin bir ortiisii C ve x € U olsun (Zhu ve Wang, 2007; Zhang ve Luo,
2013).
I. C, = {K € C : x € K} olmak iizere U C, kiimesine x elemaninin ayirtedilemez
komsulugu denir ve st(x, C) ile gosterilir.
ii. N C, kiimesine x elemaninin komsulugu denir ve (x), ile gosterilir.
iii. U Md(x) kiimesine x elemaninin yakin dostlari (close friends) denir ve md (x)
ile gosterilir.

iv. Her K € C ve x € K i¢in K € md(x) ise, C ortiisiine noktasal ortiilmiistiir denir.
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Tanim 5.1.4 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. C ortiisiiniin herhangi bir K elemani C i¢indeki
diger elemanlarin birlesimi seklinde ifade edilebiliyorsa K ya C Ortiisiiniin indirgenebilir
elemani, aksi taktirde indirgenemez elemanidir denir. C Ortiisiiniin biitlin elemanlar
indirgenemezse C ye indirgenemez ortii, aksi taktirde indirgenebilir ortii ad1 verilir (Zhang
ve Luo, 2013).

Tamm 5.1.5 U kiimesinin bir ortiisii € olsun. C ortiisiiniin tiim indirgenebilir elemanlari
silinerek ya da ¢ikarilarak elde edilen indirgenemez ortiiye C Ortiisiiniin indirgemesi denir

ve reduct(C) ile gosterilir (Zhang ve Luo, 2013).

Ornek 5.1.1 U ={a,b,c,d} olmak iizere, C = {{a},{a, b}, {b,c,d}} ortiisii verilsin.
Oncelikle x € U olmak iizere, x elemaninin minimal tanimlayicilant Md(a) = {{a}},
Md(b) = {{a, b},{b,c,d}}, Md(c) = {{b, c,d}} ve Md(d) = {{b, ¢, d}} olur. Simdi her x €
U elemaninin ayirtedilemez komsulugu olan st(x,C) kiimelerini belirleyelim. O halde
st(a,C) ={a, b}, st(b,C) ={a,b,c,d}, st(c,C)=1{b,c,d} ve st(d,C) ={b,c,d} dir.
Ayrica komsuluklart da (a)e = {a}, (b)e = {b}, (¢)e ={b,c,d} ve (d)¢ ={b,c, d}
seklinde ifade edilir. Verilen C ortiisiine gore, x elemaninin yakin dostlar1t md(a) = {a},
md(b) ={a,b,c,d}, md(c) ={b,c,d} ve md(d) ={b,c,d} olurlar. |Md(b)| =2
oldugundan C ortiisii tekli degildir. C ortiisii noktasal ortiilmemistir. Gergekten; a € {a, b}
ve {a, b} € C olmasina karsin {a,b} € md(a) dir. Son olarak, C ortiisiindeki her eleman

indirgenemez oldugundan C ortiisii indirgenemezdir, yani reduct(C) = C saglanir.

Onerme 5.1.1 U kiimesinin bir 6rtiisii C olsun. Herhangi x, y € U icin asagidaki dzellikler
gecerlidir (Zhang ve Luo, 2013).

. x€(Y)e= X)e € We,

ii. x € st(y,C) & y € st(x,C),

iii. (x)e = NMd(x).

Kamt:
i. XEWe=>x€eN{KeEC:y€eK}
= VKeC:y€eKicinx €K dir.
= N{SeEC:xe€S}SN{KEC:y€EK]}
= (X)e € Ve
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ii. x €st(y,0) =>xe U{KeC:yeK}
—3IKeEC:yEK ANx€EK
=KcU{SeC:x¢€S}
=yeU{SeEC:x€S}
= y € st(x,C)

y €st(x,C) >y €eU{KeEC:x €K}
—3IKEC:xEK ANy€EK
=KcU{SeC:yeS}
=x€eU{SeEC:yEeS}
= x € st(y,C)

iii. yEMX)ece=>yeEN{KEC: xEK}
S VKeC:x€eKiciny € K dir.
SyeEN{MeEC:xeEMA(VSEC,xESveSCE M =S =M)}
S yeNMd(x) o

Tamm 5.1.6 C, U’nun bir &rtiisii olsun. Ortii tabanl1 iist ve alt yaklasim operatdrlerinin bes
cifti her X € U igin asagidaki gibi tanimlanir (Zhang ve Luo, 2013).
I. FHe : P(U) — P(U)
X— FHe(X) ={x€U:(x)enNX + 0}
FLe : P(U) — P(U)
X— FLe(X)={x€eU: (x) <X},

ii. SHe : P(U) — P(U)
X — SHe(X) = U{(x)¢ : x € X}
SLe : P(U) — P(U)
X—SLe(X)={x€eU:Vulx € (w)e=u€X]}

iii. THe:PU) — PU)
X — THo(X) = U{K:K€CKNX % 0} = U{st(x,C) : x € X}
TLe : P(U) — P(U)
X —TL(X)={x:VKe€CxeK=KC X},
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iv. RHe : P(U) — P(U)

X+— RH(X) =U {md(x) : x € X}
: PU) — PWU)

X — RLe(X) = U\ (RH:(U \ X)),

RL

Q

V. LHe : P(U) — P(U)
X— LHe(X) = U{X)e: (x)eNX + @,x € U}
LLe : P(U) — P(U)
X — LLe(X) = U\ (LHe(U \ X)).

Ornek 5.1.2 U = {a, b, ¢, d} olmak iizere, C = {{a}, {a, b}, {b, c, d}} ortiisii verilsin.

X ={a, b, c} kiimesi igin;

FHeo(X) ={a,b,c,d},FLo(X) = {a,b},SH-(X) = {a, b, c,d}, SLs(X) = {a},

THe(X) ={a,b,c,d}, TLe(X) = {a}, RH-(X) = {a,b,c,d},RLs(X) = {a}, LH-(X) =
{a,b,c,d}, LLs(X) = {a} olur.

Onerme 5.1.2 U kiimesinin bir 6rtiisii € olmak tizere, Tanim 5.1.6’da verilen ortii tabanl

yaklasim operatorleri birer dual ¢ift olustururlar (Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: Tanim 5.1.6°da (iv) ve (V) ile verilen ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin dual gift
olusturduklar1 kolayca goriiliir. Sadece digerlerinin gosterilmesi yeterlidir.
I. U\ (FH;(U\X))=U\{x€U: (x)en(U\X)+ 0}
=U\{x€eU:3ue x)euecU\X)}
={xeU:Vue (x)eue¢ U\X)}
={x€eU:Vue ) 2u€X}
={xeU:(x)ec<cX}
= FLo(X).

i U\(SHe(U\X))=U\{x: Jue U\X)x€ e}
=U\{x: JueU\X),x€ e}
={xeU:VueUx€Wwe=>ug U\X)}
={xeU: VuelUxe€ ue=uce€X}
= SLa(X).
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ii. U\(TH(U\X))= U\{x: 3K€ CKNWU\X) # 0,x € K}
={x€eU: VKeC,xeK=KNWU\X)=0}
={xelU: VKeECxeEK =K C X}
=TLe(X). O

5.2.  Ortii Tabanh Kaba Kiimelerin Birinci Tiirii ve Baginti Tabanl Kaba Kiimeler

Arasindaki iliskiler

Tamm 5.2.1 U kiimesinin bir 6rtiisii C olsun. U kiimesi iizerinde bir R (€) bagmtis1
asagidaki gibi tanimlanir (Xu ve Wang, 2005). Her x,y € U igin

xRF(Q)y: e y € (x)e.
Karisiklik olmadikga RF (C) yerine kisaca R(C) yazilacaktir.

Onerme 5.2.1 Tanim 5.2.1°de verilen R(C) bagntis1 yansimali ve gegislidir (Zhang ve Luo,
2013).

Kamit: ik énce R(C) bagmtisinin yansimali oldugunu gésterelim. Her x € U i¢in x € (x)¢
oldugundan xR (C)x olur. O halde R(C) bagintist yansimalidir. Simdi de R(C) bagintisinin
gecisli oldugunu gosterelim.
Herhangi x,y,z € U i¢in xR(C)y AYyR(C)z =y € (x)e AZ € (¥)e
= (1) € ()¢ Az € (¥)e (Onerme 5.1.1)
=z € (X)¢
= xR(C)z
elde edilir. O halde R(C) bagintis1 gegislidir. o

Asagida verilen teorem; C ortiisii ve R(C) bagintisindan elde edilen kaba kiimelerin
ayni oldugunu ifade etmektedir. Yine ayn1 teoremden Ortii tabanli yaklagim operatdrlerinin
birinci ¢iftinin, yansimali ve gegisli olan bir bagintidan elde edilen bagint1 tabanli yaklagim

operatdrleri gibi davrandigini 6greniyoruz.

Teorem 5.2.1 U kiimesinin bir ortiisti C olsun. Her X € U igin asagidaki esitlikler saglanir.
I aprree)(X) = FHe(X),
ii. %R(C)(X) = FLe(X) dir (Xu ve Wang, 2005).
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Kanait:

i. Herhangi x € U i¢in x € apTr(e)(X) & R(C);(x)NX # @
&3y elU:y e RO (x)NX
3IJyelU:yeR@)x)ANyeX
S 3AyelU:xR(COynyeX
©3AyelU:ye(x)eNy€eEX
S3AyelU:ye()eNX+0
& x € FHe(X)

saglanir. O halde aprre)(X) = FHe(X) dir.
ii. Ortii tabanli yaklagim operatdrlerinin birinci tiirii arasindaki dualite geregince

aprre)(X) = FLe(X) esitligi kolayca elde edilir. o

Onerme 5.2.1 ve Teorem 5.2.1 geregince; ortii tabanli yaklasim operatorlerinin
birinci tiiriiniin, yansimal1 ve gecisli olan bir bagintidan elde edilen bagint1 tabanli yaklagim

operatorleri ile degistirilebilecegi bilgisine ulasiyoruz.

Bir bagint1 verildiginde ortiiye doniistiiriilebilir. Gergekten, R bagintis1 ters serial

olarak alinirsa, {Rs(x) : x € U} ailesi bir ortidiir.

Tamm 5.2.2 R, U iizerinde ters serial bir baginti olsun. CF(R) ortiisii asagidaki gibi
tamimlanir (Xu ve Wang, 2005).

CF(R) = {Ry(x) : x € U}
Karisiklik olmadik¢a CF (R) yerine kisaca C(R) gosterimi kullanilacaktir.

Genellikle, R bagintis1 ve C(R) ortiistinden indirgenen baginti tabanli kaba kiimeler

ve Ortii tabanli kaba kiimeler ayn1 degildir.

Ornek 5.2.1 U = {a, b, c} olmak iizere, R = {(a, b), (a,c), (b, a),(c,a),(c, b)} bagintist
verilsin. Oncelikle x € U olmak iizere, x elemaninin onciil komsuluklari Ry(a) =
{b,c},R,(b) ={a,c} ve R,(c) = {a} olur. Her x € U i¢in R,(x) # @ oldugundan R ters
serial bir bagmntidir. Simdi her x € U elemaninin ardil komsuluklarini belirleyelim. R;(a) =

{b,c}, Rs(b) = {a} ve Ry(c) = {a, b} dir. O halde ¢(R) = {{b, c},{a},{a, b}} olur. Her x €
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U elemaninin C(R) ortiisiine gore komsuluklart (a)cr) = {a}, (b)ewr) = {b} Ve (C)er) =
{b, c} dir. Sonug olarak aprr({a}) = {b, c} # {a} = FHey({a}) olur.

Teorem 5.2.2 R, U iizerinde yansimali ve gecisli bir baginti ise, her X € U i¢in
. aprr(X) :FHC(R)(X)’
ii. aprr(X) = FLe gy (X) dir (Xu ve Wang, 2005; Zhu, 2009).

I. Ik olarak R yansimal1 ve gecisli bir bagint1 ise her x € U icin (X)ew) = Rs(x)
oldugunu gosterelim. R yansimali bir baginti oldugundan her x € U i¢in x €
Rs(x) dir. Tanim 5.2.2 geregince (X)er)y = M{Rs(¥) : x € Ry(y),y € U} olur,
Buradan (x)¢ry € Rs(x) dir. Tersine x € Rs(y) olsun. O halde yRx dir.
Herhangi z € R, (x) i¢in xRz olur. R gegisli bir bagint1 oldugundan yRz yani z €
Rs(y) olur. Boylece Rs(x) S R¢(y) dir. Buradan Rs(x) S (x)¢(r) oOlur. O halde
(Xery = Rs(x) esitligi saglanir. Simdi de her X € U igin aprr(X) =
FHegy(X) oldugunu gosterelim.
Vx € U igin x € aprr(X) © R, (x)NX # 0
& 3AyeU:yeR,(x)NX
& 3IJyelU:yeRx)Ny€eX
S3IAyelU:ye X)erm Ny EX
©3AyelU:y€ X)erNX #0
© x € FHegy(X)
saglanir. O halde ap7r (X) = FHe gy (X) dir.
ii. Ortii tabanli yaklasim operatorlerinin birinci tiirii arasindaki dualite geregince

aprr(X) = FLegy(X) esitligi kolayca elde edilir. O

Asagida verilen teorem C ve C (R (e )) ortiilerinden elde edilen yaklasim operatorleri

arasindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Teorem 5.2.3 U kiimesinin bir ortiisti € olsun. C(R(C)) ve C aymi Ortii tabanli alt ve st

yaklasim operatdrlerinin birinci giftini {iretir (Zhu, 2009).
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Kamt: Onerme 5.2.1°den R(C) yansimal1 ve gegisli bir bagintidir. Teorem 5.2.2 geregince
aprgey = FHer(ey) olur. Teorem 5.2.1 kullanilarak aprgey = FHe esitligi elde edilir. O
halde FHe = FHe(g(cy) dir.

Ortii tabanli yaklasim operatorlerinin birinci tiirii arasindaki dualite geregince FL. =

FLer(ey) esitligi kolayca elde edilir. o

Teorem 5.2.4 R, U iizerinde ters serial bir bagint1 olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhu,
2009).
I. R yansimal1 ve gecislidir.

ii.  R(C(R))=Rdir

Kamt:

(i) = (ii) Herhangi x,y € U i¢in xRy olsun. O halde y € R;(x) dir. R yansimali ve
gecisli bir baginti oldugundan Teorem 5.2.2 nin kamtindan Rs(x) = (X)ecry dir.
Buradany € (x)¢(gy olur. Tamim 5.2.1 geregince xR(C(R))y dir. O halde R € R(C(R))
olur. Tersine herhangi (x,y) € R(C(R)) i¢in ¥y € (x)er) = Rs(x) dir. Buradan xRy
olur. O halde R(C(R)) S R dir. Sonug olarak R(C(R)) = R dir.

(ii) = (i) Onerme 5.2.1 geregince R(C(R)) bagmtis1 yansimali ve gegislidir. O halde
R = R(C(R)) bagintis1 yansimali ve gegislidir. 0

Onerme 5.2.2 U kiimesinin bir értiisii € olsun. C(R(€)) = {(x)¢ : x € U} dir.

Kamt: Herhangi x, y € U igin Tanim 5.2.1°deny € R(C)s(x) < y € (x), dir. Buradan her
x € Uigin R(C)4(x) = (x)e olur. O halde Tanim 5.2.2°den
C(R(©)) ={R(C)s(x) : x € U} = {(x)¢ : x € U} dir. O

Teorem 5.2.5 U kiimesinin bir ortiisii € olsun. C ortiisiiniin tekli ve indirgenemez olmasi

icin gerek ve yeter kosul C(R(C)) = C olmasidir (Zhu, 2009).

Kamt: (=) K € C(R(C)) olsun. Onerme 5.2.2 geregince K = (x) olacak sekilde bir x €
U vardr. C ortiisii tekli oldugundan Md(x) = {K,} varsayimmda bulunalim. Béylece K =
(x)e = NMd(x) = K, € Colur. O halde C(R(C)) < C dir. Tersine bir K € C i¢in C ortiisii
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indirgenemez oldugundan K € Md(x) olacak bigimde bir x € K eleman1 vardir. C Ortiisii
tekli oldugundan Md(x) = {K} dir. Buradan K = NMd(x) = (x). olur. Onerme 5.2.2’den
K € ¢(R(C)) dir. O halde ¢ < ¢(R(C)) dir. Sonug olarak C(R(C)) = C esitligi elde edilir.
(<) Onerme 5.2.2 geregince C = C(R(C)) = {(x)¢ : x € U} dir. Bir x € U i¢in x €K
veK € Cise (x)¢ € K dir. (x)¢ € C oldugundan Md(x) = {(x)¢} olur. O halde C ortiisii
teklidir.

C ortisiiniin indirgenebilir oldugunu varsayalim. O halde (x)e =U{y; €U :i €]} ve
(yi)e © (x)¢ olacak bigimde bir x € U elemani ve {y; € U : i € J} kiimesi vardir. Bu bir

celiskidir. Sonug olarak C ortiisli indirgenemezdir. o

5.3.  Ortii Tabanh Kaba Kiimelerin Ikinci Tiirii ve Baginti Tabanlh Kaba Kiimeler

Arasindaki iliskiler

Tanim 5.3.1 U kiimesinin bir &rtiisii C olsun. U kiimesi iizerinde R®(C) bagintis1 asagidaki
gibi tanimlanir (Zhang ve Luo, 2013).

vx,y € Uicin xR5(C)y: © x € (y)e
Karisiklik olmadik¢a RS (C) yerine kisaca R(C) gdsterimi kullanilacaktir.

Onerme 5.3.1 Tanim 5.3.1°de verilen R(C) bagntis1 yansimali ve gegislidir (Zhang ve Luo,
2013).

Kamit: ilk 6nce R(C) bagintisinin yansimali oldugunu gésterelim. Her x € U icin x € (x),
oldugundan xR (C)x olur. O halde R(C) bagintis1 yansimalidir. Simdi de R(C) bagintisinin
gecisli oldugunu gosterelim.
Herhangi x,y,z € U i¢in xR(C)y AyR(C)z = x € (y)e Ay € (2)¢
= (x)e € ¥)e Ay € (2)e (Onerme 5.1.1)
= x € (2)¢
= xR(C)z
elde edilir. O halde R(C) bagintis1 gegislidir. O

Asagida verilen teorem; C ortiisii ve R(C) bagintisindan elde edilen kaba kiimelerin
ayn1 oldugunu ifade etmektedir. Yine ayni teoremden ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin
ikinci ¢iftinin, yansimali ve gecisli olan bir bagintidan elde edilen baginti tabanl yaklagim

operatorleri gibi davrandigini 6greniyoruz.
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Teorem 5.3.1 U kiimesinin bir ortiisti C olsun. Her X € U igin
. aprree)(X) = SHe(X),
ii. %R(C)(X) = SLe(X) dir (Zhang ve Luo, 2013).

i. Herhangi x € U i¢in x € apTr(e)(X) & R(C);(x)NX # @
& 3AyelU:y e RICO);(x)NX
& 3AyelU:y€eRC)s(x)Ay€eEX
& 3AyeU:xR(CO)ynyeX
& 3AyelU:x€e(y)eNy€EX
& x € SHe(X)

saglanir. O halde aprre)(X) = SHe(X) dir.
ii. Ortii tabanl yaklasim operatorlerinin ikinci tiirii arasindaki dualite geregince

aprre)(X) = SLe(X) esitligi kolayca elde edilir. o

Onerme 5.3.1 ve Teorem 5.3.1 geregince; Ortii tabanh yaklasim operatorlerinin ikinci
tiirli, yansimali ve geg¢isli olan bir bagintidan elde edilen baginti tabanli yaklagim operatorleri

ile degistirilebilir.

Bir bagintiy1 bir ortiiye doniistiirebiliriz. Gergekten, R bagintisi serial olarak alinirsa,

{Ry(x) : x € U} ailesi bir ortiidiir.

Tamm 5.3.2 R, U iizerinde serial bir bagint1 olsun. €5 (R) ortiisii asagidaki gibi tanimlanir
(Zhang ve Luo, 2013).

C5(R) = {R,(x) : x € U}
Karisiklik olmadik¢a €5 (R) yerine kisaca C(R) kullanilacaktir.

Genellikle, R bagmtisi ve C(R) ortiisiinden indirgenen bagint1 tabanli kaba kiimeler

ve Ortii tabanli kaba kiimeler ayn1 degildir.

Ornek 5.3.1 U = {a,b, c} olmak iizere, R = {(a, b), (a,c), (b,a),(c,a), (c,b)} bagintisi

verilsin. Oncelikle x € U olmak {iizere, x elemanmin ardil komsuluklar1 R (a) =

{b,c}, R;(b) = {a} ve R,(c) = {a, b} olur. Her x € U i¢in Ry(x) # @ oldugundan R serial
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bir bagintidir. Simdi her x € U elemaninin dnciil komsuluklarim belirleyelim. R,(a) =
{b,c},R,(b) = {a,c}ve R,(c) = {a} dir. O halde C(R) = {{b, c},{a, c},{a}} olur. Her x €
U elemanmin C(R) ortiisiine gore komsuluklar1 (a)ery = {a}, (b)er) = {b, ¢}, (Cer) =
{c} dir. Sonug olarak aprr({a}) = {b,c} # {a} = SHer)({a}) olur (Zhang ve Luo, 2013).

Teorem 5.3.2 R, U iizerinde yansimali ve gegisli bir baginti ise her X € U igin
I aprr(X) = SHC(R)(X),
ii. aprr(X) = SLery(X) dir (Zhang ve Luo, 2013).

I. Ik olarak R yansimali ve gegisli bir bagint1 ise her x € U i¢in ()ew) = Rp(x)
oldugunu gosterelim. R yansimali bir bagint1 oldugundan her x € U igin x €
Ry, (x) dir. Tanim 5.3.2 geregince (x)ery = N{R,(¥) : x € R,(y),y € U} olur,
Buradan (x)ery € Rp(x) dir. Tersine x € R,(y) olsun. O halde xRy dir.
Herhangi z € R, (x) icin zRx olur. R gegisli bir bagint1 oldugundan zRy yani
z € R, (y) olur. Boylece R, (x) € R,(y) dir. Buradan R, (x) € (x)¢(g) Olur. O
halde (x)¢ry = Rp(x) esitligi saglanir. Simdi de her X € U igin aprr(X) =
SHe(ry(X) oldugunu gosterelim.
Vx € U igin x € aprr(X) © R, (x)NX = @
&3y elU:yeR,()NX
©3dyeU:xeR,(YNYyEX
S3IyeU:x€)ermNYEX
& x € SHepy (X)
saglanir. O halde ap7y(X) = SHe(g)(X) dir.
ii. Ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin ikinci tiirii arasindaki dualite geregince
apry (X) = SLery(X) esitligi kolayca elde edilir. O
Asagida verilen teorem C ve C (R (e )) ortiilerinden elde edilen yaklasim operatorleri

arasindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Teorem 5.3.3 U kiimesinin bir ortiisii € olsun. C(R(C)) ve C ayni ortii tabanl alt ve st

yaklasim operatorlerinin ikinci ¢iftini tiretir (Zhang ve Luo, 2013).
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Kamt: Onerme 5.3.1°den R(C) yansimali ve gecisli bir bagintidir. Teorem 5.3.2 geregince
aprgcy = SHer(eyy olur. Teorem 5.3.1 kullamilarak aprgey = SHe esitligi elde edilir.
Buradan SHe = SHeg(ey) olur.

Ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin ikinci tiirii arasindaki dualite geregince SLp =

SLe(r(ey) esitligi kolayca elde edilir. o

Teorem 5.3.4 R, U lizerinde serial bir bagint1 olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve
Luo, 2013).
I. R yansimali ve gecislidir

ii.  R(C(R))=Rdir

Kanait:
(i) = (ii) Herhangi x,y € U i¢in xRy olsun. O halde x € R,(y) dir. R yansimali ve

gecisli bir baginti oldugundan Teorem 5.3.2 nin kamtindan R,(y) = (¥)er) dir.
Buradan x € (y)¢(g) olur. Tanim 5.3.1 geregince xR(C(R))y dir. O halde R € R(C(R))
olur. Tersine herhangi (x,y) € R(C(R)) icin x € (¥)er) = Rp(y) dir. Buradan xRy
olur. O halde R(C(R)) S R dir. Sonug olarak R(C(R)) = R dir.

(ii) = (i) Onerme 5.3.1 geregince R(C(R)) bagintis1 yansimali ve gegislidir. O halde
R = R(C(R)) bagintis1 yansimali ve gegislidir. O

Onerme 5.3.2 U kiimesinin bir 6rtiisii C olsun. C(R(C')) = {(x)¢ : x € U} dir (Zhang ve
Luo, 2013).

Kamt: Herhangi x,y € U i¢in Tamm 5.3.1 geregince y € R(C),(x) © y € (x)¢
esdegerligi saglanir. Boylece her x € U igin R(C),(x) = (x)¢ olur. O halde Tanim
5.3.2°den ¢(R(C)) = {R(C),(x) : x € U} = {(x)¢ : x € U} dir. o

Teorem 5.3.5 U kiimesinin bir ortiisii € olsun. C ortiisiiniin tekli ve indirgenemez olmasi

icin gerek ve yeter kosul C(R(C)) = C olmasidir (Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: (=) K € C(R(C)) olsun. Onerme 5.3.2 geregince K = (x). olacak sekilde bir x €
U vardrr. C ortiisii tekli oldugundan Md(x) = {K,} varsayiminda bulunalim. Béylece K =
(x)e = NMd(x) = K, € Colur. O halde C(R(C)) < C dir. Tersine, bir K € C igin C ortiisii
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indirgenemez oldugundan K € Md(x) olacak bigimde bir x € K eleman1 vardir. C Ortiisii
tekli oldugundan Md(x) = {K} dir. Buradan K = NMd(x) = (x) olur. Onerme 5.3.2’den
K € ¢(R(C)) dir. O halde ¢ < ¢(R(C)) dir. Sonug olarak C(R(C)) = C esitligi elde edilir.
(<) Onerme 5.3.2 geregince € = C(R(C)) = {(x)¢ : x € U} dir. Bir x € U iginx € K
ve K € Cise (x)e € K dir. (x)¢ € C oldugundan Md(x) = {(x)¢} olur. O halde C ortiisii
teklidir.

C ortiisiiniin indirgenebilir oldugunu varsayalim. O halde (x), = U{(y;))c €U : i € J} ve
(yi)e € (x)¢ olacak bigimde bir x € U eleman1 ve {y; € U : i € J} kiimesi vardir. Bu bir

celiskidir. Sonug olarak C ortiisii indirgenemezdir. O

5.4.  Ortii Tabanh Kaba Kiimelerin Uciincii Tiirii ve Bagint1 Tabanl Kaba Kiimeler

Arasindaki Tliskiler

Tammm 5.4.1 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. U kiimesi iizerinde bir RT(C) bagmtist
asagidaki gibi tamimlanir (Zhang ve Luo, 2013).

vx,y € Uigin xRT(C)y: & x € st(y,C)
Karigiklik olmadik¢a RT (€) yerine kisaca R(C) kullanilacaktir.

Onerme 5.4.1 Tanim 5.4.1°de verilen R(C) bagintis1 yansimali ve simetriktir (Zhang ve
Luo, 2013).

Kamt: ilk énce R(C) bagintisinin yansimali oldugunu gosterelim. Her x € U igin x €
st(x,C) oldugundan xR(C)x olur. O halde R(C) bagmtis1 yansimalidir. Simdi de R(C)
bagintisinin simetrik oldugunu gosterelim.
Herhangi x,y € U i¢in xR(C)y = x € st(y,C)

=3IKeC:{x,y} €K

= y € st(x,C)

= YR(C)x
elde edilir. O halde R(C) bagintis1 simetriktir. O

Asagida verilen teorem; C ortiisii ve R(C) bagmtisindan elde edilen kaba kiimelerin
ayni oldugunu ifade etmektedir. Yine ayn1 teoremden Ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin
liciincli ¢iftinin, yansimali ve simetrik olan bir bagintidan elde edilen bagint1 tabanlh

yaklasim operatorleri gibi davrandigini 6greniyoruz.
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Teorem 5.4.1 U kiimesinin bir ortiisti C olsun. Her X € U igin
. aprr(e)(X) = THe(X),
ii. aprre)(X) = TLe(X) dir (Zhang ve Luo, 2013).

i. Herhangi x € U i¢in x € apTr(e)(X) & R(C);(x)NX # @
& 3IAyelU:yeRCO);)NX
& 3AyelU:yeRC)sx)AyeX
& 3AyeU:xR(CO)yAnyeX
3JyelU:xest(y,C)ANy€EX
& x € THe(X)

saglanir. O halde aprre)(X) = THe(X) dir.
ii. Ortii tabanli yaklasim operatorlerinin {igiincii tiirii arasindaki dualite geregince

aprre)(X) = TLe(X) esitligi kolayca elde edilir. o

Onerme 5.4.1 ve Teorem 5.4.1 geregince; ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin
liclincli tlirliniin, yansimali ve simetrik olan bir bagintidan elde edilen baginti tabanl

yaklasim operatorleri ile degistirilebilecegi bilgisine ulastyoruz.

Bir bagintiy1 bir Ortliiye dontistiirebiliriz. Gergekten, R bagntisi ters serial olarak

alinirsa, {{x,y} : y € R(C)s(x),x € U} ailesi bir ortiidir.

Tamm 5.4.2 R, U iizerinde ters serial bir bagmt1 olsun. CT(R) ortiisii asagidaki gibi
tanimlanir (Zhang ve Luo, 2013).
CT(R) = {{x,y} : y € R(C)s(x),x € U}
Karisiklik olmadik¢a €T (R) yerine kisaca C(R) gdsterimi kullanilacaktir.
Genellikle, R bagintis1 ve C(R) ortiistinden indirgenen baginti tabanli kaba kiimeler

ve Ortii tabanli kaba kiimeler ayn1 degildir.

Ornek 5.4.1 U = {a,b,c} olmak iizere, R = {(a,a),(a,b),(b,c)} bagntis1 verilsin.

Oncelikle x € U olmak iizere, x elemaninin énciil komsuluklar R, (a) = {a}, R,(b) = {a}

ve R,(c) = {b} olur. Her x € U i¢in R,(x) # @ oldugundan R ters serial bir bagmtidir.

Simdi her x € U elemaninin ardil komsuluklarini belirleyelim. R;(a) = {a, b}, R¢(b) = {c}
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ve Rs(c) = @ dir. O halde C(R) = {{a},{a, b}, {b,c}} olur. Her x € U elemaninin C(R)
ortlisiine gore ayirtedilemez komsuluklart st(a, C(R)) = {a, b}, st(b,C(R)) = {a, b, c} ve
st(c,C(R)) = {b,c} olur. Sonug olarak aprr({b}) = {a} # {a,b,c} = THer)({b}) olur
(Zhang ve Luo, 2013).

Teorem 5.4.2 R, U iizerinde yansimali ve simetrik bir baginti ise her X € U igin
I aprr(X) = THeery (X)),
ii. aprr(X) = TLegy(X) dir (Zhang ve Luo, 2013).

i. x € aprg(X) olsun. O halde Ry(x)NX # @ dir. y € Rs(x)NX alalim. Buradan
{x,y} € C(R) elde edilir. Boylece y € {x,y}NX # @ oldugundan x € {x,y} €
THegy(X) olur. O halde aprr(X) S THegy(X) dir. Tersine herhangi x €
THery(X) icin x € K ve KNX # @ olacak sekilde bir K € C(R) vardir. y €
KNX olsun. y = x ise, R bagintis1 yansimali oldugundan x € R,(x)NX # @
olur. O halde x € aprg(X) dir. y # x ise Tanim 5.4.2 geregince K = {x, y} olur.
R bagintis1 simetrik oldugundan y € R,(x) dir. Buradany € Ry(x)NX # @ olur.
O halde x € ap7y (X) dir. Budurumda THe gy (X) € aprr(X) dir. Sonug olarak
aprr(X) = THegy(X) olur.

ii. Ortii tabanl yaklasim operatorlerinin iiglincii tiirii arasindaki dualite geregince

aprr(X) = TLegry(X) esitligi kolayca elde edilir. o

Asagida verilen teorem C ve C (R (C)) ortiilerinden elde edilen yaklasim operatdrleri

arasindaki iliskiyi ifade etmektedir.

Teorem 5.4.3 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. C(R(C)) ve C ortii tabanli alt ve iist yaklasim

operatdrlerinin ayni ti¢iincii ¢iftini tiretir (Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: Onerme 5.4.1°den R(C) yansimali ve simetrik bir bagintidir. Teorem 5.4.2 geregince
aprrey = THer(ey) olur. Teorem 5.4.1 kullanilarak aprrey = THe esitligi elde edilir.
Buradan THe = THeg(ey) olur.
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Ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin iiglincii tiirii arasindaki dualite geregince TLe =

TLer(ey) esitligi kolayca elde edilir. o

Teorem 5.4.4 R, U iizerinde ters serial bir bagint1 olsun. Asagidaki dnermeler denktir (Zhang
ve Luo, 2013).
I. R yansimali ve simetriktir.

i.  R(C(R))=Rdir

Kamt:

(i) = (ii) Herhangi (x,y) € R igin y € Ry(x) dir. Boylece Tanim 5.4.2°den {x,y} €
C(R) olur. Buradan x € st(y, C(R)) oldugu gbriiliir. Tanim 5.4.1 geregince xR(C(R))y
dir. Buradan R € R(C(R)) olur. Tersine herhangi (x,y) € R(C(R)) igin x = y ise, R
bagintisi yansimali oldugundan (x,y) € R dir. x #y ise, Tanim 5.4.1°den x €
st(y,C(R)) olur. O halde bir K € C(R) vardir 6yle ki {x, y} S K dir. Béylece C(R) nin
tanimindan K = {x, y} olur. Buradan {x,y} € C(R) oldugu goriiliir. Bu durumda y €
Ry (x) dir. O halde (x,y) € R oldugundan R(C(R)) < R olur. Sonug olarak R(C(R)) =
R dir.

(ii) = (i) Onerme 5.4.1 geregince R(C(R)) bagintis1 yansimali ve simetriktir. O halde
R = R(C(R)) bagintis1 yansimali ve simetriktir. O

Teorem 5.4.5 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,
2013).

i. C(R(C) =¢C

ii. Her A € Cigin |A| < 2 ve {{x} : x € U} < C dir.

Kamit:

(i) = (ii) €(R(C)) = C oldugundan Tanim 5.4.2°den her A € C igin |A| < 2 ve Onerme
5.4.1’den R(C) bagintis1 yansimali oldugundan her x € U i¢in x € R(C),(x) dir. O
halde Tanim 5.4.2 geregince {{x} : x € U} € C dir.

(if) = (i) Her x € U igin {x} € C oldugundan x € st(x,C) dir. Tanim 5.4.1°den xR(C)x
olur. Buradan {x} € C(R(C)) dir. Simdi de {x, y} € C ve x # y oldugunu kabul edelim.
O halde x € st(y, C) dir. Boylece xR(C)y olur. Buradan {x, y} € C(R(C)) dir. O halde
C € C(R(C)) olur. Tersine her {x,y} € C(R(C)) i¢in x = y ise {x} € C oldugu agiktir.
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x # y ise yR(C)x dir. Buradan y € st(x,C) olur. O halde bir K € C vardir 6yle ki
{x,y} € K dir. Teoremin varsayimindan {x,y} = K olur. Buradan {x,y} € C dir. O
halde C(R(C)) € C olur. Sonug olarak C(R(C)) = C dir. o

5.5.  Ortii Tabanh Kaba Kiimelerin Dérdiincii Tiirii Icin Baginti Tabanh Kaba

Kiimelerin Temsilcisi

Tamm 5.5.1 U kiimesinin bir ortiisii € olsun. U kiimesi iizerinde bir RR(C) bagmtis1
asagidaki gibi tanimlanir (Zhang ve Luo, 2013).

Vx,y € U igin xRR(C)y: & x € md(y)
Karisiklik olmadikga RR(C) yerine kisaca R(C) gdsterimi kullanilacaktir.

Onerme 5.5.1 Tanim 5.5.1°de verilen R(C) bagintis1 yansimalidir (Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: Her x € U i¢in x € md(x) oldugundan xR (C)x saglanir. O halde R(C) bagintisi

yansimalidir. o

Asagida verilen teorem; C ortiisii ve R(C) bagintisindan elde edilen kaba kiimelerin
ayni oldugunu ifade etmektedir. Yine ayn1 teoremden Ortii tabanli yaklasim operatorlerinin
dordiincii ¢iftinin, yansimali olan bir bagintidan elde edilen baginti tabanli yaklasim

operatorleri gibi davrandigini 6greniyoruz.

Teorem 5.5.1 U kiimesinin bir ortiisti C olsun. Her X € U igin
I aprr(e)(X) = RHe(X),
ii. aprrce)(X) = RLe(X) dir (Zhang ve Luo, 2013).

i. Herhangi x € U i¢in x € apTge)(X) & R(C)s(x)NX # @
&3y elU:y e RO (x)NX
& 3AyelU:yeRC)sx)AyeX
= 3IyelU:xR(C)yny€eX
S3IyelU:xemd(y)ANyeX
& x € RHp(X)
saglanir. O halde apTre)(X) = RHe(X) dir.
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ii. Ortii tabanl yaklasim operatdrlerinin dordiincii tiirii arasindaki dualite geregince

aprree) (X) = RL-(X) esitligi kolayca elde edilir. o

Onerme 5.5.1 ve Teorem 5.5.1 geregince; ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin
dordiincii tiirii, yansimali olan bir bagintidan elde edilen baginti tabanli yaklasim operatorleri

ile degistirilebilir.

5.6.  Ortii Tabanh Kaba Kiimelerin Besinci Tiirii ve Baginti Tabanh Kaba Kiimeler

Arasindaki iliskiler

Tammm 5.6.1 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. U kiimesi iizerinde bir RL(C) bagmtis1
asagidaki gibi tanimlanir (Zhang ve Luo, 2013). Her x,y € U i¢in

xRL(@)y: = 3z € U : {x,y} S (2)¢.
Karigiklik olmadik¢a R (C) yerine kisaca R(C) yazacagiz.

R(C) bagintisinin bazi 6zelliklerini verebilmek i¢in (*) 6zelligini tanimlayalim.

Tamim 5.6.2 Bir R € U X U bagintis1 verilsin. Her (x,y) € U X U igin
xRy = 3zeU: {x,y} € N{Rs(w) :z € Ry(w),w € U}
kosulunu gergekleyen R bagintisina (*) dzelligini sagliyor denir (Zhang ve Luo, 2013).

Onerme 5.6.1 R bagmtisi ters serial ve (*) dzelligini sagliyorsa yansimali ve simetriktir

(Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: Ik 6nce R bagmtisinin yansimali oldugunu gosterelim. Her x € U igin R ters serial
bir bagmnt1 oldugundan R,,(x) # @ dir. O halde y € R, (x) olacak sekilde bir y € U elemam
vardir. Buradan yRx olur. R bagntisi (*) 6zelligini sagladigindan bir z € U 6gesi igin {x} S
{x,v} € N{Rs(w) : z € Ry(w),w € U} olur. O halde xRx dir ve R bagintis1 yansimalidir.
Simdi de R bagintisinin simetrik oldugunu gosterelim. x, y € U olmak iizere xRy oldugunu
varsayalim. R bagintis1 () 6zelligini sagladigindan {x,y} € N{R;(w) : z € Ry(w),w € U}

olacak bi¢gimde bir z € U vardir. Buradan yRx dir. Sonug olarak R bagintis1 simetriktir. O

Onerme 5.6.2 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. R(C) bagmntis1 asagidaki 6zellikleri saglar
(Zhang ve Luo, 2013).
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Kanit:

R(C) bagintis1 yansimalidir.

R(C) bagintis1 simetriktir.

Her x,y € U i¢cin xR(C)y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R(C) bagmntisinin
“zeU: {x,y} € N{R(C)s(w) : z € R(C)s(w),w € U}’ olan (x) ozelligini

saglamasidir.

Her x € U igin x € (x), dir. O halde xR(C)x dir. Buradan R(C) bagmtisi
yansimalidir.

Tanim 5.6.1 geregince her x,y € U igin xR(C)y ise {x,y} S (z) olacak sekilde
bir z € U vardir. Boylece yR(C)x olur ve R(C) bagintist simetriktir.

(=) Tanim 5.6.1°den her x,y € U igin xR(C)y ise {x, y} € (z), olacak sekilde
bir z € U vardir. Herhangi w € U i¢in z € R(C)s(w) ise {z,w} S (u), olacak
sekilde bir u € U vardir. Buradan (2)e € (u)e ve w € (u)e olur. O halde
{x,w} € (u)¢ ve {y,w} S (u)e dir. Tanim 5.6.1 geregince wR(C)x ve wR(C)y
olur. Buradan {x,y} € R(C)s(w) dir. O halde {x,y} < N{R(C)s(w) :z €
R(C)s(w),w € U} dir.

(&) R(C) bagintis1 (*) 6zelligini saglasin. O halde {x,y} € N{R(C)s(w) : z €
R(C)s(w),w € U} olacak sekilde bir z € U vardir. Herhangi bir wy € R(C)4(2)
icin R(C) bagintisi simetrik oldugundan z € R(C)s(wy) dir ve x € R(C)s(wy)
elde edilir. O halde wy € R(C)s(x) dir. Boylece R(C);(z) S R(C)s(x)
kapsamasina ulagilir. R(C) bagintis1 yansimali oldugundan z € R(C)¢(z) dir.
Boylece y € N{R(C);(w) : z € R(C)s(w),w € U} € R(C)s(2) € R(C)s(x)
dir. O halde xR (C)y dir. o

Asagida verilen teorem; C Ortiisli ve R(C) bagintisindan elde edilen kaba kiimelerin

ayni oldugunu ifade etmektedir. Yine ayni teoremden Ortii tabanli yaklagim operatdrlerinin

besinci ¢iftinin, yansimali, simetrik ve (*) 0zelligini saglayan bir bagmtidan elde edilen

bagint1 tabanl yaklagim operatorleri gibi davrandigini 6greniyoruz.

Teorem 5.6.1 U kiimesinin bir ortiisti C olsun. Her X € U i¢in

aprree)(X) = LHe(X),
aprge)(X) = LLe(X) dir (Zhang ve Luo, 2013).
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Kanait:

i. Herhangi x € U i¢in x € apTr(e)(X) & R(C);(x)NX # @
S 3AyelU:y e RO (x)NX
e3IyelU:yeREC@)x)ANyeX
S 3AyelU:xR(COynyekX
3zel: {x,y}S(@)cNyEX
= 3JzeU:y e (2)eNXAxE (2)e
©3zeU: (2)eNX D AXx € (2)¢
& x € LHe(X)

saglanir. O halde aprre)(X) = LH(X) dir.
ii. Ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin besinci tiirii arasindaki dualite geregince

aprre)(X) = LLe(X) esitligi kolayca elde edilir. o

Onerme 5.6.2 ve Teorem 5.6.1 geregince; ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin
besinci tiirliniin, yansimali, simetrik ve (*) ozelligini saglayan bir bagintidan elde edilen

bagint1 tabanli yaklasim operatorleri ile degistirilebilecegi bilgisine ulasiyoruz.

Bir bagitiy1 bir ortilye doniistiirebiliriz. Gergekten, R bagintisi ters serial olarak

alinirsa, {R;(x): x € U} ailesi bir ortiidiir.

Tamm 5.6.3 R, U iizerinde ters serial bir bagmti olsun. C*(R) ortiisii asagidaki gibi
tanimlanir (Zhang ve Luo, 2013).
CL(R) = {Ry(x) : x € U}
Karisiklik olmadik¢a CX(R) yerine kisaca C(R) yazacagiz.
Genellikle, R bagmtisi ve C(R) ortiisiinden indirgenen baginti tabanli kaba kiimeler

ve Ortii tabanli kaba kiimeler ayn1 degildir.

Ornek 5.6.1 U = {a,b,c} olmak iizere, R = {(a,a),(a,b),(b,c)} bagntis1 verilsin.
Oncelikle x € U olmak iizere, x elemaninin énciil komsuluklar R, (a) = {a}, R,(b) = {a}
ve R,(c) = {b} olur. Her x € U i¢in R,(x) # @ oldugundan R ters serial bir bagmtidir.
Simdi her x € U elemaninin ardil komsuluklarini belirleyelim. R;(a) = {a, b}, R¢(b) = {c}
ve Ry(c) = @ dir. O halde C(R) = {{a, b}, {c}} olur. Her x € U elemaninin C(R) ortiisiine
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gore komsuluklart (a)ery = {a, b}, (b)ery = {a, b} Ve (C)ery = {c} olur. Sonug olarak
aprr({b}) = {a} # {a, b} = LHex)({b}) olur (Zhang ve Luo, 2013).

Teorem 5.6.2 R, U iizerinde ters serial bir baginti olsun. Asagidaki dnermeler denktir (Zhang
ve Luo, 2013).

i. R(G(R))=R

ii. R bagmtis1 (*) 6zelligini saglar.

Kamt:

(i) = (ii) R(C’ (R)) = R olsun. Onerme 5.6.2 geregince R bagmtisi () 6zelligini saglar.
(if) = (i) R bagmtis1 (*) 6zelligini sagliyorsa her (x,y) € R i¢in {x,y} € N{R;(w) :
z € R¢(w),w € U} olacak sekilde bir z € U vardir. Tanim 5.6.3’den N{R;(w) : z €
Rs(w),w € U} = (2)¢(r) elde edilir. Buradan {x,y} S (2)¢(r) olur. O halde (x,y) €
R(C(R)) dir. Bdylece R € R(C(R)) olur. Tersine her (x,y) € R(C(R)) igin {x,y} <
(@ew = NM{Rs(W) : z € Rg(w),w € U} olacak sekilde bir z € U vardir. O halde (x)
ozelliginden (x,y) € R dir. Boylece R(C (R)) C R olur. Sonug olarak R (C’ (R)) =R
esitligi elde edilir. o

Sonug¢ 5.6.1 Eger R © U X U ters serial bagintis1 (x) 6zelligini sagliyorsa, asagida verilen
esitlikler saglanir (Zhang ve Luo, 2013).

I aprr = LHe),

ii. aprg = LLe(g) dir.

I. Teorem 5.6.2 geregince R(C(R)) =R dir. Ayrica Teorem 5.6.1¢ gore
WR(C(R)) = LHC(R) olur. O halde aprg = LHC(R) dir.
ii. Ortii tabanli yaklasim operatdrlerinin besinci tiirii arasindaki dualite geregince

aprg = LLe(g) esitligi elde edilir. O
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Tanmim 5.6.4 U kiimesinin bir ortiisii C ve x € K olmak iizere K € C olsun. Her y € U igin
“y € K & {x,y} € (u)¢ olacak sekilde bir u € U vardir” kosulu saglaniyorsa, x elemanina
K kiimesinin n — temsilci elemani1 denir.

C ortiisiiniin her eleman1 bir n — temsilci elemana sahipse C ortiisiine n — temsilci ortii

ad1 verilir (Zhang ve Luo, 2013).

Ornek 5.6.2 U = {a, b, c,d} olmak iizere, C = {{a},{a, b}, {b,c,d}} ortiisii verilsin. ilk
olarak her x € U elemanmin C Oortlisine gore komsuluklarini belirleyelim. (a)e =
{a}, (b)e =1{b}, (c)e =1{b,c,d} ve (d)ec={b,c,d} dir. a,b €{a,b} € C dir. Ancak
{a, b} € (u)c olacak sekilde bir u € U elemani bulunmadigindan {a, b} € C kiimesininn —
temsilci eleman1 yoktur. Bu nedenle C Ortiisii n-temsilci ortii degildir. Simdi de {b,c,d} €
C elemaninin bir n — temsilci elemanimi bulalim. b,c € {b,c,d} ve b,d € {b,c,d} dir.
Ayrica {b,c},{b,d} € (c)¢ = (d)¢ oldugu goriliir. O halde b eleman: {b, ¢, d} kiimesinin

bir n — temsilci elemanidir.

Onerme 5.6.3 U kiimesinin bir 6rtiisii C olsun. Her z € U igin (2) S (2)e(r(ey) dir (Zhang

ve Luo, 2013).

Kamt: Her w € U igin z € R(C)4(w) olsun. O halde {z,w} S (u) olacak sekilde bir u €
U vardir. Buradan (z)¢ S (u)e dir. Bundan dolayi herhangi v € (z)¢ i¢in {v,w} € (u)¢
olur. O halde v € R(C)s(w) dir. Boylece (z)e S R(C)s(w) olur. Sonug olarak (z)e S
N{R(C)s(w) : z € R(C)s(W),w E U} = (2)¢(r(cey) €lde edilir. o

Onerme 5.6.4 U kiimesinin bir &rtiisii € olsun. C(R(C)) ortiisii n — temsilci ortiidiir ve

C(R(C)) ortiisiinlin tiim n — temsilci elemanlarinin kiimesi U dur (Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: {1k olarak C(R(C)) értiisiiniin n — temsilci értii oldugunu gosterelim. Herhangi K €
C(R(C)) i¢gin Tanim 5.6.1 ve Tanim 5.6.3 geregince K = R(C)(x) olacak sekilde bir x €
U vardir. O halde x eleman1 K kiimesinin n — temsilci elemanidir. Gergekten Tanim
5.6.1°den her y € K icin {x,y} € (u)¢ olacak sekilde bir u € U vardir. Onerme 5.6.3’den
{x,y} € Werey olur. Tersine {x,y} c (u)C’(R(C’)) =N{R(C)s(w) :u €
R(C)s(w),w € U} olacak sekilde bir u € U eleman1 varsa, Onerme 5.6.2 (iii)’den y €
R(C)s(x) = K olur. Sonug olarak C(R(C)) ortiisii n — temsilci ortiidiir. Simdi de C(R(C))
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ortlisiiniin tim n — temsilci elemanlarinin kiimesinin U oldugunu gosterelim. C(R(C)) =
{R(C)s(x) : x €U} ve x eleman1 R(C);(x) kiimesinin n — temsilci elemanlarini

oldugundan C(R(C)) ortiistiniin tim n — temsilci elemanlarmin kiimesi U olur. o

Teorem 5.6.3 U kiimesinin bir 6rtiisii C olsun. C(R(C)) = C olmast i¢in gerek ve yeter kosul

C ortisii n — temsilci ortli ve C Ortistinin tim n — temsilci elemanlarinin kiimesinin U

olmasidir (Zhang ve Luo, 2013).

Kamt: (=) C(R(C)) = C olsun. Onerme 5.6.4 geregince C ortiisii n — temsilci drtiidiir ve
C ortiistiniin tim n — temsilci elemanlarmin kiimesi U dur.

(&) C ortiisii n — temsilci ortli oldugundan herhangi K € C igin bir x € K elemaninin K
kiimesinin n — temsilci elemani oldugunu varsayalim. Tanim 5.6.1 ve Tanim 5.6.4’ten her
y€eUiciny € K & {x,y} S (u)e olacak sekilde bir u € U vardir & y € R(C)(x) dir.
Buradan K = R(C)¢(x) € C(R(C)) olur. O halde ¢ < C(R(C)) dir. Tersine herhangi bir
R(C)s(x) € C(R(C)) igin x elemani C Ortiisiiniin n — temsilci eleman oldugundan, x
elemaninin n — temsilci eleman1 oldugu bir K € C vardir. O halde her y € U igin y €
K < {x,y} € (u)¢ olacak sekilde bir u € U vardir < y € R(C)s(x) dir. Buradan
R(C)s(x) = K € C olur. Boylece C(R(C)) < C olur. Sonug olarak C(R(C)) = C dir. O

RF(€),R%(C),RT(C),RR(C) ve R:(C) bagmtilarmin sagladign dzellikler asagida
Tablo 5.1 ile verilmistir.

Tablo 5.1. Ortiiden elde edilen bagmtilarin sagladig1 dzellikler

Yansima Simetri Gecisme
RF(©) v v
R5(0) v v
RT(©) v v
RR(C) v
RE(O) v v
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5.7.  Aym Ortii Tabanh Yaklasim Operatorlerini Ureten Iki Farkh Ortii icin
Kosullar

Ortii tabanl1 kaba kiime teorisinde; farkli ortiiler ayn1 ortii tabanl alt ve iist yaklasim
operatorlerini tiretebilirler. O halde iki 6rtliniin hangi kosullar altinda ayni1 6rtii tabanli alt ve
ist yaklasim operatdrlerini iiretecegi problemiyle ilgilenmek 6nem kazanmaktadir. Bu
kesimde, bagint1 tabanli yaklagim operatorlerine 6zdes olmay1 saglayan iki baginti i¢in bir
kosul verilecektir. Buna ek olarak; baginti tabanli kaba kiimeler baglaminda, iki ortii i¢in

kosullar ayn1 ortii tabanl yaklasim operatorlerini iiretmek icin elde edilecektir.

Teorem 5.7.1 U tizerinde R; Ve R, bagntilar1 verilsin. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang
ve Luo, 2013).
i. WR]_ = WRZ'

” Rl == Rz.

Kanit:
(i) = (ii) Her x € U i¢in (Ry),(x) = ap7g, ({x}) = apri,({x}) = (R2),(x) dir. O
halde R; = R, olur.

(i) = (i) Ry = R, olsun. apry, = apry, esitligi agiktir. O

Teorem 5.7.1 kullanilarak asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.7.1 U kiimesinin iki ortiisii C; ve C, olsun. Asagidaki dnermeler denktir (Zhang ve
Luo, 2013).
i. FI‘I@1 = FI‘I@2 .

ii. Her x € U icin (x)¢, = (%), dir.

Kamt: FHe, = FHe, < QpTgF ey = AQPTgFe,)
< RF(€C1) = RF(Cy)
& Vx,y € Uigin xRF(C,)y ancak ve ancak xRF (C,)y
& Vx,y € Uiginy € (x)¢, ancak ve ancak y € (x)¢,

& Vx € U igin (X)e, = (X)¢,. O

55



Sonug 5.7.2 U kiimesinin iki ortiisii C; ve C, olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhu,2009).
i. SHel = SHGZ'

ii. Her x € U icin (x)¢, = (x)e¢, dir.

Kamt: SHe, = SHe, < apTgse,) = APTgs(c,)
= R3(Cy) = R3(Cy)
& Vx,y € U igin yRS(C,)x ancak ve ancak yRS(C,)x
& Vx,y € Uiginy € (x)¢, ancak ve ancak y € (x)¢,

& Vx € U igin ()¢, = (X)¢,. O

Sonug 5.7.3 U kiimesinin iki ortiisii C; ve C, olsun. Asagidaki dnermeler denktir (Zhang ve
Luo, 2013).

i. TI‘IC’1 = THCZ'

ii. Her x € U igin st(x, C;) = st(x, C,) dir.

Kamt: THe, = THe, & apTgr () = QPTRT(c,)
& RT(C) = RT(Cy)
& Vx,y € Uigin yRT(C;)x ancak ve ancak yRT (C,)x
& Vx,y € U igin y € st(x,C,) ancak ve ancak y € st(x,C,)
< Vx € Uigin st(x,C,) = st(x,C,). O

Sonug¢ 5.7.4 U kiimesinin iki ortiisii C; ve C, olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhu ve
Wang, 2007).

i. R[‘Ie1 = RHCZ'

ii. Her x € U i¢in mde, (x) = mde, (x) dir.

Kamt: RHe, = RHe, < apTgr e,y = APTRT(c,)
& RR(Cy) = RR(Cy)
& Vx,y € U icin yRR(C,)x ancak ve ancak yRR(C,)x
& Vx,y € Uiginy € mde (x) ancak ve ancak y € mde, (x)

& Vx € U iginmde, (x) = mde, (x). O
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Sonug 5.7.5 U kiimesinin iki ortiisii C; ve C, olsun. Asagidaki dnermeler denktir (Zhang ve
Luo, 2013).
i.  LHe, = LHe,.
ii. Her x € U igin U{(W)(g1 :x € (W)e,WE U} = U{(v)(g2 :x € (We,, VE U}
dir.

Kamit: LHe, = LHe, < WRL(Cl) = WRL(GZ)

& RM(Cy) = RM(Cy)

& Vx,y € Uicin xR*(C,)y ancak ve ancak xRL(C,)y

& Vx,y €Uigin 3w € U : {x,y} € (w),,ancak ve ancak
weU:{xy} S e,

& Vx,y € U igin y € {(w)e, : x € (W)¢,, w € U} ancak ve ancak
y € {(17)62 :x € (V)e,, v E U}

& Vx € U igin
U{(W)e, : x € W)e,w € U} = U{(v)g, : x € (V)¢,, v € U}

O

5.8.  Ortii Tabanh Kaba Kiimeler Arasindaki Iliskiler

Bu kesimde, bagint1 tabanli kaba kiimeler kapsaminda ortii tabanli kaba kiimelerin
birbirleriyle olan iligkileri ilizerinde durulacaktir. Bu baglamda, alt ve ist yaklasim

operatorleriyle cakismasina iliskin gerekli ve yeterli kosullar verilecektir.

Teorem 5.8.1 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki énermeler denktir (Qin vd., 2007).
i. FH@ = SHC (ya da FLC == SL@)

ii. {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.

Kamt: FHe = SHe < GpTRF(ey = APTgs (e,
< RF(C) =R5(0)
& Vx,y € U igin xRF (C)y ancak ve ancak xR5(C)y
& Vx,y € Uiginy € (x)q ancak ve ancak x € (y)¢
o Vx,yeUiciny € (x)cise (x)e = (V)¢
< Vx,y € Uicin (x)eNy)e # Dise (X)e = (Ve
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& {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir. o

Teorem 5.8.2 U kiimesinin bir ortlisli C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhu, 2009).

ii. C ortiisti U kiimesinin bir ayrigimidir.

Kamt: FHe = THe & apTgr ey = APTR1 ()
< RF(@) =RT(©)
& Vx,y € U icin xRF (C)y ancak ve ancak xRT (C)y
< Vx,y € Uiginy € (x)e ancak ve ancak x € st(y,C)
< Vx,y € Uiginy € (x)e ancak ve ancak y € st(x,C)
& Vx € U igin (x)¢e = st(x,C)
< VK, K, € Cigin K;NK, # @ ise Vx € K;NK, igin

(X)e = K1NK, = K; = K, = st(x,C)

& C ortiisii U kiimesinin bir ayrigimidir. o

Teorem 5.8.3 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,
2013).
i. FHe = RHe (yada FLe = RL¢).
ii. Her x e U igin |Md(x)| =1 ve {md(x) : x € U} ailesi U kiimesinin bir
ayrigimidir.

iii. reduct( C) ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.

Kanit:
(i) = (ii) Kanit1 iki adimda verelim. Ilk olarak |Md(x)| = 1 oldugunu gosterelim.
FHe = RH olsun. Tersine |Md(x)| # 1 olacak sekilde bir x € U eleman1 oldugunu
varsayalim. O halde {K;, K,} € Md(x) ve K; # K, olacak sekilde K;, K, € C kiimeleri
vardir. Minimal tanimlayict tanimindan K; € K, ve K, € K;dir. Buradan y € K,\K;
olacak sekilde bir y € U eleman: vardir. Boylece y € K, € md(x) ve y & (x)¢c € K;
olur. Varsayim geregince RHe({x}) = md(x) = FHo({x}) dir. O halde y € FH-({x})
dir. Bu durumda (y)eN{x} # @ olur. O halde x € (y). dir. (y)¢ S md(y) oldugundan
x € md(y) dir. Tanim 5.5.1°den  xRR(C)y olur. Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.5.1

kullanilarak WRF(C) = WRR(C) esitligi elde edilir. Teorem 5.7.1°den RF(C) = RR(C)
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olur. O halde xR¥ (€)y dir. Tamim 5.2.1 geregince y € (x)c dir. Buday & (x)¢ olmasi
ile ¢elisir. Sonug olarak |[Md(x)| = 1 dir.
Simdi de kanmitin ikinci boliimii igin {md(x) : x € U} ailesinin U kiimesinin bir ayrigimi
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in {md(x) : x € U} ailesinin U kiimesinin bir ayrigimi
olmadigini varsayalim. O halde md(x;) # md(x;) ve md(x;)Nmd(x,) # @ olacak
sekilde x;,x, € U elemanlar1 vardir. Her x € U igin |[Md(x)| =1 oldugundan
Md(x;) = {K;} ve Md(x;) = {K,} oldugunu varsayalim. O halde K; = md(x;) #
md(x,) = K, dir. Eger K; € K, ise x, & K, dir. Aksi taktirde md(x,) = K; olur ki bu
bir ¢eliskidir. x; € K; € K, = md(x,) dir. Tamim 5.5.1°den (x;, x,) € RR(C) dir. x, ¢
K; = md(x;) 2 (x;)c oldugundan Tanim 5.2.1 geregince (x4, x,) € RF(C) olur. Bu da
RF(C) = RR(C) olmasi ile gelisir. Bu durumda K; ¢ K, dir. Benzer sekilde K, & K;
oldugu kolayca goriiliir. O halde Md(x;) = {K;} ve Md(x,) = {K,} oldugundan x; &
KiNK, ve x, ¢ K;NK, dir. y € K;NK, olsun. |Md(y)| = 1 oldugundan Md(y) = K;
ve K; € K;NK, olacak sekilde bir K5 € C kiimesi vardir. Buradan x; € K; = md(y) 2
(¥)¢ olur. O halde (y, x;) € RF(C) dir. RF(€) = RR(C) oldugundan (y, x;) & RR(C)
dir. Bu durumda y ¢ md(x;) = K; 2 K5 olur. Bu da y € K5 olmasi ile gelisir. Sonug
olarak {md(x) : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.
(if) = (iii) Her x € U i¢in |[Md(x)| = 1 ve {md(x) : x € U} ailesi U kiimesinin bir
ayrisimi olsun. Her K € reduct(C) i¢in K € Md(x) olacak sekilde bir x € K elemani
vardir. reduct(C) ailesinin U kiimesinin bir ayrisimi olmadigini varsayalim. K; NK, #
@ ve K; # K, olacak sekilde K3, K, € reduct(C) kiimeleri vardir. O halde K; € Md(x;)
ve K, € Md(x,) olacak sekilde x4, x, € U elemanlar1 vardir. Teoremin varsayimidan
{K;} = Md(x,) ve {K,}= Md(x,) dir. Bu durumda md(x;)Nmd(x,) # @ ve
md(x;) # md(x,) olur. Bu da {md(x) : x € U} ailesinin U kiimesinin bir ayrisimi
olmasi ile gelisir. Sonug olarak reduct(C) ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.
(iii) = (i) reduct(C) ailesi U kiimesinin bir ayrisimi olsun. O halde her x € U i¢in
md(x) = (x)¢ dir. Bu durumda {(x)¢ : x € U} = reduct(C) ailesi U kiimesinin bir
ayrisimidir. Buradan her x, y € U i¢in

Y € (®)e & (¥)e = (¥)e © md(x) =md(y) & x € md(y)
olur. O halde

(x,y) € RF(C) & (x,y) € RR(C)

saglanir. Buradan RF (C) = RR(C) elde edilir. Sonug olarak aprpr ey = FHe = RHe =

apr.z .. dir. o

RR(©)
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Teorem 5.8.4 U kiimesinin bir oOrtiisii C olsun. Asagidaki énermeler denktir (Qin vd., 2007).

ii. {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir.

Kamt: FHe = LHe < QpTgF ey = APT gL (e
< RF(G) = RE(©)
& Vx,y € U icin xRF (€)y ancak ve ancak xRL(C)y
< Vx,y € Uiginy € (x)e ancak ve ancak
y € U{(2)¢ : x € (2)¢,z € U}
S Vx eUigin (x)e = U{(2)e : x € (2)¢,z € U}
S Vx,z€Uiginx € (2)¢ise (2)e © (X)e
& Vx,z € Uigin x € (2)¢ ancak ve ancak (x)¢e = (2)¢
S Vx,z € Uigin (x)eN(2)e = Dise (x)e = (V)¢

< {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir. O

Teorem 5.8.5 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,
2013).
i. SHC = THC (ya da SLC = TLc)

ii. C ortiisii U kiimesinin bir ayrigimidir.

Kanit:
(i) = (i) SHe = TH¢ oldugunu varsayalim. Teorem 5.3.1 ve Teorem 5.4.1 geregince
aPTgs(e) = APTgr(cy dir. O halde Teorem 5.7.1°den R(C) = R"(C) olur. Buradan her
x,y € U igin
x € (¥)e © xR5(C)y © xRT(C)y © x € st(y,C) © y € st(x,C)

esdeger ifadeleri elde edilir. SimdiC ortiisiiniin U kiimesinin bir ayrigimi olmadigini
varsayalim. O halde K; NK, # @ ve K; # K, olacak sekilde K;, K, € C kiimeleri vardir.
Genelligi bozmayacagindan K; € K, oldugunu kabul edelim. x € K;\K, vey € K;NK,
olsun. O halde y € st(x,C) ve x &€ (y)¢ € K, dir. Bu bir geliskidir. Sonug¢ olarak C
ortiisii U kiimesinin bir ayrisimidir.

(i) = (i) € ortiisti U kiimesinin bir ayrisimi ise SHe = TH¢ oldugu kolayca goriiliir. o
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Teorem 5.8.6 U kiimesinin bir Ortiisii C olsun. Asagidaki dnermeler denktir (Zhang ve Luo,
2013).

i.  SHe = RH. (yadaSLe = RL;).

ii. Her x € U i¢in |[Md(x)| = 1 dir.

Kanit:

(i) = (ii) SHe = RH¢ olsun. Tersine |Md(x)| # 1 olacak sekilde bir x € U eleman1
bulundugunu varsayalim. Bu durumda K; € K, ve K, € K; olacak sekilde K;,K, €
Md(x) kimeleri vardir. y € K;\K, olsun. O halde K; € md(x) ve (x)¢ €K,
oldugundan y € md(x) ve y & (x) dir. Béylece Tanim 5.3.1 ve Tanim 5.5.1 geregince
(v,x) € RR(C) ve y & RS(C) olur. O halde R(C) # RR(C) dir. Teorem 5.7.1°den
apTgs ey # APTgr ey dir. Teorem 5.3.1 ve Teorem 5.5.1 geregince SHe # RHe olur. Bu
ise SH. = RH, olmasi ile gelisir. Sonug olarak her x € U i¢in |Md(x)| = 1 dir.

(if) = (i) Her x € U igin |Md(x)| = 1 olsun. O halde (x), = NMd(x) = UMd(x) =
md (x) dir. Buradan her y € U igin y € (x)¢ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y € md (x)
olmas: elde edilir. O halde her x,y € U igin (y,x) € RS(C) olmas: igin gerek ve yeter
kosul (y,x) € RR(C) olmasidir. Buradan RS(C) = RR(C) dir. Teorem 5.3.1, Teorem

5.5.1 ve Teorem 5.7.1 geregince SHe = aprpsy = APTRR(ey = RH¢ olur. o

Teorem 5.8.7 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Qin vd., 2007)

ii. {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimudir.

Kamt: SHe = LHe < apTgse) = apTpL (e
& R5(C) = RE(©)
& Vx,y € U icin yRS(C)x ancak ve ancak yR:(C)x
< Vx,y € Uiginy € (x)e ancak ve ancak
y € U{(2)¢ : x € (2)¢, 2z € U}
© Vx € Uigin (x)e = U{(2)¢ : x € (2)¢, 2z € U}
S Vx,zeUiginx € (2)¢ise (2)e = ()¢
S Vx,z € Uigin (x)eN(2)e # D ise (x)e = (2)¢

< {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimidir. O
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Teorem 5.8.8 U kiimesinin bir ortiisti C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhu ve Wang,

2007).

THC == RH@ (ya da TLC ES RLc)

C noktasal bir ortiidiir.

Kamt: THe = RHe < QpTgr () = APTR(c)

< RT(C) = RR(©)

& Vx,y € Uicin yRT(€)x ancak ve ancak yRR(C)x

& Vx,y € Uiginy € st(x,C) ancak ve ancak y € md(x)
& Vx € U igin st(x, C) = md(x)

& Vx € U igin st(x,C) € md(x)

= VxeUigcinK ECAx €EKise K S md(x)

< C noktasal bir ortudir. o

Teorem 5.8.9 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,

2013).

THC = LHC (ya da TLC = LLc)
Her x € U igin st(x,C) = U{(2)¢ : x € (2)¢,z € U dir.
Her x,y € U igin C,NC, # @ ise, C, S C,NC, olacak bicimde bir z € U

elemani vardir.

< RT(6) = RE(©)
& Vx,y € U icin yRT (C)x ancak ve ancak yRL(C)x
& Vx,y € U igin y € st(x, C) ancak ve ancak
y € U{(2)c : x € (2)¢,z € U}
= Vx eUiginst(x,C) = U{(2)¢ : x € (2)¢,z € U}
= Vx,yeUigindK eC:{x,y} S Kisedze U :{x,y} S (2)¢
S Vx,y€€UicinC,NC, # @isedz €U : C, € C,NC,. O

Teorem 5.8.10 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,

2013).

RHC == LHC (ya da RLC == LLC)

62



ii. Her x € U i¢in md(x) = U{(2)¢ : x € (2)¢,z € U}
iii. Her x,y € U i¢in y € md(x) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C, < C,NC,,

olacak sekilde bir z € U elemanin bulunmasidir.

Kamit: RHe = LH; & WRR(G) = WRL(G)
< RR(C) = RE(O)
& Vx,y € U icin yRE(C)x ancak ve ancak yR:(C)x
& Vx,y € U igin y € md(x) ancak ve ancak
y €U{(2)¢ : x € (2)¢,z € U}
= Vx eUicinmd(x) = U{(2)e : x € (2)¢,z € U}
& Vx,y € Uiginy € md(x) ancak veancak 3z € U : {x,y} S (2)¢
& Vx,y € U igin y € md(x) ancak ve ancak 3z € U : C, € C,NC,,.

o
Teorem 5.8.1, Teorem 5.8.4 ve Teorem 5.8.7 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 5.8.1 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,
2013).

i.  FH, = SH,.
ii.  FHp = LH,.
iii.  SHe = LHp.
v. {(x)¢ : x € U} ailesi U kiimesinin bir ayrigimudir.

Teorem 5.8.2 ve Teorem 5.8.5 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 5.8.2 U kiimesinin bir ortiisii C olsun. Asagidaki 6nermeler denktir (Zhang ve Luo,
2013).

I FHe = THe.

ii. SHe = THe.

iii. C ortiisii U kiimesinin bir ayrigimidir.

THe; = RHe,TH: = LH; ve RHe = LH; esitliklerinin birbirinden bagimsiz

oldugunu gostermek icin agsagidaki 6rnekleri inceleyelim.
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Ornek 5.8.1 U = {a, b, c} olmak iizere C = {{a, b}, {b, c},{b}} ortiisii verilsin. Oncelikle
x € U olmak tizere, x elemaninin C ortiisiine gore ayirtedilemez komsuluklar st(a,C) =
{a, b}, st(b,C) ={a,b,c} ve st(c,C) = {b, c}olur. Her x € U elemaninin C Ortiisiine gore
komsuluklar1 (a)e = {a, b}, (b)¢ = {b} ve (c)¢ = {b, c} dir. Simdi de her x € U elemanin
minimal tanimlayicilart Md(a) = {{a, b}}, Md(b) = {{b}} ve Md(c) = {{b,c}} dir.
Buradan her x € U elemanin yakin dostlart md(a) = {a, b}, md(b) = {b} ve md(c) =
{b,c} olur. O halde her u € U igin st(u,C) = U{(w)¢ : u € (W)e,w € U} olur. Ancak
md(b) = {b} # {a,b,c} = U{(W)¢c : b € W)e,w €U} ve st(b,C)={a,b,c}+{b}=
md(b) dir. Teorem 5.8.8, Teorem 5.8.9 ve Teorem 5.8.10 geregince THe = LHe, RHe #
LH- ve THe #+ RH¢ olur (Zhang ve Luo, 2013).

Ornek 5.8.2 U = {a,b} olmak iizere C = {{a},{b},{a, b}} ortiisii verilsin. Her x € U
elemaninin minimal tanimlayicilarnt Md(a) = {{a}} ve Md(b) = {{b}} olur. Buradan her
x € U elemanin yakin dostlart md(a) = {a} ve md(b) = {b} dir. Her x € U elemaninin C
ortiistine gore komsuluklart (a)e = {a} ve (b)¢ = {b} dir. Simdi de her x € U elemanimnin
C ortiisiine gore ayirtedilemez komsuluklarini belirleyelim. st(a, C) = {a, b} ve st(b,C) =
{a, b} dir. O halde her u € U igin md(u) = U{(w)¢ : u € (W)e,w € U} olur. Ancak
st(a,C) ={a,b} # {a} = md(a) dir. Teorem 5.8.8, Teorem 5.8.9 ve Teorem 5.8.10
geregince RHe = LHe, THe # RHe ve THe # LH. olur (Zhang ve Luo, 2013).

Ornek 5.8.3 U = {a, b, c, d} olmak iizere C = {{a, b}, {b, c}, {c, d}} ortiisiine gére minimal
tanimlayicilar ~ Md(a) = {{a, b}}, Md(b) = {{a, b}, {b,c}}, Md(c) = {{b,c},{c,d}} ve
Md(d) = {{c,d}} olur. Buradan her x € U elemanmn yakin dostlan1 md(a) =
{a,b},md(b) ={a,b,c}, md(c) ={b,c,d} ve md(d) = {c,d} dir. Simdi de her x € U
elemaninin C Ortiisine gore ayirtedilemez komsuluklarini belirleyelim. st(a,C) =
{a,b},st(b,C) ={a,b,c}, st(c,C)=1{b,c,d} ve st(d,C)={c,d} dir. Her xeU
elemaninin C ortiistine goére komsuluklart (a)e = {a, b}, (b)e = {b}, (¢)¢ = {c} ve (d)¢ =
{c,d} dir. O halde her u € U igin st(u,C) = md(u) olur. Ancak st(b,C) = md(b) =
{a,b,c} # {a,b} = U{(w)¢ : b € (W), w € U}dir. Teorem 5.8.8, Teorem 5.8.9 ve Teorem
5.8.10 geregince THe = RHe, THe #+ LHe Ve RHe #+ LH, olur (Zhang ve Luo, 2013).

THe = RHe, THe; = LH; ve RH; = LH; esitliklerinin saglanmasinin diger

kosullardan bagimsiz oldugunu gostermek i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim.
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Ornek 584 U ={a,b,c,d,e f,g} olmak iizere C = {{b, e, fhi{a b,e f},{a,b,d, e},

{a,b,c,f}.{a, e f, g}} ortiisi verilsin.

Tablo 5.2. Evrensel kiimedeki elemanlarin degerleri

Md(x) md(x) st(x,C) ()¢
X
a | {{a,b,e f}{a b, d e} {ab,c fLiaef g}} | {abcdef g} | {abcdef, g} {a}
b {{be,f}{a,b,d, e}, {ab,c f}} {a,b,c,d,e, f} {a,b,c,d,e, f} {b}
c {{a,b, ¢, f}} {a,b,c, f} {a,b,c,f} {a,b,c,f}
d {{a,b,d, e}} {a,b,d, e} {a,b,d, e} {a,b,d, e}
e {{b,e,f}{a,b,d, e} {a e f,g}} {a,b,d,e,f,g} | {abdef g} {e}
{{be,f}.{a,b,c,fl{a e f, g}} {ab.cef,g} | {abcef g} {}
g {{a,e,f, g3} {a,e.f, g} {a,e.f g} {a.e.f g}

Yukarida verilen Tablo 5.2’ye gore her u € U igin st(u,C) = md(u) ve st(u,C) =
U{W)e : u € (W)e,w € U} = md(u) olur. Buradan THe, = RHe, THe = LHe Ve RHp =

LH¢ dir. Ancak C ortiisi, {(x)e : x € U} ailesi ve reduct(C) ailesi U kiimesinin ayrigimi
degildir ve |[Md(a)| # 1 dir (Zhang ve Luo, 2013).
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6. ORTU TABANLI KABA KUMELER ILE ILGILI
UYGULAMALAR

Bu kesimde, bagint1 tabanli kaba kiimeler ve ortii tabanli kaba kiimelerin birbirleriyle

olan iliskileri ile ilgili uygulamalar verilecektir.

6.1. Yaklasim Operatorlerinin Aksiyomatik Karakterizasyonlar1 ile flgili

Problemler

Yaklasim operatorlerinin temel 6zelliklerini neyin olusturdugu sorunu, yaklasim
operatorlerini karakterize eden aksiyom kiimelerinin olusturulmasiyla incelenmistir. Son
yillarda, kaba kiime cebirlerinin matematiksel yapisini analiz etmeyi aksiyomatik bigime
dontistiirmek i¢in yogun caba harcanmistir. Yansima ve gecisme Ozelliklerine sahip bir
bagintidan elde edilen bagint1 tabanli yaklasim operatdrleri i¢in aksiyomatik sistemler Yao

(Yao, 1998) tarafindan verilmistir.

Lemma6.1.1
I. Bir H : P(U) — P(U) operatoriiniin her X,Y € U i¢in
(L) H(@)=0
(2L) X S H(X)
(3L) H(XUY) = HX)UH(Y)
(4L) H(H(X)) € H(X)
ozelliklerini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul apry = H olacak sekilde yansimali ve

gecisli bir R bagmtisinin bulunmasidir.

ii. Bir L : P(U) — P(U) operatoriiniin her X,Y < U i¢in
(1L) L) =U

(2L) LX)cX

(3L) L(XNY) = L(X)NL(Y)

(4L) L(X) € L(L(X))

ozelliklerini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul apry = L olacak sekilde yansimali ve gegisli

bir R bagmtisinin bulunmasidir (Yao, 1998).

66



Xu ve Wang (Xu ve Wang, 2005) calismalarinda ortii tabanli yaklagim
operatorlerinin birinci ¢iftini Yao (Yao, 1998) nun yansimali ve gegisli bir bagintidan elde
edilen bagint1 tabanli yaklagim operatorleri ile degistirdiler. Bu yontemle; Teorem 5.2.1,
Teorem 5.2.2 ve Lemma 6.1.1 yardimiyla FH ve FL i¢in aksiyomatik sistemler kurulmus

olur.

Teorem 6.1.1
i. BirH:PU) — P(U) operatoriiniin her X,Y € U igin
(1H) H(@) =0
(2H) X Cc H(X)
(3H) H(XUY) = HX)UH(Y)
(4H) H(HX)) € HX)
ozelliklerini saglamasi icin gerek ve yeter kosul FH = H olacak sekilde bir C ortiisiiniin

bulunmasidir.

ii. Bir L : P(U) — P(U) operatoriiniin her X,Y € U igin
(1L) LWU)=U
(2L) L(X)cX
(3L) L(XNY) = L(X)NL(Y)
(4L) L(X) € L(L(X))
Ozelliklerini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul FL = L olacak sekilde bir C Ortiisliniin

bulunmasidir (Xu ve Wang, 2005).

6.2. Ortii Bilgi Sistemleri ve Bagmnti Bilgi Sistemlerinin Birlestirici Ozellik

Indirgemeleri

Bilginin indirgenmesi bilgi islemede ve veri madenciliginde temel bir sorundur.
Kaba kiime teorisi belirsiz ve hatali olan veri i¢in matematiksel bir yaklagimdir. Bu teori
bilgi indirgemesi i¢in de 6nemli bir katkida bulunmaktadir. Simdiye kadar kaba kiime
teorisine dayali pek ¢ok 6zellik i¢in indirgeme algoritmalar verilmistir.

Bir 6zellik i¢in ¢oklu 6zellik degerleri bulunan bazi nesneler ile diisiiniilen bilgi
sisteminin &rtii bilgi sistemi olarak alinmasi uygundur. Ortii tabanli kaba kiime teorisi ortii

bilgi sisteminin 6zellik indirgemesinin devami i¢in uygundur.
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Tammm 6.2.1 U kiimesinin ortiilerinin bir ailesi A= {C4,C3, ..., C,} olmak iizere, (U,A)

ikilisine bir ortii bilgi sistemi ad1 verilir (Li ve Yin, 2009).

Tanim 6.2.2 U kiimesinin ortiilerinin bir ailesi A= {Cy, C3, ..., C,} olmak iizere, her x € U
igin () = (X)e, N, N ... N(x)¢, Olsun. Cov(A) = {(x) : x € U} ailesi U kiimesinin

bir ortiistidiir. Bu ortliye A ailesinden tiretilmis ortii ad1 verilir (Li ve Yin, 2009).

Tanmm 6.2.3 (U,A) bir ortii bilgi sistemi olsun, bir C; €A (i = 1,...,n) Ortiisii i¢in
Cov(A) = Cov(A\ {C;}) esitligi saglaniyorsa C; Ortisit A ailesinde vazgegilebilir orti
denir. Aksi taktirde C; ortiisii A ailesinde vazgecilemez ortii olarak adlandirilir (Li ve Yin,
2009).

Tamim 6.2.4 (U,A) bir 6rtii bilgi sistemi olsun, Cov(P) = Cov(A) ozelligini saglayan her
P CA icin P ailesindeki her 6zellik vazgecilemezse, yani her C; € P (i = 1, ...,n) igin
Cov(P) # Cov(P \ {C;}) oluyorsa, P alt ailesine A ailesinin bir indirgemesi denir (Li ve
Yin, 2009).

Ortii indirgemesi yapilarak A ailesindeki gereksiz ortiiler silinir ya da atilir. Bu
yontem izlenerek P (U) ailesindeki her bir elemanin ortii tabanli yaklagimlarinin ayni birinci
ciftini treten en kiigiik ortii kiimeleri bulunur. Tanim 5.2.1 kullanilarak (U,A) ortii bilgi
sisteminden yansimali ve gecisli bagintilarin bir ailesi agsagidaki gibi elde edilir. Her x,y €
UveC; EA(i=1,..,n)igin

(x,y) ER(Cy) : =y € (x)¢, dir.
Her P €A igin N¢,epR(C;) ifadesini R(P) ile gosterelim. Her x,y € U igin
y € X)p &y €Neer(X)e; & (%,¥) € NeepR(C) & (x,y) ER(P)
esdeger ifadeleri elde edilir.
Her P €A i¢in Cov(P) = Cov(A) < her x € U igin (x), = (x)p
< herx € Uiginy € (x), ancak ve ancak y € (x)p
< her x € U igin (x,y) € R(A) ancak ve ancak
(x,¥) € R(P)
& R(A) =R(P)
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esdegerlikleri kolayca goriiliir. O halde P S A ailesinin A ailesinin bir indirgemesi olmasi
icin gerek ve yeter kosul R(A)=R(P) ve her C;eP(i=1,..,n) Ortisii igin
R(P \ {C;}) # R(P) olmasidir.

(U,A) ortii bilgi sisteminin ozellik indirgemelerinin (U,{R(C;): C; EA}) (i =1,...,n)
bagint1 bilgi sisteminin 6zellik indirgemeleri ile 6zdes oldugunu gorebiliriz. Ayrica baginti
bilgi sistemlerinin 6zellik indirgemeleri P (U) ailesindeki her elemanin ayn1 bagnti tabanli

yaklagimlarini iireten bagmntilarin en kiigiik kiimeleridir.

Ornek 6.2.1 Bir konut degerlendirme problemini diisiinelim. Bunun i¢in dokuz segenegi
U = {x1, X3, X3, X4, X5, X6, X7, Xg, Xo} kiimesi ile Ozelliklerini de E = {fiyat,renk,yapi,
cevre} ile gosterelim. Ozellik degerleri fiyat igin {yiliksek,orta,diisiik}, renk igin
{iyi,koti}, yapt icin  {makul, siradan, makul degil} = ve c¢evre igin
{sessiz, az guriltuli, giuriltili, ok guraltili} olsun. Bu konutlart degerlendirecek
dort uzmandan olusan kiimeyi {4, B, C, D} olarak alalim. Bu uzmanlarin ayni 6zellikler i¢in

degerlendirme sonuglari farkl olabilir. Degerlendirme sonuglari agagida listelenip Tablo 6.1,

Tablo 6.2, Tablo 6.3 ve Tablo 6.4 ile gosterilmistir (Tsang vd., 2008).

fiyat 6zelligi igin;

A : yiksek = {xq, x4, x5, X7}, orta = {x,, xg}, disiik = {x3, xq, X9}
B : yiksek = {xq, x5, x4, X7, xg}, orta = {xs5}, disiik = {x3, x4, X}
C : yiksek = {x1, x4, %7}, orta = {xg}, disik = {x;, X3, x5, X¢, Xo}

D: yUksek = {xl,X4,x7}, orta = {x5}l dU$Uk = {xz,X3,x6,x8,XQ}

Tablo 6.1. Fiyat degerlendirme sonuglari

yiksek orta diisiik
A {x1, x4, x5, %7} {x2, x5} {x3,x6, X9}
B | {x1,x3,%4,%7,Xg} {xs} {x3,x6, X0}
c {x1, %4, %7} {xs} {x2, x3, x5, X6, X9}
D {x1, %4, %7} {xs} {x2, x3, %6, X5, X9}

renk 6zelligi i¢in;
A s iyl = {xq, X9, X3, X6}, kOt = {x4, X5, X7, Xg, Xo}

B :iyi = {xq, x5, X3, X5}, kOti = {x4, x¢, X7, Xg, Xo}
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C : iyi = {x1, x5, X3, X4}, kOtU = {X5, X4, X7, Xg, X }

D :iyi = {xq1, x5, x3}, kOt = {x4, X5, X6, X7, Xg, Xg}

Tablo 6.2. Renk degerlendirme sonuglari

iyi koti
A {x1'x2»x3:x6} {x4, x5, %7, X8, X}
B {x1, %2, x3, x5} {x4, X6, X7, X8, X9}
c {x1, %2, x3, %4} {xs5, x6, %7, X8, X9}
D {x1, %2, x3} {x4, x5, X6, X7, Xg, X9}

yapt ozelligi i¢in;

A : makul = {x1, x5, x3}, stradan = {x,, x5, X¢, X7, Xg}, makul degil = {x}
B : makul = {x, x,, x5}, stradan = {x,, x5, X¢, X7, Xg}, nakul degil = {xg}
C : makul = {xy,x,, x3}, stradan = {x,, x5, x¢, Xg, Xo }, makul degil = {x,}
D

: makul = {x;, x5, X3}, stradan = {x,, xs, x¢}, makul degil = {x,, xg, X}

Tablo 6.3. Yap1 degerlendirme sonuglari

makul siradan makul degil
A {x1, %2, x3} {x4, x5, X6, X7, x5} {xo}
B {x1, %2, x3} {x4, x5, %6, %7, X9} {xs}
4 {x1, %2, x3} {x4, x5, X6, Xg, X9} {x7}
D {x1, %2, x3} {x4, x5, %6} {x7,xg8, X9}

cevre Ozelligi icin;

A : sessiz = {xy,x,}, az guriltuli = {x3, x¢}, guriltilt = {x,, x5, x;},
cok guriltili = {xg, xo}

B : sessiz = {xy, x5}, az guriltuli = {x,, x5}, guriltilt = {x,, x;, xg},
cok guriltili = {xg, xo}

C : sessiz = {x,}, az guriltili = {x,, x5}, guraltili = {x,, x;, xg},
cok guriltili = {xs, x¢, X9}

D : sessiz = {xq, X3, x4}, az gurialtili = {x3, xs}, guriltili = {x,;, xg},

cok guriltili = {xg, xo}
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Tablo 6.4. Cevre degerlendirme sonuglari

sessiz az gurultulu gurultuli cok guriltilu
A {x1, %2} {x3,x6} {x4, %5, %7} {xs, X9}
B {x1, x5} {x2,x3} {x4, %7, x8} {x6, X9}
C {x1} {x2,x3} {4, %7, X8} {xs, %6, X}
D {x1, %2, %4} {x3, x5} {x7,xg} {x6, %9}

Her uzmanin degerlendirmesinin ayni dneme sahip oldugunu varsayalim. Bu
degerlendirmeleri bilgiyi kaybetmeden bir araya getirmek istiyorsak, her 6zellik degeri icin
her uzman tarafindan verilen degerlendirmeleri birlestirmeliyiz. Daha sonra, her 6zellik i¢in

bir ayrisim yerine belirsizligin bir tiiriinii i¢ceren bir ortii aliriz.

fiyat : Cy = {{x1, X2, x4, X5, X7, X8}, {2, x5, Xg, }, {X2, X3, X5, X6, X5, Xo}}

renk : Cy = {{x1, X2, X3, X4, X5, X6}, {X4, X5, X6, X7, X5, Xo}}

yapt : C3 = {{xy, %3, X3}, {x4, x5, X, X7, X5, X0}, {27, X, X0 }}

cevre : Cy = {{X1, X2, X4, X5}, {X2, X3, X5, X6}, {X4, X5, X7, Xg}, {Xs5, X6, X3, X0 }}

A= {C4,C,,C3,C4} olsun. (U,A) ikilisi bir ortii bilgi sistemidir. Ayn1 zamanda bir S =
(U, E) bilgi sistemini agagida verilen Tablo 6.5’teki gibi elde ederiz.

Kisaca;

y:yuksek, o: orta, d: dusiik, i: iyi, k: koti, m: makul, s: siradan, md: makul degil,

se:sessiz,a: az gurultuly, g: gurultiuli, ¢g: ¢ok gurultili seklinde ifade edecegiz.

Tablo 6.5.5 = (U, E) bilgi sistemi

fiyat renk yapi Cevre

X1 y [ m se

Xy y,0,d i m se,a

X3 d i m a

Xy y i,k S se,g
X y,0,d i,k S se,a, g,¢g
Xg d i,k s a,cg
X5 y k s, md 9,¢9
Xg y,0,d k s, md g

Xq d k s,md ¢g
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(U,A) bir ortii bilgi sistemi ve 6zellikler kiimesi E olmak tizere, bir L € E 6zellik kiimesi

icin (U,A) ortii bilgi sisteminden iiretilmis bir R(L) bagintisi asagidaki sekilde tanimlanir.
xR(L)y: & Va € L i¢in a(x) S a(y)

(U,A) ortii bilgi sisteminin 6zellik indirgemeleri R(E) bagintisin1 koruyan minimal 6zellik

alt kiimeleri olan S = (U, E) bilgi sistemi ya da (U,{R(C;): C; €A}) (i = 1,...,n) baginti

bilgi sistemi ile degistirilebilir. Bilgi sisteminin &zellik indirgemesi i¢in mevcut

algoritmalara gore Ortli bilgi sisteminin 6zellik indirgemesi i¢in makul algoritmalar elde

edilebilir.
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7. SONUC

Bu tez calismasinda Pawlak kaba kiime yaklasiminin genellestirilmesi diislincesiyle
ortaya ¢ikan Ortii tabanli kaba kiime teorisi ayrintili olarak incelenmis ve elde edilen sonuglar
anlaml bir sekilde verilmistir.

Bu ¢alismanin matematik alaninda 6nemli bir temel kaynak olmasi diisiiniilmektedir.
Bu konu tizerinde yapilacak olan ileri diizeydeki ¢alismalar i¢in yararhi katkiy1 saglayacagi

Oongorilmektedir.
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