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OZET

OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER UZERINE

Tiirker DEMIRCAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimler Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog¢. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
May 2014, 77 sayfa

Bu tezde, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in agirliklit Montgomery 6zdesligini elde ederek,
bu 6zdesligin uygulanmasi ile elementer analiz kullanilarak iki bagimsiz degiskenli
fonksiyonlar1 igeren iki katl1 integral esitsizlikleri vermektir.

Anahtar Sézciikler: Holder Esitsizligi, Montgomery Ozdesligi, Ostrowski Esitsizligi.



ABSTRACT

ON THE OSTROWSKI TYPE INEQUALITIES

Tiirker DEMIRCAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
May 2014, 77 pages

In this thesis, we obtain weighted Montgomery's identities for function of two variables
and apply them to give new generalization weighted integral inequality for double
integrals involving functions of two independent variables by using fairly elementary
analysis.

Keywords : Holder’s inequality, Montgomery’s identity, Ostrowski Inequality.



EXTENDED ABSTRACT

ON THE OSTROWSKI TYPE INEQUALITIES

Tiirker DEMIRCAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
May 2014, 77 pages

1.INTRODUCTION:

Moving from the problem of computing one-dimensional integrals to the
multidimensional case leads to a series of new problems. While in one dimension one
may encounter three possible types of integration intervals - finite, semi-infinite and
infinite, now we have to deal with a wide variety of domains. In addition, as is already
evident in two dimensions, the functions being integrated can have singularities not only
at a point, but even on an entire manifold. These complications make the
multidimensional case considerably more difficult than the univariate one, and accounts
for the fact that the theory of multidimensional cubature is by no means as complete as
the one-dimensional case. Indeed, cubature formulae are most often evaluated as
iterated one-dimensional integrals. The approach is straightforward but has some
disadvantages, two of which, are that the error estimates are unnecessarily large, since
they too rely on embedding the one-dimensional error results, and it is often

difficult to discretize regions that are other than ideal. That is, regions whose boundaries

lie on coordinate lines of some orthogonal system.

2. MATERIAL AND METHODS:

Recently, several generalizations of the Ostrowski integral inequality for mappings of

bounded variation and for Lipschitzian, monotonic, absolutely continuous and 7 -times
differentiable mappings with error estimates for some special means and for some
numerical quadrature rules are considered by many authors. For recent results and

generalizations concerning Ostrowski's inequality see the references therein.



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:
In this thesis, we employ the Peano kernel techniques of Chapter 3 to produce two
dimensional integral inequalities. Specifically we will combine and extend the work of

(Cerone and Dragomir 1999) and (Barnett and Dragomir 2001).

In (Cerone and Dragomir 1999), a one-dimensional three point inequality was
investigated, while in (Cerone and Dragomir 1999) a two-dimensional version of the

Ostrowski result was produced.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

Here we will develop a two-dimensional three point integral inequality for functions
with bounded first derivatives for different types of norms. The method presented here
is based on Ostrowski's integral inequality, and as such is amenable to the production of

error bounds for a variety of norms.



1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii m degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina
ilk olarak 19. ylizyilin sonlarinda rastlanmasina ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda
matematigin onemli bir alam1 olarak goriilmeye baslanmistir. Konvekslik, geometri,
analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve say1 teorisi, klasik ekstremum problemleri,
lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi
cesitli konularda o©nemli rol oynar. Son yiizyilda gelisen disiplini ve artan
uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir.
(Hardy, Littlewood ve Polya 1934) yazilan "Inequalities" adli eser esitsizlikler teorisi
icin temel bagvuru kaynagidir. Okuyucu bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik
ve yeni esitsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini ve sonuglar bulabilir. Buna ek
olarak (Beckenbach ve Bellman 1965) yazdigi '"Inequalities" adli eser ve
(Mitrinovic 1970) de yazdigi "Analytic Inequalities”" adli eseri de sdyleyebiliriz. Bu
kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu i¢in el altinda bulunmasi
gereken kaynaklardir.

Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve bir¢ok uygulamali matematigin gesitli
dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici gli¢lerinden biri olarak kabul edilmektedir.
Esitsizlikler ile ilgili calismalar son on yildan fazladir matematigin bir¢ok farkli
alanlardaki uygulamalara nasil biiyiik bir katki saglandigi acikca ortadadir. Ornegin,
Cebysev, Griss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen esitsizlikler ile ilgili birgcok
uygulama literatiirde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.

Tezimizin temel taslarini olusturan Ostrowski tipli esitsizlikler ile ilgili ¢aligmalarin
biiyiik bir kism1 da (Dragomir ve Rassias 2002) tarafindan yazilmis olan “Ostrowski
Type Inequalities and Applications in Numerical Integration” isimli kitapta bir araya
getirilmistir.

Bu tezde amacimiz iki kath integraller i¢in yeni Ostrowski tipli integral esitsizlikleri
vererek yukarida bahsedilen gelismeler ¢ergevesinde literatiirde bu esitsizliklerin de yer

bulmasini saglamaktir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezimiz igin gerekli olan tanim ve teoremler verilerek gerekli goriilen bazi
onemli teoremlerin ispatlar1 da verilmistir.

Teorem 2.1 (Jensen Esitsizligi) f fonksiyonu (a,b) araliginda konveks ve

X, € (a,b) olsun. Budurumda ¢o; >0 ve X o, =1 ise,

f(zn;‘aixiJ < an“a,f(xi)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. f fonksiyonu her x, e(a,b) icin bir suport dogruya sahiptir. Yani her x,
noktast igin f(x)> f(x,)+m(x—x,) olacak sekilde x, a bagli bir m noktasi vardir. Bu
esitsizlikte 6zel olarak i =1,2,...,n i¢inx, =>", ,x, segilirse,
()= f (o )+ mlx; = x,)
esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler o, ile carpilir, taraf tarafa toplanir ve

diizenlenirse Jensen Esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.2 (AO-GO Esitsizligi) Eger her i=1,2,...,n i¢in x, 20, o, >0 ve

> =1 ise,

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Enazbir i i¢in x, =0 ise ispat asikardir. x, >0 durumunda, y, =log x,

segilirse,

olup f (t) =¢' fonksiyonu R ’de konveks oldugundan Jensen Esitsizligini uygularsak,
Hxiai = f(zaiyij
i=1 i=1
= zaif(yi)z Zai'xi
i=1 i=1



elde edilip ispat tamamlanmis olur. Ozel olarak n=2, o, =

x, = y? secilirse Young Esitsizligi olarak bilinen,
1 1
xy <—x" +—y1

esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.3 (Holder Esitsizligi) x,.....x,,y,,....y, >0, p,g>1 oyleki L+1=1

1
P q
olmak tizere,

inyz' < [ZXIPJ (Z yz‘q]

i=l1 i=1 i=l1
esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Ozel olarak p =g = 2 secilirse yukardaki esitsizlik
Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir.

Ispat. Yukardaki esitsizlikte x, ve y, lerden en az birinin sifirdan farkli oldugunu

disiinebiliriz. O halde u =(Z;’:1xi” T’l ve v =(Zf:1 );‘17)i her ikisi de pozitiftir, Young

i

esitsizliginde x=ux,/u ve y=y,/v segersek,

P q
ﬁulzgl(ﬁJ +1[LJ
u v plu g\ v
elde edilip bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,

2oy o1,
uy P q
olur. Bu da Holder esitsizligini verir.

Tamim 2.1 (integraller icin Holder Esitsizligi) p>1 ve L+1=1 olsun. f ve g,

[a,b] arahginda tammh reel fonksiyonlar | f |,, ve g . [a, b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1 1

et e e

a a

esitsizligi gecerlidir.
Tamm 2.2 (Ustten Yan siirekli Fonksiyon) f : K — R reel degerli bir fonksiyon
olmak tizere x, € K 'nin komsulugunda her x € K ve V& >0 ig¢in

f)<flx)+e

veya



lim sup £ (0 < £ (x,)
X—)XO

oluyorsa f ye x, € K noktasinda iistten yar1 siirekli fonksiyon denir.
Tanim 2.3 ( Alttan Yari Siirekli Fonksiyon): f : K — R reel degerli bir fonksiyon
olmak iizere x, € K 'nin komsulugunda her x € K ve V& >0 i¢in
FO= flx)—e
veya

lim inf (x) > £ (x,)

X=Xy

oluyorsa f ye x, € K noktasinda iistten yar1 stirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.4 (Kuvvet Ortalama Esitsizligi): ¢g>1 olsun. f ve g, [a,b] aralifinda

tanimli reel fonksiyonlar | f | ve |g ?, [a,b] arahginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b l‘é b 5
ﬂﬂwﬁdeUV@M% UV@M@W%J

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.4 (Ostrowski Esitsizligi): a,b € I,a < b ve f' € L[a,b] olacak sekilde
f:I € R - R taniml, 1°°de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'(x)| <
M ise Vx € [a, b] i¢in

<

1 (P M [(x—a)*+ (b—x)?
0 - [ rwar] < 1[I =0

(-5

1
=M —a) Z+W

esitsizligi elde edilir. Buradaki i katsayist bu sartlar altindaki en i1yi katsayidir. Daha

kiiciik olan bir katsayi ile yer degistiremez (Ostrowski 1938).
Ispat f:[a,b] > R fonksiyonu (a,b) de diferensiyellenebilen bir fonksiyon
oldugundan x € (a, b) igin

1 (b 1 (b
F@ == | FOae+ 5= [ peor©ar

£ = t—a, a<t<x
p@’y_h—b,xStSb

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten



b b
F0) -5 [ r@ae =5 [ peeor @

1 x b
=— U (t—a)f'(t)dt + J (t— b)f’(t)dtl
b—all, X
elde edilir. Yukaridaki esitlikte mutlak deger kullanildiginda

1 X b
mUa (t—a)f(t)dt+L(t—b)f(t)dtl

1 b
)= f FO)dt

olur. Integralin mutlak deger dzelligi kullanilarak

b x b
F00 -5 [ roa < | [Cie-air@iacs [e-siroia]

yazilir. |f'(x) < M| oldugundan

[ X b
Sbl—w_a_L(t_a)dt-"L(t_b)dtl

M [/t * £2\|?
:b—a <?—ta> +<tb—7> ]
| a X

M [(x—a)*+(b—x)°
“b—al 2 l

1 b
f00 —5— | fde

elde edilir. Boylece
2

a+b+a+b )+(b a+b+a+b )
2 2 ¢ 2 2 "

-(= 3 +2 (=) ()
(3 2 () () ()

a+ b\? b —a\*
=2(x-5-) +2(5)
2

2

(x—a)2+(b—x)2=(x—

2

2 2
atb
1 (x-
= 2(b - a)? Z+—( (b—czl)z)

kullanilarak ispat tamamlanmais olur.
Teorem 2.5 (Griiss Esitsizligi) f ve g, [a, b] tizerinde integrallenebilen iki fonksiyon
olsun. m,n,M,N € R ve Vx € [a, b] i¢in

S%(M—m)(N—n)

1 b 1 b b
== | f@e@dr - g [ reodx [ gGoax

dir. Bu esitsizlik literatlirde Griiss Esitsizligi olarak bilinir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 GiRiS

Ostrowski A.M.’nin 1981 de ispatladig1 (Teorem 2.4) deki esitsizligi simdi literatiirde
Ostrowski esitsizligi olarak bilinmektedir. 1938 deki ispattan bu yana arastirma
faaliyetleri bu (Teorem 2.4) esitsizligi ve bu esitsizligin uygulamalar: {izerine bir ¢cok
calisma yapilmaktadir. Referanslar onemli 6lgiide Ostrowski esitsizligi igermektedir.
Son 20 yilda Ostrowski esitsizlikleri merkezli iddialara olan ilgiler hep yenilikler
kazanilarak, c¢esitli c¢alismalar, genellesmeler ve wuzantilari, varyasyonlar ve
uygulamalar1 literatiirde kendine 6nemli bir dl¢iide yer bulmustur.

Bu boéliimde biz Ostrowski esitsizligi (Teorem 2.4) ile ilgili daha basit olan en son
gelismelere deginecegiz. Uygulamalarin yararliligini gostermek i¢in bazi esitsizlikler

aciklayacagiz.

3.2 OSTROWSKI TiPi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde son zamanlarda bazi arastirmacilar tarafindan kurulan baz1 Ostrowski tipi
esitsizlikleri sunacagiz. Ilk olarak, Dragomir tarafindan kurulan Lipschitzian

dontigiimleri i¢in Ostrowski esitsizliklerinin genellestirilmesi ile baglayalim:

Teorem 3.2.1 f:[a,b] - R, [a,b] iizerinde L-lipschitzian doniisiimii olsun. Her
X,y € [a, b] ve L = 0 sabiti i¢in

fG) = fy) SLlx -yl

saglansin. Her x € [a, b] i¢in

SL(b_a)Z 14_&

4 (b — a)? W

b
| rode-reoe -

14 bu sartlar altindaki en 1y1 sabittir.

Ispat. Riemann-Stieltjes integrali i¢in kismi integrasyon formiiliinii kullanarak

f (t — a)df () = FOO(x—a) — f F(O)dt

ve

b b
f (¢ = BYAF() = FG(b —x) - f F(Odt

10



elde ederiz. Eger tistteki esitsizlikleri toplarsak,
b x b
0 - - [ fOde= [ - i@+ [ @ nire o)

olur. Simdi varsayalim ki sirasiyla 4, : a = x,™ < x,™ < < x,_, ™ < x,™ = b

arahginda v(4,) =0, n— o , v(4,):= maxie{o,l,__,n_l}(xi(f)l - xi(n)) ve &M e

[ (n) ™

x;+1| olsun. Eger p:[a, b] = R, [a, b] iizerinde Riemann integrali ve v:[a, b] —

R, [a, b] tizerinde L —Lispschitzian ise, 0 zaman

n—1
(An)ﬁozp E(n) l(ll)l) ”( (n))]

i=0

MY _ (n)
<, 3l s - )P )

i=0 l+1 xi

< aim > ()] (3 - x)
0

v(4p)—0 £

b
fpumww

b
= Lj Ip(x)|dx (3)

yazilir. Ayrica, [a, x] ve [x, b] araliginda (3) esitsizligini kullanirsak,

X b
J‘@—akvﬁ)+f(t—Mdﬂﬂ

b
f(vmwﬂo

< fx(t —a)df(t)| +

X b
<L J |t—a|dt+J It—bldtl
a X

=[G — @)+ (b~ 07

1 (;: )
2 2
=L0b—-a) |-+ —(E E 4)

2

elde ederiz. Boylece (4) ve (2) yardimu ile (1) esitsizligi elde edilir.

Simdi (1) esitsizliginde C > 0 sabitinin oldugunu varsayalim, o halde

(x-23hy
(b — a)?

b
jf(t)dt—f(x)(b—a) <L(b-a)|C+ (5)

11



yazilir. Boylece, her x € [a,b] i¢in (5) te f:[a,b] » R, f(x) =x doniisimini

diisiinelim. Dolayisiyla,

a+b
RIS

olur. Ayrica, her x € [a, b] ve x = a igin,
b—a 1
- < “(p -
2 = [C * 4] (b=a)
elde ederiz. Burada C > % oldugu anlagilir ve ispat tamamlanir.

Hatirlatma 3.2.1 Eger f doniisimii (a, b) tlizerinde diferensiyellenebilir ve ', (a, b)

araliginda sinirlandirilmis ise, (1) de L nin yerine ||f'[| koyabiliriz ve |[|f'||le =

SUPxe(ap)|f' ()] < oo dur.

(Dragomir ve Wang 2002) asagidaki Ostrowski tipi esitsizligi ispatlamistir.

Teorem 3.2.2 f:[a,b] » R, (a,b) lizerinde (a < b) diferensiyellenebilir doniisiim

olsun. f’, [a, b] lizerinde integrallenebilir ve her x € [a, b],y, € Riginy < f'(x) <

I' olsun. Bu durumda her x € [a, b] i¢in,

FO - f@, ot
b—a 2

1 b
£ —5— | fde-

dir.
Ispat. ilk olarak

|s30-00-n  ©

_(t—aq, t €[a,x]
Pt =, t € (x, b] @

fonksiyonunu tanimlayalim. Kismi integrasyon yardimiyla, her x € [a, b] igin,

b—a
yazilir. Agiktir ki her x € [a, b] ve t € [a, b] igin (7) den,

1 (P , 1 (P
— | P or@de =1 -— | fod ®

x—b<pkt)<x—a
dir. p(x,7) ve f'(c) doniisiimlerine Griiss esitsizligini (Teorem 2.5) uygulayarak,
1
SZ(x—a—x+b)(1"—y) 9)

elde ederiz. Basit bir hesaplamayla

a+b

b X b
ﬁjap(x,t)dtzﬁua (t—a)dt+Jx(t—b)dtl=x—

ve

12



1 (P, f)-f(a)
mfaf(”df——b_a

bulunur. (6) esitsizliginin ispat1 (9) ve (8) deki iki esitsizlik ile tamamlanmais olur.

Hatirlatma 3.2.2 Eger sirasiyla (6) da, x = asz ve x = b segersek,

|f (a er b) b - afabf(t)dt

<2 G- -7) (10)

Ve

f@+f®) 1 (an

2 b—a

b 1
[ roda<z0-ac-n

elde edilir. (Ujevic 2004) tarafindan (6) ya benzer bir sekilde elde edilen teorem asagida
belirtilmistir.
Teorem 3.2.3 f:[a, b] - R mutlak siirekli fonksiyon ve f’ € L,[a, b] olsun. Sonra

her x € [a, b] i¢in

1 1 b 2
o(f) = (b—) [b — I~ =2 ( | f'(t)dt> ]

oldugu yerde
3

(b—a)z
" ’ (12)
<53 Ve

b b
- 700 - (x- 52 @ - r@) - [ o

olur. % bu sartlar altindaki en iyi katsayidir.

Ispat: p(x,t) doniisiimii (7) de tanimlanmusti. Kismi integrasyonla,

b b
[ peor@de = -wre - [ o (13)
dahasi
b 4
f p(x,t)dtz(b—a)(x—a;b> (9
ve
b (15)
| rr@de=ro) - f@
elde ederiz. (13)—(15) den
b 1 b 1 b
[ o =52 [ peoas| o -5 [ 1|
b b
= 0 - f @ - (x -2  F ) - @ - [ forde (16)

13



elde edilir. Diger taraftan,

b b b
j; [p(x,@—b%a f p(x,s>ds] [f'(t)—ﬁ f f’(s)dsldt

1 P 1 P
< |lp(x) —mfa p(x,s)ds 2 Hf —mfa f'(s)ds 2 (17)
dahasi
1 (b ° (b-a)?
HP(X,') —mfa p(x,s)ds 2 ==z (18)
e B = @)
Hf —mfa f'(s)ds = IF2 == (19)
elde edilir. (16)—(19) den biz kolayca (12) ye ulasiriz ¢linkii:
1
212
b) —
JoU) = [IIf’II% ¢ )b_’;(“)) ]
dir. (12) nin ispatin1 gostermis olduk. Bu amagla, x € [0,1] oldugu yerde
1,
Et , t €10, x]
f® =11 (20)

Etz—t+x, t € (x,1]

fonksiyonu tanimlanir. (20) de verdigimiz fonksiyon mutlak siireklidir ¢iinkii parcali

polinom fonksiyonudur. Simdi (12) de € > 0 sabitini varsayalim,

b b
6~ 700 - (x - 52 @) - r@1 - [ e

(Fb) — r@)° Q1)
b—a

3
<C(b-a)2 [IIf’II% -
yukaridaa =0, b = 1 ve f i (20) de tanimlandig1 gibi segelim. O halde

1 1 x? 1 x?
| fwae=x-5-% r@=0 fm=x-3 re=%

olur ve buradan da (21) in sol tarafim % olarak elde ederiz. Ayrica (21) in sag tarafi da

c 1 1 e . .. .
e NG bulunur. WG sabitinin (12) deki en iyi sabit

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmais olur.

olarak elde edilir ve dolayisiyla C >

(Ujevic 2002) tarafindan kurulan Ostrowski tipi esitsizliklerde, daha iyi hata sinir1 elde

etmek i¢in uygulamalar genisletilmistir.
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Teorem 324 f:I->R (IcR ), I ' nn ig¢i) da a,b€I® ve a<bh
diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Eger y,I" € R sabitleri var ve Oyleki hert €

[a,b]iciny < f'(t) <T ve f' [a, b] de integrallenebilir ise,

s _f®)—f@
b—a
olmak iizere
b b) — 1 b b—
o -(x-2 )f(z_ﬁ(“)—b_aLf<t>dts 6= @
ve
b\ f(b) — 1 (P b—
f(x)—(x—a;r )f(z_’;(“)—b_aLf(t)dts = -5) (23)
dir.
Ispat. p(x, t), (3.2.7) de tanimlanan bir déniisiim olsun. Kismi integrasyonla
1 (P 1 P
— af pCe Of ' (Odt = f(x) - — a] f(®)dt (24)
b
_biaj p(x,t)dt=x——a;b (25)
dahasi ve
b
| r@de=ro) - r@ 26)

a

elde edilir. (24)—(26) dan

a+b\f(b)—f(a) 1 (P
f(x)—<x— > ) s —b_afaf(t)dt
1 (b 1 b b
:—b—afa p(x,t)fr(t)dt—mfa f'(t)dtfap(x,t)dt @

1 b 1 b b
R = 5= | PG 0f Wdt -z [ F@de [ perode @9
elde edilir. Eger C € R keyfi bir sabit ise,
1 (P 1 (P
R =5 | (0 -0 [zo(x, 0 5—a ) Pl s)ds] dt 29)

elde edilir. Clinkii:
b

b 1
L lp(x, t) — EL p(x, s)dsl dt =0 (30)

dir. lk olarak (29) da C = ¥y secelim. O zaman
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1 (P 1 (°
R =5 [ O =) |ptn) - 5 [ pxoas|a

ve

R,(x)] < Ll P d 31

Fa(0] < =g max [pe 0 = (x =252 | [ 1F/©) —yiae a1
elde edilir. (31) de

a+b b—a
ter[r(ll’é}))](|p(x,t)—(x— 2 )| ) 52)
ve
b
f lf'(®) —yldt =f(b) = f(a) —y(b—a) =(S—y)(b—a)

oldugundan

b —
IRa (O] < === (5 = 7) (33)

elde edilir ve (27), (28) ve (33) den de kolayca (22) elde edilir.
Ikinci olarak (29) da C = I' secelim. O zaman

1 1
Ra) == [ 10 =1 o0~ 52 [ o yas|

ve
R, (x)| < et b\ (e — ria 34
IR = = max [oCe ) = (x = 252)| | 1770 = e 34
elde edilir.
b
] If'@)—rldt=rb—-a)—fb)+f(@=T-S5)b-a) (35)
dir. (34). (32) ve (35) den,
b—a
IR, (x)| < 5 r-5) (36)

elde edilir. (27), (28) ve (36) dan kolayca (23) elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis
olur.

Teorem 3.2.5 I c R agik bir aralik ve a,b €1, a <b olsun. Eger f:I - R bir
diferensiyellenebilir fonksiyon ve Oyleki her t € [a,b] i¢iny < f'(t) < T vey, €R
bazi sabitler olsun.

g [-r@
—-a

> ve A € [0,1] i¢in a + Abz;a <x<b- Abz;a olmak {izere,
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60— 0 [} @+0) + a-r@-ra -2 (-5 - [ o

b—a b—a
,x—a—A

< (S—y)max{/’l ,b—x—/lb;—a}(b—a) (37)

-0 [50@-+r0) + @ - D -ra-n(x- 57 - [ o

S(F—S)max{/lb_a,x—a—/lb_a,b—x—Ab;—a}(b—a) (38)
dir.
ispat.
D) = t—(a+AZ_%a>,tE[a,x] 39
- (b —ATa),t € (x,b]
dontisiimii tanimlansin. Kismi integrasyonla
jbk(x, t) f'(t)dt
- [ [e- (@22 r@ac+ [ [e- (r-2252) o
= 0~ [5(F@ + F®) + (1 - DG - f f©)dt 0)
elde edilir. Dahast
]abk(x,t)dt - Lx[t— (a+/1bz;a>] dt+be [t— (b—/lbg—a)]dt
[(x _a) -2 a]z —% (x — b) +/1bzl]2
—A-Db-a) (x—aTH’) @l

elde edilir. € € R bir sabit olsun. (40) ve (41) den

b b b
jk(x,t)[f’(t)—C] dt=j k(x,t)f’(t)dt—CJ k(x,t)dt

= (b~ [5 (7@ + F®) + A= D@ — (-2 (x -

- ff(t)dt 42)

elde edilir. Eger (42) de C = y segersek

6= o [5(@+r®) + @ -Drw -ya-n (x5 - | e

17



b

- f k(O (0 — yldt 43)

elde edilir. Diger taraftan,

b b
|| e 01 ) = 1de| < max e o) [ 1@~ riae @)
elde edilir. Clinkii
trErEg)g]lk(x,t)lzmax{)l _ ,x—a—/’lb_a,b—x—/lb;—a}) (45)
ve
b
f lf'@—-rldt=fb)-fl@—-yb-a)=(E-y)b-a) (46)

dir. (43)—(46) dan (37) elde edilmis olur. Eger (42)de C = I' segersek,

-0 [0@+ )+ a -1 -ra-»(x-20) - [ a

b
- f k(O (0 — vl dt 47)

ve

b
f If'(£) = [ldt = F(b — a) — (F(b) — f(@) = (" = (b —a) 48)

elde edilir. (47), (45) ve (48) den kolayca (38) elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis
olur.

Sonug 3.2.1 Teorem 3.2.5 nin varsayimi altinda,

FEG—a) —y(b—a) (x~ 7 - f o de

2
S(S—y)[b;a+|x—a;b”(b—a) (49)
‘f(x)(b—a)—F(b—a)(x—aT—i_lj)—fabf(t)dt

S(F—S)[b;a+|x—a;b”(b—a) (50)

dir.

Ispat. (37) ve (38) de A = 0 alalim. O zaman

b—a
2

a+b|

5 D

1
max{x—a,b—x}:z[b—a+|2x—a—b|]= +|x—

elde edilir. Yukaridaki ispatta
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1
max{A,B} == [A+B+|A Bl|], ab€eR
esitini kulanmis olduk. (51) deki esltlikten, (49) ve (50) nin gecerli oldugu kolayca
goriiliir.

Sonug 3.2.2 Teorem 3.2.5 nin varsayim altinda,

b _ 2

‘ “IF @+ £ )] - f F@dr < s -y L2 “) (52)

b _ 2

| 2 [F(@) + F(b)] f o] < -5 8L 53
dir.
Ispat. (37) ve (38) de A = 1 alalim. O zaman

_a+t b
¥ =T
ve
max{/lb_a x—a—/lb_a b—x—/lb_a}=b_a
’ ’ 2 2

elde edilir. (52) ve (53) agik¢a goriilmiis olur.
Sonug 3.2.3 Teorem 3.2.5 deki varsayimi altinda,

b b b
-0 |24 0 - (- 50)| - [ roa

4 2
_a+|x— —a) (54)
‘(b— )[M —f()——(x—a;b)l—f:f(t)dt
g(r-s>[%“+| —a) (55)

dir.
ispat. (37) ve (38) de 1 = % alalim. O zaman

b—a 3a+b a+3b
max{ 2 T T2 T a _x}
1 a+bpn 1 a+b
= max 3 (x =t o= =) 5 (0 -+ [ =)}

1 a+b
=Z[b—a+2|x—T|+|2x—(a+b)|]

_b—a+| a+b|
T T[T

elde edilir. (54) ve (55) agik¢a goriilmiis olur.
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Sonug¢ 3.2.4 Teorem 3.2.5 nin varsayimi altinda

b— 2 b b
Pt @ @+ w1 -2 (-5 - [

bh—
3

a+b
2

S(S—y)[ a+‘x H(b—a) (56)

b— 2r b b
P @@+ w1 -3 (- 50) - [

h—
3

S(F—S)[ a+|x—a;b”(b—a) (57)

dir.
Ispat. (37) ve (38) de 1 = § alalim. O zaman

b—a b—a b—a
max{/l ,X—a—A ,b—x—21 }
b—a 5a+b a+5b
=max{ e ,X — T ¢ —x}
1 2a+ b 1 a+2b
= maxly (3= et po=-=5]) (0w ===
b—a b—a a+b
={ 6 ' 3 +|x_ 2 |}
1b—a a+b b—a a+b
=E[ 2 +|x_ 2 |+| 6 +(x_ 2 )”
b—a a+b
-3 +|x_ 2 |

elde edilir. (56) ve (57) agik¢a goriilmiis olur.
Hatirlatma 3.2.3 Eger (49) ve (50); (54) ve (55); (56) ve (57) de

x = aZLb alirsak, x e bagli olmayan esitsizliklere sahip oluruz.

3.3 iKi FONKSIiYONUN YAPISINI ICEREN OSTROWSKI-TiPi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, Pachpatte tarafindan kurulan ve iki fonksiyonun yapisini igeren bazi yeni
Ostrowski tipi esitsizlikleri ele alacagiz. Asagidaki Ostrowski tipli integral
esitsizliklerini igeren teoremle baslayalim.

Teorem 3.3.1 f,g € C*([a,b],R), [a,b] ER, a < b olsun.

F =f(a)-2I-f(b)’G =g(a)-;g(b)

olmak tizere her x € [a, b] i¢in
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1
|r@9e0 -3 l9@F + F3)|

1 b ) b )
<3|ls1 | 1@l +17co1 [ 19 (t)|dt] (1)

veE

|f () g(x) = [g(OF + f(x)G] + FG|

b b
<3([roa)([1goi) @

dir. i sabiti (1) ve (2) i¢in kesindir.

Ispat: Hipotezden asagidaki ifadeler

1 x b b
ro-r=3|[ 7 wa- [ 5 oal [ rwa=re - @ @
1 x b
96~ 6 = 5[ [ o wac-| g (t)dtl @
yazilir. (3) ve (4) in her iki tarafin1 sirasiyla g(x) ve f(x) ile garpar ve taraf tarafa
toplarsak
1
fG).9(0) =519 (OF + f(x)G]
1 x b x b
~3lo@|[ 7 ©a- [ roa|+r@|[ v wa- [ g (t)dt” ©

elde edilir. (5) de mutlak deger ve integralin 6zelliklerini kullanirsak

1 1 b b
0969 = 51000 + 01| = 3 19601 [ 17 @lae + i [ g/l

elde etmis oluruz. Bu (1) de verilen esitsizliktir.

(3) ve (4) deki her iki tarafi ¢arpilirsa
f(x).g(x) = [g(OF + f(x)G] + FG

=%[ ]a “rode - Jx bf’(t)dtl [ Ja g (0t — fx bg’(t)dtl (©6)

olur. (5) de mutlak deger ve integralin 6zelliklerini kullanarak
1 b b
(.90 — [9GOF + fGIG) + FGl < [ | If’(t)ldtl [ [ 19 dtl
a a

elde etmis oluruz. Bu (2) de verilen esitsizliktir. (1) ve (2) deki % sabiti kesindir.

Varsayalim ki (1) ve (2) deki katsayilar ¢ > 0 ve k > 0 olsun. Her x € [a, b] igin,
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1
G900 =3 19GIF + 171G

b b

< Cllg(x)lf If'(®)dt + If(x)lf Ig’(t)ldt] (7

ve
b b (8)

If (). g(x) — [lg()IF + |f(x)|IG] + FG] < k <f |f’(t)|dt> <f |g'(t)|dt)
olur. (7) ve (8) de f(x) = g(x) = x segersek f'(x) =g'(x) =1, F =G = ib olur. O
zaman basit bir hesaplamayla

x—%(a+b)‘$2c(b—a) )

ve
2 (10)

x(x—(a+b))+ (aT-I-b) <k(b—a)?

elde etmis oluruz. x = b alinirsa (9) dac Zi olur. (10) da k Zi oldugu kolayca

goriiliir. (1) ve (2) deki sabitlerin ispat1 kolayca yapilmis ve bdylece ispat tamamlanmis
oldu.
Hatirlatma 3.3.1 (5) ve (6) da her iki tarafi (b — a) ya boldiikten sonra [a, b] tizerinde

x e gore her iki tarafin integralini alirsak Teorem 3.3.1 in ispat1 kolayca goriilmiis olur.

‘— f F g -

s4(b—1_a)[<j |g(x)|dx)<fa |f'(x)|dx>+<fa |f(x>|dx)<fa |g'(x>|dx)] (1n
ve
|ﬁfbf(x)g |

(j x)Idx) (J g (x)Idx)a (12)

elde edilir. (11) ve (12) de not ettigimiz esitsizlikler (Griiss 2001) ve (CebySev 1882) in

fg(x)dx+6f f(x)dxl

b b
g(x)dx+Gf f(x)dx—FG“

iyi bilinen esitsizliklerine benzemektedir.

Bir sonraki teoremde farkli Ostrowski tipi esitsizlikler incelenmistir (Pachpatte 2005).
Teorem 3.3.2 f,g:[a.b] > R, [a,b] lizerinde siirekli bir fonksiyon ve (a,b) de
diferensiyellenebilir ve ayrica f', g": (a,b) - R, (a, b) araligi ile sinirlandirilmig olsun.

Sonra her x € [a, b] i¢in
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1 b b
F0990) = 35590 [ 10y + 700 [ g0
. . (x _a+ b)2
<5 Ug@IIF e + F DG N} |3+ =gz |G =@ (1)

Ve

1 b b 1 b
F09909 ~ o5 960 [ 100y 450 [aay |+ 52 [ 9]
1 ) o [x=a)? + (b —x)3
< I1Flollglls - (14)
olur.
Ispat. Her x,y € [a, b] i¢in asagidaki tanimlamalar yazilabilir.
Fo - 1) = | f (e 1s)
y
gx)—gly) = f g’ (t)dt (16)
y

(15) ve (16) nin her iki tarafi sirasiyla g(x) ve f(x) ile garpilarak toplanir ve asagidaki
esitlik elde edilir.

2£(09(0) — [f ) + FRgM] = () f £ (Odt + £ f g' (Dt (17)
y y

(17) nin her iki tarafi [a, b] lizerinde y ye gore integrali alinip tekrar yazilirsa asagidaki
esitlik elde edilir.

1 b b
FE9) - 55— [g(x) | rory+re | g(y)dy]

b x X
IR J 1 wacsse | g afay as)

(18) de mutlak deger in 6zelligini kullanirsak

1 b b
FE9) - 55— [g(x) | rory+re | g(y)dy”

1 b
< 5=, WCONF Il =51+ GO ol 1)y
1 I(x —a)’+(b-— x)zl
2

= m{lg(x)lllf'lloo +1fOlllg Moo}
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1 1
= SUgGNF Nl + DG e} |7 + (b-a)

elde edilir. Bu (13) deki esitsizligi gerektirir. (15) ve (16) nin sol ve sag taraflar
carpilarak

f(x)g(x)—[g(x)f(y)+f(X)g(y)]+f(y)g(y)={f f' (t)}U g'(t)} (19)
y y

denklemi elde edilir. (19) nin her iki tarafi [a, b] lizerinde y ye gore integrali alinip

tekrar yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

1 b b 1 b
F00900 ~ 5590 [ fOay+ 100 [ a0ar] + 5 [ 101 g0ay

1 b x x
2l ny (t)dt} Uyg (t)dt}dy (20)

(20) de mutlak deger in 6zelligini kullanirsak

1 b
0900 - 52 oo f FOMy+ £ | g(y)dy] 5 | 10900

1 b
< ! ! _ 2
<1 llollg ||oofa|x yI? dy
l(x—a)3+(b—x)3l
3

1
=3 =g I ll=llg’lle

elde ederiz. Bu (14) deki istenilen esitsizliktir. Ispat tamamlanmus olur.
Hatirlatma 3.3.2 (18) ve (20) nin her iki tarafi b — a ya bdliiniip, [a, b] lizerinde x e

gore integrali alinarak mutlak degerin 6zelligi kullanilip basit¢ce hesaplama yapilirsa,

1 (P 1 1 (P
[ gt (2 [ ) (72 [ o)

1 b b
= 2(b — a)zj U g Nl + 1 COlG oo} x — yldy| dx 1)
ve
1 b 1 1 P
‘m f fG)g)dx - (— f f(x)dx>< f g(x)dx>
< —(b — @2l "lleo lg" o (22)

~ 12
elde ederiz. Burada (21) deki esitsizlik (Tanim 2.6) daki iyi bilinen Griiss esitsizligine

benzemekte ve (22) deki esitsizlik Cebysev esitsizligine benzemektedir.
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Dikkat edersek, (13) de g(x) = 1 ve bundan dolay1 g’'(x) = 0 olur, yeniden {inlii
Ostrowski esitsizligini elde ederiz.
Asagida sonuglar1 basitce verilen teoremde fonksiyonun tiirevleri Lp uzaylarina aittir.

Teorem 3.3.3 f, g: [a. b] — R kesin siirekli fonksiyon ve f', g" € Ly,[a, b],p > 1 olsun.

b
‘f(x)g(X) = [g(x) f F@de+ G0 | g(t)dtl
1
< m [lgCOlIf Nl + 1£CNlg' 1] (B(x))? (23)
ve
1 b b
Hf(x)g(x) - a0 [ r@ars s [ gwa
1 1 P
+ <b j f(t)dt) <b aj g(t)dt)
< (b )2 I pllg’ IIp(B(x))q (24)
her x € [a,b] ves + — = loldugu yerde
B(x) = ——[(x = ) + (b= 0)7*1] 25)
q+1
elde edilir.
Ispat. Hipotezden asagidaki tanimlamayi elde ederiz.
Her x € [a, b] i¢in de p(x, t) tanimindan
1 (b 1 P
F@ -5 | Fwae=3— [ peor©a 26)
ve
1 b 1 b
90~ 55 | a0t == | 0 g O @)

elde edilir. (26) ve (27) nin her iki tarafin1 sirasiyla g(x) ve f (x) ile carpip sonra

toplarsak asagidaki gibi yeni bir sonug¢ tanimlamis oluruz.

FG)g() - )[g(x) f FO)dt + F () f g(t)dt]

1
“2b—-a) lg(x)f p(x, t)f'(t)dt +f(x)f p(x, t)g’(t)dtl (28)

(28) de mutlak deger 6zelliklerini ve Holder integral esitsizligini kullanirsak,
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09909 = 35559 [ e+ s [ g(t)dt]

o
< s —ay|19¢) f IpGe DIl lde + 17 )] f PG t>||g'(t)|dt]

1

| : i/ z
(= |g<x>|<fa |p<x,t>|th) (f If’(t)lpdt>

b Z b !
e ( f G, t>|th>q ( f |g'(t>|pdt)p]

1

b q
= 30-a [LgGOlIf Nl + £l II] <f lp(x, t)I"dt> (29)
elde ederiz. Basit bir hesaplamayla,
b
f Ip(x, t)|9dt = f |t — alldt +f |t — b|9dt

= f (t —a)ddt + J (b —t)4dt
— — a+1 — \a+1
=+l [(x —a)®™ + (b —x)9"7] 30)

= B(x)
olur. (29) da (30) kullanilarak (23) elde edilir. (26) ve (27) nin sag ve sol tarafini taraf

taraf carparsak,

1 b b
F09900 ~ g5 |90 [ rwae + 00 [ gt
1 (P 1 (b

1 b
= _(b a)z (J p(x t)f (t)dt> <] p(x, t)g,(t)dt> (31)

elde edilir. (31) de mutlak deger 6zelligini ve Holder integral esitsizligini ve (30) u da

kullanarak,

1 b b
F90) ~ 75 )[goc) f F@de+ 60 g(t)dtl

1 1 b
+<b ff(t)dt)(b aJ g(t)dt)
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1 b b
sm(f |p<x,t)||f'<t)|dt><f |p(x,t)||g'<t)|dt>
1 1
q

1 1
1 b r b = b b =
< amae( [ wewora) ([rora) ([pewora) ([ wra)

1 2/q

= G I Illg'lp (@)

elde ederiz. Bu (24) de verilen esitsizliktir ve boylece ispat tamamlanmais olur.
Hatirlatma 3.3.3 (23) de g(x) = 1 alirsak g'(x) = 0 olur. Basit bir hesaplamayla, her
X € [a, b] igin

1 b
0 -5 [ aae

1 x —a\a*1 b —x\T*! L

. A
(g + 1)

elde edilir. (Dragomir ve Wang 1998) tarafindan kurulan (32) esitsizligini hatirlamis

olduk.

Bu boliimiin sonunda, Biz ispat1 yapilan bu esitsizlikleri igeren teoremi verdik.

z:[a, b] - R siirekli fonksiyon ve A € [0,1] igin

p
L[z(0)] = (b — a) [E (2(a) + 2(b)) + (1 - A)Z(x)]

notasyonunu kullanalim.
Teorem 3.34 f,g €[a,b] > R, [a,b] de siirekli fonksiyon ve (a,b) iizerinde

diferensiyellenebilir olsun ayrica f', g’ € [a, b] = R, (a, b)de sinirlandirilsin. Sonra

b b
GOOLIF@] + FILIGEO] - g0 f f(©)dt - Fx) f g(Ddt

< g Moo + 1f GOl oo 1M () (33)

ve

b b
‘L[f(x)]L[g(x)] — LLg(x)] f FOdt - LIF ) f g(Ddt

+ (jbf(t)dt> <fbg(t)dt>

< f Nl llg'lleoM () (34)
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a+17=2<x<b-A=%, 1€ [01] igin

2

1 a+b
M@ =5 (b — [ + (= 1] + (x -2 ) (35)
elde edilir.
Ispat. Hipotezden asagidaki tanima sahip oluruz.
b b
LIF)] - f f(6)dt = f kG OF (D dt (36)
b b
Llg)] - f g(Ddt = f k(x, g (D) dt (37)

k(x,t) (39) da tanimlanmistir. (36) ve (37) swrasiyla g(x) ve f (x) ile carpilip

toplanirsa asagidaki gibi yeni bir sonu¢ tanimlamis oluruz.

b b
GOOLIF@] + FOLIg)] - gx) j F(©)dt — F(x) j g()dt

b b
= g f k(x, OF (©)dt + £ (x) f k(x, 09 (Ddt (38)

(38) de mutlak deger 6zelligini kullanirsak,

b b
GOOLIF@] + FILIG] — g0 f ()t — Fx) f g(dt

<

b b
Pe) f kG OIIF ©lde + £ ()] f |k<x,t)||g'<t)|dt]

b
< [lg@If Mo + 1F GO Nl f Ik Cx, B)]dt
= g Nl + 1F @G o]

JASCES

a>|dt+jb
2 X

elde ederiz. (39) un sag tarafindaki integrali kullanarak (33) de istenen esitsizlik elde

t—(a+/1

t—(b—/lb;a)|dtl (39)

edilir. (36) ve (37) nin sag ve sol tarafini taraf tarafa carparsak

b b
LIF®ILg@)] - LIg)] f F(O)dt - LIF ) f g(dt

b b
+(f f(t)dt)<f g(t)dt)
b b
( j k(x,t)f’(t)>< f k(x,og'(t)) (40)
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elde ederiz. (40) dan ve (33) esitsizliginin ispatindaki uygun degisiklikler ile (34) de
istenen esitsizlik elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Hatirlatma 3.3.4 (29) dag(x) = 1 alinir ve boylece g'(x) = 0 olur. (Dragomir,

Cerone ve Roumeliotics 2000) tarafindan kurulan asagidaki esitsizligi biliyoruz.

b
‘L[f(x)] - f FOdt

< M@ f Nl

her A € [0,1] ve a +Ab2;a <x<b —Abz;a,l € [0,1] i¢in ve ek olarak (i)A = 0
segersek,
Ostrowski Esitsizligi (Tanim 2.4) elde edilir. (ii)A = 1 ,x = % secersek Yamuk-

tipi esitsizlik elde edilir.

3.4 OSTROWSKI VE GRUSS TiPI ESIiTSIZLIKLER

Bu béliimde, Ostrowski ve Griiss-tipinde bazi esitsizlikler sunacagiz. Son zamanlarda
(Pachpatte 2004), (Cerone, Dragomir ve Roumeliotis 1999) tarafindan bu esitsizlikler
verildi. Asagidaki teoremler (Pachpatte 2007) tarafindan basitce ispatlandi. f,g €
[a, b] = R olacak sekilde uygun fonksiyonlar i¢in asagida kullandigimiz basitlestirilmis

notasyonlar1 alalim:

5(f,9) = fx)gx) - )[Q(X) f(t)dt+f(x)f g(t)dtl

1 b
‘z(" _a ; ) [Fg(x) + Gf(x)]

1 (P 1 (P
H(f,g)=m | f(x)g(x)dx—< 3l f(x)dx)( [ oeoas)

+b
(= f ) tRg G + 6 (dx
PO 1@ L g®) 9@
b—a b—a

Teorem 3.4.1 f,g € [a,b] > R mutlak siirekli fonksiyonlar ve tiirevleri f',g’' €
L,[a, b] = R olsun. Her x € [a, b] i¢in

N =
N =

1
5G9 < e 19G (= I 1B~ F2) 4 Il (5o lg13 = 62) |ax (1)

™G

ve
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N| =

1 (P 1
HG IS | (190 (=5 1713~ F2)
1 1
@I (;— Nl - 62) | x o

dir.
Teorem 3.4.2 Teorem (3.4.1) i varsayalim. Eger y < f'(x) <T, ¢ < g'(x) < D,

x € [a,b] iginy, ', ¢, @ reel sabitler ise, 0 zaman her x € [a, b] i¢in

ISCF, ) < f L 1geIT =) + If GOl — @] 3)
ve
1 b
H(F 9l = o= f HgGOIT =) + [f @) — dldx )
dir.

Hatirlatma 3.4.1 Eger (1) ve (3) te g(x) =1 ve g'(x) =0 alirsak basit bir
hesaplamayla (Barnett, Dragomir ve Sofo 2000) nun kurmus oldugu esitsizlige sahip

oluruz ve eger (1) ve (3) de x = azﬂ secersek, o zaman esitsizlikte orta noktaya sahip

oluruz.
3.4.1 ve 3.4.2 Teoremlerinin ispatlar

_(t—a, t € [a, x]
p(x. ) _{t—b, t € (x,b]

f,g € [a,b] = R doniisiimleri i¢in iyi bilinen (Korkine 1993) nin tanimindan kolayca

kanitlanarak dogrudan ispatlanabilir.

1
16.9) = 55— f f(f(o F())(9(0) - g(s))adds

T(f,g) tanimindan

1 b 1 b 1 b
m]a p(x’ t)fl (t)dt — <mJa p(X, t) dt) <mja f’ (t)dt)

1 b b
20— a)zf J (p(x,t) = p(x, 9))(f'(®) = f'(s))dtds (5)

elde edilir. Basit bir hesaplamayla

1 1
- fp(x Of (t)dt—f(x)——ff()
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b
b%afa (xt)dt—x—%b
ve
1 (*, fb) —f(a)
mfaf(”df:f:

elde edilir. (5) 1 kullanarak, asagidaki tanima sahip oluruz.

f(x)—ﬁfjf(t)dt—f«*(x—“zﬂ)

1 b b
200 —a)? f f (pCx, ) = p(x, ) (f'(®) — f'(s))dtds (6)
her x € [a, b] igin benzer olarak,
1 (P b
g(x)——f g@®dt -G (x—a-zl_ )
1
2(b — a)? j f (p(x,©) = p(x,9))(g'(®) — g'(s))dtds (7

elde ederiz. (6) ve (7) sirastyla g(x) ve f (x) ile carpilip toplanirsa asagidaki gibi yeni

bir sonu¢ tanimlamis oluruz.

1 b
S(fg) == [g(x)( > j f (006, ©) = p(6, ) (F/(©) — £(s))deds

FF) j j (p(x,t)—p(x,s))(g'(t)—g'(s))dtds] ®)

Z(b— )2 a Ya

(8) de mutlak deger 6zelligini kullanarak,

b b
j j IpCa, ) — pCo IIF ) — £/(s)ldeds

1
1S(f, 9 S§l|g(x)|m )

b b
+1f (0l jjIp(x,t)—p(x,s)llg’(t)—g’(s)ldtdsl 9

Z(b_ )2 a Ja

elde ederiz. Iki katli integralde Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak

—— j j (6,0 = pC I © — ()l deds

1/2
1 2
< (m fa fa (px, t) = p(x,s)) dtd5>

1 b b 5 1/2
e [r0-roya)

goriilmiis olur. Kolayca goriiliir ki
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b

1 b ,
sz | [ (0 - p9)atas

=7 i a,[:)pz(x’ t) — <ﬁj;bp(x, t)dt)
:ﬁ“ax(t—a)zdt+fxb(b—t)2dt—(x—a;bﬂ
1

l(x a) ;—(b x)l_(x_a;'b> _i(b_a)z (11)

2

ve
1 b b
mf f (f'(t)—f'(s))zdtdg

(fB) = f@Y’
b—a

1
="z - F? (12)
olur. (10) da (11) ve (12) yi kullanirsak,
1 b b
a7 ), [ o0 —p@ 9l @ - rldeds

b—a 1/2

< (s 1z — F2) (13)

elde edilir. Benzer olarak

1 b rb
o] | P —pGsllg© - g'()ldeds
_b- 1
<= f“ (—ng 12 - 2)2 (14)

elde edilir. (9) da (13) ve (14) kullanilarak, (1) i elde ederiz. (8) in her iki tarafi [a, b]

tizerinde x e gore integrali alinip b — a ya boliiniirse

1 b () b b ) ,
19 =555 ). [rregy |, || 000 = p )@ = ')
22 [ [ owo - )o@ -g@atas|ar a3

elde edilir. (15) de mutlak deger 6zelligini kullanarak,

1 P g™l
16,901 < 35 [ s )Zf f Ip(x,6) = pCe IO — f/()ldeds
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b b
fg%%L[ﬂmxo—mxmmvywﬂmwax (16)

elde edilir. (16) da (13) ve (14) kullanilirsa, (2) deki esitsizlik elde edilir. 3.4.1 deki

teoremin ispati tamamlanmis olur. Gruss esitsizligini kullanirsak,

b 2
0 <—f (f (t)) dt — (ﬁf fr(t)dt> %(r )2

diger bir deyisle

1 1
<——|f'N? =F%2<=(I —y)? 17
< —IfIB-F <2 =y) a7
kolayca elde ederiz. Benzer olarak,
1 1
0< h—a lg'll5 - Z@ $)? (18)

olur. (1) ve (2) de (17) ve (18) kullanarak (3) ve (4) deki esitsizligi elde ederiz ve (2)
deki teoremin ispatt tamamlanmis olur. Asagida (Cerone, Dragomir ve Roumeliotis
1999) un elde ettigi Ostrowski-Gruss tipi esitsizlikler i¢in iki kez diferensiyellenebilir
doniisiimden bahsedilmistir.

Teorem 34.3 f €[a,b] >R, [a,b] lzerinde sirekli ve (a,b) de iki kez
diferensiyellenebilir olsun. Varsayalim ki ikinci tiirev f'(a,b) - R de her x € (a,b)

icin @ < f"'(x) < ¢ kosulunu karsilasin. O zaman her x € [a, b] i¢in,

e - (x-2 e a)2 AL b)z fO-f@ 1 Lbf(t)dt
%@ ¢ﬂgb—@+P—“;br (19)
dir.

Ispat. Hipotezden, asagidaki tanima sahip oluruz.

1 b 1 b b
’—a a]a k(x,t)f" (t)dt = mJa f(t)de + (x - %) f'(x) — f(x) (20)

cekirdek k: [a, b]?> = R oldugu yerde tanimdan
(t —a)?

_ 2
k(x,t) = (t = b)>
2

if t €a,x]

if t € (x,b]

dir. Kolayca gozlemleriz ki ¢ekirdek k, her t € [a, b] i¢in
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((b—x)z, xe[a,a+b)

2
0<k(xt)< 21
< k(0 i(x—a)2 E[a+bb] 1)
R
olur. f"'(*) ve k(x,”) doniistimlerinde Gruss integral esitsizligini uygulayarak,
1 (b 1 (b 1 (P
- k ) " - k } t) —— " t
[ or @ - 5 [ rmoaw g [ 1w
(b — x)? a+b
1 , X € [a, >
2 2
Z (@ — @)% J (22)

(x—a)z, xe[a+b,b]

elde ederiz.

b x _ 2 b _ 2
fk(x,t)dtzf (¢ za) dt+f (¢ zb) =%[(x—a)3+(b—x)]

a

oldugunu goriiriiz. Basit bir hesaplamayla sunu da goriiriiz.
x—a¥)+b-xP¥=0b-a)[(x-a)i+b-x)°-(x—a)b—x)]
=(b—-a)[(b-a)*—3(x—a)(b—x)]
= -a)|[—-a)?+3[x? - (a+b)x + ab]]
= -a)|[—-a)?+3[x? - (a+b)x + ab]]

- -5

= (b — a) _(b;a)2+3(x—a+b>zl

=b-a)|(b—a)*+3

sonug olarak,

fk(xt)dt_(b_ )[(b—a)z _(x_a_l_b)zl

2 2
(22) kullanilarak
1 (b ., (b—a)* 1 a+bh\*1f'(b) - f'(a)
‘b—a]ak(x't)f ®dt =153 +E(x_ 2 )l b—a
(b — x)? a+b
st@-g)x{ 2 vele) (23)
~ 4 (x —a)? a+b )
2 xe[ 2 ]

elde ederiz. (20) ve (23) den,
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= f bf(t)dt @+ (x- 20 re

(b—a)z _a+b\*]f'(b) - f'(a)
2 ) b—a
(b —x)? y [aa+b>
1 2 "2
SZ((D_Q’))X (x —a)? a+b b
2 xe[ 2 ]
elde ederiz. Simdi bu ifadeyi kabul ederek
(b — x)? a+b
b-0 c-af) |5 *E€leTy)
max , =
2 2 (x —a)? a+b b
—— xel
diger bir degisle,
— %)2 — )2 )2 )2
max{(b x) ’(x a) }zll(b x)*+ (x —a) +1|(b—x)2—(x—a)2|l
2 2 2
— q)2 2
R
1 + b|p?
-0 -3

ve (19) kanitlanmis olur. Asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 3.4.1 f Teorem (3.4.3) deki gibi olsun. (19) da esitsizligin orta noktas1 x = aTHJ

secersek o zaman

a+b

- () - (@) - —— | “Fode
24 b—al,

\f
< 5 (@ — ¢)(b — a)? (24)
elde ederiz.
Hatirlatma 3.4.2 Klasik orta nokta esitsizligini bildiren
a + b

L[ d <t b 2" 25
) 5=z | FO| = 5 0= a2, 2s)

(%
1f "o = SUPteamlf”(t)] < oo ifadesidir. Dikkat edersek eger ¢ — ¢ < §|| "o ise

o zaman (24) daki sonug¢ tahmin edilir. (25) de verilen tahmin en iyisidir. Varsayimda

yeterli bir durum @ — ¢ < §||f"||oo, 0 < ¢ < @ i¢in dogru olur.
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Sonu¢ 3.4.2 f Teorem (3.4.3) deki gibi olsun. Asagidaki yamuk esitsizligine sahip

oluruz:

F@+ )1 S
O S e-al® - r@) - 5= [ 1o

<2 (@~ $)b—ay 26)

Ispat. (19) dasirasiylax = avex = b segelim,

b—a 1 1 (P
F@+=5f @+ 50 =) 0) @) -y | e

—_

(@ - -a)? @7

OO

veE

b)Y+ 22 £ ) + = (b ') - f' L
FO) + 2571 ®) + 5 b~ (6 - F @) == | 1®

< 2@~ $)b—ay 28)

Ozetle (27) ve (28) de iicgen esitsizligi kullanilip ve iki ile béliiniirse, (26) da istenen
esitsizlik elde edilir.
Hatirlatma 3.4.3 Klasik yamuk esitsizligi durumu

fl@) +f(b)

- <= (0~ ?llf "l 29)

12

3T ! j f(t)dt

Simdi varsayalim ki @ — ¢ <2 Z1f "l olsun. Bu durumda ikinci tiirev f” niin yeteri

kadar yakin alt ve {ist eger degerlerini varsayabiliriz. O zaman (26) nin kanit1 tahmin
edilebilir. En iyi tahmin (29) klasik yamuk esitsizligidir. Sonra iki kez
diferensiyellenebilme ile 1ilgili donilisim basitce (Pachpatte 2004) tarafindan
kurulmustur.

Teorem 3.44 f,g € [a,b] » R, (a,b) de iki kez diferensiyellenebilir doniisim ve

f",9":(a,b) - R siirli olsun. O zaman her x € [a,b],

‘2 (ﬁ j bf(t)dt> (ﬁ j bg(t)dt) Jrw - (x-S reo]
( f g(t)dt) 60— (x-222) (x)]< f g(t)dt)

1 1
<5611 (52 [ |g<t)|dt>+||g"||m<m | |f(t)|dt)] (30)

ve
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1 1
‘(mf f(t)dt>g(x) + (b f g(t)dt) )+ (x — —) (fg)' () — 2f () g(x)

< EQf NeolgC + 19" o f I (31
ifadesi
1 1 a+ b\*
=—(b-a)+=|x-— (32)
E(x) 24(b a) +2<x > )
oldugu yerde elde edilir.

Teorem 3.4.5 f, g Teorem (3.4.4) deki gibi olsun. O zaman x € [a,b] igin

1 (P 1 (b 1 (P
00 (5= [ wac) 490 (5= [ roar) -2 (2 [ roae)
1 (P f(b) — f(a) a+b 1 (P
X(b—afag(t)dt>_[ b—a (x— 2 )(b—afag(t)dt>
g(b) — g(a) a+b 1 (P
* b—a (x— 2 )(b—afaf(t)dtﬂ

1 (P 1 (P
<2001 (52 [ ot ) 1o (52 [ ronae)| o

ve
1 b b) — b
2rege - {5 [ rae+ [FOLO (-2 g
[ f (t)ng() g(@( a+blf(x)}
< LU Neolg GOl + 1lg" Nloolf COI] (34)
ifadesi
2 2
a+b
1 (x— i ) 1 1 5
L(x)—z (b——a)Z-I_Z +E (b—a) (35)
oldugu yerde elde edilir.

Hatirlatma 3.4.4 Kolayca goriiliir ki, (4) ve (5) de g(x) = 1 alinir ve boylece g'(x) =
0, g"(x) = 0 olur. Sirasiyla (Cerone, Dragomir ve Roumeliotis 1999), (Dragomir ve
Barnett 1998) in elde ettigi temel esitsizligi yeniden bulmus olduk.

3.4.4 ve 3.4.5 deki Teoremlerin Ispati. Hipotezden asagidaki tanimlamalara sahip

oluruz. x € [a, b] i¢in

ﬁ ja rde = |FGo = (x - %b) oo+ ﬁ Ja koOf'0de G6)
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ve

=il gt = [90 - (v =22) o)+ f kG Dg"(OdE  (7)

elde edilir. k(x,t) (1.2.28) de verilmistir. Sirasiyla (36) ve (37), E fa g®)dt ve

ﬁ f: f(t)dt ile carpilip toplanirsa yeni bir sonug tanimlanir.

o) o)
= [re - (-2 oo ( -| bg(t)dt)
+loco - ( ——)g(x>]< 3l f(t)dt>
(5 [ Kworoa) (7 [ ao)
+(ﬁ [ k(x,t)g"u)dt) (ﬁ | f(t)dt> (38)

elde edilir. x € [a, b] i¢in (38) i ve mutlak deger in 6zelliklerini kullanirsak,

2 (52 [ o) (525 [ soa)

(= g(t)dt)
[ow - (x- 50 g (52 [ reoe)
<Ef"oo< - atonae) + 19 (52 [ o |

elde ederiz. Temel bir hesaplama kullanarak (Bakiniz Teorem 3.4.3 iin ispatina),

~[reo-(x-2

! jlk(x,t)ldt) (39)
—a),

x € [a, b] i¢in

(b—a)* 1 a + b\?
+= (x - )
24 2 2
= E(x) (40)
elde edilir. (39) da (40) kullanilarak, (30) da gereken esitsizlik elde edilmis olur. (36) ve

1 b
—J |k(x,t)|dt =
b—al,

(37) yeniden yazilirsa x € [a, b] i¢in asagidaki gibi

38



b b
f(x)=ﬁ ja f(t)dt+(x—azﬂ) f’(x)—ﬁ fa ko Of"(Odt (36.1)

Ve

1 (b +b 1 (P
g(x)=ng(t)dt+(x—aT)g’(x)—mfa k(x,0g"(Odt  (37.1)

yazilir. (36.1) ve (37.1) nin her iki tarafi sirasiyla g(x) ve f (x) ile carpilip sonra

toplanirsa yeni bir sonu¢ tanimlanir.

b b
2 (1) g(x) = (b%a [ f(t)dt>g(x) " <ﬁ [ g(t)dt>f(x)

b 1
#(x=5) Gy - (52 [ ko @ar) oo

a

1 b
(522 [ k09 a0 @

yeniden yazilir, mutlak deger 6zelligi ve (40) kullanilirsa (31) deki istenen esitsizlik
elde edilir. (3.4.4) deki Teoremin ispatt tamamlanmis olur. Hipotezden asagidaki

tanima sahip oluruz. x € [a, b] i¢in

f(b) Z(a)( a+b)

o) = j Foyde + .

+mf f p(x, )p(t,s) f"(s)dsdt (42)

ve

g(b; : z(a) (x _a+t b)

1 b
900 =5 [ g@de+ .

1 b b
t— ,Op(t,s) g" (s)dsdt 43
G ). | Peopts)g s @)
elde ederiz. p(x,t), (1.2.11) de verilmistir. (42) ve (43) in her iki tarafi sirasiyla
bi—a f; gt)dt ve bi—a f; f(t)dt ile carpilir ve toplanirsa asagidaki gibi yeni bir sonug

tanimlanir. x € [a, b] i¢in

b 1
f(x)< f g(t)dt)+g<x)< f f(t)dt)
1 1 b
=2<b J f(t)dt) (b af g(t)dt)

_I_f(b; : Z(a) (x _a 42— b) (b i ang(t)dt>
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NCECIRECYR

((b : )z)fbfbp(x, Hp(t,s) ' (s)dsdt (b i afabg(t)dt>

b 1 b
+((b—a)2 _LLp(x't)p(tfs)g”(s)det<b_ Lf(t)dt) (44)

a

elde edilir. (44) den ve mutlak deger in 6zelligini kullanarak,

b b
() (—f f g(t)dt)+g<x) <—bfa | f(t)dt>
b
_2<b1 ff(t)dt) <%f g(t)dt)

_f(b;:z(a)(x—a;b < ! g(t)dt)

b) — b
IO 0@, _ath (b_af f(t)dt>

s“uf"uoo(ﬁ [(tootac) + o1 (52 |f(t)|dt>“

1 b rb
(e ) [ w0l asar) @s)

sahip oluruz. Basit cebirsel islemler ile x € [a, b] igin

1 b b
(b — a)zf f Ip(x, )|Ip(t,s)| dsdt = L(x) (46)

elde edilir. (35) de L(x) elde edilmistir. (45) de (46) kullanilarak (33) esitsizligi elde
edilir. (34) esitsizligini ispatlamak igin, (42) ve (43) iin her iki tarafi sirasiyla g(x) ve
f (x) ile carpilip toplanirsa agagidaki gibi yeni bir sonug

f() f(a)( a+b

2f(0)g(x) = [— j FOdt + ] @)

g [mj g(t)dt+%( )|

1 b b
+<mf fP(x,t)p(t,S)f”(s)dsdt>g(x)

1 b b
+<m [ p(x,t)p(t,s)g"(s)dsdt)f<x> @7)
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elde edilir. (47) yeniden yazilir, mutlak degerin 6zelligi ve (46) kullanilarak, (34) de

gerekli olan esitsizlik elde edilir. Teorem 3.4.5 iin ispati tamamlanmis olur.

3.5 BASKA OSTROWSKI TiPi ESITSIiZLIKLER

Bu boliimde, n-li diferensiyellenebilir doniisiimlerle 1ilgili ¢esitli arastirmacilar
tarafindan kurulan baz1 Ostrowski tipi esitsizlikler sirastyla verilecek. Asagida, (Cerone,
Dragomir ve Roumeliotis 2006) tarafindan kanitlanan esitsizlikler verilmistir.

Teorem 3.5.1 f:[a, b] = R bir doniisiim olsun 6yleki @ V[a, b] de mutlak siirekli ve
her x € [a, b] igin f™ € Lo[a, b] igin

b n-1 Nk ANk (e YK+
f f(t)dt—z [(b )+ (=1)*(x — a) lfk(x)‘
a k=0

(k + 1)!
(n)
S |(|£+ !;0' [(x _ a)n+1 + (b _ x)n+1]
£, -
S(n+1)!(b_a) 1 (1

|| fo ||oo = SUP¢e[a,p] | fm (t)l < oo oldugunda (1) esitsizligi elde edilir.

Ispat. Hipotezden, asagidaki tanimlamayi yapabiliriz;

b n-1 k+1 k k+1
b-=x)""+(-D"(x—a)
| ree = 2, | ! FEGo
b
i j En(x, O ™ (0) dt @)

Her x € [a, b] i¢in (1.5.23) de verilen E,(x, t) oldugu yerde, (2) den,

b n-1 k+1 k k+1
(b—x)"""+(-D"(x —a)
L f(t)dt_;;:o[ k+1)! lfk(x)‘

b
< ||f(n>||mf |Eq(x, ) dt
a

x _ n b b—1t)"
o[ [ 5]

n!

b
= f E,(x, ) f™(t) dt

f(n)
= l(ln n ﬂ;‘; (G = @)™+ (b —x)™]

ifadesini elde ederiz ve (1) esitsizligi kanitlanmis olur. (1) deki ikinci esitsizligin kaniti

x € [a, b] igin
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(x _ a)n+1 + (b _ x)n+1 < (b _ a)n+1
den gozlemlenir.

Hatirlatma 3.5.1 (1) de x = az;b alinirsa,

b S+ Db —a)k*t o a+b
ff(t)dt_ZI(k+1)!l 2%+ f(k)( 2 )
a k=0

_ ™l
=27+ 1)!

esitsizligi elde edilir. Eger (1) de n = 1 secilirse basit bir hesaplamayla, Ostrowski nin

(b _ a)n+1 3)

(Teorem 2.5) deki esitsizligi elde edilir. Diger bir sonug benzer olarak Teorem 3.5.1 de
(Matic, Pecaric ve Ujevic 2000) in elde ettigi asagidaki somutlasan teoremdir.

Teorem 3.5.2 f:1 > R I € R aralifinda olsun. Varsayalim ki f in n-lisi 1° (I nin ici)
da diferensiyellenebilir ve f ) [a, b] iizerinde a,b € 1°, a<b integrallenebilir ve
varsayalim ki her x € [a,b] i¢in y ve T reel sabitleri iciny < f™ < T olsun. x €

[a, b] i¢in

n-1
1 (b _ x)k+1 + (_1)k(x _ a)k+1
Ra() = () +7— akz D £<e0)

(b —x)" + (-D)"(x — )™
(n+ 1! (hb—a)?

1 b
[F0®) - 100 @] -5 — [ e

tanimlanir. Sonra her x € [a, b] i¢in,

IR, (x)|
1
(x — @)?"*1 — (x — b)2™+1 (x — @)™ — (x — b)™! 272 @
(b—a)(2n+1) _< (b-a)(n+1) )

< F—)/
=2(m)!

dir.
Ispat. Hipotezden (2) yi kullanalim. (2) yi yeniden yazarsak

— x)k+1 + (_1)k(x _ a)k+1
(k + 1)!

b n-1 b
[roa=w-arw+y < £
a k=1

b
I f En(x, O™ (0) dt

a
veya
(_1)n+1

b
ﬂfa E,(x, ) f ™ (t) dt
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n—-1
1 b — k+1 -1 k _ k+1
AR e o
k=1
1 b
—mfa f(H)dt (5)
dahasi
b X (t _ a)n b (t _ b)n (x _ a)n+1 _ (x _ b)n+1
LEn(x, t)dt =fa . dt+fx — dt = CESN
_ - (b _ x)n+1 + (_1)n(x _ a)n+1
= (=™ (n+1)!
ve
b
[ reae = o) - rr0 @)
boylelikle,

-1 n+1 ,b b
— Eb _)a)zj E,(x, t)dtj ™ (t)dt

B (b _ x)Tl+1 + (_1)n(x _ a)n+1

NI T A OBy AR O) (6)
elde edilir. (5) ve (6) kullanarak,
1 b 1 b
_q{yn+1| = n) _ o)
(—n+t [b ~ afa E,(x, t) (1) dt e a)zEn(x, t)dtfa f (t)dtl

R,(x) e esit oldugunu goriiriiz. Simdi Teorem de E,(x,) ve f™ () oldugu yerde
sirastyla f ve g yi uygularsak,

IRuGO| < 5 = 1) [T(5uCe), B (x) )
elde edilir. T(+,) (2) de verilmistir ve zaten hesaplanmusti.
(x — a)™?! — (x — b)n+1
(n+1)!
(x — @)1 — (x — p)2n+1
(nH2(2n+1)

b
j E,(x,t)dt =
a

b
f EZ(x, t)dt =
a

Oyle ki

1 (b 1 b 2
T(En(x,-), En(x,-)) = EL E,%(x, t)dt — m(fa En(x, t)dt)

)

~ 1 (x —a)®*! — (x — b)2™+1 (x — @)™ — (x — b)"*1 2
T (n)2 (b—a)(2n+1) B < b-—a)(n+1) )
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(7) ve (8) i birlestirirsek, (4) ii elde ederiz. Ispat tamamlanmis olur. Asagida Pachpatte
nin kurmus oldugu yeni genelleme (Milovanovi¢, Pecari¢ 1976) esitsizligi, bir ¢ift
diferensiyellenebilir n-1i doniigiim ile ilgilidir.

Teorem 3.5.3 f,g:[a,b] » R, [a,b] lzerinde siirekli fonksiyon ve (a,b) n-kez
diferensiyellenebilir ve tiirevleri f™, g™: (a, b) - R (a, b) de smirh olsun. Yani
£, = suprecanlr @] < 0,9, = suprecumnlg™ (@ < 0. Somra e

x € [a, b] i¢in Iy, I ve Ji, ], sirasiyla bolim 1.5 teki (1.5.9) ve (1.5.10) de verilmistir.

1 1 n-i n-1
f)gx) — ( a) [g(x) ]y + f(x)]o] — m gx) Z L+ f(x) Z]k]
=1 k=1
1 n+1 _ b — n+1
< rrm eI, + r@lel, | [ =g =2

Ispat. x € [a,b],y € (a, b) olsun hipotezden, Taylor formiilii ile Lagrange formunun

kalanina,

F&® (y)

1
) = FO)+ Z — )+ — fOEO = )" (10

veE

g(") (y)

g(x)—g(y)+z )+ gD () Cx ) (11

E=y+alx—y)0<a<1l)veo=y+B(x—y)(0 < <1)yabusartlar altinda
sahip oluruz. F; (x) ve Gy (x) bolim 1.5 te sirasiyla (1.5.6) ve (1.5.7) de verilmis olsun.

I, Jx nin tanimlarindan ve kismi integrasyondan

IO+Zlk =nlo_(b—a)ZFk(X) (12)
k=1 k=1

Jo+ D Je=mlo = (b= ) Gu() (13)
k=1 k=1

elde edilir. (10) ve (11) da sirastyla g(x) ve f (x) ¢arpilir ve toplanirsa yeni bir sonug

tanimlanir ve yeniden yazilirsa

1 1
fx)gx) = —g(x)f )+ —f g»)

(k) (k)
()Zf (y) gl f()Zg (y) )k
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11 11
+5 =90 f M) =" + 5= f)g™ (@) (x — )" (14)
2n! 2n!
elde edilir.
(14) (a, b) iizerinde y ye gore integrallenir ve yeniden yazilirsa,

1 1 n—1 n-1
F)9(0) = 5 =5 [9Co + FGol + w—@[g<x)k21k+f<x)sz]

1
+2(b a)n'l

elde edilir. (15) den ve mutlak degerin 6zelligini kullanarak,

b
900 f FOE) =)y + f ) ] <n><a)<x—y)"dy] (15)

fo0geo — 2(b1 Z19G0+fC0l] = Z(b g(x)ZIﬁf(x)Z]k

—z<b— ['g< ”f [Pl = yI" + 17 GOl j 9™ @|1x—y |ndy]

<sm=agmlo@!IF”], + rllg™. ) f x—y["dy

- %(n+ D! llgeol ”f(n)” +IfOllg™Il,)

sahip oluruz. (39) daki gerekli olan esitsizlik elde edilir. Ispat tamamlanir. Asagidaki
sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.5.1 f,g:[a,b] = R, [a,b] iizerinde siirekli bir fonksiyon ve (a,b) de
diferensiyellenebilir olsun ve tiirevleri ', g": [a, b] = R (a, b) de sinirlandirilmis yani
1 llee = suPteam /(O] < 0, 19"l = sUPre(ainlg’ )] < o olsun, o zaman her

x € [a, b] igin I ve J, Teorem 3.5.3 verildigi sekilde

1
f)g(x) — 20— [9()]o + f(x))o]
1 N )
<5 lg@If Nl + 1 OGNl |7 + T h-af (b—a) (16)

olur.

Hatirlatma 3.5.2 Ozel durumlara dikkat edelim, Eger (i) (9) da g(x) =1 alirsak
boylece g™ (x) = 0 olur ve (ii) (16) da g(x) = 1 alirsak bdylece g’ (x) = 0 olur, sonra
basit bir hesaplamayla sirasiyla (Milovanovic¢ ve Pecaric 1976) ve (Ostrowski 1938)

esitsizlikleri elde edilir.
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Asagida Ostrowski tipi esitsizlikleri igeren teoremler sirasiyla (Pachpatte 2006)
tarafindan harmonik bir dizi iceren polinomlar ve bir ¢ift n-li diferensiyellenebilir
fonksiyonlar seklinde kurulmustur.

Teorem 3.5.4 P, polinomlarda harmonik bir dizi olsun, B, = P,_,n =1, P, =1 dir.
f.g:la bl » R dyleki f@D, gD n>1ve f® g™ €L [ab]1<p <o icin

mutlak siirekli olsun. Sonra her x € [a, b] i¢in

b b
‘g(x)B[f(x)] +fBl] - 5 [g(x) | rwde+ oo | g(t)dt]

< D(n,p, D[1gIf ", + £ Cllg™ I, ] (17)

veE

1 b b
. 41810,51 ~ 5 [Blo.1 | r0ae 1771 [ g0

1 b 1 P
+<m j f(t)dt)(m f g(t)dt)s{D(n,p,x)}znf”npng”up (18)
elde edilir.

D(n:p:x) = ”Pn—le('ﬂx)”p' (19)

1
n(b —a)
t—aiftce€lax]

e(t,x) = {t—b if t € (x,b]
ve her zamanki gibi %+$= lile p'=1 igin p=o00,p’' =00 igin p=1 ve [|'|[,,
L,[a, b] de normdur.

Ispat. Hipotezden, asagidaki tanimlara sahip oluruz. (Bakiiz Yardime1 teorem 1.5.4):

x € [a,b]igin

B[f, x]—— f f®)dt = (zb )_nal) f Po_i(De(t, ) f ™ (t)dt (20)
ve
1 b (_ )n 1 b
Blo.xl— == | 9@t = [ Pui(©ele1)g™ 0t e

(20) ve (21) sirastyla g(x) ve f (x) ile carpilir ve toplanirsa yeni bir sonug tanimlanir.

1 b b
9B, 21+ FBlg 1)~ 5 |90 [ fae + 0 [ gt

( 1)71. 1
n(b

g(x) J -1 (Oe(t, )f ™ (Dde + f(x) j o1 (et x) g™ (t)dt] (22)
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sahip oluruz. (22) den mutlak degerin 6zelligini ve Holder integral esitsizligini

kullanarak,

1 b b
9B, 21+ F)Blg 1)~ 5 |90 [ i + 00 [ g(orae]

1 b
n(b a) Ilg(x)lf |Pn—1(t)€(t,x)f(n)(t)|dt

b
+1f ()l f |Pao1(®e(t, )9 ™ (0)] dt

1

n(bl |g(x)|{f IPaoa (D)e(t, x))I”’dt} {f IA0] dt}

1

b b .
Hf@) { [ 1w @ete o dt}p { | Ig“”(t)l”dt}p

=D, p, ) [lgIIF ™I, + IF Il g™l ]
sahip oluruz. Bu (17) de gerekli olan esitsizliktir. (20) ve (21) in sag ve sol taraflarini
carparsak,

1 b b
B, 51810, 51 - 5 [Blo.71 [0 + 817,51 [ g0ae

( 3l f(t)dt> (bla | bg(t)dt)

_1)2n-2 b b
D { f P,_1(De(t,x)f™ (t)dt}{ f P,_1(De(t,x)g™ (t)dt} (23)

“n2(b - a)?
elde edilir. (23) den ve devaminda (17) esitsizliginin ispatinda uygun olan degisiklikler
ile (18) deki gerekli olan esitsizlik elde edilir. Ispat tamamlanr.

Hatirlatma 3.5.3 Eger (17) de g(t) = 1 alirsak bdylece n > 2 igin g™~V () = 0 olur.
Sonra (Dedi¢, Pecari¢ ve Ujevi¢ 2003) de verilen Ostrowski tipi esitsizliklerinin

varyanti elde edilir.

3.6 FARKLI OSTROWSKI TIPLI ESITSiZLIKLER

Bu bolimde Pachpatte tarafindan son zamanlarda incelenen farkli Ostrowski-tipi
esitsizlikler ele alinmistir. Birinci teorem de (Pachpatte 2002) de ispatlanan Ostrowski-

tipi esitsizlikleri ele alinmustir.
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Teorem 3.6.1 {x;} i=0,1,..,n(n€N) igin reel sayilar dizisi olsun. O zaman

asagidaki esitsizlik gegerlidir. Ax; = x;,1 — x; oldugu yerde

n-1 n 1 n-1
Xo + x
x—n (2228 <20 ) lax e
i=0 i=0
ve
n-1 n-1
x2 + x2
fo—n( ! 5 n) SnZI(xl-+1+xl-)Axl-| (2)
=0 i=0
olur.

Ispat. Asagidaki tanimlamalar kolaylikla goriiliir.

i—1
X;i = Xo + Z Ax; 3)
j=0
n-1
X; = Xp — z Ax; “4)
Jj=i
-1
x? =x32+ Z(xj+1 + x;)Ax; (5)
j=0
n—-1
x? =x2— E(xjﬂ + x;)Ax; (6)
Jj=i
(3), (4) ve (5), (6) den
i—-1 n-1
Xot+x, 1 1
X; = > +§Zij_§_ .AXj (7)
]:0 Jj=i
ve
P n 2 1 i-1 1 n-1
x5 +x
)P =22 (g + ) (A7) =5 ) (0 +37) (A) ®)
j=0 j=i
sahip oluruz. Ozetle (7) ve (8) in her iki tarafi i = 0dan n — 1 e kadar almnir ve temel

hesaplamalar yapilirsa (1) ve (2) deki istenen esitsizlikler elde edilir. Ispat tamamlanur.
Bir sonraki teorem (Pachpatte 2006) de verilen farkli Ostrowski tipi esitsizlikleri ve iki
tane dizi igermektedir.

Teorem 3.6.2 {u;},{v;} i =0,1,...,n(n € N) igin reel bir dizi olsun.

O zaman asagidaki esitsizlikler i = 0,1, ..., n i¢in
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n-1 n-1
1 1
Uu;v; —E[UiU + uiV]| < Z |Ui| Z|Au]| + |ui| ZlAvjl (9)
j:O =0

ve
1 n—1 n—1
v vl +uV]+ UV < 5 Z|Auj| 2|Avj| (10)
j=0 j=0
Uq + Uy Uy + Un
U = , V —_— 11
> > (11)

oldugu yerde gegerlidir ve 4 ileri diferensiyel operatordiir.

Ispat. Hipotezden asagidaki tanimlamalara sahibiz.

1 i-1 n—-1 ]
j=i i

/=0
ve
1 [i—1 n—1 ]
Ui_V:E ZAUJ-—ZAU]- (13)
=0 j=i

(12) ve (13) Un her iki tarafi sirasiyla v; ve u; (i = 0,1, ...,n), ile garpilip toplanirsa
yeni bir sonug¢ tanimlanir ve yeniden yazilirsa

- n-—1

1
2[le+uV ZAu] ZAu] + u; EAv] Av; (14)

j=0 j=i

Uv; —

elde edilir. (12) ve (13) iin sag ve sol tarafi carpilirsa

1
uv; — [v,U+wV]+ UV =— ZAu] ZAu]‘ lZAvj
Jj=0 0

elde edilir. (14), (15) da mutlak deger 6zellikleri kullanilir ve hesaplanirsa (9) ve (10)

n-—1

-y, (15)
T=i

daki gerekli olan esitsizlikler elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

Asagidaki teoremde biz basitce (Pachpatte 2007) deki esitsizligi kurariz. Benzeri
yukaridaki teoremde verilmisti, biraz farkli olarak kullanacagiz.

Teorem 3.6.3 {u;},{vi} k = 0,1,...,n igin reel sayilarda iki sonlu dizi olsun. Oyleki
maxi<p<n—1U0u;|} = A, max;<x<n—1{|Av|} = B, A ve B negatif olmayan sabitlerdir.

Sonra asagidaki esitsizlik k = 1,...,ni¢in

= z o+t zvl]

1
=3 [lvie|A + |y |B1H (K) (16)
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ve

< AB{H,(k)}? (17)

)

i n n

[z+z
i=1 i=1 i=1

olarak elde edilir. H, (k) (1.6.35) te verilmistir.

Ispat. Teorem 1.6.5 in ispatindan, (1.6.38) ve (1.6.40) a sahibiz.(1.6.38) ve (1.6.40) dan

ve mutlak degerin 6zelliginden (16) ve (17) de gerekli olan esitsizlikleri elde ederiz.

Hatirlatma 3.6.1 (16) da v, = 1 alinir ve bdylece k = 1,...,n i¢in Av, = 0 olur ve

basit bir hesapla k = 1,...,n igin

n

1
Uy —EZui

i=1

< Hp(k) max {|Awl} (18)

elde edilir. Basit bir hesaplama ile

n-1

1[n? -1 +1\?
Hn(k)=Z|Dn<k,i>|=5["4 (k=25 )] (19
i=1

sahip oluruz.

Aslinda (18) esitsizligi (Dragomir 2002) tarafindan kurulan normlu lineer uzaydir.
Sonug¢ olarak bu bolimde (Pachpatte 2005) deki farklt Ostrowski tipi esitsizlikleri
strastyla ispatladik.

Teorem 3.6.4 Ngp ={a,a+1,..,a+n=b} a€R, n€N icin olsun.
f (), g(t),h(t) Ngp lizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlar olsun ve t & N, ;, sifir
oldugunda ve N, iizerinde |[Af(t)| < My, [Ag(t)| < M,, |AR(t)| < M3, My, M,, M3

sifirdan farkli katsayilardir. Sonra her t € N 5, i¢in

b-1 b-1 b—1
1

FOIOMD = 35— (90D Y, () +hOF© Y, 95 + 9 ) h(s)]

1
=3 [HgOIR@) My + [ROIIf(OIM, + | f(O]1g(t)Ms]B(t) (20)
ifadesi

1 a+b
s =[2+ 23]

oldugu yerde gegerli olur.

Ispat. Her t,s € N, ;, igin asagidaki tanimlamalar kolayca goriiliir.

FO-1() = ) AfGm) 22)
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9® - g(s) = ) Ag(m) (23)

h(t) — h(s) = Z Ah(m) (24)

(22), (23) ve (24) un her iki tarafi sirasiyla g(t)h(t), h(t)f(t) ve f(t)g(t) ile garpilir
ve toplanirsa yeni bir sonug tanimlanir,

3f()g(®Oh() — [g(ORD)f(s) + R(Of(O)g(s) + fF([®)g(®)h(s)]

= gOR® D AF(m) +h(OF©) ) Aglm) + f(Dg(®) D Bh(m)  (25)

elde edilir. Ozetle (25) in her iki tarafi iizerinde s, a dan b — 1 e kadar almnir ve yeniden

yazilirsa,
1 — = —
FOIOME) = 35— [9OH 2 £(5) + h(OF @) Z 95+ DD Y h<s>]
1 b— t—1 o
= mz 9O Z AF(m) + h(O)F (£) Z Ag(m)
o
+H(Og®) ) Ah(m)] 6)

sahip oluruz. (26) dan ve mutlak degerin 6zelliklerini kullanarak,

f®g®h(@) -

JORD D F(5)+hOF® D g() + fFDI® ). h(s)]

b—1
d-9

sahip oluruz. Toplam formiilii aritmetik ilerleme i¢in kullanilir, su kolayca goriiliir,

Z(t—s>

1
3(b—a)

1
<30-a [Hg@IA@®) My + [ROIf (OIM, + |f (O)]]g(8)|M5] (27)

|t(b—a)——[2a+b—a—1]|

2
= [z * |t -
(27) de (28) kullanilirsa (20) elde edilir. ispat tamamlanur.
Hatirlatma 3.6.2 Teorem 3.6.4 de h(t) = 1 alinir ve boylece Ah(t) = 0 bulunur ve

—a) =B{t)(b—a) (28)

basit hesaplamayla kolaylikla (20) deki esitsizlige ulasilir. Her t € N, j, i¢in,
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1
f()g®) — m

b-1 b-1
OPWIOEFIOPWIO!

< 2 [lg(OIM; + FOIM1B(0) 9)

olur. Dahasi (29) da g(t) = 1 alinir ve bdylece 4g(t) = 0 olur basit bir hesaplamayla
hert € N, , i¢in

< M,B(t) (30)

b-1
1
FO = = a);f(s)

olur.

3.7 UYGULAMALAR

Literatiirdeki tinlii Ostrowski esitsizlikleri ile ilgili uygulamalar biiyiilk bir hizla
ilerlemektedir. Bu boéliimde, 6nceki boliimlerde verilen gegmis yillarda arastirilmis bazi

esitsizliklerin basit uygulamalarina yer verecegiz.

3.7.1 Baz1 Ozel Durumlar icin Uygulamalar

Biz asagida basit¢e (Dragomir ve Wang 1997) tarafindan verilen teorem 3.2.2 nin bazi
0zel durumlarinda hata sinirlart i¢in uygulamalar verdik. (Dragomir ve Wang 1997)
tarafindan baz1 6zel iliskiler arasinda asagidaki durumlar verilmistir.

a) Aritmetik anlam:

a+b
,a,b >0

A=A(ab) = > >

(b) Geometrik anlam:

G =G(a,b) =Vab,a,b =0

(c) Harmonik anlam:

2
H=H(a,b)==——=,a,b =20

,» a,
I
(d) Logaritmik anlam:
b—a .
L=Lab) = m egera;tb,a'b>0
a egera=>»

(e) Identric anlam:
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1

1/bP\P=a
I=1I(ab) = g(;) egera#b, g ph>0
a eger a = b,

(f) p-Logaritmik anlam:

bp+1 _ ap+1 P .
Lp = Lp(a, b) = [(p + 1)(b _ a)] eger a + b'p ER-— {—1,0}; a,b>0

a egera=>»

Literatiirde iyi bilinen anlamlar arasindaki iliskiler asagida basitce ifade edilmistir.
HS G LS I< A
ve Lp, p € R de monoton artan ve bunula birlikte Ly = I ve L_; = L.
1. (3.2.6) daki esitsizlige f(x) =xP(p > 1),x € [a,b] c (0,), doniigimi
uygularsak
|xP — Lh — pL’;:::ll(x —a)| < %(b —a)’(p — 1)L¥,:§ (1)

elde ederiz. Eger (1) de x = A ve x = I secersek o zaman sirasiyla

1 _
AP — 15| < 7 (b —a)*( - DI,

ve
P12~ plP = M) < S (b @)2(p — DI
|17 = 15— pLE 3 = W] < 70 - 22— DIL
sahip oluruz.

2. (3.2.6)daf(x) = %,x € [a, b] c (0, ) segilirse her x € [a, b] i¢in,

_ — 2
|1_1_x A SA(b a) 2)
x L G? 2G4
elde edilir. (2) de x, sirasiyla A ve L ile yer degistirirse,
A%2L(b — a)?
<A-L<—=— 3
0<A-L< 5t (3)
A(b — a)?
<A-L<——— 4
0<A-L< T 4)

2
elde edilir. Dikkat edersek % > %, ciinkii AL > G? dir. Sonra (4) deki son terim (3)

deki A — L ye bagh kesin bir sonuctur.
3. Simdi f(x) = —logx,x € [a, b] c (0, ), doniisiimiinii (3.2.6) ya uygulayalim
her x € [a, b] i¢in

53



x—A
b (ﬁ) b-a
UG )" )
og . < log 7
olur. (5) dex = A vex = [ secilirse asagidaki esitsizlikler sirastyla
b—a
A b\ 4
1<7<(2)
I a

ve
1
OSA—ISZ(b—a)Z

elde edilir. (1), (2) ve (5) esitsizliklerinde x = L, x = G, ve x = H secelim. Sonug
olarak L,G ve H daki esitsizlikler benzer olarak yukarida elde edilecektir. Ayrintilar

atlayacagiz.

3.7.2 Sayisal integrasyonda Uygulamalar

Ujevic sayisal integrasyondaki calismak igin Teorem 3.2.5 deki Ostrowski-tipi

esitsizliklerin ¢esitli 6zel versiyonlarini kullandi. f; f(t)dt integral yaklasimlar ile
ilgili asagidaki sonuglar1 verelim.

Teorem 3.7.1 Teorem 3.2.5 deki tiim varsayimlar1 kabul olsun. Eger [, =
{a =xy <x; <--<x,=D>b}, [a b] nin alt arahginda verilsin ve h; = x;,1 — x;,i =

0,1,..,n—1igin

b
| e = 4660+ Ry ) ©)
olmak tizere x; < ¢; < x;,4,i =0,1,...,n— 1i¢in
n-1
Xi + Xipq
AU &) = ZO |Fe0 = v (6 =252 ™
elde edilir. Kalan terimler
n-1
h; it X
Ry, = ) (51 =) |5+ o = 25 ®)
i=0

ifadesini S; = %(f(xiﬂ) — f(x)),i =0,1,...,n — 1 oldugunda karsilar.

b
[ £@de = a0 6.0 + Rel 6.1 ©)

olmak tlizere

54



Xi + Xiy1
2

IRe (1, 1)] < ni(r ~so 3+ fe - | (10
=0

dir.
Ispat. Sonug 3.2.1 deki [x;, x;,] araliginda (49) esitsizligini uygularsak

i=01,..,n—1igin

fEDh — V( i~ %) h; — :Hlf(t)dt
< -1 5 +]a -2, (1)

elde edilir. Dahasi

fEon-y(6- 25 h - [ rwae= [ RGO -ne a2

ifadesi
~ t—x, t € [xlé]
ke ={, oo
S t —Xir1,t € (& Xig1]
i =0,1,..,n—1 oldugunda elde edilir. Eger 6zetlersek (3.7.12) de i yiOdann—1e

(13)

kadar alip ve iiggen esitsizligini ve (11) i uygularsak, (6), (7) ve (8) elde edilir. Benzer
bir sekilde, (9) ve (10) da kanitlanir.

itXit1

Hatirlatma 3.7.1 Eger Teorem 1 de &; = xT segersek birlesik orta nokta kuralini

elde ederiz.
Teorem 3.7.2 Teorem 3.2.5 deki tiim varsayimlar kabul olsun. Eger I, = {a = x, <

x; <+ < x, = b} [a, b] nin alt araliginda verilirse ve h; = x;,4 — x;,i = 0,1,...,n —,

sonra
b
| £t = Gt ) + Rey G ) (14)
ifadesi
n—1 1
Al f) = ) SIFGD + fGelhy (15)
i=0
1 n—1
[ReyUn )] <5 ) (51 = VB (16)
i=0

oldugu yerde elde edilir ve S; Teorem 3.7.1 de verildigi gibidir.

b
| rde = 4 £ + Rer o ) a7



olmak lizer

n-1
1
IRer (I I < 5 ) (P=S)h? (18)
i=0

dir.
Ispat. Sonug 3.2.2 deki [x;, x;4] araliginda (3.2.52) esitsizligini uygulayalim:
i=01,..,n—1igin

‘f(xi) + f(xi41) B — f i+1f(t)dt < l(gi — V)R (19)
2 X 2
elde edilir. Dahasi
UCORWICTIV f " rOde = f TROIF O - lde (20)
2 X Xi
ifadesi
k(o) = -0 @

i =0,1,..,n— 1 oldugu yerde elde edilir. Eger 6zetlersek (20) iistiinde i yi 0 dann — 1
e kadar alip ve iicgen esitsizligi ve (19) uygulayalim, o zaman (14), (15) ve (16) elde
ederiz. Basit bir sekilde, (17) ve (18) i de kanitlariz.

Teorem 3.7.3 Teorem 3.7.1 deki varsayimlar kabul olsun. O zaman

| POt = Al & ) + Rey U ) 22)
ifadesi )
At f) = % "if(xi) +2f(xi+1) .
ve -
[Rey (.| < rli(si [+ -5 @4

C = )2—/ oldugu yerde gecerlidir. Teorem 3.7.1. de S; verilmistir. Dahasi,

b
[ r@dt = acCin 6.0 + Rertiunt ) 25)

ifadesi
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Xt X
2

IRer (6,1 < ni(r -sol+ | 26)
i=0

C = g oldugu yerde gecerlidir.

Ispat. Sonug 3.2.3 deki [x;, x;4] araliginda (3.2.54) esitsizligini uygularsak

f(x) + f(x ) 1 )/ xX: + x; Xi+1
l 2 = hi+§f(fi)hi—§(fi—le>hi— f(@®)dt
X
h; Xi T Xit1
< G- |7+ e - 25| v 27)
i =0,1,..,n—1ig¢in elde edilir. Dahas1
FO) + G, 1 v(, xtx
l 2 = hi"’if(fi)hi_i(fi_le)hi_f f(@®)dt
Xi
Xit+1
- [ Tk 01r@ - v1de (28)
xi
ifadesi
3x; + x;
t—lTHl, t € [x;,¢&]

2 t € (&, Xi41]

i =0,1,..,n—1 icin oldugu yerde gecerlidir. Eger 6zetlersek (28) tistiinde i yi 0 dan
n — 1 e kadar alip ve liggen esitsizligini ve (27) uygularsak, (22), (23) ve (24) elde
edilir. Benzer bir sekilde (25) ve (26) da kanitlanir.

_ XitXiyq

Hatirlatma 3.7.2 Eger (3) de &; = — secersek, o zaman ¢ ya bagli olmayan

birlesim kural1 elde edilir.

Teorem 3.7.4 Teorem 3.7.1 deki varsayimlar kabul olsun. O zaman

b

[ £t = A5t 6.9 + Rey ) (30)
olmak t{izere

n—1 n-1

1 i i+
A 1) =2 D [FC) + 47 € + b= Y (6 =52 (3D

i=0 i=0

ve

Xi T Xit1

|RSY(In'€'f)| Snil(Si—y) [%4_ |§'i_ -
i=0

] h; (32)
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S= z?y icin oldugu yerde gecerlidir. Teorem 3.7.1. de S; verilmistir. Dahasi,

b
| £t = A5 6.0 + Ror G .5) (33)
Ifadesinden
n—-1
h; i T X
Rsr (£, 01 < ) (7 =50 |5+ 6 = =5 (4
i=0

elde edilir ve S = % dur.

Ispat. Sonug 3.2.4 deki [x;, x;,] araliginda (3.2.56) esitsizligini uygularsak

1 2y Xi + Xipq it
SUGD + A€ + Gl = (6 === | 0
< - [ +]e -2, (39)

i =0,1,..,n—1igcin elde edilir. Dahas1

1 2 i Xiy Yo
S PG + 47 () + FOxeelhe = o (6 -5 - | roe

3 2 i
Xit+1
- f k(& OLF () — ylde (36)
X
ifadesi
5x; + x;
t —‘T‘“, t € [x;,&]
G =1 L S (37)
t— 6 t € (&, xi41]

i =0,1,..,n—1 i¢in oldugu yerde gecerlidir. Eger 6zetlersek (36) de i yi 0 dann — 1
e kadar alir ve iiggen esitsizligi ve (35) uygularsak, (30), (31) ve (32) elde edilir. Benzer
bir sekilde (33) ve (34) kanitlanir.

Hatirlatma 3.7.2 Eger Teorem 3.7.4 de &; = % secersek o zaman birlesik Simpson

kurali elde edilir.

3.7.3 Sayisal integrasyonda Daha Fazla Uygulamalar
Ipia=xy<xq <-+<xp,=»> ifadesini [a,b] araliginda bir boliintisii oldugunu
diisiinelim. Orta noktalar & = (&, ..., &m-1), & € [xj,xj+1],j =0,1,..,m—1 olsun.

Formiildeki tanimdan

-1 k+1

Frge(fs I §) = mz: nz_‘j [(xfﬂ 3)

=0 k=0

+ (=D - xj)k+1]
(k + 1)!

FOED,
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olur. Ozetle Riemann integral toplamindan hj = xj.1 —x;, j =0,1,...,m — 1 olmak

lzere
F(fhm®) = ) F(EN
=0

dir.
Dolayisiyla asagidaki Teoremi elde ederiz.
Teorem 3.7.5 f:[a, b] = R bir doniisiim, yleki f@V [a, b] iizerinde mutlak siirekli

ve I, yukarida [a, b] lizerinde boliimlenmis sekilde verilsin. Sonra alan formiiliinden

b
|| £ = F s )+ Rons CF ) (38)

Fpn x yukarida tanimlandi ve R,;,  kalani her ¢ i¢in

IF I, nt1 ni1
[Ronse o O] < G Z [(f,- =)+ (a1 = )]

) -

(n+ 1)! ~

dir.

Ispat. [xj, xj+1] araligi lizerinde Teorem 3.5.1 i uygulayalim

xj”lf(t)dt - ’il [(xj+1 - fj)kJr1 + (=D - xf)k+1]

£, e nery _ IF™M L
—(n+1)|[(51 +( Xj+1 'fj) ] = (n+1)|h’1 '

ifadesi her j = 0,1, ..., m — 1 i¢in elde edilir.

Ozetle j yi 0 dan m — 1 e kadar alip ve genellestirilmis {icgen esitsizligi kullanirsak,
(39) da istenen tahmini anlamis oluruz. Ilging bir durum olarak biz su karisik orta nokta
formiiliinii diistinebiliriz.

1+ (=¥ hf+! X; + Xigq
k(flm) ZZ[(k+1)|IZk+1 (k) : 2] )

ifadesi sadece k dahil olacak sekilde gecerlidir. Asagidaki sonugta kalan terimlerin

tahminine iliskin durum belirtilmistir.

Hatirlatma 3.7.1 f ve I, Teorem 3.7.5. de oldugu gibi olsun. O zaman
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b
f FGOdx = My (F, ) + Ronse (F L) (40)

elde ederiz.

M, x yukaridaki tanimlamada verilmistir kalan terim Ry, ; tahmini olarak karsilanir.

f(n)
R )| < Zﬂ( +”1), Z i @1)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Varsayalim ki w:[a, b] = [0,00) herhangi bir olasilik yogunluk fonksiyonu, yani
f: w(t)dt = 1 bir pozitif integral fonksiyonu ve t € [a,b] i¢in W(t) = fatw(x)dx,

t <aigin W(t) =0 ve t > b i¢in W(t) =1 olsun. Asagidaki 6zdeslik Montgomery

0zdesliginin bir genellemesidir.

1 b b
£ =5 [ wr®de+ [ Ruof©d m

P, (x,t) agirlikli Peano ¢ekirdeginin tanimi
_(w(t) ast<x
B t)_{w(t)—l x<t<bh
dir.

af(t,s) of(ts) 9%f(t,s)

Diger yandan, f : [a, b] X [c,d] = R fonksiyonun kismi tiirev ' s ' oroe

timii mevcut ve [a, b] X [c, d] tizerinde siirekli ise her (x,y) € [a, b] X [c, d] igin,

(d—-o)b-a)fxy)
b

d d
ff(t, s)dsdt + (d — ¢) f ft,y)dt+ (b —a) J f(x,s)ds

2
p(x,)p(y,s) AGL) dsdt (2)

+ Jtds

.
j

GRQ a

(d-ab-a)fxy)
:fff(t,s)ds+ff (x t) ddt+ff q(y,s) 5f(s )dsdt

f f PG 090 9) L gy 3)

dir. Burada ki Peano cekirdegi ise

_(t—aq, ast<x
p(x’t)_{t—b, x<t<bh

ve

sS—¢, c<s<y
0.9={;"g  yzeen

dir. Ayrica da, agirlik fonksiyonunu kullanarak, yani w: [a, b] — [0, o0) fonksiyonu ve

61



b
m(a,b) = fw(t)dt < o0

a

icin Sarikaya ve Ogunmez Montgomery nin tanimini kullanarak asagidaki ¢ift katl
integraller i¢in yeni bir genellesme vermisler.
Yardimc1 Teorem 1. f : [a,b] X [c,d] = R kesin siirekli fonksiyon ve dyle ki ikinci

dereceden kismi tiireve sahip olsun. Her (t, s)€[a, b]x][c, d] igin

b d
1 1
feen) = b),fw(t)f(t’y)dt+m(c, d)fw(s)f(x,s)ds
. . b d
T m@b) me.d) ffw(t) w(s)f(t,s)dsdt
e @
a%f (¢,
- f f Pw (X, t)qw(y,s)%dsdt
dir. Burada Peano ¢ekirdegi
( t
p@o = [wads,  ast<x
By(x,t) = S " (5)
p2(b,t) = jW(u)du, x<t<bh
. b
( s
q:(c,s) = JW(u)du, c<s<y
qw(y,s) =4 % 6)
q2(d,s) = fW(u)du, y<s<d
\ d

dir.

Bu bolimde ana amacimiz, temel analiz bilgisiyle iki degiskenli fonksiyonlar ve
agirhikli Montgomery oOzdesligini elde edip bu 6zdesligi kullanarak iki bagimsiz
degiskenli fonksiyonlar iceren iki katli integraller i¢in agirlikli integral esitsizlikleri elde

etmektir.
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4.1 ANA SONUCLAR

[lk olarak ¢alismamuz igin biiyiik bir éneme sahip olan agirlikli Montromery &zdesligini

asagidaki sekilde elde edelim:

Yardimc1 Teorem 2. f : [a, b]x[a,b] = R siirekli kismi tiirevleri Ys) s o

at > s
azaft E;;S) var olsun. Bu durumda her x € [a, b] i¢in
O*f(t ( s)
P(x,t)P(t d
= a)sz@)() dsdt
1 1 b rb
e f F6)dt ——— f FGx,5)ds + = f f ft,s)dsdt  (7)
a
dir. Burada, Peano ¢ekirdeginin
t—a, ast<x'
Pan={,_, x<t<b

dir.

Ispat. Kismi integrasyon formiiliinii kullanarak,

b= a)zf f P(x,t)P(t,s) f( )sdt

1 %f(t, S) a*f (e, S)

"~ W-a? )2 P(x 2 U (- —50as ] (s =b) 555 ds|4t
1 d af (t,

S CErT )2 P( ,t) [(b— )—];Et) —j fgtt 2 dsl dt

B b df (t) 1

= ) P(x,t) T dt_(b—a)z

b b
f f P(x,t) af(gtt,s) dtds

U t-0Z g +jb<t )L)d]

mj U af(t,s )tfb(t—b)afg;'S)dtd

S [<x —f () - j f(Oyde = (x - b)f(x)l

1 b b
_mf [(x—a)f(x,s)—ff(t,s)dt—(x—b)f(x,s)l
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1 b
¢ —a)_f f(x,s)ds

(b a)zf ff(t s)dsdt

1 b
= )~y | Flode -

ispat tamamlanmaistir.
Teorem 2. f :[a,b] X[a,b] = R mutlak siirekli kismi siirekli fonksiyon ve

Her (t,s) € [a, b] X [a, b] i¢in

d2f(t,s) 2’ f(t,s)
_— = —_— | <
otds w (@s)E(@b)x(ab) otos
olsun. O zaman x € [a, b] i¢in
1 (P 1 b
f(X)—mL f(t)dt—(b_a)ff(XS)dS-F(b—f ff(tS)det

M x—a)* (x=-b)* Bb-a)* (Bb-a)
S(b—a)z{ . T3 T T s

dir.

[(x—a)® + (b— X)3]} 8)

Ispat. Yardimc1 Teorem 2 de (7) deki 6zdesligi alarak mutlak deger ve ozelliklerini

kullanirsak,

1 b 1 b (b
(b—a)f f(X,S)dS-l‘mj Jf(t,s)dsdt

2f( )|

1 b
fo) —5— | flode-

b b
1
< o f f PG, DIIP(L,5)]

b b
SmafaflP(x,t)llP(t,s)ldsdt

[t

b
M b
=m} P(x, )| J(s—a)ds+j(b—s)ds dt

la

(t—a)° (b t)*
2

M x (t—a) (b—t) (t—a) (b—t)
el 0[5 5+ [o-o[5 [

M x—a)* (x-b)* (b-a)* (b—a)
_(b—a)z{ x T a2 tT1z T

b
T j Paol|

[(x —a)® + (b — x)3]}
elde ederiz ve ispat tamamlanir.

Hatirlatma 1. Eger Teorem 2 de x = asz alirsak
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‘f(a-zl_b)—bi J.f(t)dt——f a+bs>ds

(b 1a)2 fbfabf(t,s)dsdt

- 5M(b — a)?
- 48
x = a i¢in asagida ki ifade
b
f(a)——f f(t)dt——f f(a, s)ds+( J f f(t,s)dsdt
- M(b — a)?
- 6
ve x = b i¢in agagida ki ifade
1 b rb
‘f(b)——j f(t)dt——f f(b, s)ds+( )2J Lf(t,s)dsdt
< M(b — a)?
6
elde edilir.

Teorem 3. f: [a, b] X [a, b] = R mutlak siirekli fonksiyon dyle ki kismi tiirevden ikinci

mertebeden kismi tiirevleri var ve sinirli, yani

<f f P p dsdt>1/p < o

Cofot
vep > 1, i + i = 1 olsun. Bu durum da her x € [a, b] i¢in

atas

1 b rb
F) = ] F(O)dt ——— j e s)ds + s J J (e, 5)dsdt
1 (x _ a)2q+2 (b _ x)2q+2 (b _ a)2q+2
S(b—a)z{Z(q+1)2 * 2(q + 1)? + g+ 1 B%(‘H‘l"ﬁ'z)
(b — a)2q+2 aZf
Y Pplathad 2>} 9t0s ‘

dir. Tam olmayan B, (a, 8) Beta fonksiyonu

X

B, (a,p) = J u® (1 —u)f'du.

0

Ispat. Yardimci Teorem 2 den mutlak deger ve Hoélder Esitsizliginin ozelliklerini

kullanarak p > 1 ,;1 + i = 1i¢in
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1 b 1 b 1 b rb
f(x)—mja f(t)dt—mfa f(x,s)ds+(b_a)2fafaf(t,s)dsdt

< G=ar (faf |p(x,t)||P(t,s)|]qdsdtf(ff

.1
~(b-a)?

1
ds dt)

a%f)|"
afot

1

b b a7
<f IP(x,t)Wdtf IP(t,s)qus>
p ¢ a
_ 1 s [ : b 7
= G- o7 || s {f |p(x,t>|q(fa 5= ayds + [ (b—s>qu>}
_ 1 |efEs) t—a)™  (b-ptt) 77
b oeos U "e t)|q< g+1 1 q+1 )dt}

_ 1 *f(ts) (t—a)?*t  (b—0)*!
~(b—a)?|| otos {f“‘“w< gr1 g+l )“

1
x (t—a)?t (b—1t)tt q
+Lw—o% O q+1>m}

9%f(t,s)
Jotds

_ 1 0%f(t,s) (t — a)2q+1 (t —a)i(b — t)9*1 .
~(b—a)?|| otos { [ q+1 P l t
bI(b —t)1(t —a)?™t (b —t)%a*? %

+L[ q+1 R lm}
_ 1 (-t (b—x)**?
_@—aV{2m+1P'+2m+1y

*(t—a)i(b— t)q+1 b(b _ t)q(t_a)q+1 % azf
+<fa g+1 d”fx g+1 dt)} ocs]|,

olur. Bu son integraller de degisken degisimi kullanarak

jx (t—a)i(b - t)Q+1 (b — a)2q+2
dt =
a q+1 q+1

Bx-a(q+1,q +2)
b—a

ve

P(b—-1t)i(t —a)*? (b — a)?+?
dt = By-x(q+1,q +2)
L q+1 q+1 34

yazilir. Boylece, asagidaki sonug

f fx, S)dS+( fbj f(t,s)dsdt
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< M {(x — q)?at? N (b — x)?a+? N (b — a)2d+2
T -a)?( 2(g+1)?  2(q+1)? G+

+(b_a)2q+2 }

Bx-a(q+1,q + 2)
b—a

0% f
otds
p

Bp- +1,q+2
CEE I =

bulunur ve bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4. f,g:[a, b] X [a,b] —» R siirekli kismu tiirevlere sahip fonksiyonlar olsun.

Bu durumda,

f)g(x) -

e [ e+ s [ g(t)dtl

_ﬁlg(@f f(x,s)ds+f(x)f g(xlg)dsl

1 b rb b b
+mlg(x)ja Lf(t,s)dsdt+f(x)]a Lg(t,s)dsdtl

1 9%f 0%g
Sz(b—a)zl PR Oo|g(x)|+ e mlf(x)l
_ 4 —b 4 b — 4 b —
x[(x 4a) + 2 . 12a) - 6a)[(x_a)3+(b_x)3]]

Ispat. Yardimci Teorem 2 den

1 b
Fe) - — j Ft)dt

——j f(xs)ds+( fjf(ts)det

b b 52
_ ﬁ f f P(x, P (t,5) ;t(a:) dsdt )
ve
1 b 1 b 1 b rb
g(x) ——f gt)dt —mf g(x,s)ds +mf f g(t,s)dsdt
b b 2
=ﬁ J J PCx, DP(E,5) " (ft(atj) dsdt (10)

yazabiliriz. (9) daki ifadeyi g(x) ve (10) daki ifadeyi de f(x) ile taraf tarafa ¢arpar ve

toplarsak elde edilen yeni sonug

1 b b
F09909 - 35— 9@ [ 1@+ 1 [ g
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1 b b
~20- [g(x)f f(x,s)ds + f(x)f g(x, S)dsl

1 b rb b ~b
+mlg(@fa Lf(t,s)dsdt+f(x)fa Lg(t,s)dsdtl

1 b b 62 :
=ﬁlg(x) f f P(x, D)P(t,s) ;t(atss)dsdt
+f(x)f f P(x, )P(t, s) g( )dsdtl (11

olur. (11) ifadesini ve mutlak deger 6zelliklerini kullanirsak

1 b b
F09900 - 359 [ F@aw+ 1 [ g

1 b b
20— [Q(X)j f(x,s)ds+f(x)j g(x's)dsl

+2(b—:‘)2 :g(x) Lb f:f(t,s)dsdt+f(x) Lb fabg(t, s)dsdt

< 5= 1900 (fta’; Flreon [ 2L ) abp(x, DP(E, s)dsdt]
- ﬁ 19Go)| a;f Flreon | 2L w]

y [(x —4a)4 NE: —4b)4 NG Iza)4 @ ; D — @)+ (b x)3]]

ispat tamamlanur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismamiz da, temel analiz bilgisiyle iki degiskenli fonksiyonlar ve agirlikli
Montgomery 6zdesligini elde ederek bu 6zdeslik yardimiyla yeni iki katli integraller
icin Ostrowski tipli esitsizlikler elde edildi. Ozellikle Peano ¢ekirdeginin se¢imine bagl
olarak yeni 6zdeslikler ve bu 6zdeslikler yardimiyla yeni birgok integral esitsizlikleri
elde edilebilir. Ayrica son boliimde elde ettigimiz sonuglar uluslararasi indeksli dergide
kabul edilmis ve bu sonuglarimizin n-li degiskenler i¢inde benzer yontem ile elde

edilebilecegini ac¢ik problem olarak birakiyoruz.
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1) Sarikaya M. Z., Ogulmus H. and Demircan T., On the generalized weighted integral
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