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F,, sonlu bir X kiimesi tarafindan iiretilen bir serbest grup olsun. F, serbest grubunun
bazi 6zel alt gruplarinin bir S alt kiimesi tarafindan sabit birakilan alt gruplar1 incelenmis
ve bu alt gruplar kullanilarak, F;, nin endo-sabit, oto-sabit, mono-sabit, 1-endo-sabit, 1-
oto-sabit ve 1-mono-sabit alt gruplar1 tanimlanmistir. Buradan hareketle, bu alt gruplarin
rankinin en fazla ne kadar olabilecegine deginilmis ve maksimum rankli sabit alt gruplar
tanimlanmistir. Buna ek olarak, F;, nin 1-oto-sabit alt gruplarinin serbest ¢arpanlari ile
F, nin oto-sabit alt gruplar arasindaki iligkiler de incelenmistir. Serbest gruplardaki in-
celemelere paralel olarak, karakteristigi 2 olan bir cisim iizerindeki L serbest Lie cebirinin

sabit nokta alt uzayinin boyutu belirlenmeye ¢alisilmistir.
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Let F;, be a free group generated by a finite set X. It has been investigated that subgroups
of F, fixed by subset S of some particular subgroups of F;,, and it has defined auto-fixed,
endo-fixed, mono-fixed, 1-auto-fixed, 1-endo-fixed and 1-mono-fixed subgroups of F,. Tak-
ing into consideration this definiation, it has observed that these subgroups of F;, have the
rank at most n and it has defined that maximum-rank fixed subgroups of F,. Besides, it has
been investigated that the relation between free factors of 1-auto-fixed subgroups of F, and
auto-fixed subgroups of F;,. In addition to the investigation in the free groups, it has studied
that the determination of the dimension of the fixed-point subspace of a free Lie algebra L

over a field of characteristic 2.
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1. GIRIS Nuray TOMAK

1. GIRIS

Ranki n olan bir F;, serbest grubunun 1-oto-sabit alt gruplari hakkindaki en 6nemli
sonug, M.Bestvina ve M.Handel ( Bestvina ve Handel, 1992 ) tarafindan bulunmustur. Bu
sonuca gore, F, nin her 1-oto-sabit alt grubu en fazla n ranka sahiptir. Imrich ve Turner ( Im-
rich ve Turner,1989 ), bu sonucu kullanarak, F;, nin herhangi bir 1-endo-sabit alt grubunun
en fazla n ranka sahip oldugunu gosterdiler. Ayrica, Dicks ve Ventura ( Dicks ve Ventura,
1996 ) da Bestvina ve Handel’in tekniklerini kullanarak, F;, nin herhangi bir mono-sabit alt
grubunun rankinin en fazla n oldugunu gosterdiler. Daha sonra, G.M.Bergman (Bergman,
1999 ) da, bu sonucu kullanarak, F; nin herhangi bir endo-sabit alt grubunun en fazla n
ranka sahip oldugunu gostermistir.

Biz bu calismamizda, F;, serbest grubunun oto-sabit alt gruplar1 ve bir serbest Lie ce-
birinin sabit nokta alt uzaylarinin boyutunu inceledik.

Tezin ikinci boliimiinde ¢calismamizin kaynagini olusturan serbest gruplar ve serbest Lie
cebirleriyle ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin liclincii boliimiinde, F;, serbest grubunun bazi 6zel alt gruplarinin bir S alt kiimesi
tarafindan sabit birakilan alt gruplart incelenmis ve bu alt gruplar kullanilarak, F;, nin
endo-sabit, oto-sabit, mono-sabit, 1-endo-sabit, 1-oto-sabit ve 1-mono-sabit alt gruplari
tanimlanmustir. Ayrica, bu alt gruplarin rankinin en fazla ne kadar olabilecegine deginilmis
ve maksimum rankl sabit alt gruplar tanimlanmigtir. Daha sonra, F;, nin her oto-sabit alt
grubunun, F;, nin 1-oto-sabit alt grubunun bir serbest ¢carpani oldugu gosterilmistir. Fakat,
F,, nin 1-oto-sabit alt gruplarinin serbest ¢carpanlarinin, her zaman F, nin oto-sabit alt grubu
olmak zorunda olmadig1 belirtilmis ve n > 3 i¢in, F, nin 1-oto-sabit alt gruplarinin, oto-
sabit olmayan serbest ¢arpanlarinin oldugunu gostermek icin, n > 3 i¢in, F;, nin 1-oto-sabit
alt gruplarinin, endo sabit olmayan serbest carpanlarina 6rnek verilmistir. Daha sonra, F;,
nin maksimum rankli her oto-sabit alt grubunun, maksimum rankli 1-oto-sabit alt grubu
olduguna deginilmis ve bu 6zelligin diger maksimum rankli endo-sabit ve mono-sabit alt
gruplari icin de dogru oldugu belirtilmistir. Eger, H, F;, nin maksimum ranka sahip 1-oto-
sabit alt grubu ise, o zaman, H nin her elemanini sabit birakan F;, nin otomorfizmlerinin
grubunun, ranki en fazla (n — 1) olan bir serbest abelyen grup oldugu ispatlanmigtir. Ayni
zamanda, F,, grubunun noktasal sabit alt gruplar1 tantmlanmustir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise, K karakteristigi 2 olan bir cisim, V, K cismi {izerinde
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bir vektor uzayi ve L, V iizerinde bir serbest Lie cebiri olmak iizere, L nin sabit nokta alt
uzay1 tanimlanmistir. Ayrica, G, derecesi 2 olan devirli bir grup ve V, regiiler KG-modiil
olmak tizere, G nin her elemaninin V nin vektor uzayi olarak bir otomorfizmini belirttigi
ifade edilmis ve bu otomorfizmin, L nin Lie cebiri olarak bir otomorfizmine tek olarak
genisletilebilecegi ifade edilmistir. Daha sonra, L nin sabit-nokta alt uzaylarimin boyutu
belirlenmeye ¢alisilmistir. Bu alt uzaylarin boyutunu belirlerken de, K cisminin karakter-
istiginin 2 ye esit oldugu durum icin ve 2 ye esit olmadig1 durum i¢in, ayri ayr1 gosterilmeye
calisilmistir. K cisminin karakteristiginin 2 ye esit oldugu durum icin, bu alt uzayin boyu-
tunun nasil bulunacag: bir Teoremle ifade edilmis ve bu Teorem, L serbest cebirinin bir
bazini veren bagka bir Teorem kullanilarak ispatlanmistir. Daha sonraki ¢aligsmalarda ise,
L nin bir bazin1 veren bu Teoremin ispat1 yapilmaya ¢aligilmis ve bu Ispat yapilirken de
adim adim, bu Teoremin ispati i¢in, gerekli olan Onermelere yer verilmistir. K cisminin
karakteristiginin 2 ye esit olmadigi durumda, bu alt uzayin boyutunun nasil belirlenecegi

ise Brand’1in Karakter Formiilii kullanilarak gosterilmeye calisilmigtir.
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2. TEMEL BILGILER

2.1 Serbest Gruplar

Tanmm 2.1 G # {0} bir grup olsun. G iizerinde tanimh bir ikili islem asagidaki kosullart

saglasin:

i) Her a,b,c € G i¢in, (ab)c = a(bc) ise, G ye bir yarigrup ( semigrup ) denir.
ii) Eger bir G yarigrubunda, her g € G i¢in, eg = ge = g ise, G ye bir monoid denir.

Tanim 2.2 F bir grup, X bos olmayan bir kiime ve 6 : X —— F bir fonksiyon olsun. Eger,
her o0 : X —— G (G bir grup) fonksiyonu i¢in, oo = Bo olacak sekilde bir tek f: F — G
orten homomorfizmi varsa, o zaman F grubuna, X iizerinde bir serbest grup, X kiimesine
de, F nin serbest iirete¢ kiimesi denir. X sonlu oldugunda da, X in eleman sayisina F nin

ranki denir.

n, pozitif bir tamsay1 olmak {izere ranki n olan bir serbest grubu F;, ile gosterecegiz.

a,b € F, igin, [a,b] = a~'b~'ab yazacagiz.

Tanim 2.3 F;,, n-rankli bir serbest grup olsun.

(a) f: F, — F, fonksiyonu her a,b € F, i¢in, f(ab) = f(a)f(D) ise f ye bir homo-
morfizm denir.

(b) Eger, f homomorfizmi 6rten ise, f ye F, nin bir endomorfizmi denir.

F,, nin monoid endomorfizmini End (F,) ile gosterecegiz.

(¢) Eger, f homomorfizmi bir izomorfizm ise, f ye F;, nin bir otomorfizmidir denir.

F, nin biitin otomorfizmlerinin grubunu Oro (F,) ile gosterecegiz. Bu durumda,
Oto (Fy,), End (F,) nin tersinir elemanlariin bir grubudur.

Inj(F,), F, nin injektif ( veya monic ) endomorfizmlerinin kiimesini gostersin.

Inj(F,), End (F,) nin Oto (F,) yi i¢eren bir altmonoididir.

Tanim 2.4 F bir abelyen grup olsun. Bos olmayan bir X kiimesi ve bir i : X —— F' fonksiy-
onu verilsin. Eger, verilen bir G grubu ve bir f : X — G fonksiyonu i¢in, fi = f olacak
sekilde bir tek f : F —— G homomorfizmi varsa, F abelyen grubuna bir serbest abelyen

grup denir.
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Her abelyen grup, bir serbest abelyen grubun bir goriintiisiidiir.

Ayrica, eger F,, X lizerinde ranki n olan bir serbest grup ise o zaman,

F* =F,/F, = F./ [Fy, F)

X iizerinde ranki n olan bir serbest abelyen grup olur. % serbest abelyen grubuna, F,

nin abelyenlestirilmisi de denir.

Tanmim 2.5 {G; | i € I} gruplarin bog olmayan bir kiimesi olsun. G bir grup ve A; : G;— G
bir homomorfizmi olsun.Eger, G; den bazi H gruplarinin i¢ine, bir ¢; : G; — H homo-
morfizmlerinin bir kiimesi i¢in, ;¢ = @; olacak sekilde bir tek ¢ : G — H homomorfizmi
varsa, A; ye, {G; | i € I'} nin bir serbest G-¢carpimi denir. {G; | i € I} gruplarin kiimesinin,

G-serbest carpimi G = [[*G; ile gosterilir.
icl

G; lere de, G nin serbest carpanlari denir. Eger, I kiimesi sonlu ise, yani I = {ij,...,i,}
ise, 0 zaman G = Gj, * Gj, *...* G;, yazilir. Burada r € {1,...,n} icin, her bir G;,, G nin

bir serbest ¢arpanidir.

2.2 Serbest Lie Cebirleri

K bir cisim olsun.

Tanim 2.6 V, K cismi lizerinde sonlu boyutlu birvektor uzay1 olsun. Asagidaki kogsullar
saglayacak sekildeki L cebirine V iizerinde serbest Lie cebiri denir.
1.V, L nin bir alt uzayidir.

2.V nin her bazi1 L nin serbest iirete¢ kiimesidir.

L nin bir B alt kiimesi tarafindan gerilen alt uzay1 (B) ile gosterelim.
L de herhangi iki a,b elemaninin ¢arpimim [a,b] ile ve aj,as,...,a, € L igin,

[...[a1,a2],...a] carpimuint da, [ag,ay, ..., a,] olarak gosterecegiz.

Tamm 2.7 L bir serbest Lie cebiri, A = {a; | i€ I} C L ve F = (I) ,I kiimesi tarafindan
tiretilen bir serbest Lie cebiri olsun. Eger, 6 : i — q; olacak sekilde F = (I) dan L i¢ine bir

6 homomorfizmi varsa ve ¢ Orten ise, A ya L nin bir serbest lirete¢ kiimesi denir.

Tamim 2.8 L, V iizerinde bir serbest Lie cebiri ve V nin bir bazi {v{,v,,...,v,} olsun.
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Ly = (vi),Lr, = <[vi,vj]>,...,Ln = ([vi,v2,...,vn]) (i, j=1,...,n ve i # j) olsun. Yani
her pozitif n tamsayisi i¢in, L, ler n uzunluklu elemanlar tarafindan gerilsin. Bu sekilde
olusturulan herbir L, ye n-dereceli homojen alt uzay denir.

Bu durumda, L yi, bir vektor uzayi olarak L = 6>9an direkt toplami seklinde yazabiliriz.

nz

Her bir L,, nin sonlu boyutlu oldugu acik olup, L, nin boyutunu dimL,, ile gosterecegiz.

Aslinda, eger V nin boyutu m ise, o zaman L, nin boyutu, Witt’in formiilii ile verilir:

dim (L Z u(d

d\n

Burada, d, n nin pozitif bolenleri olup, u Mobius fonksiyonudur. Yani,

u:Zt— {-1,0,1}

0 d bir asal saymin karesi ile boliinebiliyorsa
u(d) = 1 d=1ise,
(—1)k d=pi...px ( pilerasal)

dir.

Tanim 2.9 Bir G yarigrubunda g € G ve her x1,x> € G icin, gx; = gxp, x1g = xpg oldug

unda, x; = xp oluyorsa, g ye regiiler eleman denir.

Eger, G nin her elemani regiiler ise, G ye regiiler yarigrup denir.

Eger, (R — {0}, -) halkasi regiiler yarigrup ise, R ye regiiler halka denir.

Tanim 2.10 G bir grup olsun. x,y,z € G, ky,k}, ky, k. € K ve ky, ki, ky, k. = 0 ( sonlu sayida

ky, k)., ky, k. hari¢ ) olmak iizere,

(Do) ¢ () - e

(ze) (24) - (;zﬁfké)x

toplam ve ¢arpim kurallariyla verilen

KG= { kax | ky € K ve ky = 0 ( sonlu sayida k, harig¢ )}

xeG
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kiimesi KG grup halkas1 olarak tanimlanir.
Tanimlanan bu toplam ve carpim kurallariyla, KG, birim elemam 1glg ( veya lxg )

olan, birim elemanl: bir halka olur.

Tanmm 2.11 KG bir grup halkas1 ve A toplamsal, degismeli bir grup olmak iizere eger,
KG x A — A islemine gore asagidaki kosullar saglaniyorsa, A ya bir (sol) KG-modiil
denir.

YV ki,ky € KG ve a,b € A igin,

i) ki (a+D)=kia+kab

ii) (k1 +k2)a = kia+kpa

iii) (kiky) a = ki (kaa)

Eger 1k, KG nin birim elemant ve 1xg.a = a (her a € A) ise A ya unitary KG-modiil

denir.

Tanmim 2.12 Eger, KG bir regiiler halka ve A bir KG-modiil ise A ya regiiler KG-modiil

denir.

Tanim 2.13 Eger, G bir grup ise, o zaman KG bir halka olmasina ragmen,
k Z kex | = Z (kky)x (k,ky € K ve ky = O(sonlu sayida k, harig))
xeG xeG

ile verilen islemle dogal bir K-modiil yapisina sahiptir. Bundan dolay1 KG, K iizerinde
bir vektor uzayi olur. Ayrica, k € K ve u,v € KG olmak iizere, k (uv) = (ku)v = u(kv)

oldugundan, KG ye bir K-cebiri veya K iizerinde G nin bir grup cebiri denir.

Tanim 2.14 R bir halka ve F de bir R-modiil olsun. E8er F' asagidaki 6zelligi saglyorsa,

F ye bir serbest modiil denir.

F nin Oyle bir X alt kiimesi vardir ki, verilen herhangi bir A, R-modiilii ve her f : X — A

fonsiyonu igin f [x= f olacak sekilde bir tek f : F — A, R-modiil homomorfizmi vardir.

Tanim 2.15 X = 0 bir kiime olsun.X deki harflerinw = (x1,...,x;), k >0, x; € X seklindeki

sonlu bir dizisine bir kelime denir. W (X), X kiimesindeki harflerin yanyana ¢arpilmasiyla
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olusan kelimelerin kiimesi olsun. A ile baz1 W (X) olan serbest K-modiilii gosterelim. A
daki ¢arpim, W (X) kiimesini A nin alt yarigrubu ve A y1 cebir yapacak sekilde tek olarak
belirlenir. W (X) de bos kelime 1 ile gosterilecektir. Bu durumda A ya, serbest iireteg

kiimesi X olan, 1 birim elemanl bir serbest birlesmeli cebir denir.

Tanim 2.16 A bir halka M,N,P A-modiiller olsun. M ile N nin tensor ¢carpimini agagidaki

ozellige sahip olacak sekilde olusturacagiz:

"M x N —— P seklindeki bilineer doniisiimlerle her P, A-modiilii icin, 7 +—— P
seklindeki bilineer doniistimler arasinda birebir bir bagint1 vardir.”
C, M x N nin elemanlarinin lineer toplamlarindan olugan A-modiil ve D, C nin asagidaki

elemanlar tarafindan iiretilen altmodiilii olsun.
(x—l—x’,y) - (X,y) - (xlay)

(xy+y) = (xy) — (xY)
(ax,y) —a(x,y)
(x,ay) —a(x,y)

T = C/D diyelim. (x,y) € C i¢in, x®y ile (x,y) nin T deki goriintiistinii gdsterelim.
C+— C/D =T dogal homomorfizmi i¢in, (x,y) — x®y olsun. Ozaman, 7, (x®y)

seklindeki elemanlar tarafindan dogurulur. ”®” iglemine gore, asagidaki ozellikler saglanir:
(x+x)oy=x@y+x @y
x®(y+y) =x0y+xy
ax®y=a(x®y) =x®ay

T ye, M ile N nin Tensor carpimi denir ve T =M @ N ile gosterilir.

Tanim 2.17 L, bir Lie cebiri olsun.Asagidaki kosullarin saglanmasi1 durumunda birim ele-

manli ve birlesmeli U (L) cebirine, L nin evrensel envoloping cebiri denir.

1) L den [U (L)] ye kanonik homomorfizm denilen bir € : L — [U (L)] homomorfizmi
vardir.
2) K cismi iizerindeki birim elemanli bir B birlesmeli cebiri ve her @ : L — [B] homo-

morfizmi i¢in, ye = ¢ olacak sekilde bir tek y : [U (L)] — [B] homomorfizmi vardur.
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L, X ilizerinde bir serbest Lie cebiri ise X tarafindan iiretilen serbest asosyatif cebir, L

nin evrensel envoloping cebirine izomorftur.

Tanmm 2.18 F;, X = {xj,...,x,} tarafindan {iretilen serbest Lie cebiri

olsun.]... [x;x;,],...x; ] seklindeki bir kelimeye bir monomial denir.

Teorem 2.19 (Poincare-Birkhoff-Witt) L, K cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun.Eger, E,
L nin iyi sirali bir baz1 ise, o zaman € : L — [U (L)] kanonik doniigiimii injektif olup,
U (L) evrensel envoloping cebiri , 1 ve ej.ez...e,, €1 > ey > ... > ey, n > 1 formundaki

monomialler tarafindan iiretilen bir serbest K-modiildiir.

L bir serbest Lie cebiri ve a,b € L olmak iizere, [ar,bk] ile |b,a,...,a,b,....b

r k—1
seklindeki bir eleman1 gosterecegiz.
Tanim 2.20 R bir halka ve P bir R-modiil olsun. Eger, A £, B+ 0 tam dizi (yani g bir
epimorfizm) olmak iizere, verilen herhangi bir f : P —— B, R-modiil homomorfizmi ig¢in,

eger,

P
hy Lf

A2 B — 0

diyagrami degismeli olacak sekilde yani gh = f olacak sekilde bir 4 : P — A, R-modiil

homomorfizmi varsa, P modiiliine projektif modiil denir.

Tanim 2.21 R bir halka ve J bir R-modiil olsun.Eger, 0 — A £ B tam dizi (yani g bir

monomorfizm) olmak iizere, verilen herhangi bir f : A —— J, R-modiil homomorfizmi i¢in,

eger,
0 — A -2 B
fl /Jh

J

diyagrami degismeli olacak sekilde yani hg = f olacak sekilde bir 4 : B — J, R-modiil

homomorfizmi varsa, J modiiliine injektif modiil denir.
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3. BIR SERBEST GRUBUN OTO-SABIT ALT GRUPLARI

3.1 Endo-Sabit Alt Gruplar

F,, bir X kiimesi tarafindan iiretilen serbest grup olsun. Bu bdliimde, F, grubunun

End (F,) nin bir alt kiimesi tarafindan sabit birakilan alt gruplarini inceleyecegiz.
Tanmim 3.1 Herhangi bir S C End (F,) igin, F,, de S nin sabit biraktig1 alt kiime,
Sab(S)={ucF,|her¢o €S icin ¢ (u) =u}

olarak tanimlanir. S bos ise Sab (S) = F, dir.

Sab (S), F, nin alt grubu olup, bu alt gruba F, nin S-sabit alt grubu denir.

Tamm 3.2 H,F, nin bir alt grubu olsun. S C End (F,) i¢in H = Sab (S) oluyorsa H ye F,

nin endo-sabit alt grubu denir.

Tanmim 3.3 (a) Eger S C Inj (F,) ise H ye F, nin mono-sabit alt grubu denir.

(b) Eger S C Oto (F,) ise H ye F, nin oto-sabit alt grubu denir.

(c) Eger baz1 ¢ € End (F,) igin H = Sab () ise H ye F, nin 1-endo-sabit alt grubu denir.
(Burada Sab ({¢}) yerine Sab (¢) yazacagiz ).

(d) Eger ¢ € Inj(F,) ve H= Sab(0) ise H ye F, nin 1-mono-sabit alt grubu denir.

(e) Eger 0 € Oro (F;,) ve H = Sab (9) ise H ye F, nin 1-oto-sabit alt grubu denir.

F,, nin herhangi bir maksimal devirli alt grubu 1-oto-sabittir. Ciinkii bu devirli grup,
uygun bir i¢ otomorfizm tarafindan sabit birakilan bir alt gruptur.

Not: Dikkat edilecek olursa, bir oto-sabit alt grup, 1-oto-sabit alt gruplarin bir

kesisimidir. 1-oto-sabit alt gruplarin kesisimi de oto-sabit bir alt gruptur.

Tanim 3.4 F; nin ranki n olan 1-oto-sabit alt grubuna, maksimum rankli 1-oto-sabit alt

grubu denir.

Onerme 3.5 Eger A, B,C bir G grubunun alt gruplari ise ve A, B nin bir serbest carpan ise,

o zaman A NC, BNC nin bir serbest ¢arpanidir.

ispat: Bu Onermenin ispat1 ( Serre, 1980; Dicks ve Ventura,1989 ) da bulunabilir. [ |

Biz burada G nin serbest grup olmasi durumu ile ilgilenecegiz.
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Teorem 3.6 (Takahasi, 1951) Eger H, F, nin sonlu iiretilmig bir alt grubu ise, o zaman
F, nin H yi iceren sonlu tiim alt gruplarin bir O kiimesi vardir ve F,, nin H yi iceren her

altgrubu © kiimesine ait bir serbest ¢arpana sahiptir.

Ispat: Bu Teoremin ispat1 ( Takahasi, 1951 ) de, ayrica bir grafik-teori ispat1 da (Ventura,
1997 ) de bulunabilir. [

Teorem 3.7 (Takahasi, 1951) Eger (H,, |m > 1) bir serbest grubun altgruplarinin bir

sayilabilir azalan zinciri (Hy > H, > H3 > ...) ve biitiin m ler i¢in, baz1 pozitif tamsayilar

H,, nin rankini belirliyor ise, 0 zaman Qle kesigimi, biitiin fakat sonlu sayida m i¢in, H,,
m>

nin bir serbest carpanidir.

Ispat: Bu Teoremin ispat1 ( Takahasi,1951 ) veya ( Magnus ve ark., 1976 ) da, ayrica bir
grafik-teori ispat1 da ( Dicks ve Ventura, 1996 ) da bulunabilir. |

Teorem 3.8 (Howson, 1954) Eger A ve B bir serbest grubun sonlu iiretilmis alt gruplari ise

o zaman A N B de sonlu tiretilmistir.

ispat: Bu Teoremin ispat1 ( Howson, 1954 ) de ve ( Stallings, 1983 ) de verilen Gerten’in
cok kisa grafik-teori ispatinda da bulunabilir. [

Simdi, F;, nin endomorfizmlerini diistinelim.

Teorem 3.9 (Bestvina ve Handel, 1992; Imrich ve Turner, 1989) F, nin her 1-endo-sabit

alt grubu en fazla n ranka sahiptir.

ispat: W. Imrich ve E. C. Turner ( Imrich ve Turner, 1989 ), M. Bestvina ve M.Handel
( Bestvina ve Handel, 1992 ) tarafindan ispatlanan 1-oto-sabit durumunu kullanarak, bu
teoremi ispatlamiglardir. Aslinda bu, ¢ nin yeterli derecede yiiksek bir {issiiniin iizerinde, ¢
nin etkisini diisiinmek i¢in yeterlidir. |

Simdi yukaridaki Teoreme temel olusturan ve 6nemli bir yere sahip olan asagidaki Teo-

remi verelim.

Teorem 3.10 (Dyer ve Scott, 1975 ) Eger F;, nin bir ¢ otomorfizmi sonlu dereceli ise, o

zaman F, nin Sab (¢) sabit alt grubu, F;, nin bir serbest ¢carpanidir.

Ispat: Bu Teoremin ispat1 (Dyer ve Scott, 1975) de bulunabilir. |

10
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Sonug 3.11 Eger ¢ € End (F,) ve m bir pozitif tamsay1 ise, o zaman Sab (¢), Sab (¢"*) nin

bir serbest ¢arpanidir.

Ispat: ¢ € End (F,) = Sab (¢), F, nin 1-endo-sabit alt grubudur.

O™ € End (F,) = Sab (¢™), F, nin 1-endo-sabit alt grubudur.

Teorem 3.9 dan, Sab (¢™) en fazla n ranka sahip olabileceginden, Sab (¢™) sonlu rankl
bir serbest grup olur. Ayrica ¢ sonlu dereceli bir otomorfizm olarak Sab (¢™) iizerine etki

eder. Boylece Teorem 3.10 dan, Sab (), Sab (¢™) nin bir serbest ¢arpani olur. [

Sonuc 3.12 Eger, ¢ € End (F,) ise o zaman {Sab (¢) | m > 1} icermeye gore bir maksi-

mum elemana sahiptir.

Ispat: Her pozitif m tamsaysi icin H,, = Sab (¢'") olsun. Teorem 3.9 dan, herbir H,, en
fazla n ranka sahip bir serbest gruptur.

m yi, H,, miimkiin olan maksimum ranka sahip olacak sekilde secelim. Sonug¢ 3.11
den, eger r bir pozitif tamsayi ise, o zaman H,, ve H,, H,,, nin serbest ¢arpanlaridir.

H,, nin rankinin maksimumlugundan, H,, = H,, oldugunu soyleyebiliriz. Bu yiizden
H,, H,, nin bir serbest carpani olup, H,, bir maksimum eleman olur. Bu maksimum eleman
0 nin biitiin sonlu yoriingelerini icerir ve bazen ¢ nin periyodik kiimesi olarak isimlendirilir.

Teorem 3.13 (Bergman, 1999) Eger M, End (F;) nin bir altmonoidi ise, o zaman y € M
vardir yle ki Sab (M), Sab (y (M)) nin bir serbest carpanidir ve M nin y (M) yar altgrubu
Inj(y(F,)) nin i¢cinde End (y (F,)) nin bir yari alt grubu olarak goriiniir.

Ispat: ( Bergman, 1999 ) dan, (M) nin rankin1 miimkiin oldugu kadar kiiciik diisiinerek
y € M yi alahm. y (M), y(F,) ye injektif olarak etki eder. Bu yiizden, y (M), Inj (y (F,))

nin bir yart alt grubu olarak goriinebilir. Simdi,
H =y~ (Sab(y(M))) < F,

oldugunu diisiinelim. Her ¢ € M i¢in, y¢ € y (M) oldugundan, ¢ nin Sab(y(M)) ye
kisitlanigt

y:H — Sab(y(M))

orten homomorfizmin bir pargasidir. (Bergman, 1999 ) dan,

H =y~ (Sab(y (M)))

11
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Sab (W (M)) nin bir serbest ¢arpanidir. Fakat M birimi i¢erdiginden,

H=y"" (Sab(y(M)))

kesinlikle Sab (M) dir. Yani H = Sab (M) olur.
Buradan da Sab (M), Sab (y (M)) nin bir serbest ¢carpani oldugu elde edilmis olur. W
Bu Teoremin bagka bir ispat1 (Dicks ve Dunwoody, 1999) da da bulunabilir.

3.2 Oto-Sabit Alt Gruplar

S C End (F;) olsun. Buboliimde, Sab (S), Sab (0) nin bir serbest ¢arpani olacak sekilde,
End (F,) nin S tarafindan iiretilmis bir altmonoidinin iginde olan bir ¢ endomorfizminin
oldugunu ispatlayacagiz.

Ayrica, F;, nin herhangi bir oto-sabit alt grubunun (veya mono-sabit, endo-sabit), F;,
nin 1-oto-sabit alt grubunun (veya 1-mono-sabit, 1-endo-sabit) bir serbest carpani oldugu

gosterilecektir.

Onerme 3.14 Eger ¢, y € End (F,) ve V injektif ise, o zaman Sab (y,9), Sab (y'$) nin

serbest carpani olacak sekilde pozitif bir ¢ tamsayis1 vardir.

Ispat: Sonug 3.12 den her r pozitif tamsayzsi icin,

Sab (y"") = Sab (y™")

olacak sekilde bir pozitif m tamsayist vardir ( Sab (y™) ve Sab (y"), Sab (y"") nin serbest
carpani oldugundan ve Sab (y™) nin maksimalliginden ).

Y =1 olsun. O zaman, her pozitif r tamsayist i¢in,
Sab(M") = Sab(n)

olur. Ayn1 zamanda Y injektif oldugundan 1 de injektif olur.

Teorem 3.9 dan, Sab (¢) ve Sab (n) sonlu iiretilmis oldugundan, Teorem 3.8 den,
Sab (M) NSab (9) = Sab(n,0)

nin de sonlu tiretilmis oldugu elde edilir.
Teorem 3.6 dan, Sab(m,0), F, nin sonlu iiretilmig alt grubu oldugundan, F;, nin

Sab (M, ) yi iceren sonlu iiretilmis alt gruplarinin bir sonlu O kiimesi vardir ve F;, nin

12
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Sab (M, 9) yi iceren her alt grubu bir serbest carpan olarak © kiimesinin bazi elemanlarina
sahiptir.

r bir pozitif tamsay1 olsun. O zaman, Sab(Mn'0), F, nin Sab(n,d) yi iceren bir alt
grubudur. Bu yiizden, (Teorem 3.6 dan) M,, Sab (m"0) nin bir serbest ¢arpani olacak sekilde

bazi M, € © vardir. Herhangi bir s > r pozitif tamsayisi i¢in,
Sab(M,9) <M, NM; < Sab(n"$,n’9) (3.1)
dir. Fakat eger, x € Sab (n"$,n°) ise o zaman,
) ="M (0(x)) =17 (0 (x)) = x
olup, 1 (x) = x olur. Bundan dolayz,
N0 (x) =x=n"(x)
elde edilir. Fakat 7 injektif oldugundan ¢ (x) = x elde edilir. Buradanda, x € Sab (1, ¢) olup,
Sab(n'9,n’9) < Sab(n,9)
olur.Ayrica, (3.1) den de,
Sab(n,0) < M,NM; < Sab(n'0,n°0) < Sab(n,0)
olup, buradan da biitiin farkli r, s pozitif tamsayilar1 i¢in,
Sab(M,$) = M, N M;
elde edilir. O sonlu oldugundan M, = M, olacak sekilde s > r pozitif tamsayilar1 vardir ve
M, =M,NM; = Sab(n,0)
olup, M, Sab (M) nin serbest ¢arpant oldugundan o zaman ,
M, = Sab(M,9), Sab(M'¢) = Sab (y""¢) (*)

nin bir serbest ¢arpani olur. Sonug 3.11 den, Sab (y), Sab (y™) = Sab () nin bir serbest
carpamdir. Ayrica, Onerme 3.5 den,

Sab (y) NSab (¢) = Sab (y,0)

Sab(m)NSab (¢) = Sab (N, 0)

nin bir serbest carpanidir.

(*) dan dolay1 Sab (y,d), Sab (y""$) nin bir serbest ¢carpanidir. [

13
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Onerme 3.15 S, Inj (F,) nin bos olmayan bir alt kiimesi ve M (S), Inj (F,) nin S tarafindan
tiretilmis alt yarigrubu olsun. O zaman, Sab(S), Sab(¢) nin bir serbest ¢arpami olacak

sekilde ¢ € M (S) vardir.

ispat: K, S nin eleman sayisin1 gostersin. 1 <k < X dir.

K = 1 durumu agiktir.

Varsayalim ki 2 <k < X ve sonug, k dan kiiciik kiimeler i¢in dogru olsun. y € § alalim.
Tiimevarim hipotezinden Sab (S — {y}), Sab (¢) nin bir serbest carpani olacak sekilde ¢ €
M (S — {w}) vardir. Onerme 3.5 den,

Sab (S — {y}) N Sab (y) = Sab (S)

Sab () N Sab (y) = Sab (y,9)

nin bir serbest carpanidir.
S C Inj(F,) ve y € S oldugundan \ injektif olup, Onerme 3.14 den, Sab (y,0),
Sab (y'9) nin bir serbest ¢arpani olacak sekilde bir pozitif ¢ tamsayisi vardir.
Sab (S), Sab (') nin bir serbest ¢arpani olup, ayn1 zamanda y'¢ € M (§) oldugundan,
tiimevarim hipotezinden sonucun sonlu kiimeler i¢in saglandig1 gosterilmis olur. Geriye

K = X durumunu gostermek kaldi. Bu yiizden S, bos olmayan sonlu
(Sm | m=1)
alt kiimelerinin sayilabilir artan bir dizisinin birlesimi olsun. O zaman,
(Sab (Sy) [m>1)

kesisimleri Sab (S) olan alt gruplarin sayilabilir azalan bir dizisidir.

Her m > 1 icin, S, ler sonlu oldugundan ve sonlu kiimeler icin, Onermenin dogrulugu
tiimevarim hipotezinden gosterildiginden, her m > 1 i¢gin, Sab (S,,) , Sab (¢,,) nin bir serbest
carpani olacak sekilde ¢,, € M (S,,) vardir.

Teorem 3.9 dan, her Sab (S,,) en fazla n ranka sahiptir. Bu yiizden, Teorem 3.7 den,

N Sab (S;;) = Sab (S)

m>1

Sab (S,,;) nin bir serbest carpani olacak sekilde bir pozitif m tamsayis vardir.

14
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Her m > 1 igin Sab (S,,), Sab (¢,,) nin bir serbest carpani olacak sekilde ¢,, € M (Sy,)
vardi. Bu yiizden, Sab (S), Sab (¢,,) nin bir serbest ¢carpani olacak sekilde,

Om €M (S;) CSM(S)
vardir. [ |

Teorem 3.16 n pozitif bir tamsayi, F,, n- rankli bir serbest grup, S, End (F,) nin bir alt
kiimesi ve M, End (F,) nin S tarafindan iiretilmig alt monoidi olsun. O zaman, Sab (S),

Sab (¢) nin bir serbest ¢arpani olacak sekilde ¢ € M vardur.

Ispat: Teorem 3.13 den, W (M), Inj (y(F,)) nin bir alt yarigrubu olarak goriilebilecek ve
Sab (M), Sab (w (M)) nin bir serbest carpani olacak sekilde ¢ € M vardir (M, End (F;,) nin
bir alt monoidi ).

Inj(y(F,)) nin y(M) bos olmayan alt kiimesi ve alt yarigrubu igin, Onerme 3.15 i
kullanirsak; Sab (¢ (M)), Sab (¢) nin bir serbest ¢arpani olacak sekilde,

0 € (M) C M C End(F,)

vardir.

Sab (M), Sab (y (M)) nin; Sab (y (M)) de Sab () nin bir serbest ¢arpani oldugundan,
Sab (S) = Sab(M)

Sab (¢) nin bir serbest ¢carpamidir. M C End (F,) oldugundan, S = M alabiliriz. |
1-endo-sabit alt gruplarin kiimesinin keyfi ya da sonlu kesisimler altinda kapali oldugu
bilinmemesine ragmen, ¢> = ¢ olacak sekildeki ¢ icin, H = Sab(¢) alt gruplarinin alt
kiimesi keyfi kesisimler altinda kapalidir ( Bergman, 1999 ).
Teorem 3.16 ya gore, acaba F;, nin 1-oto-sabit alt grubunun bir serbest carpaninin, oto-
sabit olmas1 gereklimidir? Bu n < 2 igin direkt olarak ispatlanabilir. Fakat Onerme 3.27 de,
n > 3 olmasi durumu i¢in aksi ornekler oldugunu gorecegiz.

Simdi Teorem 3.16 nin baz1 sonucglarina bakalim:

Sonug¢ 3.17 (a) F, nin her oto-sabit alt grubu, bazi 1-oto-sabit alt gruplarinin bir serbest
carpanidir.
(b) F, nin her mono-sabit alt grubu, bazi 1-mono-sabit alt gruplarinin bir serbest

carpanidir.
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(¢) Fynin her endo-sabit alt grubu, bazi 1-endo- sabit alt gruplarinin bir serbest

carpanidir.

Sonuc 3.18 (Dicks ve Ventura, 1996; Bergman, 1999) F; nin her endo-sabit alt grubu en

fazla n ranka sahiptir.

Bu sonu¢, G.M.Bergman tarafindan ( Bergman, 1999 ) da gosterilmistir.
3.3 Maksimum Rankl Sabit Alt Gruplar

Bu boliimde alt gruplarin maksimum ranka sahip oldugu durumlart diislinecegiz.

Asagidaki iki Onerme, Teorem 3.16 nin 6zel bir durumu olarak hemen elde edilir.

Onerme 3.19 Eger S, Sab (S) nin ranki n olacak sekilde End (F,) nin bir alt kiimesi ise, o

zaman, End (F,) nin S tarafindan tiretilmig alt monoidi
Sab (S) = Sab (0)
olacak sekilde bir ¢ elemanini igerir.

Onerme 3.20 (a) F, nin maksimum rankl1 her oto-sabit alt grubu, maksimum rankli 1-oto-

sabit alt gruptur.

(b) F;, nin maksimum rankli her mono-sabit alt grubu, maksimum rankli 1-mono-sabit
alt gruptur.

(¢) F, nin maksimum rankli her endo-sabit alt grubu, maksimum rankli 1-endo-sabit alt
gruptur.

Simdi Collins ve Turner’in bu alandaki 2 6nemli ¢aligsmasini hatirlayalim:

Teorem 3.21 (Turner, 1996) Eger ¢ € End (F;,) ve Sab (§), n ranka sahipse, o zaman ¢ €
Oto (F,) dir.

Teorem 3.22 (Colins ve Turner, 1996) H, F, nin bir alt grubu ve m, H nin F,f” deki (
serbest abelyen ) goriintiisiiniin rankin1 gostersin. O zaman, H, F, nin maksimum rankl

1-oto-sabit alt grubudur ancak ve ancak F;, nin 0 </ < n i¢in,

F={x|1<i<n)
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seklinde kurulan bir (x; | 1 <i<n) bazivarsave H nin, 1 < j<miginy;=xjvem+1 <
k < n icin F, nin herhangi bir elemaninin bir 6z kuvveti olmayan ( bu nedenle 6zellikle

wy # 1), bazt wy € HNFj_ igin, y; = [wy,x¢] olan bir
il 1<i<n)

bazi varsa. Bu durumda, 0 </ < nig¢in (y; | 1 <i <), HNF; nin bir bazidur.

Simdiye kadar elde ettigimiz sonuclar1 asagidaki Teorem ile 6zetleyelim.

Teorem 3.23 n pozitif bir tamsayi, F;, ranki n olan bir serbest grup ve H, F;, nin n rankli bir
alt grubu olsun. m de H nin F¢ igindeki ( serbest abelyen ) goriintiisiiniin rankin1 gostersin.

O zaman, asagidakiler denktir:

(a) H, F,, nin 1-oto-sabit alt grubudur.

(b) H, F;, nin 1-mono-sabit alt grubudur.

(c) H, F,, nin 1-endo-sabit alt grubudur.

(d) H, F;, nin oto-sabit alt grubudur.

(e) H, F;,, nin mono-sabit alt grubudur.

(f) H, F;, nin endo-sabit alt grubudur.

(g) F, nin bir (x; | 1 <i<n) bazi ve H nin bir (y; | | <i < n) bazi vardir dyle ki 1 <
Jj<miciny;=xj,m+1 <k <nvew, € HNF;_; olmak iizere y; = [wy, x| olsun.Burada,
wy 0z kuvvet degildir.
ispat: Onerme 3.20, (a) min (d) ye, (b) nin (e) ye ve (c) nin (f) ye denk oldugunu; Teorem
3.21, (a), (b) ve (c) nin denk oldugunu ve Teorem 3. 22 de, (a) ve (g) nin denk oldugunu

gosterir. [

3.4 Noktasal Sabit Alt Gruplar

F}, nin herhangi bir H alt grubu i¢in, Oto (F,) nin H nin her elemanini sabit birakan el-
emanlarmin kiimesini Oroy (F,) ile gosterelim. Otop (F,) kiimesine, H nin noktasal sabiti

denir. Bu kiimeyi daha agik olarak,
Otoy (Fy) = {0 € Oto(F,) | her h € H igin ¢ (h) = h}
seklinde ifade edebiliriz. F;, nin,

S+— Sab(S) ve H — Otoy (F,)
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seklinde verilen alt gruplari ve Oto (F,) nin alt kiimeleri arasinda birebir bir egleme vardir.
Bu durum, birbirine kargilik gelen kapali alt kiimeler arasinda standart bir bijeksiyona sebep
olur. Bundan dolayi, Oro (F,) nin kapali alt kiimeleri, F;, nin noktasal sabitleyeni iken, F},
nin alt gruplari, F, nin bir oto-sabit alt grubudur. F;, nin herhangi bir A alt grubu i¢in,F;, nin
H yi igeren biitiin 1-oto-sabit alt gruplarinin kesisimi olan Sab (Otoy (F,)), H nin F;, deki
oto-sabit kapanigidir.

Biz bu boliimde maksimum rankli durumla ilgilenecegiz. Bu boliimiin amaci bazi ilging
olan 6zel durumlari hesaplamaktir. Oto (F;,) nin maksimum rankli oto-sabit alt gruplarina

karsilik gelen kapali alt gruplar1 tanimlayarak baslayalim.

Onerme 3.24 H, F, nin maksimum rankli bir oto-sabit alt grubu olsun ve m de, H nin F,fb
deki ( serbest abelyen ) goriintiisiiniin rankini1 gostersin. O zaman, Endy (F,) = Otoy (F,),

Oto (F,) nin n — m rankl bir serbest abelyen grubudur.

Ispat: Teorem 3.22 den, F,, nin bir (x; | 1 <i<n)ve H nin bir (y; | 1 <i<n) bazi vardir
oyleki 1 < j<miginy; =x;, m+1 <k <nigin y; = [wy,x] dir. Burada wy € HN F_;
bir 6z kuvvet degildir.

[, m+1 <[ <nolan bir tamsay1 olsun. O zaman, 1 <i <nigin, egeri # [ ise

O (xi) = x; ve O (x7) = wix

olan, F, nin bir tek ¢; endomorfizmi vardir. ¢; nin bir otomorfizm oldugu aciktir ve ¢;, w;

yi sabit birakur.

O (wi(x1,05x-1)) = [ wi | &r(x1),00 (x2),..., 07 (x7-1)
o e N

= wi(x1,x2,...,%_1)

Bundan dolay1, ¢; € Otoy (F,) dir. Ayrica, ¢§; (m+ 1 <1 < n) ler degismelidir.

Simdi herhangi bir ¢ € Endp (F,) elemanini diigiinelim.

1 <j<migin, ¢ (x;) =0 (y;) =yj =x; oldugu goriiliir. Eger, m+ 1 <k < nise,
O (xx) = w,r("xk

olacak sekilde bir tek r; tamsayis1 oldugunu iddia ediyoruz:

Bunu gostermek ig¢in,

X = 0 (x)
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olsun. Ayni zamanda, ¢, wy ve y; y1 sabit biraktigindan dolay1 wy ve y, H nin i¢indedir. Bu

yiizden,

wi g e = v = 0 () = 0 ([wixk]) = [0 (we) 0 (k)] = [wie, Xi] = wie ' X "X

olur. Buradan da,
—1.-1 — ol x
Wk xk WX = Wk k WiAf,
—1 -1
X, wixe = X wieXis
~1 x-1— x-1
X WiXk &, = Ap Wk,
-1 -1
kak kaka = Wk,
-1
Xixy, WXy = wiXg,
Xix, 'wi = wiXpx, !, oldugu elde edilir ki, bu da Xx; ! in, wy ile degismeli oldugunu

gosterir. Bu ylizden ve wy da bir 6z kuvvet olmadigindan, bir tek r; tamsayisi icin,
—1 V4
kak = Wkk

dir. Bu da iddiamiz1 ispatlar.Boylece,

—1 . Tk
Xix, =wy,
— Wk
Xk = wy X,
— 'k L _ Awm+1 T
¢ (xx) = wy'xx olur. Buradan da, tek olan ry tamsayilari igin, ¢ = ¢,""}...0," sonucunu
(n—m tane)
cikaririz.
Boylece ispat tamamlanir. [ |

Sonuc 3.25 Varsayalim ki S, Sab (S) nin ranki n olacak sekilde, End (F,) nin bir alt kiimesi
olsun ve m de Sab (S) nin F deki ( serbest abelyen ) goriintiisiiniin rankin1 gostersin. O
zaman,S, Oto (F,) nin n—m rankl bir serbest abelyen alt grubunun igindedir ( ve S, Oto (F,)

nin en fazla n — m rankli bir serbest abelyen alt grubunu iiretir ).

n = m i¢in, asikar durumu gormezden gelirsek, S yi bir tek elemandan meydana gelecek
sekilde secebilecegimizi goriiriiz ki, bu durumda bu elemanin iirettigi ( serbest abelyen ) alt

grubun ranki 1 dir (rank Sab(S) =1).
Onerme 3.26 a,b,c, F, nin bir B8 bazinin farkli elemanlari olsun. Eger, A, B,C,

[A,B] = [a,b]ve]A,C] = [a,c]
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olacak sekilde F;, nin elemanlariysa, o zaman A = a, B = a’b ve C = a’c olacak sekilde r, s

tamsayilart vardir.

Ispat: Bu Onermenin ispat: (Lyndon ve Schupp, 1977; Ventura, 1997) de bulunabilir. N
Onerme 3.27 n >3 ve a,b,c, F,, nin bir X bazimin farkli elemanlar1 olsun.
H = <X - {a,b,c}U{[a,b] ) [avc]}>

ve

K= (X—{b,c} U{[a,b],la,c]}) = H*{a)

olsun. O zaman, K, H nin endo-sabit kapanisidir ve H, K nin bir 6z(proper) serbest

carpanidir. Ayrica K, F;, nin maksimum rankli 1—oto-sabit alt grubudur.

Ispat: Onerme 3.26 dan dolay1, F, nin H yi sabit birakan herhangi bir endomorfizmi a
elemanini da sabit birakir. Bu yiizden K, H nin endo-sabit kapanigi i¢indedir.

X —{b,c}U{]a,b],[a,c]}, K nin, Teorem 3.22 de verilen formdaki bir baz1 oldugundan,
K nin F;; nin maksimum rankli 1-oto-sabit alt grubu oldugunu goriiriiz. |

Bundan dolay1 # > 3 i¢in, Onerme 3.27, F;, nin 1-oto-sabit alt gruplarinin oto-sabit alt
grubu olmayan hatta endo-sabit olmayan serbest ¢arpan orneklerini vermektedir.

F,, nin biitlin oto-sabit alt gruplarinin kiimesinin keyfi kesisimler altinda kapali oldugu
aciktir. Onerme 3.27 den, bu kiime eger n > 3 ise, elde edilen serbest ¢arpanlar altinda
kapali degildir. Ayrica, F;, nin her 1-oto-sabit alt grubunun, F, nin oto-sabit alt grubu oldugu

aciktir.

20



4. SERBEST LIiE CEBIRLERININ OTOMORFIZMLERININ
SABIT NOKTALARI Nuray TOMAK

4. SERBEST LIiE CEBIRLERININ OTOMORFiZMLERININ
SABIT NOKTALARI

K karakteristigi 2 olan bir cisim, V, K cismi lizerinde bir vektor uzayi ve L, V lizerindeki
serbest Lie cebiri olsun.

Bu boliimde L nin sabit nokta alt uzaylarinin boyutlarini belirlemeye calisacagiz.

G, derecesi 2 olan devirli bir grup ve V, regiiler KG-modiil olsun. Bu durumda, G nin
her elemant V nin vektor uzayi olarak bir otomorfizmini belirtir. Bu otomorfizm, L nin
Lie cebiri olarak bir otomorfizmine tek olarak genisletilebilir. Bu sekilde, L bir KG-modiil

olup, her bir L,, bir alt modiildiir.

Tamm 4.1 LS = {u € L, : ug = u biitiin g € G i¢in} kiimesine L nin sabit-nokta alt uzay1

denir.

LY alt uzaylarmin boyutlarinin belirlenmesi temel problemlerden birisidir.
Burada,biitiin # ler i¢in,
dim (L,?) — %dz\ny (d)2"/ (@.1)
d ek

oldugunu ispatlayacagiz.

Bu formiil biitiin n tek sayilar1 ve n < 20 olacak sekildeki cift sayilar (bilgisayar hesapla-
malar1 kullanilarak) i¢in, M.W.Short ( Short, 1995 ) tarafindan tahmin edilmistir.

Bu sonug, L.G.Kovéics’in,”Kourovka Notebook™ ( Kovacs, 1990 ) isimli kitapta 11.47.

soru olarak bulunan sorusuna cevap verir.

Teorem 4.2 V, sonlu m-boyutlu bos olmayan serbest bir KG-modiil ve L, V iizerinde bir

serbest Lie cebiri olsun. O zaman,

dir.

L nin bir bazini veren agagidaki sonuctan, Teorem 4.2 elde edilecektir.

Teorem 4.3 V sonlu m-boyutlu sifirdan farkli bir serbest KG-modiil ve L, V {izerinde bir
serbest Lie cebiri olsun. Ayrica, G, g tarafindan tretilen devirli grup ve her n i¢in, €,

L, nin miimkiin olan en biiylik boyutlu serbest KG-alt modiiliinii serbestce iireten bir alt
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kiimesi ve &€ = L>J1¢n olsun. O zaman, ¢ € € ve r > 0 i¢in, c¢,cg ve [(cg)zr ,czr} elemanlari,
n>

L nin bir bazidir.

2r r . . e
[(cg) 2 } elemanlari, L nin evrensel enveloping cebirinin elemanlart olup, bu ele-
manlar aym1 zamanda L nin elemanlaridir.

Onerme 4.5 ten,
|:(Cg)2r ,Czr} = [c,cg,cg, ceeyC8LCy ,C]

olup, sag tarafta c ve cg nin her ikisinden de 2" tane vardir. Ayrica,

[(cg)zr ,czr} g= [czr, (cg)zr]

dir.

Yani ¢ ve cg elemanlari, g tarafindan birbirine doniistiiriiliir ve bu elemanlar bir regiiler
KG-modiiliinii gerer.

Her bir ¢, cg ve [(cg)zr ,czr} elemani, bir L, alt uzayina aittir. Bu nedenle, Teorem 4.3, L
nin bir parcalanisini vermekle birlikte, L, nin bir serbest K G-modiille, asikar K G-modiiliin
bir direkt toplami1 oldugunu gosterir.

Bu boliimde, Teorem 4.3 den Teorem 4.2 in elde edilisini verecegiz.

Ayrica, tamsayilar ve karakteristigi 2 ye esit olmayan cisimler iizerindeki Lie cebirlerini
ilgilendiren Teorem 4.2 nin, baz1 sonuglarini diisiinecegiz.

Teorem 4.3 den Teorem 4.2 i Elde Etme:

Her n ve ¢ € €, i¢in, F;, L, nin ¢ ve cg elemanlar tarafindan gerilen bir alt uzay1 olsun.

T, de, n dereceli [(cg)zr ,czr] elemanlar tarafindan gerilen bir alt uzay olsun.

O zaman, Teorem 4.3 den, F, bir serbest KG-modiil ve 7, asikar bir KG-modiil olmak
uzere,

L, =F,&T,
dir.
fa= %dim (F,) (dim(F,) ,birKG—modiil olarak F; nin rankidir) ve #,, = dim(7;,) olsun.
O halde, f,, = |&,| ve t, de n dereceli [(cg)zr ,czr} elemanlarinin sayisidir. Buradan,
=), = Y fopren (4.2)

r>0 r>0
2r+ 1\ p 2r+ 1\ p

Q:n/2r+1

olur.
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L, = F, ® T, oldugundan, dim (L,) = dim (F,) + dim(7;) olup, dim (L,) =2 f, +1, dir.
Ayrica, F¢ = {uc F,|ug=u} idi. Buradan, ug = u esitliginde, asagidaki

diizenlemeler yapilirsa,

ug—u=>0,
u(g—1)=0,
u(g+1-2)=0,

u(g+1) =2u, olur. Buradan,

FC=F,(1+g) eldeedilip, dim (F,) = f, ve dim (LS) = f, +1, oldugu goriiliir. Eger,
n tek ise (4.2) esitliginden, 7, = 0 olup, buradan da,

dim (Lf) fa= —dlm( n) = %dlm ;,u
\n

bulunur ki, bu Teorem 4.2 nin ( n tek sayisi i¢in ) formiiliidiir (n tek oldugundan, d de tek
olmak zorundadir).

Eger, n ¢ift ise, o zaman, (4.2) esitliginden,

tn = Z = go fn/2r+l

Q:n/2r+l
r=>0 >
2r+1\n 2r+1\n

t1=0,1p = |(’:1| :fl,l‘3 =0,14 = |(’:2| —|—|¢1| :f2+t2,t5 =0,tg = |Q:3| ,t7 =0,
13 = |€4| 4+ |€2| + |€1| = fa +14 Olup,

n giftise, ty = f/2 + /2 = dim (Lg/2> olur.

Buradan da,

1 t
dim(L,‘f) = fattn=5dim(Ly) =2 +1,

- %(dim (L) +1n) = % (dim (L) +dim (Lf/z»

olur.

dim (LF) = % —Z,u ymd L Yo ule)m
d\n e\
etei
1
_ 5 _Z‘u __Z‘u 26 n/2e
d\n e}i
1
= 5| - uld —=) uld =ze
5 Z Z m"/4 | (d = 2e)
d\n d\n

d cift
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Eger, d, 4 ile boliinebiliyorsa, u(d) = 0 olur. Bu buldugumuz, Teorem 4.2 nin formiiliidiir (
Burada yaptigimiz hesaplama, ( Short, 1995 ) deki Teorem 4.3 {in ispatinin par¢asinin ¢ok
benzeridir ). [

Simdi, Teorem 4.2 nin, karakteristigi 2 ye esit olmayan K cismi i¢in olan durumunu
diistinelim.

G ={1,g} olsun.

Bu durumda, Li, g nin 6zvektorlerinden olusan bir baza sahiptir dyle ki, bunlarin
yaris1 1 6zde8erine, diger yarist da —1 6zdegerine sahiptir. Karsilik gelen n dereceli baz
komiitatorleri, L, nin, yine g nin 6zvektorlerinden olusan bir bazini verir ( Bourbaki, 1960,
1972 ). Acik bir sekilde, dim (L,?) 0zdegeri 1 olan bu 6zvektorlerin sayisidir. Bu sayi,
yalnizca baz komiitatorlerinin derecelerine bagli olup, K dan bagimsizdir. Bu yiizden,
genelligi bozmaksizin, K nin, kompleks sayilar cismi oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda,
Brandt’ 1n karakter formiilii (Brandt, 1944 ), G nin, L, iizerindeki y karakterini verir:

x()= - Yuld)m
i
ve

1
1(©) =~ Y u@m"
nd\n
d cift

oldugu kolaylikla gosterilebilir.
dim (L,(l;) , G nin ) karakterinde bir ¢okluktur.

) 1
dim (LF) = 5 (c(1)+x(2))
11 n/d 1 n/d
= 3 =Y u(d)ym" ¢+ =Y u(d)m
nd\n nd\n
d tek d cift
1
= o Yuldym Y p(d)m"
d\n d\n
d ek d gift

dir.
Teorem 4.3 iin Ispati:
Daha 6nce tamimlandi81 gibi, G, g tarafindan iiretilen ve derecesi 2 olan bir gruptur.
A, L nin evrensel enveloping cebiri yani A = U (L) olsun. (Bourbaki, 1960,1972 ) dan,

A,V lizerinde serbest asosyatif K-cebirdir ( Burada, A cebiri, V, A nin bir alt uzayi ve V nin
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her bazi, A nin bir serbest iirete¢ kiimesi olacak sekilde bir serbest asosyatif K-cebirdir ).
Kolaylik i¢in, A y1 birim elemanl alacagiz. Bundan dolay1,A = & A, dir.

Burada, Ag = K, A; =V ve biitiin n > 0 i¢in, A,, A nin nn—izn(():i homojen bilesenidir
oyle ki bu alt uzay vi,vs,...,v, € V olmak lizere, v{v;...v, formundaki biitiin eleman-
lar tarafindan gerilir ( n = 0 i¢in, v{v,...v, "bos” carpimi, A nin 1 birim eleman olarak
yorumlanir ).

A asosyatif cebiri, her u,v € A igin, [u,v] = uv — vu seklinde tamimlanan Lie ¢arpimi
tarafindan olusturulan, K iizerinde bir Lie cebirine doniistiiriildiigi zaman, L, A nin V
tarafindan iiretilen bir Lie alt cebiri olarak tanimlanabilir.

Yapilan bu tammlamayla, biz, L S A, L} = A; =V ve biitiin n > 1 i¢gin, L, = A,,N L elde
ederiz.

B, L i¢in, herhangi bir K-baz1 ve <, B nin herhangi bir (tam) siralamasi olsun.

Anin by b; . .. by formundaki biitiin elemanlarinin kiimesini 8 ile gosterecegiz. Burada,
k>0,b1,by,...,by €Bveb; <by...< by dir. Bu, ®8* in A nin bir K-bazi oldugunun ifade
edildigi Poincaré-Birkhoff-Witt teoreminin ( Bourbaki, 1960, 1970 )6zel bir durumudur.

Biz, asagidaki gibi, ®B* 1n,degisik bir seklini kullanacagiz.

by,by,...,br € B olsun ve bb;...b; ¢carpimini diisiinelim. {1,2,...,k} nin herhangi
bir T permiitasyonu i¢in, bigbay ... bxr carpimi, b1b ... by nin bir "yeniden diizenlemesi”

olarak isimlendirilir.

. 1 2 3
Ornegin, b1b, ve b1bybz alalm. T = olsun.
21 3

binbon = bab1 ve binborbsx = bab1b3
olup, biitiin ¢carpimlar i¢in, bu siralamay1 veriyoruz.

Onerme 4.4 B, L nin siralanmig bir bazi olsun. 98* 1n her bir u elemani i¢in, «’, u nun bir

yeniden diizenlenmesi olsun. O zaman, {¢' : u € B*}, A nin bir bazidir.

ispat: Her bir » > 0 i¢in, 0 < k < rve by,by,...,br € B igin, b1 b, ... b, formundaki A nin
biitiin elemanlarinin kiimesi 4, olsun.
B () = A,y NB* olsun. O zaman, 4, nin her bir elemani, B, nin tek bir elemaninin

bir yeniden diizenlemesidir.

by,by € Bigin, b by = byby + [b1,by] elde ederiz.
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Burada, [b1,b;] € L = (B) dir. Buradan da, eger r > 1 igin, u € Ay ve v, u nun bir
yeniden diizenlemesi ise, v —u € (A,_y) dir. Tiimevarim hipotezinden, biitiin r ler igin,
<ﬁl(r)> = <%(,)> oldugu goriiliir. B,y nin elemanlari, Poincaré-Birkhoff-Witt teoreminden,

lineer bagimsiz oldugundan, %(r), <f<l(r)> nin bir bazidir.Burada, r > 1 ve u € ‘B(r) i¢in,

u' —ue (A,_y)) dir.

Buradan da, yine tiimevarim hipoteziyle, biitiin r ler i¢in, {u’ TS SB(r)} nin , <ﬂ(,)>
nin bir baz1 oldugu goriiliir.

</‘Zl<r)> , A min bir alt uzay1 oldugundan, {u’ tu € By }, A nin bir bazidir. |

Burada dikkat etmek gerekirse,@nerme 4.4, yalnizca, 2 karakteristikteki serbest KG-
modiil formundaki Lie cebirleri i¢in degil, baska keyfi serbest Lie cebirleri i¢in de saglanir.

Asagidaki diger sonucumuz ise, buna zit olarak, K nin karakteristigi 2 ye esit olan

durumuna dayanr.

Onerme 4.5 u,v €A ver >0 olsun.O zaman,
[uzr,vzr} = [vu,u,...,u,v,...,v|
dir.Burada, sagdaki u ve v ler 2" ¢okluktadir.
Ispat: K nin karakteristigi 2 oldugundan,
[u,v,v] = [(uv—vu),v|

= (uw—vu)v—v(uv—vu)

= w? — 2uvu+vu

= w? + viu

= uv2 + v2u — v2u + vzu

= w? —Vu + 22u
= w?—Vu
= [u?]

olup, bu 6zdesligin tekrarlar1 kullanilarak;
[uzr,vzr} = [uzr,v, V... ,v}
= —[v,uzr,v,...,v}
= =2 [v,uzr,v,...,v}+[v,uzr,v,...,v]

= [vu,u,...,uv,...V|
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elde edilir. ]

G nin, V iizerine etkisi, G nin asosyatif A cebiri {izerine etkisine genisletilebilir. Burada,
G nin elemanlar1, bu A asosyatif cebirinde, cebir otomorfizmi olarak davranir ve A bir Lie
cebiri olarak kabul edilirse, bu otomorfizmler ayrica Lie cebiri otomorfizmleri olur. Ayrica,
A nin L Lie alt cebiri, G altinda invaryanttir ve G nin L ilizerine etkisi, dénceki tanimla
aynidir. Bu tanima gore, G nin her elemani, L nin bir Lie cebir otomorfizmine tek sekilde
genisletilebilen, V' nin bir vektor uzay1 otomorfizmini gerektirir.

Yani, V, KG-modiil olup,

(1) : KG xV —— V olup,bu ¢carpma A ya genisletilirse,

KG X A+—— A olur ve ZG O - ug € KG dir ( KG nin elemanlari bu yapidadir ).
gc

Y O -u; € KGveacAigin,
geG

(Z ocg-ug> ca=Y Og-ugra=Y 0g-ga

g8€G geG gcG

olup, G nin elemanlarini bir otomorfizm olarak gorebiliriz.
Hem A, hem de L, KG-modiil olup, A, ve L, homojen bilesenleri alt modiillerdir.
Teorem 4.3, A, nin KG-modiil yapis1 gozoniinde bulundurularak ispatlanacaktir.

u € A igin, = ug ve A nin herhangi bir U alt kiimesi i¢in, U = {u : u € U} yazacagiz.
Onerme 4.6 Hern > 1 icin, A, bir serbest KG-modiildiir.

Ispat: Bir vektor uzayi olarak, A,, V®...®V, n-inci tensor carpimina izomorfik ve G, A
tizerine cebir otomorfizmi olarak etki ettiginden, KG-modiil olarak, A, =V ®...®V dir.
V, serbest oldugundan, V ® ... ®V de serbest olup, A, bir serbest K G-modiildiir. |

¢, ve €, Teorem 4.3 de tanimlandiklar1 gibi olsun. Yani, her # icin, €,;, L, nin miimkiin

olan en biiyiik boyutlu serbest KG-alt modiiliinii serbestce iireten bir alt kiimesi ve

C=U¢,

n>1
olsun.
c € Cigin, € = {cg|c €} ve CUC = {c,cg | c € €} olmak iizere, € UC nin eleman-
larinin lineer bagimsiz olduguna dikkat edelim.
D, c € €ve r > 0olmak iizere, A nin [Ezr, czr} formundaki biitiin elemanlarinin kiimesi

olsun.
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O zaman, Onerme 4.5 den, D C L olur ( [Ezr,czr] =[c,C,...,C,c,...,c] EL).

D nin her eleman1 homojen oldugundan, D, = DN L, olmak iizere, D = L>J IQJn olur.
n>

Onerme 4.7 Her n > 1 icin, D, nin [Ezr,czr] elemanlari lineer bagimsizdir.

Ispat: Varsayalim ki, n ¢ift olsun ( Ciinkii, n tek ise D, bostur ).

L nin, €U C B olacak sekilde bir B bazini secelim ve B yi herhangi bir sekilde
sirayalim. Boylece, A nin bir B* bazini elde ederiz. (¢ € €,r > 0icin ) ¢ ,¢* elemanlari,
bu B* bazina aittir. n/2 dereceli bu elemanlar, A,, /2 de lineer bagimsizdir. Ayrica, A, =
222 e 222

A, 2 ®A, ) oldugundan, A, nin ¢ ve ¢ ¢~ formundaki elemanlar1 da, A, de lineer

bagimsizdir. Bu yiizden, €% ¢ — c? ¢ elemanlari lineer bagimsizdir. |

Her n > 1 i¢in, F, = (€, U€, ) ve T, = (D,) olsun.

Bu yiizden, F;,, €, U <, baziyla serbest bir KG-modiil ve 7,,, D, baziyla asikar bir KG-
modiildiir. Ayrica, hem F,, hem de 7},, L, nin alt modiiliidiir.

Eger n > 1 i¢in, L, = F,, & T, oldugunu gosterirsek, Teorem 4.3 gdsterilmis olacaktir.
Ciinkii, bu sekilde ¢, U ¢,U D, nin, L, nin bir baz1 oldugu gosterilmis olur.

n > 1i¢in, E,, A, nin c € € ve r > 0 olmak iizere, c?'¢? formundaki biitiin elemanlarinin
kiimesi olsun. L nin dyle bir 8 bazin1 secelim ki, her # i¢in, B,,, €, ue,i iceren L, nin bir
bazi olmak iizere, B = ngl’Bn olsun. *B, biitiin ¢ € € icin, ¢ < ¢ olacak sekilde siralansin. O
zaman, biitiin # ler i¢in, B, ve ‘E,, *B* in par¢alanmis alt kiimeleridir. Bu yiizden, 8, UE,

nin elemanlari lineer bagimsizdir. D, € L, = (*B,) oldugundan, D, U E, nin elemanlar1 da

lineer bagimsizdir. Simdi W, = (D, U E,) diyelim ve asagidaki Onermeyi gosterelim.

Onerme 4.8 n > 1 icin, L, "W,, = T,, dir ve W,,, A,, nin bir serbest KG-alt modiiliidiir.

ispat: (T, = (D) idi ). B, U E, nin elemanlar lineer bagimsiz oldugundan,
L,N(E,) = {0}

dir (L, = (®B,) N (E,) = {0}). Bundan dolay;

L,NW, = L,N{(D,UE,))
= LyN((Dn) +(En))
= L,N(T,+ (%))
= T,+(L,N{E,))

= T,
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D, U E, nin elemanlari, lineer bagimsiz oldugundan, bu elemanlar W, nin bir bazim
olusturur.

E, deki 2 ¢% leri ¢ifter cifter yerlestirirsek, bunlar D, deki [Ezr,czr] lere karsilik gelir.

Fakat,
2r_2r =2 2r 2r_2r =2r 2r
(c C )g:c ¢ =c¢°c¢ —i-[C ,c]
€Ey
cE, €D,
dir.

Bu yiizden, W,,, e € ‘E, olmak lizere, e ve eg elemanlarindan meydana gelen bir baza
sahiptir.O halde, W,,, regiiler KG-modiillerin bir direkt toplamidir ve buradan da, W, nin bir
serbest KG-modiil oldugu elde edilir. |

Teorem 4.3 iin ispatindaki asil adim, asagidaki sonuctur :

Onerme 4.9 Biitiin n > 1 i¢in, L, + W, A, nin bir KG-modiil direkt toplamindaki bir ter-
imidir (Yani, A, =L, ®W, ... dir).

Bu 6nermeyi ispatlamadan 6nce, bunun Teorem 4.3 ii elde etmede nasil kullanilacagini
gosterelim.

Onerme 4.9 dan Teorem 4.3 ii elde etme :

n > 11ic¢in, L, = F, & T, oldugunu gostermek yeterlidir.

Onerme 4.6 den dolay1, A, bir serbest K G-modiildiir ve Onerme 4.9 dan dolay1, L, +W,,
A, nin bir direkt toplamindaki bir terimidir. Regiiler KG-modiil par¢alanamaz oldugundan,
L, + W, serbesttir. Ayrica, Onerme 4.8 den, W, de serbesttir.

Serbest KG-modiiller injektif oldugundan, (L,+W,), W,, L, + W, nin bir direkt
toplamindaki bir terimine izomorftur ve serbesttir.

Yani,

L, +W,— L, +W,

olan i¢ine bir homomorfizm vardir ve bu homomorfizmin ¢ekirdegi W,, olup,
(Ly +W,) /W, = L, + W,( l.izomorfizm teoremi )

Ayrica,
(Ln+Wy) /Wy 2L,/ (LyNW,) ( 2.izomorfizm teoremi )

oldugundan, Onerme 4.8 den dolay1, L, "W, = T, oldugundan, L, T, serbest olur.
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Serbest KG-modiiller projektif oldugundan, L, nin dyle bir serbest J,, alt modiilii vardir
ki, L, = J, ®T, olur. Bu yiizden, L, (1+g) € J, dir. F,, L, nin miimkiin olan en biiyiik
boyutlu bir serbest alt modiilii olup, ayrica,

F,NT, SFES=F,(1+g) S L,(1+g) SJ,dir. Fakat, J,NT, = {0} dir. Ohalde,
F,NT, = {0} olup, F, ve T,, direkt toplamlarin1 gererler. Yani, (F,UT,) = F, ® T, dir.
Fakat, dim (F;,) > dim (J,,) ve L, = J,, ® T,, oldugundan, L,, = F,, & T,, olur.

Bu sekilde istenilen elde edilmis olur. |

Simdi Onermenin ispatina donelim ve n iizerinden tiimevarimla gostermeye calisalim:

n = 1 igin, sonug asikardir, ¢iinkii W; = {0} ve A} = L; dir.

Bir n > 1 tamsayisini sabit tutalim ve varsayalim ki, biitiin i < n i¢in, L; + W;, A; nin
direkt toplamindaki bir terimi olsun.

Teorem 4.3 {in elde edilisindeki sonug kullanilirsa, i < nicin, L; = F; & T; dir ve bundan
dolayi, ¢; U€; U D, L; nin bir bazidir.

i <nicin, B; = ¢; U&;UD; olacak sekilde, biitiin i > 1 i¢in, B;, L; nin bir baz1 olsun ve
B = iszl‘Bi yazalim. Bu durumda, B, L nin bir bazi olur. A nin bir 8* bazin1 elde etmek
icin, ‘B lizerine herhangi bir siralama koyalim. 8™ 1n her bir eleman1 homojen oldugundan,
B*NA,, A, nin bir bazidir. 8% N A,, nin elemanlari, her bir ¢arpani, n den daha az dereceye
sahip olan, n-dereceli, siralanmig carpimlarla birlikte, B, ( L, nin se¢ilmis bir bazi ) nin
elemanlarindan meydana gelir.

Bu ¢arpanlar, U B;ye,yani €' = U ¢; ve D' = U D; olmak iizere, ¢’ ue UD ye

i<n i<n i<n
aittir.

Y, ce & ve ¢, en fazla n-dereceli olmak iizere, ¢2 formundaki biitiin elemanlarin
kiimesi olsun.

O zaman, 9" sonlu bir kiimedir ve si,...,s; lar farkli olmak iizere, 9 = {s1,...,5}
oldugunu soyleyebiliriz.

Bu notasyonlarla birlikte, 27, derecesi n den az olan ve 1 icermeyen biitiin [5;,s;] ele-
manlarindan meydana gelir.

(B*NA,) \B, nin her bir elemaninin bir yeniden siralamasini alacagiz.

Onerme 4.4 den dolay1, bu yeniden siralamar, B,, nin elemanlariyla birlikte, bize A, nin
yeni bir bazin1 verecek.

ue (B NA,)\B, olsun.

O zaman, u, ¢’ U U nin farkl elemanlarinin kuvvetlerinin carpimudir.
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Ik 6nce, ¢ € ¢’ ve c* en fazla n-dereceli olmak lizere, ¢ nin bir A kuvvetini diisiinelim.

A y1 2 tabaninda yazarsak;
A= 8020—|—8121 —1—8222—|—~~

olup, her bir €; € {0, 1} ve biitiin fakat sonlu sayidakiler O dir.

Bu yiizden,
0 1 2, € 2\ &2
oM — L2 +e2 a2+ 50 (02) 1 (Cz )

olur. Buradan da, ¢* min 9 nin farkli elemanlarmimn bir carpim oldugu elde edilir.

Benzer sekilde, ¢* y1 da, 9 nin farkli elemanlarinin bir carpimu olarak yazabiliriz. Bu
yiizden, u yu,?D’ nin [5;,s;] gibi farkli elemanlarinin kuvvetlerinin ve ? U? nin farkh ele-
manlarinin bir ¢arpimi olarak yazabiliriz. Buradan da, u nun, bir ' yeniden diizenlemesi
vardir ve i = 1,...,k icin, §;,&; € {0,1}, v; = 0 ve eger,|[s;,s;], n veya daha fazla dereceye

sahipse, v; = 0 olmak iizere,
158 [51,81]"" -+ s [Sk, 5] 4.3)
191 91,91 k Ok [Pkyok .

formundadir.

L, (4.3) formundaki n-dereceli biitiin elemanlarin kiimesi olsun.

L, nin her bir elemant, (B*NA,) \ B, nin tek bir elemaninin bir yeniden siralanmasidir
ve tam tersine, B, U L, A, nin bir bazidir.

Z,, ( daha 6nce Lemma 4.8 tanimlandig1 gibi ) n > 1 icin, A, nin ¢ ¢> formundaki
biitiin elemanlarinin kiimesidir ( ¢ € € ve r = 0 i¢in ).

s; nin derecesi n2 olmak lizere, s;s; formundaki elemanlardan meydana gelen, £ nin
bir alt kiimesidir.

L= LN\ E, yazalim.

O zaman, A, nin B, UE, U £ bazina sahip oldugu elde edilir.

L,+W,=(8B,UE,) oldugundan D, S L, = (B,), W, = (D, UE,) ), A, = (L, +W,) &
<Z> olur.

Onermeyi ispatlamak icin, <Z> nin, A, nin bir KG-alt modiilii oldugunu ispatlamak
yeterlidir.

Eger, (4.3), £ nin bir elemanini gosterirse ve bazi i ler igin, 8; = €; = 1 ise, o0 zaman,

5;5; nin derecesi n den daha az olmalidir ki, bu yiizden, [5;,s;] € 2’ olur. Bundan dolay1, z
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nin bir elemaninin, (4.3) formundaki yaziligindaki i-inci ¢arpan olan sl-siEfi [5i,5i]", yaA
nin birim elemanidir ( §; = €; = v; = 0 oldugu zaman ), ya da asagidakilerden biridir :

5i8; [5i,51]",v = 0 ve [5i,5:] € D ise (4.4)

[5i,si]" T v =0 ve [5,51] € D ise (4.5)

si[Si,8i]”,v = 0 ve eger [5;,5:] ¢ D' ise v=0 (4.6)

5:[51,81]",v = 0 ve eger [5;,5:] ¢ D isev=0 4.7

i=1,...,k i¢in, & birim eleman1 ve (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7) tipindeki biitiin eleman-
lar1 iceren, A nin bir alt kiimesi olsun. Bundan dolayi, Z, pi € P (1 <i<kigin) ve p;
P2 ... pr nin derecesi n olmak iizere, tamamen pp p»... pi elemanlarindan meydana gelir.

P; nin herbir p eleman i¢in, p, P; nin asagidaki sekilde tanimlanan bir eleman1 olsun:

Egerp=1lise,p=1

Eger p = s;5; [51,5:]" ise, p = [si, s,-]v+1 veya tam tersi p = [E,-,s,-]v+1 ise, p = ;5 [5i,si]"

Eger p = s;[5i,5:]" ise, p =5; [5;,5;]" veye tam tersi p =5; [5;, 5] ise, p = s;[5i,si]" olsun.
Onerme 4.10 1 < i<k igin p € P olsun. O zaman, (p, p), A nin bir KG-alt modiiliidiir.

Ispat: Eger, p = lise, p = 1 olup (1,1) = (1) olup, sonug aciktir. Bu yiizden, p # 1 alalim.

Genelligi bozmaksizin, varsayabiliriz ki, (4.4) deki gibi p = s;5;[5;,si]" veya (4.6) daki
gibi p = s;[5;,5]" dir.

Ik durumda;

pg =5isi[5i,si]" = (s:5i + [Si,8i]) [Sisi]" = p+p

pvepg=p+p,(p,p)yigerdiginden, (p, p) nin bir KG-modiil oldugu agiktir.

Ikinci durumda,

pg =5;[5i,5]" = p olup, yine sonug agiktir.

Simdi g € Z olsun ve pi € P, (1 =i < k) olmak lizere, ¢ = py p2... pr yazalim.

O zaman,

a8 = (p1p2---pi) 8 = (P18) (P28) - - (Pk8)

olur ve boylece, Onerme 4.10 dan, gg,i=1,...,kigin, p} € {p;, p:} olmak iizere, p) p} ... p}
formundaki elemanlarin bir lineer toplami olur. p;, p; ile ayn1 dereceye sahip oldugundan,

herbir p) p} ... p; eleman 7 ne aittir.

Bu yiizden, istenildigi gibi, <Z> Ay nin bir KG-alt modiilii olur. n
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