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OTOBANDA TRAFIK AKIS DINAMIGINiN SUREKSiZ FONKSiYONLAR
SINIFINDA MATEMATIKSEL MODELI VE COZUMU

Tezi Hazirlayan: Hasan CARFI

OZET

Tezde otobanlardaki trafik akisinin dinamigini diizgiin aksettiren matematiksel bir model
olusturulmustur. p; ve o, sirasiyla arakesitin sag ve sol tarafindaki ara¢ yogunlugunu
gostermek lizere, p; = o, durumunda ¢Ozlimiin parcali siirekli bir fonksiyon oldugu
gbzlenmistir. Aksi halde, ¢oziimde yeri dnceden bilinmeyen bir sokun meydana geldigi
ispatlanmis ve sigrayisin yerinin bulunmasi i¢in bir metot dnerilmistir. ilaveten 6nerilen

metodun gercgeklestirilmesi i¢in akis parametreleri de bulunmustur.



HIGHWAY TRAFFIC FLOW DISCONTINUOUS FUNCTIONS OF DYNAMIC
MATHEMATICAL MODEL AND SOLUTION IN THEIR CLASS

Presented by: Hasan CARFI

ABSTRACT

A mathematical model reflecting properly the dynamics of traffic flow on highways has

been constructed. In the case of p; = p,., the solution is observed as a piecewise

continuous function, where 2; and g, are the densities of cars on the left and right side of
the intersection respectively. On the contrary case, it has been proven that a shock of which
the location is unknown beforehand arises in the solution and furthermore a method
specifying the location of jump has also been proposed. In addition to the realization of the

suggested method, the parameters of the flow are also found.
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1. GIRIS

1.1 Karakteristikler Yontemi

Kolaylik i¢in 6nce

a(x, yu, +b(x, y)u, =0 (1.1)
denklemini g6z Oniine alalim. xoy diizleminde parametrik denklemleri (x = x(s), y = y(s))
olan Oyle bir egri icerelim ki, bu egri tizerinde (1.1) denklemi tam diferansiyel seklinde

yazilabilsin. Eger boyle egriler bulanabilinir ise bu tiir egrilere denklemin karakteristik

egrileri denir. S6z konusu karakteristik egriler

dx dy

—=a(x,y), —=b(x, 1.2

s (x, y) s (x, y) (1.2)
adi diferansiyel denklemler sistemini korudugu taktirde, (1.1) denklemi

du_,

ds

seklinde yazilabilir. Son {i¢ denklemler sistemini

dc _ dy _du
a(x,y) b(x,y) 0

sekilde de yazabiliriz. (1.2) denklemler sistemine (1.1) e karsilik gelen karakteristik sistem

(1.2)

denir. Adi diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini

¢(x’y)=cl’ ‘//(X’J’)=Cz (13)
olarak gosterelim. Bunlara (1.1) denkleminin 1.aralik integralleri ad1 verilir.

Lemma 1. Genel olarak x,y,z serberst degiskenler olmak tizere, ¢=¢(x,y,z) ve
v =w(x,y,z) fonksiyonlar: verilsin. f keyfi diferansiyellenebilen fonksiyon olmak tizere
f(g,w)=0 ise z=z(x,y) fonksiyonu

D@.y)  D@.v)_D@.y) (1.4)
D(y,z) ~ D(z,x) D(x,y)

kismi tlirevli diferansiyel denklemini saglar. Burada,

& & D@w) 4oy 4oy 05

P= ox’ oy D(x,y) ox oy Oy Ox
olmaktadir.

Ispat f(¢,) =0 fonksiyonunu x e ve y ye gore diferansiyellersek



o _afes epoc], o [ov  owed]_, 1.6
ox O¢|ox 0Ozox| Ow| ox Oz Ox
ve
o _9f\0p 09| o 8_1//+8_y/@}=0 (1.7)
dy Op| 0y 0Oz0dy| Oy|dy 0Oz Oy
) e o o o .. )
elde ederiz. Elde ettigimiz (1.6) ve (1.7) denklemleri, bilinmeyen 30" 3w icin homojen
®

cebirsel denklem sistemi olusturur. Homojen cebirsel denklemler sisteminin trival olmayan

¢Oziimiiniin varlig1 ve tekligi icin katsayilardan olusan determinat sifira esit olmalidir

o 0p Oy oy oy oy o4 04 |_

Sonuncu ifadede parantez icerisinde olan terimleri garptiktan sonra elde edilen ifadeyi p
ve gye gore gruplastirirsak hiikkmiin dogrulunu ispatlamis oluruz.

Teorem 1. @ herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere, (1.3) ifadeleri

(1.1) denkleminin 1.aralik integralleri oldugu taktirde
D(c;,c,) =0 (1.9)
ile tanimlanan kapali fonksiyon (1.1) in genel ¢6ziimii olur.

Ornek 1. xu, + yu, =0 denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim Karakteristik denklem

dr_dy _du

x y 0

olmaktadir. Buradan 1.aralik integral du =0 denkleminden u =c, olarak bulunur. Diger
l.aralik integrali ise P ¢, olarak elde ederiz. Boylelikle gereken aralik integrallerimizi
X

bulmus olduk. Teorem 1 e gore de denklemin genel ¢oziimii

f(c,c,)=0

veya
olur. Son denklemden

aliriz, burada ¢ keyfi diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir.
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Simdi (1.1) denkleminin yerine
a(x, y,wu, +b(x, y,uu, =c(x,y,u) (1.10)
denklemini g6z oniine alalim. (1.1) in ¢oziimiinii
v(x, y,u) =0 (1.11)
seklinde arayalim. Burada v tiim degiskenlerine gore diferanyiyellenebilen keyfi bir

fonksiyondur. Sonuncu ifadeyi x ve y ye gore diferansiyelleyelim

6v+8v8u
Ox Ou Ox
ov 8v6u
—+——=0
oy  ou dy
Buradan
u__ v oo ov o
ox ox/ ou oy ay ou
olarak buluruz. Sonuncu ifadeler (1.1) de yerine koyulursa
ov ov
—al(x, ,u— —=b JU)— ——cx, U
(x, y,u) o (x,y )ay (x, y,u)
veya
ov ov ov
—a(x,y,u)——b(x, y,u)— —c(x,y,u)— =0 1.12
(yu)ax (yu)ay (yu)au (1.12)

olur. v fonksiyonuna gore birinci basamaktan homojen kismi diferansiyel denklem elde
ederiz. Bu denkleme karsilik gelen karakteristik denklemler sistemi
de dy du
a(x,y,u) b(x,y,u) —c(x,y,u)

(1.13)

olmaktadir.
Ornek 2. u, —u, =1 denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
Coziim Ilk olarak aralik integrallerimizi bulalim. Karakteristik denklemimizi
dx=—-dy=du
olarak yazarsak, buradan
dx=—dy, dx=du
aliriz. Sonuncu denklemleri integrallersek
=y+X, ¢, =U—Xx
buluruz. Teorem 1 e gore

fy+x,u—x)=0



elde ederiz. Buradan ¢6ziim icin asagidaki
u—x=o(y+x)
veya u=@(y+x)+x ifadesini elde ederiz.

1.2 Cauchy Problemi

n degiskenli birinci basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in asagidaki

0 0
X[f]EXl(xl,xz,...,xn,f)i+...+Xn(xl,xz,...,x”,f)i:0, (1.14)
ox, ox,
F XX ees X, > X)) = (X, Xy yren X, ;) (1.15)

Cauchy problemini inceleyelim. Burada y = f(x,,x,,...,x,) bilinmeyen fonksiyon,
@(x,, X,,...,x, ) fonksiyonu ise verilen bir fonksiyondur.

[lk olarak karakteristik denklemimizi yazalim

i 016
Varsayalim ki bu (1.16) denkleminin birinci aralik integralleri

W (X2 Xy Xgpes X0 ) = €4

l//z(xl,xz,x3.,...,x2)=c2, (1.17)

Vot (X050 X500, = €,
dir. Bunlar karakteristik denklemin 6zel coziimleridir. O halde baslangic kosulunu

korumak zorundadirlar. Yani

0y _ —
Wi (X5 Xy s X, 5 X)) =W

0 =
Wo (X5 Xyees X, 15 X,) =W,

(1.18)

W (X Xy X, X =,
(1.18) deki y,, (i =1,2,...,n—1) fonksiyonlarinin her birinde n—1 tane degisken ve n—1
tane denklem vardir. O halde bu denklemler sistemine n—1 tane degiskene bagl cebirsel
denklemler sistemi goziiyle bakmak miimkiindiir. (1.18) denkleminin ¢dziimlerini

5 = W s ,1)

X, =W2(l7,,:l/72,---,‘/7n_1) (1.19)

X =W, WV, )
olarak gosterelim. Elde edilen ifadeleri (1.15) denkleminde yerine yazarsak (1.14), (1.15)

probleminin ¢dziimiinii



= OW, s Tnses W W Tnseesy aeis W (1 psees 1) (1.20)
seklinde buluruz.
Ornek 3. Asagidaki denklemin ¢oziimiinii verilen baslangi¢ kosulu yardimi ile bulunuz

ou @ z0u _

x—+y—+—-—=0,
ox ~ 0y 20z

x=1, u=y+Z2-

Coziim Once karakteristik denklemimizi yazalim

de _dy_de

x oy 2
Birinci aralik integrali

d _ dy

X y
denkleminden

In|x|=ln|y|+in|c|
veya

Yoo

X

olarak bulunur. Birinci aralik integrali
6 =2=y,(xy, 50
X

biciminde gosterelim. Diger 1.aralik integrali

s _do
x z2
denkleminden
dx dz
—=|—+c,
X 722

In|x|=2In|z|=in|c,|
2
Z
p— C2
X
olarak elde ederiz. Bu integrali de

Z2 _
C2 :_21//2()5,)7,2,”)
X

bi¢iminde olsun. O halde, Teorem 1 e gore denklemin genel ¢6zliimii

2
u(x,y,z) =F(c,,c,) = F(z,z—j
X x



olur. Burada F diferansiyellenebilen keyfi bir fonksiyon olmaktadir. S6z konusu
fonksiyonu elde etmek i¢in baslangic kosulunu kullanalim, yani x=1 noktasinda
u(l,y,z)=y+z> = F(y,z") olacaktir. Buradan F(s,s,)=s,+s, olarak belirlenir. F in

elde ettigimiz ifadesini dikkate alarak problemin ¢oziimiinii

2

Z
u(x,y,z):z+—
X X

seklinde yazabiliriz.

Verilen denklemi bagka bir yolla da ¢dzebiliriz. Yukarida gosterdigimiz
Gy (xy.) =2
X

l.aralik integralini kullanalim. Buradan

w(l.y,2) =y,

2
olsun. Diger 1.aralik integral ¢, =y, (x,y,2) = % den
X

w(l,y,2)=2"
olmaktadir. y=w,, z° =, denklemlerinden y ve zyi bulup, baslangi¢ fonksiyonunda

yerine yazarsak

u(x,y,z) =y, +y, :%+Z—:
elde ederiz.
Ornek 4. Asagidaki denklemin ¢oziimiinii verilen Cauchy baslangi¢ kosulu gergevesinde
bulunuz
(y—wu, +(u—xu, =x—y,
u=0, xy=1.
Coziim Karakteristik denklem

dx dy du

= = =dt
y—u u—x X—Yy

olmaktadir. Bu durumda denklemler sistemimizi agagidaki gibi simetrik formda

dx
dt_(y l/l),
dy
— =(u—-x),
4 ( )
du
E (x=y)




biciminde yazabiliriz. Bu denklemleri toplarsak

dx+y+u) 0
dt
elde ederiz. Burada
xX+y+u=c

olmaktadir. Diger 1.aralik integral olarak karakteristik denklemleri sirasiyla x,y ve zile

carparsak

elde ederiz. Buradan ikinci 1.aralik integrali
x*+y’+u’ =c,
olarak yazariz. Incelenen denklemin genel ¢oziimii
F(c,c,)=0
veya
¢ =@(c,)
olur. Aralik integrallerin ifadeleri yerine konursa
X+ y+u=ox>+y> +u’)
elde ederiz. Burada ¢ keyfi diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmaktadir. Aralik
integraller baslangi¢ kosulunu korumalidir, yani # =0 i¢in
c,=x+y ve ¢, =x"+y’
olmaktadir. Bu ifadeler yardimiyla c, i ¢, cinsinden ifade edersek
cl=c,+2
alirz. Buldugumuz ¢, ve ¢, degerlerinini yerine yazarsak
(x+y+u)’ =x"+y> +u’ +2

elde ederiz. Buradan

olur.



1.3. Bir Boyutlu Skaler Korunum Kuralh

Bu boliimde agagidaki problemi gbz oniine alacagiz

Ou  OF@) _ (1.21)
ot ox
1(x,0) = (x). (1.22)

Burada ¢(x) hem negatif, hem de pozitif egime sahip; F(u) ise asagidaki kosullara sahip
ve kendi arglimanina gore bilinen fonksiyonlardir. Ayrica,
1. Flu)e C*(D), F"(u)<0 dir,
2. u>0icin F'(u)>0 dir ve
3. F'"'(u) isaretinini degistirmektedir, yani konveks ve konkav kisimlara sahiptir.
(1.21), (1.22) probleminin ¢ézliimiinii
u(x,t) = o(x— F'(u)t) (1.23)

seklinde yazabiliriz. Simdi, (1.23) ifadesinin (1.21) denkleminin ¢o6ziimii oldugunu

gosterelim.
Ou _dp o dco( Fran I_F.(u)j
ot dé ot dé
ifadesinden
ou__do (1.24)
ot 1+ F"(ux
buluruz. Burada £ = x— F'(u)t olmaktadir. Benzer yolla,
ax d§
ifadesinden
do
ou = _ds (1.25)
ox 1+ F"(u)

alinz. (1.24) ve (1.25) ifadeleri (1.21) de yerine konulursa denklemin korundugunu
goriirliz. (1.23) ifadesine (1.21) denkleminin yumusak (soft) ¢6ziimii denir. (1.24) ve
(1.25) den goriildigi gibi

F”(u)

7‘()



degerinde Z—u ve Z—u tiirevleri sonsuzluga yaklasir. Dolayisiyla (1.23) ile bulunan ifade
t X

(1.21) denkleminin klasik ¢Oziimii olamaz. Bu durumda klasik ¢oziim kavramini
genellestirerek, yani zayif ¢6ziim kavrami dahil ederek (1.21), (1.22) probleminin fiziksel
gergek ¢cOziimiinii bulabiliriz.

D, ={ (x,0)|—a<x<a,0<1<T}c R’
olsun. f(x,t) fonksiyonu D, bolgesinin sinirinda sifira doniisen ve her iki degiskene gore siirekli

diferansiyellenebilen ve f(x,7) =0 degerini alan bir fonksiyon olmak iizere asagidaki

] {u(x,r)M + F(u(x,z))%}dxdr + T Fx0u(x0)dx=0  (1.26)
R? X —©

ot
integral esitligini koruyan u(x,t) fonksiyonuna (1.21), (1.22) probleminin zayif ¢oziimii denir,

(bkz. [1], [2]).

Zay1f ¢oziim kavrami ilk kez Rus matematikgisi S.L. Sobolev tarafindan verilmistir,
[7].

Eger u ve F(u) fonksiyonlari tanim bolgesinde siirekli diferansiyellenebile fonksiyonlar

olursa, bu taktirde (1.21) ile (1.26) denklemleri denk olur. # fonksiyonunun siireksiz oldugu
noktalarda ise (1.26) integral esitliginin anlami vardir. Onemle belirtmek gerekir ki, (1.26) daki

tiirevler genellesmis integral olmasi halinde Lebesgue anlaminda integral kastedilmektedir.
Simdi u(x,t) fonksiyonunun herhangi bir x = y(¢) egrisi tizerinde siireksizlige tabi
oldugunu varsayalim, Sekil 1.1.

t
x=y(1)

s

Sekil 1.1

a, b sayilarin1 oyle secelim ki, [a,b] parcast X =y egrisini kesmis olsun. Asagidaki integrali

g0z Oniine alalim

b
(1) = ju(x, f)dx .



Bu integrali
¥ b
I(t)= Iu(x,t)dx + Iu(x, dx
a y
seklinde yazalim. Buradan

/ 1.27
d ot " dt (27

dl(t) 10 dy 0 d

aw _ X dx+u —y+'|.—udx—u o

\ Ot dt

buluruz. Burada u, ve u,, u(x,t) fonksiyonunun x = y(f) egrisinin sirasiyla Oniinde ve

arkasinda aldig1 degerleri gosterir. Sadelik i¢in

v-2
dt

alalim. u, = —F_ oldugundan (1.27) yi

%zFa+F€+u(U—Fb+F,—urU (1.28)

seklinde yazabiliriz. Burada F, = F(u,), F, =F(u,), F, = F(u(a,t)), F, = F(u(b, t)) dir.

(1.21) denklemi korunum kuralin1 ifade ettigi i¢in

ﬂzFa_Fb
dt

olmak zorundadir. Sonun cu esitligin korunabilmesi i¢in de
Ulu]=[F] (1.29)
esitligi olmak zorundadir. Burada [u]=u, —u, ve [F]=F, —F, dir. (1.29) kosuluna
sigrayis kosulu veya Rankine-Hugoniot kosulu denir.
Bu soylediklerimi asagidaki siireksiz baglangi¢ kosuluna sahip olan problem i¢in

uygulayalim.

1.4. Siireksiz Baslangi¢c Kosullu Cauchy Problemi (Riemann Problemi)

Onceki boliimlerde Hopf denklemi igin Cauchy problemini incelerken, baslangi¢ profilinin
hem negatif, hem de pozitif egime sahip siirekli bir fonksiyon oldugunu varsaymistik.
Bunun yani sira dyle bir 7 degerinin mevcut oldugunu ve ¢>7, oldugunda problemin
¢ozlimiinlin yeri Onceden belli olmayan sigrayis noktalarina sahip oldugunu da
gostermistik. Limit durumu, yani dalganin baslangi¢ dagiliminin 1.tiir siireksizlik noktasina

sahip oldugu durumun incelenmesi ayrica 6nem tasimaktadir.

Bu boliimde (1.21) denklemini F(u) = u’ / 2 durumu igin

10



u, x<0
p(x) = (1.30)
u,, x>0

baslangic kosulu ¢ercevesinde inceleyelim. Buradaki u;, ve u, sabitlerdir. (1.21), (1.30)

Riemann problemindeki nonlineerligin olusturdugu 6zellikleri gorebilmek icin, bu
problemin gercek ¢oziimiinii bulup uygun lineer problemin ¢éziimii ile karsilastiracagiz.

(1.21) denkleminin (1.30) baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde ¢oziimii
uxn=p@=1 | (1.31)

biciminde olmaktadir. Sezgisel olarak # >0 oldugunda u# nun biiyiik degerlerinin, kii¢iik
degerlerine oranla daha hizli hareket ettigi anlasilmaktadir. Buna goére de, u, >u,
oldugunda dalganin dagilim siirecinde baslangi¢ profili bozulur ve ¢6ziimde ¢ok degerlilik
ortaya ¢ikar. u, <u, oldugunda ise ¢ok degerlilik s6z konusu degildir. Simdi bunlar
detayli seklinde inceleyelim.

Once 1.durumu inceleyelim, yani u, <u, oldugunu varsayalim. Karakteristikler
metodunun genel prensibine gore (1.21), (1.30) denkleminin ¢oziimii igin

u, &£<0
u(x,t)=u,($) = (1.32)
u,, ¢>0

elde ederiz. Burada & = x—ur olmaktadir. Ayrica da u, <u <u, oldugundan, x=usr ve
x =u,t 1sinlarinin olusturdugu sektoriin icerisinde yerlesen tiim karakteristiklerin yalniz

bir ortak noktas1 £ =0 olmaktadir. Dolayisiyla, (1.21) denkleminin tim ¢oziimleri x = ut

cinsinden olur ve ¢oziim s6z konusu karakteristikler iizerinde sabit kalir. (1.21)
denkleminin (1.30) baslangi¢ kosuluna karsilik gelen karakteristiklerinin grafigi Sekil 1.2
de gosterilmistir.

Boylelikle (1.21), (1.30)probleminin u(x,t) ¢oziimii i¢in

X
u, —<uy,
t
X X
u(x,t)=9—, u <—<u, (1.33)
t t
u,, ?Zuz

11



Sekil 1.2

ifadesini elde ederiz. Bu ifade fiziksel agidan tam yararli ve siirekli ¢6ziim olmaktadir.

u(x,t) fonksiyonunun evrimi Sekil 1.3 de gosterilmistir.

09 -

08 -

0.7 -

06 -

05

04 L L ' ' s ' L . 1 X
-5 -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4 5

Sekil 1.3. u(x,?) fonksiyonu, u, > u,

Ornek 5. Asagidaki problemin ¢oziimiinii bulunuz
ou  Ou
—+ =

—+u—=0,
ot ox

12



0, x<0,
u(x,0) =u,(x) =
1, x>0.

Coziim Bu durumda u, =0, u, =1 olmaktadir. (1.31) formiilii ile bulunan ¢6ziim

0, £<0,
u(x,t) = (1.34)
I, £>0
olmaktadir.
Simdi, u=u,, wu=u, ve x=ut dogrularim baslangi¢c kosulunun korunmasini
saglayarak birlestirelim
a) {<0=>u=0=x<0,

b) £>0=u=1=x-1t>0=>x>1,

X
¢) {=0=x—utr=>u=—.
t

Boylelikle problemin ¢oziimiini

0, x<0

u(x,)=1%, 0<x<t (1.35)
t
1, x>t

seklinde elde ederiz.
Simdi de elde ettigimiz (1.35) fonksiyonunun (1.21) denkleminin u#, =0 ve u, =1

olmasi halinde zayif ¢oziimii oldugunu gosterelim.

f(x,t) temel fonksiyon oldugundan sonlu tastyiciya sahiptir, yani 6yle a >0 ve T

sayilar1 vardir ki, supp(f) < [—a,a]x[0,T] olmaktadir. Zayif ¢6zlimiin tanimina gore

u’(x,1)
2

fﬁ@uﬁﬁmn+ ﬁmd%W+K%@yumﬂ
Tl X x’ T pa 1 “
=[[ (7 fxn+ 5 f, (x,t)]dxdz [ ( fien+—f, (x,t)jdxdt + [ f(x0)dx

=T ; £, Cenydid+ [ | ;—:2 foCendvdr+ [ [, ey + [ [ £, (x.n)didx +

. % J-OT J:a f.(x,)dxdt + J: S (x,0)dx

13



= { fanlZ - (— izj fx, t)dt}dx +f {;_tz Feanls - Ltﬁz f(x, t)dx}dt

(£ O = feOd+ [ (FOoa)— f (e T)Mx + I (F (a0~ f(t,n)de+ [ f (x,0)dx

LT(% F(uT)- f(x,x))dx+ [ jT% F(x.0)drdx +% [ £at.0ydr- LTJT% F(x.0)drdx

+ jOT £, x)dx — jOT F(x0)dx - % jOT fla,t)di - % jOT F.nde+ [ f(x0)dx =0

olmaktadir.

Gosterebiliriz ki,

t
0 x < —
2
u(x,t) =
t
1, x> —
2

fonksiyonu da gbzoniine aldigimiz denkleminin zay1f ¢6ziimiidiir. Gergekten de,

I:jfo(u(x,t)ﬁ(x,t) D) p (o I)dedt+ [ (o) (x.0)d

- J.oTJ:a (”(x’ VACHEE (;’t) fo(x, t)jdxdt +J1a Uy (x) f (x,0)dx

= J-OTE(ft (x,0) + % f.(x, t)jdxdt + I:f(x,O)dx
- J} [, Cetydrdx + Iﬁ [ £,Cendvr + % [ L £,Co 0yt + [ f (x,0)dx
= j}( F 20 = Fr0))dx + [ (£ (6, T) = f(x,0))dx

1 T a T 1 T
+ EL (f (a.)-f G,tjjdz + [ e 0dx = [2f (x200dx -5 [2r(v2y2dy=0

esitligi korunmaktadir. Dolayisiyla (1.21) denklemi igin yazilmis Cauchy probleminin

zayif ¢oziimii tek olmamaktadir.
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Simdi 2. durumu inceleyelim, yani u, > u, olsun.

Ornek 6. Asagidaki problemi ¢oziiniiz

ou ou
—+u—=0,
ot ox
1, x<0,
u(x,0) =u,(x)=
0, x>0.

Coziim Problemin kosullarina gore u, =1, u, =0 dir ve bu problemin de ¢6ziimii (1.31)
formiiliine gore

I, £<0

u(x,t)=

0, £>0
olur. Bu durumda u, <u <u, dir ve x=u;t ve x=u,t sektoriiniin igerisinde yerlesen her
bir karakteristigin egimi u, den biiylik olmaktadir. Boylece, diger karakterisrikler ile
kesisirler, Sekil 1.4. Bu nedenle ¢oziimiin profilinde ¢ok degerlilik hemen baglar. Sekil 1.4
den goriildiigli gibi ¢ozlimiin profilinde geriye donme olusur. u, >u, oldugu durumda
(t,x) diizlemindeki karakteristikler yelpazesi donmeye baslar ve dalganin yeniden ileri

donmesini saglar. Dolayisiyla inceledigimiz problemin klasik ¢6ziimii mevcut degildir.

Sekil 1.4

Simdi de u=1, u=0 ve x=ur dogrularm baslangic kosulunu koruyacak seklinde
birlestirelim.

15



a) {<O0=u=l=x-1t<0=x<t,
b) £>0=u=0=>x>0

olur. Boylelikle aradigimiz ¢6ziimii
1, x>t

olarak elde ederiz. Sekil 1.5 den de goriildiigii gibi elde ettigimiz fonksiyonun grafigi ii¢

degerli olmaktadir. Bu ise fiziksel a¢idan kabul edilemez

Zay1f ¢oziimii yukarida gosterdigimiz yolla
(2.48)

1, X<u
t

u(x,t)=
0, Xsu
¢

ulxt)

09}
JI ‘/
08} ‘/‘ /
f // /

07 F
*r u,"’ /
| [

05
L
4 5

Sekil 1.5

(1.29) formiiliinden goriildiigii lizere ¢ozlimdeki siireksizlik x =—

seklinde yazabiliriz.
dogrusu iizerinde U =— hiziyla hareket etmektedir ve inceledigimiz problemin fiziksel

gercek ¢oziimii olmaktadir.
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t
I /l
08 | |

06

04

Sekil 1.6

Coziimiin geriye ve ileriye donme noktalarmi swrasiyla x,(f) ve x, (t) ile

gosterelim.

uixt)

09 -
08 -
T=1.0 T=20

0.7 -

06 -

05

04 A 4 - L L 1 L ' . %
=5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

Sekil 1.7

Sigrayis noktasinin yerini belirlemek i¢in elde ettigimiz, 6rnegin ¢=7, zaman

degerine karsilik gelen ¢oziimlerden birisini géz Oniine alalim (Sekil 1.6). u(x,T))
fonksiyonunun grafigi ile smirlanan S,,,, bolgesinin alant S, =%(ul2 —u)t

olmaktadir. Sigrayls noktasmin yerini Oyle segelim ki, S, = (4, —u,)x, (1)
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dikdortgeninin alam S, ye esit, yani %(uf —u3)t = (u; —u,)x, (1) olsun. Sonuncu

esitlikten sicrayis noktast i¢in

u +u
x.()="1—""2¢
() :
denklemini elde ederiz. Buradan
dxf(t) _U= u +u,
dr 2

olur. (1.29) u dikkate alarak (1.21), (1.30) problemin zayif ¢6ziimii i¢in

X
u]a —< Ua
t
u(x,1) =

X
u,, —>U
t

(1.36)

(1.37)

formiiliinii elde ederiz. Boylelikle, ¢ok degerli ¢oziimden bir degerli, ama birinci tiir

stireksizlige sahip ve ayni1 zamanda enerji integralini koruyan fiziksel yararl ¢6zliimii elde

etmis oluruz. S6z konusu zay1f ¢éziimiin grafigi Sekil 1.7 de gosterilmistir.

Sonuncu ifadenin ele aldigimiz problemin zayif ¢éziimii oldugunu gdsterelim.

Zayif ¢oziimiin tanimina gore

u’(x,1)
2

fﬁ(”@ Dfi(xD+ filx, r)jdxdr + [ () f (x00dx

u’(x,1)
2

= .[OT I_ (u(X, N f,(x,1)+ fi(x, r)jdxdr + j_ u,(x) f (x,0)dx

= .[OTJ‘_%I(]‘I (x,1)+ % f.(x, t))dxdt + I_Ouf(x,O)dx
= [ [ f,Cenydux + IOZ [ £y + % jOTji fu(xnydxdi + [ f(x.0)dx

= fa(f (x,T) = f(x,0)Jdx + E( f(x,T)— f(x,2x))dx

17 t 0 g 1¢r (¢
+5j0 [f (E,I) - f(—a,tht+ [ fx0dx = fx20)d+— [ f[a,tjdt =0

olur.
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2. DENKLEMLER SISTEMI iCIN RIEMANN PROBLEMI
2.1. Lineer Hiperbolik Sistem

Asagidaki sabit katsayili denklemler sistemi i¢in Riemann problemini tekrar ele alalim
U+AU =0 , —-o<x<wo (2.1)

U,, x<0

2.2
Up, x>0. 2.2)

Ux,0)=U%x) = {

Burada A, nxn boyutlu bir matris olmaktadir. Sistem ciddi hiperbolik oldugundan farkli

reel 6zdegerlerinin agagidaki gibi diizenlenebildigini varsayalim

A< <A<..<],. (2.3)

2.1.1. Sistemin Diyagonal Sekle indirgenmesi ve Karakteristik Degiskenler

W =K'U degisken doniisiimii yapalim. Degisken doniisiimii yaptiktan sonra
(1.21)denklemini bagimsiz denklemler sistemine parcalamis oluruz

Mg Mo (=123,m). (2.4)
ot ox

Bu ¢oziimler x—¢ diizleminde gosterilmistir.

U, sol veriler U, sag veriler

> X

Sekil 2.1

19



U =KW esitliginde K, A4,A,.,...,4, Ozdegerlerine karsilik gelen ve K“, (i=1,...,m)
ozvektorlerinden olusan bir matristir. Bu ¢oziimde K ler lineer bagimli degildir. Bu

durumda biz U, ve U, verilerini K, (i =1,...,m) lere gore su sekilde yazabiliriz

U, =SK?,  Uy=YpK". 2.5)
i=1 i=l

Burada o, ve . (i =1,...,m) ler sabitlerdir.

U = KW denkleminin ¢dziimiinii agik sekilde soyle yazabiliriz

u, Kl(l) K1(2) Kl(m)
o K’ W, Ky n K" 2.6)
w | Lk® K® K
veya
U(x,1) = iWi(x,t)K“) : 2.7
=

sOyle ifade edebiliriz. Burada W,(x,r) =W (x—At) oldugunu da dikkate alirsak (2.7) yi

Ux,t)=>Y W (x-AnK" (2.8)
i=l

olarak yazabiliriz.

Boylelikle, x—¢ diizleminin herhangi bir (x, t) noktasinda U(x,r) fonksiyonu
yalniz baslangi¢ verilerinin m noktasindan (x{’ = x—A¢) bagimli olmaktadir. Bu noktalar
A, hzma sahip karakteristiklerin x-ekseni ile kesistigi noktalardir. (2.8) denkleminin
¢dziimiine m dalganin siiper pozisyonu gibi bakilabilir. Oyle ki, bu dalgalarin her birisi

bagimsiz olarak formunu degistirmeden dagilmaktadir. i nolu dalganin formu W (x)K"

e esittir ve bu dalganin degisme hiz1 A, dir.

2.2. Cauchy Problemi

Simdi (2.1), (2.2) Riemann problemini géz Oniine alalim. (2.1), (2.2) problemlerinin genel

¢oziimii Sekil 2.1 de verildigi gibi olmaktadir. Bu ¢6ziim her bir A, 6zdegerine sahip ve

orijinden c¢ikan m dalgadan olugmaktadir. Her i. dalga U da bulunan siireksizlik

sigrayislarint A, hizi hareket ettirmektedir.
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Normalde ¢6ziim 4, dalgadan solda sadece U, baslangi¢ verisine, 4, dalgadan
sagda ise U, baslangic verisine esit olmaktadir. Problemin ¢oziimii A, ve A, dalgalar
arasindaki yelpazede bulunmaktadir. K©,K® .. K" 0Ozvektorleri lineer bagimsiz
olduklarindan sirasiyla U, ve U, 6zvektorleri lizerinden lineer kombinasyon seklinde

U,=>aK", Ug=>BK" (2.9)
i=1 i=1
olarak yazabiliriz. Burada «;, £, , (i =1,2,...,m) ler sabitlerdir.

Formal olarak (2.1), (2.2) probleminin (2.8) seklindeki ¢oziimii, karakteristik

W% (x) baslangig verileri ile sag K 6zvektorleri cinsinden ifade edilmektedir.

Belirtelim ki, (2.9) un her bir ifadesi (2.8) in 6zel durumlar1 olmaktadir. (2.8) ve

(2.9) ifadelerinden karakteristik W, degiskenlerinde m sayida skaler Riemann problemini

elde ederiz.

M) My, (2.10)
ot ox
o a, x<0
W (x) = @.11)
B, x>0
(2.10), (2.11) probleminin ¢ozlimii,
N o, x—At<0
W.(x,t) =W " (x= A1) = (2.12)
B, x—At>0
seklinde olmaktadir.
Verilmis (x,t) icin dyle bir A, 6zdegeri vardir ki,
.. X
Vi,i<I 3 A4, <=<4, ; x—-At>0
t
olur. Boylelikle, (2.1), (2.2) probleminin ¢6ziimiinii son olarak
m 1
Ux,t)= Y a,K"+> BK" (2.13)
i=1

i=1+1
seklinde yazabiliriz. Burada I, x— At > O esitligini koruyan i indislerinin maksimumudur.

Not .

W, A% g (2.14)
ot ox

| A=Al |=0

L, sag vektorler olsun. Yani,
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LA= AL

Eger (2.14) denklemini L, ile sagdan carparsak

‘ot Ox " ot "oox
L,.(ﬁmi QJU =0 (2.15)
ot Oox

olur.

2.3. 2x2 Boyutlu Sistem I¢in C6ziim

Ornek olarak 2x2 6lgiilii sistem icin Riemann problemini gdz &niine alalim
ou, ou, ou,
—, Tan—_ tan—_-
ot Ox Ox
ou, ou, ou,
—+a,—+a,,—=0. 2.17
ot ox T ox &1

Asagidaki notasyonlari icerelim

(”‘J:u, A:(“” a‘l‘} (2.18)
U, Qay; Ay

Bu notasyonlarda denklemler sistemini

6_u+A8_u:0 (2.19)
ot ox

=0, (2.16)

olarak yazabiliriz. A matrisinin iki tane birbirinden farkli reel 6zdegerlerinin oldugunu

varsayalim. Bunlari sirastyla 4, ve A, olarak gosterelim. 4, < A, oldugunu kabul edelim.
K" ile A lere karsilik gelen 6zvektorleri gdsterelim. (2.19) denklemini sagdan

K dzvektorlere carpalim.

K(i)a—U+K(i)A8—U =0 (2.20)
ot ox
K(”a—U+ﬂ,,.K(")Aa—U:K“) §+/1,,2 U=0 (2.21)
ot ox ot ox
W = KU 06zel degiskenlerinde (2.19) denklemini,
W, 2, Wi _o. (=12 (2.22)
ot ox

skaler denklemini elde ederiz.
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— =1, =x—At. 2.23
o g ’ (29
t
A
4 A
i Yildiz Bélgesi
i Sol Sag veriler
i veriler
| R
x,.’
Sekil 2.2
ax_ A, dan solda ¢oziim.
dt
U, =a,K" +o,K? (2.24)

ve ? = A, dan sagda ¢oziim.
t

U,=BK"+BK? (2.25)
A, ve A, dalgalar arasindaki bdlgeye yildiz bolgesi denir ve bu bolgede ¢oziimii U ile
gosteririz. Bu deger siireksiz baslangic verilerinden olusan ve orijinden ¢ikan iki dalganin
devamimin degeri olmaktadir. Sekil 2.2 de P'(x,L) noktasindan geriye A, ve A, hiziyla

karakteristikleri ¢izelim. Bunlar orijinden ¢ikan karakteristiklere paralel olur. P°

) @)

noktasindan ¢ikan karakteristikler x;” =x—At ve x;,’ =x—A¢t baslangi¢ noktalarindan

¢ikmaktadirlar.
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Boylelikle, (2.8) ile bulunan U(x,7) nin katsayilari tanimlanmaktadir. P°
noktasindaki ¢oziim (2.8) gibi tanimlanir. Esas problem o, ve f; katsayilarim dogru
se¢mek olmaktadir.

U(x,,t)=U, esitligini koruyan dalgadan solda ¢* ve x, noktasin segelim, Sekil

2.3.
t A
P’ (x,1)
A ~ 2,
v, o
’ UR
4 4= X
Sekil 2.3
Aciktir ki, x,,t noktasindan ¢ikan dalga
2 .
U, =Y K" =KV +a,K? (2.26)

i=1
*

seklinde olmaktadir. Yani, a¢ilisinin tiim katsayilar1 o lar olmaktadir. Bu durumda, x, ,¢

noktast her bir dalganin solunda yerlesmektedir. Yatay 7=t dogrusu boyunca hareket
ettigimizde ? = A, dalgasini keseriz. Boylelikle, x—A¢ negatiften pozitife degisir. Buna
t

gore de «, katsayis1 f, katsayisina gevrilir. O zaman ¢oziim A4, ve A4, dalgalar

arasindaki yildiz bolgesinde

U'(x,t)= BK" +a,K? (2.27)
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seklinde olur. Saga dogru hareket etmeyi devam ettirdikge A, dalgasini keseriz ve x—4,

negatiften pozitife degisir. (2.27) ifadesindeki A, katsayis1 S, ye doniisiir ve sonugta

(2.27) ifadesi
Up=BK"+p,K?

seklini alir.

Ornek 7. Asagidaki formda dalga denklemini gz oniine alalim
u, —c’u, =0.

(2.29) denklemini birinci basamaktan diferansiyel denklemlere ¢evirelim

u=v , u=w ( =1).
u,=W,), , u, =),
u,=v, , U =W,
v.-w,=0 , w-v =0
v,—w,=0
{wt—vxz
veya
u +Au =0
Burada
<l 5]
w -1 0
olur.

Ornek 8. ¢? #1 olmak iizere asagidaki denklemi goz 6niine alalim

2 -
u, —cu, =0.

u,=v, cu,=w
1%
_ X
v, =—=
c

(u,), —ccu,) =0

{v, —-cw, =0

w,—cv_ =0
cu,=cv. ., Ccu . =w
cu,=v,. , cu,=wt
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
(2.35)



v,—cew, =0
{ (2.36)
w,—cv, =0.

Ornek 9. Asagidaki denklemi gz dniine alalim

’u  ,0u
——a —=0. 2.37
o ad (@37

(2.37) denklemini su sekilde yazalim.

1 8{&{} 0 a’ ou
_ | —|+—=—|-——=—|=0
p, Ot ot ] ox| p, Ox

Ou a’ ou
-~ =W >, T =
ot P, Ox
Buradan,
1 Ou  Ouy _
p, Ot Ox
5 Mg
ot ox
Ou _ow  _a Ou_ou
otox  ox  p, OxOt Ot
Sonra
o __p o _,
ox a’> ot
veya
% + a_Z% =0
o  p ox
olur.
Boylelikle,
°u  ,0u
—-a — =0 2.38
ot’ ox’ (2.38)
(2.38) denklemini asagidaki denklem sistemi gibi yazabiliriz
Oy, Oy _
a7 o
(2.39)
Ou, @ ou _
ot p, Ox
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0 p

2

veya A=| a” 0 olmak iizere vektorel formda
Po
o - Aa—u =0 (2.40)
ot ox

olarak yazabiliriz.

Simdi sistemi

op ou
—+p,—=0,
or o
(2.41)
2
a—ujta—a—’ozo.
ot p, Ox
baslangi¢ kosullari
, x<0
px0) = {” : (2.42)
Pr» x>0,
ve
u,, x<0
M(X,O) = (2.43)
U,, x>0,
veya
(x0) = u(x.0) ‘o *<0
u(x,0)=u(x,0)=u, =
0 Up, x>0,
ou P, x<0
p0) =2 (x0)=u, ={""
ot Pr> x>0,

baslangic kosullar1 ¢ergevesinde inceleyelim. Burada,

0 p
_ 2
A= a” 0
Po

olmaktadir. A matrisinin 6zdegerleri

-4 py
i _/1=O =>A-a’=0 =>4 =-a, L =a
Po

olarak hesaplanir. Ozvektorler ise soyle ifade edilir. Oncelikle, 4, = —a dir.
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aa, +p,a, =0

2
a
—a,+aa, =0
Po

A, e karsilik gelen 6zvektor soyledir

—da

K(l) — (po’_a)T = K(l) :(po )

Simdi 4, =a y1 ele alalim.

—aa,+p,a, =0

= aoq+p,a,=0 = al=p , a,=a,
Cl2
—a,—aa, =0
Lo

Burada da ikinci 6zvektor sOyledir

K= 0|
a
Once, u, =(p,,u,)" sol baslangig durumu dzvektdrler igin ayriligmi yazalim.

PL 2 ;
u, =( = Zal.Kz’) =, K" +a,K? =a,K" +a,K?,

up i=1

PL=0,py +Q,0,

u, =-a,a+a,a

Bu sistemin ¢oziimii Cramer yontemi ile bulunmustur.

A= Po Pl ap, +ap, =2ap,;
—da a
Pr Po
_Me 4 _ pa=pol,
a, = = ,
2ap, 2ap,
Po P
_|=a | _pu,tap,
a, = = )
2ap, 2ap,

Simdi, u, = (0,,u,)" sag baslangic verileri K ler iizere ayrilisim yapalim.
R R>Ug yr Yap
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U, :[ pRj:ﬂ1K(l) +BK® :{ﬁlpo + 5P,

Up —pa+ p,a
a — u
B, = Pr ~ Poltr ,
2ap,
ap, — pyi
B, = Pr—Pollx
2ap,

Yildiz bdlgesinde u (x,t) = BK" +a,K® oldugunu dikkate alirsak
a —a a

ap, —Ug , , PoMr +apg
2ap, ’ 2ap,

yani,

P =Pipytanp, =

0

ap, Pty , Polg  aPg _ 1 Po
— + + =—(p, +pr)—— Uz —u
2 2a 2a 2a 2(pL Pr) 2a( R L)

a - u u, +a
Pr pORa+pOL pLa

u =-fa+a,a=-—
f ’ 2ap, 2ap,

aPr . PoMr . Poty | 9P, B 1
i S + + L - —p)+—u, +u
2py  2py  2py  2p, 2p, Pr=pn) 2 (e + i)

sonug olarak,

1 o,
P =E(pL+pR)_2_2(uR_ML)’

®

u =l(uL _MR)_L(pR —P)-

2 2p,
oldugunu goriiriiz.
Ornek 10.
=1, a=1,
1
pr=l . pp= >

fiziksel veriler ve

0_}’ x<0 o [0r x<0
p(x7)_ E, X>O k) M(X,)— O, _X>0

baslangi¢ kosullari ¢ercevesinde ¢oziimii sirastyla
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olmaktadir.

X
px,t)=yp, /11<7</12»

Pr > —> 4
t
X
up, _<ﬂ1
t
X
u, A <=<4,
t
X
Ugs —>4
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3. TRAFIiK AKIS PROBLEMININ MATEMATIKSEL MODELLERI
VE COZUMLERI

Bilindigi lizere otobanlarda arabalarin akigini idare etmek giliniimiiziin en giincel
problemlerinden biridir. Trafikteki tikaniklik problemini minimuma indirgemek veya
¢ozmek icin sadece fiziksel gozlemler yapmak yeterli degildir. Bu tiir problemleri ¢6zmek
icin bir matematiksel modelin olusturulmasina ihtiya¢ vardir. Bu alanda ilk ve onemli
arastirmalar [2] ve [3] de yapilmistir.

Fiziksel olaylarin modelleri yazilirken bazi fiziksel yaklasimlar1 kabul etmek
gerekir. Trafik akisindaki yaklasimlar asagidaki gibi siralanabilir:

1. Otobanda araba akisinin yeteri kadar yogun oldugu varsayilir.

2. Arabalarin yogun oldugu bdlgede otobandan araba ¢ikisi ve giriginin olmadigi

kabul edilir.

3. Otobanda arag siiriiciilerinin refleksleri dikkate alinmamaktadir.

Bu yaklagimlar ¢ercevesinde otobanin herhangi bir [a,b] kismindaki araba akisinin
At =t, —t, zaman zarfindaki degisimini inceleyecegiz ve bu bolgedeki denge kuralim
yazacagiz.

Sonunda ise elde edilen denklemin ¢o6ziimiinii kullanarak akis dinamigini

inceleyecegiz. Bu amagla once akis parametrelerini tahmin edecegiz.

3.1 Akis Parametrelerinin Bulunmasi

Once otobanda arabalarin hizin1 belirlemek i¢in bir formiil olusturalim. Fakat bu formiiliin
olusturulmasi teorik ve deneysel verilere dayanarak elde edilebilir. Bu formiilleri araba
hizin1 ifade etmek i¢in birinci yaklasim olarak kabul edebiliriz.

Go6zoniine aldigimiz [a,b] araliginda arabalarin tampon-tampona dizildigini
varsayalim. Bu durumda arabalarin hareketi Sekil 3.1 de gosterildigi gibidir. Ayrica

kinematik teoriye gore akis hizi

y =

4 (3.2)
P

olmaktadir.
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Um ax

Pmax

Sekil 3.1

Agciktir ki, A(O,v,,.) ve B(p,,..0) noktalarindan gecen dogrunun denklemi

v
V(P) = v,y — 2 (32)
olur. (3.1) ifadesinden
2
q=0(p) = pv(p) = v,,m[p e ] (3.3)
aliriz.
Qfp)
gm
c-egimi
v-egimi
P
P
Sekil 3.2
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Otobandaki reel sayilar onu gosterir ki, bir seritli yollarda

araba araba araba

Pmax = ZZSW » Pj = 80—, QGmax = 1500

mil

saat ’

olmaktadir. Otobanda bir serittr bu sayilar birinci yaklagim olarak kabul edilebilir ve bu
yaklasim tiim otobandaki araba sayilarinin seritlerin sayisina carpilmasi ile elde edilir.

Amax

Otobandaki reel deneylere dayanarak akis maksimum degerini diisiik hizlarda v = —= =

Pmax
mil o
20— degerinde alir.
saat

Dalganin dagilim hizi
c(p) =Q'(p) =v(p) +pv'(p) (3.4)
olur. v'(p) < 0 oldugundan c(p) hiz1 arabalarin hareket hizindan kiigiik olmaktadir, dalga
trafik akisinin aksine hareket ederek siiriiciilere ileride bir problemin oldugu hakta bilgi
verir. c(p) lmz1 Q(p) egrisinin egimine esit olur, yani dalga p < p; oldugunda ileriye
dogru, p > p; oldugunda ise geriye dogru hareket ediyor. p = p; oldugunda, yani p = p;

maksimum deger aldiginda dalga yola nazaran hareketsiz kalir.

3.2 Lighthill-Whitham Modeli ve Coziimii

Trafikteki akis dinamigini incelemek i¢in

op(x,t) N o00Q(x,t) _

0 3.5
ot ox 3-3)
denkleminin agagidaki baslangi¢
(P, x<0
p0) = {13 (3.6)

kosul cergevesinde ¢cozmemiz gerekir.

Literatiirden bilindigi lizere (3.5), (3.6) probleminin ¢6ziimii

(P, £<0
peen ={" %3 (3.7)
olmaktadir. Burada
§=x—-0Q'(p)t (3.8)

seklinde yazilabilir. (3.8) ifadesi ile tanimlanan karakteristikleri inceleyelim. Bunun igin

once ¢ fonksiyonunu bulalim

§ =X~ Unax (1 _pjaxp)t
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ve karakteristikleri (3.7) baslangi¢ kosulunu koruyacak sekilde birlestirelim:
a) ¢ < 0oldugundap = p,

b) & > 0oldugunda p = p,

¢) ¢ =0 oldugunda

2
0=x—vmax(1— p)t

max

olur. Buradan
_ Pmax X Pmax
Vmax 2t 2

p=

elde edilir. Bu ifadeleri dikkate alarak problemin ¢6ziimiinii asagidaki sekilde

p(x,t) = { —Pmax X 4 pmax (1 _

Pmax

aliriz. Bu durumun karakteristikleri Sekil 3.3 de gosterilmistir.

(3.9)

Genel teoriden bilindigi {lizere p; > p, oldugunda c¢oziimde c¢ok degerlilik

olusamaz, dolayisiyla normal seyirlerine devam ederler.

Yukaridaki teorigi trafikteki yesil 151k problemine uygulayalim. Varsayalim ki,

Pi = Pmax V€ Pr = 0 olsun. Bu durum fiziksel olarak x = 0 noktasinda kirmizi 151k

yandiktan sonra trafiin durmasini ifade etmektedir. Goriildiigli gibi araba yogunlugu x =

0 noktasinda sigrayisa sahip olur. S6z konusu arabalarin dagilim durumu (baslangic

durum) Sekil 3.4 de gosterilmistir
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t x=pt

x = p,t
X
Sekil 3.3
p(x,0) P
pmax
0=0 X
Sekil 3.4

o

Trafik 15181 kirmizidan yesile degistiginde arabalarin dagilim dinamiginin bulunmasi talep

olmaktadir.

dx

Genel teoriye gore i c(p) = Q'(P) = Vimax (1 -

p) ve karakteristikler

Pmax

tizerinde sabit kaldigr goriilmektedir. Goriildiigii gibi ox eksenini pozitif yoniindeki

herhangi bir x = x, > 0 noktasinda kesen karakteristigin egimi

dx

& C(p) = Q’(p) = Vmax (1 - ﬁp(x: 0)) = Vmax
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olur. Bu tiir karakteristikler ailesinin denklemleri x = v, t + x, olur. Diger yandan ox
eksenini negatif yoniindeki noktalarla kesisen karakteristiklerin egimi ise

d
_x = C(p) = Q’(p) = Umax (1 - p(x' 0)) = “Vmax

dt

max
olmaktadir. Aciktir ki, bu tlir karakteristikler ailesinin denklemi x = — vp,4, t + x, gibi
yazilir.

— Umaxt < X < Vet bolgesinde yerlesen karakteristiklerin  hepsinin bir ortak
noktasi olmaktadir, yani % = % olur. Bu durumda karakteristikler ailesinin denklemi

Sekil 5 de gosterildigi gibi olur.

/ t
_ X = Upaxt
X = —Umaxt

P = Pmax p=0

Sekil 3.5

Bu bilgiler ¢ergevesinde otobanda araba akis1 dinamigi Sekil 3.6 da gosterilmistir.
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p(x,t)

\ 4

Sekil 3.6

Simdi arabalarin baslangi¢ dagiliminin Sekil 3.7 de gosterildigi bicimde oldugu, yani

pe < pr durumunu inceleyelim. Bu durumda (3.5) , (3.6) probleminin yerine

du(x,t) ou(xt)\ _
at +Q( ax )_0

_(p1x, x<0
u(x,0) = {,DrX, x>0 (3.11)
problemi ¢6zmemiz gerekir. S6z konusu ¢oziim

_fu_, §<0
u(x, t) = {u+, £>0 (3.12)

olmaktadir. (3.10), (3.11) problemi [1] de incelenmistir ve p(x,t) = du(xt)

(3.10)

ifadesinin
(3.5), (3.6) probleminin ¢oziimii oldugu ispatlanmaistir.

p(x,0)

pmax

Sekil 3.7
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Burada

— _Ymax 2 _ _2py
u_ = i pit+ p [x Vmax (1 _Pmax)] t (3.13)
ve
max 2 s
Uy =—Zm:pr2t+pr [x—vmax (1—pm—;)]t (3.14)
dir.
t x=Ut
x=pit x =p,t
T
4 X
Pt
Pr X
Sekil 3.8

seklinde yazilabilir. Genel teoriye gére bu durumda ¢6ziinde sigrayis olusur. Sigrayisin
yerini u_ = u, denkleminden

% = Vmax — S (pl+pr) =U (3.15)

Pmax
olarak buluruz. Sonuncu ifadeyi dikkate alarak (5) , (6) probleminin ¢éziimiinii
PL, % <U
p(x,t) = (3.16)
pr, =>U

seklinde yazabiliriz. Bu duruma karsilik gelen ¢oziim ve karakteristikler ailesinin

grafikleri Sekil 8 de gosterilmistir.

3.3 Trafik Isik Problemi

Bu sonuglar cercevesinde trafik isiklarini diizenlemek miimkiin olur. Bunun i¢in (x,t)
diizleminde karakteristikler ailesinin grafiklerini kurmak yeterlidir. Bunlar sabit
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yogunluklu dogrulardir, 6yle ki, onlarin c(p) egimi p(x,t) nun bu dogrular iizerinde
aldig1 sabit degerlerini belirlemektedir.

Trafik 1giklar1 6niinde agir hareket eden trafik akis dinamigi Sekil 9 dan kolayca

anlasila bilir.

kirmizi yesil [/ kirmizi

yesil

Sekil 3.9

3.4. Payne-Whitham Modeli

Sadece tek durum degiskeni (trafik yogunlugu) oldugu i¢in Lighthill-Whitham modelinin
bazi smirlamalar1 bulunmus, bu siirlamalar Payne tarafindan 1971°de, ortalama hiz-
yogunluk iliskisi iceren ikinci bir diferansiyel denklem ve siiriicli beklentilerini, trafik akis
rahatlamalarin1 ve trafik hacim degisikliklerini (trafik akisina katilan veya ayrilan araclar)
g6zoOniine alan degiskenler eklenerek asilmistir.

(3.5) nolu Lighthill-Whitham siireklilik denklemine trafikteki anlasilmasi gii¢ hiz-
yogunluk iligkisini igeren momentum denklemi eklenmis, bu denkleme yukaridaki

homojen denklem ile beraber 2-denklemli Payne’nin modeli denmektedir.
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(pv)e + (p(0? + })), = £ (3.16)

T

Burada v(x,t) ortalama hiz (km/saat), T rahatlama sabiti, c¢3 positif bir sabit ve U(p) ise
hiz-yogunluk iligkisi kararliligin1 géstermektedir.

(3.16) denkleminde T ve ¢y zaman ve uzay degiskenine bagli olmayan, fakat sistem
tizerinde acgik¢a direkt etkiye sahip olan iki parametre vardir. Bu iki parametre tezin
konusunu olusturmakta, en iyi tahmini yapmak icin bu parametrelerin en ideal degerlerini
kestirmekle ilgilenmektedir.

(3.5) ve (3.16) denklemleri matris formunda

0
)t D) () o

seklinde yazilabilir ve bdylece denklemin homojen formu yani rahatlama sekli asagidaki
gibi
u, +A(wu, =0 (3.18)

olur. Burada (17) denkleminin sag tarafindaki terim kaynak terimini, (18) deki A(u) ise

Alw) = (cg E v2 2117)

matrisini gostermektedir.

Eger A(u) matrisi reel oOzdegerlere sahip ve diyagonallestirilebilirse veya
0zdegerleri farkli reel sayilardan olusuyorsa (3.17) denkleminin hiperbolik oldugu kolayca
gosterilebilir. (J. C. Strikwerda [5]).

A(u) matrisinin 6zdegerleri

M=v+cy, A=v-—0cy

dir ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri

(i) w=lra)
el_ v_CO’ 62— U+C0

olur. 4; ve A, farkli reel oOzdegerler oldugundan sistem hiperboliktir. Hiperbolik
denklemlere sahip sistemlerin temel 6zelligi karakteristik egriler boyunca sabit bir hiza
sahip olmalaridir. Bu karakteristik egriler kesistikleri zaman ¢6ziimler boliiniir(pargalanir)
ve herbir karakteristik farkli bir hiza sahip oldugu i¢in ¢oziim farkli hizlarla hareket eden
iki dalgadan olusur. Bu dalgalar ya seyreklesme(rarefaction) ya da sok tipinde olabilirler.
Sok dalgasi, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle iistesinden gelinemeyen model

coziimdeki siireksizlik degisimini gosterir. Seyreltik bir dalga siireksizligin bir sonucu
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olarak meydana gelir, yelpaze seklinde ¢ikar ve karakteristik egrilerin azaldigi (x,t)
diizlemini doldurur.

(3.17) ifadesi ile gosterilen hiperbolik sistemleri ¢ézmek igin sayisal semalar
kullanilir. Ancak dogru dalga tipi i¢in siireksizligin yerini bulmada uygun bir fiziksel
¢Oziim sec¢ilmesi Onemlidir. Bunun yapilmamasi halinde siireksizligin hizim1 yanlis
olmasima ve gergek olaylarin carpitilmasina sebep olacaktir. Ornegin, kirmiziya doniisen
bir trafik 15181 varsa ve sema da sok dalgasini yakalamada basarisiz olursa, bu taktirde
gercekte olmamasi gereken kirmizi 1sikta gegen araglar goriilebilir.

Bu projede kullanilmasi diisiiniilen sayisal semalar ileriki c¢alismalarda ele

alinacaktir.
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4. SONUC

1. Otobanin herhangi bir noktasindaki araba yogunluklarinin belirlenmistir.

2. Otobanda maksimum araba akisini tahmin etmek i¢in ortalama araba hizinin
tahmini miimkiindiir.

3. Olasi trafik tikanmalarinin karsisin1 almak amaciyla trafik 1siklarinin idare

edilmesinin tahmini yapilmistir.

42



5. KAYNAKLAR

[1] Rasulov, M., Siireksiz Fonksiyonlar Simifinda Korunum Kurallari, Se¢kin Yayinevi,
[stanbul 2011.

[2] Whitham, G.B., Linear and Nonlinear Waves, Wiley Int., New York, 1974.

[3] Lighthill, M.J., Whitham, G.B., On Kinematic Waves, 1. Flood Movement in Long
Rivers; II. Theory of Traffic Flow on Long Crowded Roads, Proc. Royal Soc. London Ser.
A(229), pp. 281-345,1955.

[4] Richards, P.1., Shock Waves on the Highway, Operations Research, 4, pp.42-51, 1956.

[5] Siebel, F., Mauser, W., On the Fundamental Diagram of Traffic Flow, SIAM J. Appl.
Math., Vol. 66, No 4, pp. 1150-1162, 2006.

[6] Herty, M., Pareschi, L., Seaid, M., Discrete-Velocity Models and Relaxation Schemes
for Traffic Flows, SIAM J. Sci. Comp., Vol. 28, No 4, pp. 1582-1596, 2006.

[7] Sobolev, S.L., Some Applications of Functional Analysis in Mathematical Physics,
Nauka, Moscow, 1978.

43



OZGECMIS

22.03.1972 tarihinde Bingdl de dogdu. Ilk-Orta-Lise egitimini Bingdl de aldiktan
sonra Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Béliimiinden 2002 yilinda mezun
oldu. Uzun yillar dersane egitimi verdikten sonra, 2012 yilinda Nisantas1 Universitesine
Ogretim gorevlisi olarak atandi ve halen adi gegen iiniversitede ¢aligmaktadir. Kendine ait
matematik 6grenme teknikleri modeli gelistirerek 12 adet kitap yazmistir. Evli ve bir ¢ocuk

babasidir.

Hasan CARFI

44



