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1.GIRIS

1.1. Serbest Yarigruplar ve Monoidler

A bir sonlu kiime olduguna gore A da tanimh bir sonlu diziye A
iizerinde bir kelime denir. Bu kelime bog da olabilir. A* ile A iizerinde
tamiml tiim kelimelerin kiimesini gosterecegiz. A* da ikili iglem

(a102...G ) (b1 b2...by,) = a102...Gmb1bs...by,

seklinde tammlanir. Bog kelime bu iglemin birimidir. Bundan boyle
bog kelimeyi 1 ile gosterecegiz. Bu iglem ile A* kiimesine A iizerinde
tamml serbest monoid ve A kiimesine bu monoidin bir doguray kiimesi
denir. Doguray kiimesi A* tarafindan tek tiirlii bellidir. Ciinkii

A= A\A"A*

dir. w = aiay...0,, € A* ise w kelimesinin uzunlugu m dir diyecegiz.
Bos kelimenin uzunlugu 0 dir. A% ile A* 1n bog olmayan kelimelerinin
toplulugunu gosterecegiz. Bu kiime A* in bir alt yangubudur. Bu
yarigrup doguray kiimesi A olan serbest yarigrup tur.

Teorem 1 A # 0 bir kiime ve S bir monoid (yarigrup) olsun. ® : A —
S herhangi bir fonksiyon ise bir ve bir tek ¥ : A* - S (¥: AT = 5)
homomorfizmas: i¢in ¥ | 4= D dar.

Ispat aiap...am € At igin ¥ : At — S fonksiyonunu
v (ala,z...am) =@ (0,1) P (az) ..P (am)

olarak tanimlayalim. Eger S bir monoid ise ¥ (1) = 15 koyalim. Bu du-
rumda ¥ |4= ® dir ve ¥ kolayca goriilecegi gibi bir homomorfizmadir.
Q0 : At — S bir bagka homomorfizma ve Q |4= ® ise a;a3...am € A
icin
Qaiag...am) = Qa1)Qaz)...Q2(am)
= ®(a,)®(az)..-®(am) = ¥(a10z...0m)

olur. O halde Q = ¥ dir. [ |

L C A* ise L ye A iizerinde tamiml bir dil ve A ya bu dilin alfabesi
denir.
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1.2. Kongriians

S bir yanigrup olsun ve R, S iizerinde bir bagint1 olsun.
Vi,y,a €S, (z,y) € R= (az,ay) € R
oluyorsa R ye S iizerinde sol uyumlu kongrians denir.
Vi,y,a € S, (z,y) € R = (za,ya) € R

oluyorsa R ye S iizerinde saj uyumlu kongrians denir. S* ile S ye bir
birim eleman eklemekle elde edilen monoidi gosterelim. Eger

(Va,b € SY), (z,9) € R = (azb,ayd) € R.

oluyorsa R ye S iizerinde uyumlu denir. Bir sol ( sag ) uyumlu egdeger-
lik bagintis1 bir sol ( saj ) kongrians dir. Uyumlu bir egdegerlik
bagintisina kongrians denir. -

S bir yarigrup, A, S nin bir alt kiimesi ve R, S iizerinde bir kongrii-
ans olsun. A, R-smiflarinin bir birlesimi ise R ye, A ya bagls bir
kongrianstir denir. Bagka bir deyigle her (z,y) € R igin z,y € A
veya x,y ¢ Aisc IR, A ya bagh bir kongriianstir .

1.3. Doniigiim monoidi

@ sonlu bir kiime ve S bir monoid olsun. Eger a: @ X § — Q ya
a(g,1) = ¢,(¢€Q)
a(g,st) = a(alq,s),t)q, (¢ € Q,st€S)

olacak gekilde bir doniigiim varsa a ya S nin @ dzerinde bir hareketi
denir. Cogu zaman a(q, s) yerine ¢s yazilir. S iizerinde 7 bagintisim

7=1{(s,5') €S xS :her q€Q igin ¢gs = ¢s'}
olarak tanimlayalin.

Teorem 2 S, @, izerine hareketi olan sonlu bir kime ve 7 yukarida
tansmlandige gibi bir bagints olsun. O zaman 7, S tzerinde bir kong-
ruanstir.

ispat 7 denkliktir. arb ve c € S ise Vg € @ i¢in
g(ac) = (qga)c=(gb)c=q(bc) = acrbc
q(ca) = (gc)a = (gc)b=q(cb) = carch
olup 7 kongriianstur. . ||

Q iizerine bir S monoidinin hareketi olan sonlu bir kiime her s € S
icin

ps: Q@ — Q
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doniigimiinii
Ps (q) =4dqs
olarak tanimlayahm. 7 kongriians olmasindan dolay

ath <= p, ve p, esittir.

Eger

7=A={(a,a) :a €S}
ise 0 zaman (Q,S) ikilisine dontgim monoidi denir. Bir doniigiim
monoidi (@, S) de

(VqEQ), gs1 = QS => S1 = 82

dir. S nin eleman sayist QQ dan ) ya olan tiim doniigiimlerin sayisim
gecmez. Eger |Q| = n ise |S| < n" dir. (@, S) ve (R,T) iki doniigiim
monoidi olsun. B : Q@ — R gibi birebir ve 6rten bir § fonksiyonu ve
6 : S — T gibi bir # homomorfizmas: her ¢ € @ ve her s € S igin
B(gs) = B(q)0(s) kogulunu saghyorsa (Q, S) ve (R,T) ye izomorfik ve
(8,0) ya (Q,S) den (R, T) ye bir izomorfizm denir.
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2. OTOMOTO

2.1. Sonlu durumlu otomoto

p ile gOsterecegimiz bir para birimini kullanan bir para sisteminde
5p,10p ve 20p lik madeni paralar olsun. Bir kahve makinasi 20p ye kahve
versin. Bu makinanin 5p, 10p, 20p kabul ediyor oldugunu varsayalim.
Kahve alabilmek igin bu makinaya atilan 20p lik girdiyi agagidaki gibi
degigik sekillerde olusturabiliriz.

(20), (10,10),(10,5,5), (5,5, 10), (5,10, 5) , (5,5, 5, 5)

O halde bu makinamn, girilen girdinin toplamina gore g0, ¢5, ¢10,
q15, q20 gibi 5 durumda olacagim sGyleyebiliriz. ¢0 durumu kullanicimin
bozuk paralari atmaya bagladigt durumdur, buna baslangic durumu
denir. ¢20 durumu makinanin kahveyi verdigi durumdur bunada ter-
minal durum denir.

Genel olarak ¢¢ durumunu makinaya % birim p atildig durum olarak
diigiinebiliriz. Makinanin davranigin1 grafik olarak agagidaki gibi goste-
rebiliriz.

Sekil-1

Herbir girdi dizisi makina tarafindan ¢0 baglangi¢ durumundan ¢20
terminal durumuna bir patika olarak algilanir.

Bir sonlu durumlu tam ve deterministik otomoto agagidaki kogullar
saglayan A = (Q, A, ¢,1,T) seklinde bir beslidir.

1. @ ve A sonlu ve bog olmayan kiimelerdir.

2.TCQvei€Q.
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3. p:Q x A— Q bir fonksiyondur.

() nun elemanlarina otomotonun durumlari, A ya otomotonun al-
fabesi ve A min elemanlarina girdiler adi verilir. i, A mn bir baglangig
durumu, ve T nin elemanlar1 A nin terminal durumlaridir. ¢ ye A nin
Q lizerindeki hareketi denir. Genel olarak a € A ve ¢ € Q ise ¢ (g, a)
yerine kisaca ga yazilir. ga = r oldugunu belirtmek igin gogu kez ¢ = r
semboliinii kullanacagz. Cogu kez , ozellikle ¢ nin s6ziin geliginden
belli olmas1 (@, 4, ¢,1, T) yerine kisaca (Q, A, 7, T) yazacagiz.

g durumunun a girdisinden etkilenerek yeni ga durumuna ulagtig
sOylenebilir. Bu sembolik modelin yukaridaki kahve makinasini nasil
temsil ettigini kolayca gorebiliriz.

A daki girdinin ¢ durumundan ardisik olarak etkisine izin verirsek o
zaman girdi kiimesini A* a genigletebiliriz. Burada A* ile A iizerinde
tamimli serbest monoidi gosteriyoruz.

Agikeca g € Q) ve ay,ay,....a, € A olduguna gore w = a,0s....0a, € A*
ise

qw = ((..... (ga1) a2) .....) an
olarak tanumlamr. Daha formal olarak

g1 = ¢ (@€Q)
g(wa) = (qw)a; (€ Q,weE A*,a € A)

olarak tanimlayabiliriz.
A* 1n (@ tizerindeki hareketi her ¢ € Q) ve w, 2z € A* igin

q(wz) = (qu) 2
Ozelligine sahiptir. Bu 6zelligi |2| {izerinde tlimevarumla gosterelim.
|z| =11ise z = a; geklindedir. Tamum geregince

¢ (wz) = q(wa;) = (qw) a;
olur. Eger z = Z'aise |z|=n,|?'|=n—1 olup

g (wz) = q(w ('a)) = ¢ ((w?') @) = ((qu) 2) a = (qu) 2

oldugu goriiliir.

@ tizerinde A min hareketini bir tablo yardimiyla Ozetleyebiliriz.
n = |Q| ve m = |A| ise n+ 1 satir ve m + 1 siitiinu olan bir tablonun 1.
satirina A min elemanlarini ve 1. siitununa @ nun elemanlarim1 yazalim.
Daha sonra a € A ve g € @ igin a y1 igeren siitun ve g yu iceren satira
ga y1 yazalhm. Bu tablo A otomotosunu tek tiirli belirler. Buna bir
ornek olarak @ = {0,1,2,3}, A = {a,b} ise
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a b
0 00
1 2 1
2 2 3
3 0 1

tablosunun belirledigi otomotoyu diiglinebiliriz. Ayni otomotoyu bir
,durum diagramu ile de gosterebiliriz. Agagida verilen diagramin hig bir
soze gerek kalmaksizin otomotoyu nasil resmettigi kolayca goriiliir.

ab
l/>
\
0
b
a Va
/ 2
N\
3 b
a
Sekil-2

0a=0b=0,2a=2,3a=0,la=2,1b=1,20=3,3b=1

Teknik olarak Harry nin 1969 daki bu gosterimine etiketli diagram
denir. Bu diagramin nasil gizilecegini daha genel olarak agiklayalum.
Diagramin kogelerini @ nun elemanlar: olugturur. Diagramin kenarlar
ise her ¢, € Q, a € A ve ga = r kogulunu saglayan ¢ — r seklinde
a etiketli elemanlardan olugsur. Bu durumu yukaridaki otomotonun
diagrami daha agik bir bigimde goriilebilir. Ayrica A* 1 @ iizerindeki
etkisi bu durum diagramindan kolayca izlenebilir. Ornegin 1 (aba) yn
birden baglayarak ardigik olarak a,b yi oklarin yoniinde takip ederek
hesaplayabiliriz. Boylece

1(aba) =2 (abd) = 3(aba) =0

oldugu goriiliir.
Bir A otomotonun yalmzca durum kiimesi @ ve girdi kiimesi A ya
baglt degil iistelik A nin Q {izerindeki hareketinin dogasina da baghdur.

1.6 YDKSEKOGCRETIM KURULU
BOKOMANTASYON RAERIKIEZA
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Bu bdliimde tanimladigimiz otomoto igin kullandifimiz tam sifati qa
her ¢ ve her a igin tamiml oldugunu, deterministik sifati ise a girdisinin
q durumu iizerindeki etkisinin tek tiirli'belirli oldugunu belirtmektedir.
Dala sonraki boliimlerde tam veya deterministik olmayan otomotolara,
da yer verecegiz.
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2.2. Otomoto tarafindan taninan diller

Acikca bir otomotoyu durumlar: gegitli girdiler tarafindan degigtirile-
bilen bir gesit ilkel bir makina olarak tammlayabiliriz. Boyle bir ma-
kina ile yapacagimiz gey ¢ok agik degildir. Bunu baglangi¢ ve terminal
durumlar: kullanarak agabiliriz.

Eger iw € T ise A otomotosu A* daki w kelimclerin kiimesini
tansr denir. L (A) ile A otomotosu tarafindan tanman A* daki tiim
kelimelerin kiinesini gosterecegiz. L (A)kiimesine A tarafindan taninan
dil diyecegiz. '

Baglangi¢ durumu ige dogru ok araciligiyla , terminal durumu diga
dogru ok aracilifiyla hem terminal hem baglangig durumunu ¢ift yonli
ok ile gosterelim. @ = {0,1,2,3}, A = {a,b}, i =1ve T = {1,2,3}
olmak {izere agagidaki diagram ile tanimlanan.A otomosunu diigiinelim.

O
ye
fo—y

N\

Sekil-3
b?a®b?a* kelimesi A otomotosu tarafindan tanr. Ciinkii
1(0**?a*) =2€T
dir. Fakat
1 (6%a%ba’) =0

olup b%a3ba® kelimesi A otomotonu tarafindan tamnmaz. L (A) n
A* = {a,b}" n aba y1 icermeyen tiim w kelimelerinden olugtugunu
gosterebiliriz. Bunu w € A* olduguna gore |w| lizerinden tiimevarimla

yapalin. Bu amaglan € Nigin L, ile L (A) nin boyu 7 olan kelimelerini
gosterelim.
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lw|=1isew=a vew=>0dir. la=2€T,1b=1¢€ T olup a,b
A tarafindan tanmir. O halde Ly = {a, b} dir.

|lw| = n > 1 olsun. Boyun den kiigiik bir kelimenin A tarafindan
tamnmasi igin gerek ve yeter kogul aba y1 igermemesi olsun. Once w
nun aba y1 igermedigini varsayalim.

w = za veya w = 2zb dir. w, aba y1 1germed1g1nden z de aba y1
igerimez. Izl = n— 1 olup tiimevarim varsayum geregince z € L (A) dur.
1z € {1,2,3} diir. 1z =3 olursa diagramdan da kolayca goriilecegi
gibi z = uab geklinde olmak zorundadir. Fakat bu w = uaba olmasim
gerektireceginden, w nun aba y1 icermemesi ile celigir. O halde 1z €
{1,2} dir. w = 2a is¢ lw = lza € {la,2a} = {2} C T olur. w = 2b
ise 1w = 1zb = {1b,2b,3b} = {1,3} C T dir. O halde her durumda
w € L(A) dir. Simdi tersine olarak w € L (A) oldugunu varsayalim.
w = u (aba) y geklinde ise her j € @ igin j (aba) = 0 oldugu dikkate
alinacak olursa jw = Oy = 0 oldugu goriiliir. Bu ise w € L (A) olmasi
ile celigir. O halde w, aba y1 igermez. Boylece

L (A) = {a,b}* \ {a,b}" aba {a, b}"
oldugu goriiliir.

Ornek 3 Durum diagrams
a

(x—

53k2l~4
olan otomoto a* 1 tanar.

Ornek 4 Durum diagrama

e Q

Sekil-5

olan atomoto a* 1 tanar.
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Ornek 5 Durum diagrams

>

Sekil-6
olan atomoto (aba)* 1 tanar.

Bir A = (Q, A, p,i,T) otomotosu verilsin. Eger g (a1as....a,) = q ise o
zaman otomotonun durum diagraminda ¢ ve ¢ durumlar bir

e = X e R M

patikasi ile birbirine baglamir. a;as.....a, ye patikanin etiketi denir.
Eger bir patika baglangi¢ durumu ¢ ile bagliyor ve T deki ¢ terminal
durumu ile bitiyorsa patika bagariidir denir.

w € L (A) <= w etiketli bagarih bir patika vardir.
Ornegin gekil-3 deki durum diagramindaki

151525253
patikasi ba®b etiketi ile bagarilidir.

A bir kiime ve L, A* 1n bir alt kiimesi olsun. Eger L (A) = L ola-
cak gekilde alfabesi A olan bir A otomotosu varsa A* in L alt kiimesine
taninabilir denir. Ornegin, daha 6nce kamtladigimiz gibi A = {a, b}
icin L = A*\ A*abaA* kiimesi tammnabilirdir. Bu boliimiin temel amaci
sonlu dogurayli A* monoidinin taninabilir alt kiimesinin kullanigh alter-
natif taniminin verilmesidir. Taninabilir bir kiimenin saglamas) gereken
onemli bir kogulu veren agagidaki teorem bir kiimenin taniabilir ol-
madigim kanitlamakta sik¢a kullanilan bir teoremdir.

Teorem 6 (Pompalama Lemma) L , A* da sonsuz tamnabilir bir
dil olsun. O zaman asafidaki kogullars saglayan bir N pozitif tamsayiss
vardsr. z € L ve |z| > N ise z kelimesi,

i)uweA* ,ve At
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ii) Juv| <N
iii) herm >0 igin uwv™w € L,
olmak tizere z = uvw geklinde yazilabilir.

ispat Pompalama Lemma ad1 v’nin istenildigi kadar kopyasi ile uvw
kelimesini gigirebildigimizden kaynaklamr. A = (@, 4,4,T) sonlu du-
rumlu otomoto olmak iizere L = L(A) olsun. N = |@Q| koyalm.
|z| = kK > N olmak iizere z = aj05....a, € L olsun. z = ajas....ax
etiketli bagarili bir patikada N + 1 tane g, q1, .....¢qxy durumundan en
az biri tekrar eder. r > 0 ile ¢, ,q;.....qn dizisinde tekrar eden ilk du-
rum olsun Ayrica ¢, de g,’nin ilk tekrar olsun. Dikkat edilirse r > 0,
§>0,|Q| = N olup r+s < N dir. r+s, N’den kiigiik olmazsa ¢;lerden
biri ¢, den daha 6nce tekrar eder. u € A*, v € At ve w € A* sirasiyla

patikalainin etiketleri olsun. 2z = wvw dir. g¢’dan gx’ya bagarili bir
patika v etiketli ¢, — .... = ¢r4s = ¢, bir dongiiyii igerir. Bagka bir
bagarili patikay: bu dongii etrafinda istenildigi kadar done-

rek veya bu dongiiyli hi¢ kullanmadan elde ederiz. Boylece m > o igin
wv™w € L dir. Ayrica burada |uv| =r + s < N dir. =

Pompalama Lemmasinin kullanimina bir 6rnek olarak {a,b}" in
L={a"":n>1}

alt kiimesinin taninabilir olmadigin1 kamtlayalim.

Eger bu kiime sonlu durumlu bir otomoto tarafindan taninabilir ise
Pompalama Lemmasinin bize verdigi N pozitif tamsayisini gézoniinde
bulunduralim.

n > N igin z = a"b™ kelimesini alahm. |v]| > 1 ve |uv| < N <n
ile z = wvw olarak yazlabilir. Bu yolla uv™w € L olur.(m > 0 igin) u
ve v, z nin ¢ larmnin baglangig bloklarindan olugur.

u=al,v=a, w=ab"
(p,r > 0,9 > 0,p+ g+ r =n) dir. Fakat o zaman
uww = a"" %" € L
olup L nin tamimu ile geligir. Bu ylizden L taninabilir degildir.

Ornek 7 A = {a,b,...} en az iki harfi iceren sonlu bir alfabe olsun.
w = ai09...a, € A* ise w® yi, w nun tersi olan kelime anan_1...01
olarak tanimlayalim. P = {w € A*:wh = w} koyalim. P, A* daki tm
polindromlarin kimesidir. P taninabilir degildir.
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Ispat Pompalama Lemmasi tarafindan verilen N tamsayisini gézoniin-
de bulunduralim ve n > N igin

z=a"ba"

polindromunu alalim. O zaman |v| > 1, luv]| < N <nveherm >0
icin uv™w € P olacak gekilde 2 = uvw olarak yazabiliriz. |uv| < N <n
nin anlami hem u hem de v agagidaki gibi a larin bloklarindan olusuyor
demektir.

u=d’, v=a, w=a"ba"

(p,r >0, ¢>0, p+q+7r=mn). Fakat o zaman

w'w = a™ %™ € P

olmahdir. @™ ?%a" bir palindrom olmadigindan, P tanmabilir degildir.
|
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2.3. Tam ve deterministik olmayan otomoto

Bir otomotonun daha genel tanimi ile galigmak ¢ogu zaman daha
kullamghdir. Daha 6nce de oldugu gibi durumlarin bog olmayan sonlu
bir @ kiimesi ve bog olmayan sonlu bir alfabe A olsun. Fakat ) tizerine
A mn hareketinii @ x A dan P(Q) ya olan ¢ fonksiyonu yardumniyla
tamumlayacagiz. Burada P(Q), @ nun tiim alt kiimelerinin kiimesidir.

¢(g,a) = 0 olma durumunda ga tammsiz olur. Ustelik |¢(g, a)| > 2 ise
qa tek tiirlii belli degildir. Bu durumu daha formal olarak yazalim.

Bir sonlu durumlu otomoto ( tam veya deterministik olmayan) agagi-
daki kosullar: saglayan A = (Q, A, , 1, T) seklinde bir beglidir.

1. @ ve A sonlu ve bog olmayan kiimelerdir.
2.TCQvei€qQ.
3. v :Q x A— P(Q) bir fonksiyondur.

Dikkat edilecek olursa yeni tanimlanan kavram,tam ve deterministik
otomoto kavramim kapsar. Bunun igin A = (Q, 4, 4,4, T) bir tam ve
deterministik otomoto ise ¢ : @ x A — P (Q) fonksiyonu

v (g,a) ={¢¥(q,0)}

olarak tanimlanacak olursak bu olguyu kolayca gorebiliriz. O halde

= (@, A, ,i,T) otomotosu her ¢ € Q, a € A igin |p(g,a)] = 1
olmasi durumunda tam ve deterministik olarak algilanabilir.

Artik ga birden ¢ok deger alabildiginden, boyle bir otomotonun
durum diagraminda ¢ = r kenar yerine ga = {ry,...,7x} ise ¢ >
1, ...,q — 7 kenarlar1 yer alacaktir. ga = 0 ise ¢ ile baglayan ve a
etiketli bir kenar olmayacaktir. A nin @ {iizerine hareketini agagidaki
kurallarla A* 1n @ iizerine harcketini genigletebiliriz.

gl = {q}, (1€Q)
gwa) = |Jpa, (wed, geQ, ac4)

pEqu

P C Q igin Pa = |J,cppa olarak tammlanrsa g(wa) = (qw)a olur.
Bu cgitlik ¢ nun (,l(,manla,rmln arasinda olmasmdan ziyade ¢ nun alt
kiimelerinin arasinda olmasi anlammndadir. Ispati daha Snceki ile tama-
men aynl olmamakla beraber

q(wz) = (qu)z
dir. Tim bu durumlarla beraber i baglangic durumunu ve terminal
durumlar @ nun bog olmayan T' alt kiimesi ile belirtilir. Eger iwNT # §
ise 0 zaman w kelimesi A tarafindan taninar denir ve w € L(A) yazilir.
Simdide tamnabilirlifin daha genel ve yeni igerigine bakalim. Eger



2. OTOMOTO Omiir SOYTURK 14

L C A* ise ve L = L(A) olacak gekilde tam ve deterministik olmasi
gerekmeyen bir A otomotosu varsa A* in L alt kiimesine taninabilir
denir.

Teorem 8 A = (Q, 4, ,1,T) (tam ve deterministik olmas: gerekmez)
bir otomoto ve L(A) da A otomotosu tarafindan taninan bir dil olsun.
O zaman

L(A)=L(A")

olacak sekilde bir tam deterministik bir A’ otomotosu vardsr.

Ispat A’ otomotosunun alfabesini A otomotosunun alfabesi ile ayni
A kiimesi olarak alahm. Fakat A'-niin durumlanmn kiimesini @ nun
tiim alt kiimelerinin kiimesi P(Q) olarak alalun. A nin P(Q) iizerine
hareketini bir 1 fonksiyonu ile agagidaki gibi gosterelim.

¥+ P@Q)xA—PQ)
d)(P’a) = U(P(paa')a (PEP(Q)’GGA)

peP

daha kisa bir gosterimle bunu

Pa=|)pa, (P€P(Q), ac A)

peP

olarak yazabiliriz. Baglangig ve terminal durumlar bir miiddet bir ke-
nara birakacak olursak A" = (P(Q), 4,%) yukaridaki tanimlama ile
tam ve deterministik bir otomoto olur. A min @ iizerine hareketini
aligilageldigi gibi agagidaki kurallarla A* in @ tizerine hareketine genig-
letebiliriz.

Pl = P, (PeP(Q)
P(wa) = (Pw)a, (we A*, Pe P(Q), a€ A)

Simdi biz bunlari |w| iizerinden tiimevarimla A* daki her w kelimesi ve
her P € P(Q) igin

Pw=Upw

peEP

oldugunu gosterecegiz. |w| = 1 igin iddia tammdan bagka bir sey
degildir. |w| = n > 1 oldugunu kabul edelim.z € A* ve a € A ile
w = za olarak yazahm O zaman

Pw = P(za) = (Pz)a = (U pzla = U (pz)a = U p(za) = U pw

pEP peP peEP peP

elde edilir. Pw = {J,cppw formilli $(P,w) = U,cp ¢(p, w) seklinde
de yazilabilir. ozelhkl% dikkat edilecek olursa
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P({a},w) = ¢(g,a), (we A, geq).
Tek elemanl {¢} kiimesini baglangi¢ durumu olarak terminal durumlarn
T'={PeP(Q): PNT # 0}

kiimesi olarak alirsak A’ otomotosunun tanimim tamamlariz. Bu du-
rumda

w € L(A)& oG,w)NT #0
& P{i},w)NT #0
& (i}, w)eT
& we L(A).
[ |

Ornek 9 Simdi agagidaki gekilde durum diagram: verilen A’ otomo-
tosunu inceleyelim. DBu otomoto 23 = 8 duruma sahip olup tam wve
deterministikdir.

0 {1} {2} {3} {2,3} {1,3} {1,2} {1,2,3}
a 0 {1,2} {1} {3} {1,3} {1,2,3} {1,2} {1,2,3}
b 0 {23} 0 {23} {2,3} {2,3} {23} {2,3}

Baglangig durumu {1} ve terminal durumlar

{2}, {2,3}, {1,2}, {1,2,3}

olsun. O zaman durum diagram: agagidaki gibidir.

Sekil-7
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Bu son otomoto tam ve deterministik olmanin etkileyici goriintiisiine
sahip iken bazi hog olmayan goriiniiglere de sahiptir. Bunlan agiklamak
icin baz1 tamimlara ihtiyac vardir.

Bir deterministik A = (@, A,%,T) otomotosunda iw = g olacak
sekilde A* da w kelimesi varsa ¢ durumuna erigilebilir denir. Eger her
durumu erigilebilir ise A otomotosuna erigilebilir denir.

Dikkat edilecek olursa yukaridaki durum diagramina sahip .4 oto-
motosu erigilebilir degildir. Ciinkii @, {2}, {3} durumlar erigilebilir
degildir.

Bir A otomotosunun davramg: bagarih patikalar aracihigiyla (yani
den T ye patikalar) tanimlanir ve erigilebilir durumlar bagarili patikalar
araciligiyla ziyaret edilir. Diger biitiin durumlar A nin hareketi ile ilgisiz
olup bunlarn kaldirilmas: miimkiin goriilebilir. Bu aslinda ¢ok basit bir
diigiince ile yapilabilir. Bir tam deterministik A = (Q, A4, ¢,i,T) oto-
motosu verilsin. A® otomotosunu (@', A4, ,4,T) olarak tanimlayalim.
Burada @', @ dan erigilebilir olmayan durumlarin gikarilmasiyla elde
edilen kiimedir. A nin @’ iizerine hareketi basitce A nin @ iizerine
hareketinin @' kisitlanigi olarak tamimlayalim. Bu yolla bagarili ol-
mayan patikalar engellendiginden

L(A) = L(A)

olup A’ erisilebilirdir. Yukanda durum diagrami verilen otomotoya
bunu uygularsak agagidaki durum diagramina sahip erisilebilir bir oto-
moto elde ederiz. Bu otomotoda orjinal otomoto ile ayni davramiga
sahip fakat tam deterministik ve erigilebilirdir.

Sekil-8

. YOKSEKOCRETIM KURULY
BOKDMANTASYON
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Ornek 10 Durum diagrams agagidaki gibi verilen (tam olmayan ,de-
terministik olmayan) A otomotosunu gézoninde bulunduralsm.

Sekil-9

L(A) = {al?, a*b} oldugu agiktir.

{1}a={2,5} {2,5}a={6} {6}a={3}a=0
{1}o=10 {2,516 ={3} {6}b={7},{3}b={4}

{(Tha={T}b={4}a={4}b=10
Pa=00=0

olduguna dikkat edelim. Boylece L(.A) y1 taniyan tam deterministik ve
erigilebilir bir otomotonun durum diagrami agagidaki gibi verilir.
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Jekil-10

Ornek 11 L = {a,b}* ab{a,b}* dilini tansyan tam olmayan non-deter-
ministik otomotoyu yazmak kolaydir. Bu otomotonun durum diagrams
agagidaki gibidir.

Sekil-11

L yi tamyan tam deterministik erigilebilir A’ otomotosunu bulmak
icin agagidaki hesaplamalar yapilir.

(1}a={1,2} {1,2}a={1,2}
{B3o={1} {1,2}v={1,3}

(1,3}a=1{1,2,3} {1,2,3}a={1,2,3}
(L3}b=1{1,3}  {1,2,3}b={1,3}

!
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A’ otomotosunun durum diagram: da agagidaki gibi ¢izilir.

b&{l} 2 {1y

v
{1,2,3}9 {13}
a b b
N N
Sekil-12

Erigilebilirlik fikri agikca bir dualede sahiptir. A* da qw € T ola-
cak gekilde bir w kelimesi var ise A = (Q, 4,4, T) otomotosundaki bu
q durumuna ters erigilebilir denir. Eger A otomotosunun tiim du-
rumlar: ters erigilebilir ise A otomotosunun kendisine ters erigilebilir
denir. L(A) da bagarih patiklar yani ¢ den T ye olan patiklar vasitasiyla
tamimlandigindan ve yalmzca ters erigilebilir durumlar bagarili patiklar
vasitasiyla ziyaret edilebildiginden eger ters erigilebilir olmayan durum-
lardan temizlersek A nin davranigi etkilenmeyecektir. Hem erigilebilir
hemde ters erisilebilir olan bir otomotoya trim denir.

Daha 6nce durum diagrami agagidaki gibi gizilen otomotoyu diigii-
nelim.



2. OTOMOTO Omiir SOYTURK 20

Sekil-13

~ Bu otomotoda ters erigilebilir olmayan bir ¢} duruimnu vardir. Biz onu

temizlersek agagidaki durum diagramina sahip A" otomotosunu elde
ederiz.

Sekil-14

Bu yeni otomoto hala deterministik ve listelik trimdir. Fakat tam
degildir. Ciinkii {7} a ve {7} b tanumsizdir.

En genel halde A otomotosu verilsin. L(A) = L(A') olacak gekilde
deterministik ve erigilebilir bir A’ otomotosunu iiretmeyi garanti edebil-
iriz. Fakat bunun yaminda tam ve ters erigilebilir olmak arasinda bir ter-
cih yapmak durumundayiz. Sadece L(.A) ile ilgilenildiginde, gerekiyorsa
ve A tam degil ise tam, deterministik degil ise deterministik, ve trim
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degil ise trimde yapabiliriz. Ustelik tiim bunlarn L(A) y1 degigtirmeden
yapabiliriz.
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2.4. Rasyonel kiimeler ve Kleene teoremi

Teorem 12 A sonlu bir alfabe olsun. A* daki tim tek elemanls kimeler
tansnabilirdir.

Ispat A bir alfabe olsun w = a1ay...a, € A* olsun. A (tam olmayan)
otomotosu agagidaki duruin diagramna sahip olup

a1 62
1
Sekil-15

L(A) = {w} dir. Eger w =1 ise durum diagrami

Sekil-16
olan A otomotosu igin L(A) = {1} dir. [

Teorem 13 Bog kime taninabilirdir.

Ispat A= ({i,0}, A, i, {i}) olmak iizere her a € A ia = Oa = i olarak
tamumlanirsa L(A) = @ dir. |

Teorem 14 A sonlu bir alfabe ve Ly, Ly de A* w tanwnabilir olt kime-
leri olsun. O zaman L; U Ly de A* wn tansnabilir bir alt kiimesidir.
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ispat Tam ve deterministik
Al = (Qla A1 ©v1, ila Tl) VeAZ = (Q2a A) P2, i27 TZ)
otomotolar igin L) = L(A;) Ly = L(.Az) olsun. Q = Q; X Q9 ve
¢ ((q1,92) ,a) = (o1 (q1,0) , 2 (22,0)) , ((q1,92) € Q,a € A)
1= (il,iz) ve
T = (Tl X Qz) U (Q]_ X Tz)

olmak iizere A otomotosunu (Q, A, ¢,i,T) olarak alalim. Eger w € L,
ise o zaman {;w € Ty olup

(il,iz) w = (ilw,iz’LU) c (T1 X Qz) cT

dir. Benzer gekilde w € Ly ise (i1,%3) w € T olup Ly U Ly C L(A) dir.
Tersini gostermek icin w € L(A) ise ya iyw € T} veya iqw € T3 olup
w € Ly U Ly dir . O halde Ly U Ly = L(A) dir. H

Teorem 15 A sonlu bir alfabe olsun. A* wn her sonlu alt kimesi tans-
nabilirdir.

Ispat Yukardaki teoremlerin bir sonucudur. -]

A bog olmayan sonlu bir kiime olsun. A* m tiim sonlu alt kiimeleri-
nin taninabilir oldugunu gordiik. Fakat A* 1n her alt kiimesi taninabi-
lir degildir. L;, Ly C A* verilsin. Bunlarin ¢arpimlar L; Ly yi

LiLy={uv:u€ Ly, v € Ly}
olarak tamimlanz. A* i L alt kiimesi verilsin.
L* = {ugug...up : 1 > 0; Uy, Usg, ..., Un € L }

olarak tamimlariz. Buda Klenee nin yildiz iglemi olarak adlandiri-
lan standart bir notasyondur. Dikkat edilecek olursa her
LCA*
i¢in -
L*={1}ULuL?u..=]JL"
geklinde de ifade edebiliriz.. "

Eger A* 1n sonlu alt kiimelerine U, ., % iglemlerinin sonlu uygula-
malariyla elde edilen A* 1n bir alt kiimesine rasyonel denir. Ornegin;

(ab)*, {ab,ba}"*, (a* U b*)*. {a,b}"
kiimeleri A* 1n rasyonel alt kiimeleridir.
{a,b}* = a{a,b}* Ub{a,b}"

seklinde yazilabidignden {a, b}+ da rasyoneldir. A* in tiim rasyonel alt
kiimelerinin kiinesini Rat A* ile gosterecegiz.
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Teorem 16 (Kleene Teoremi) A sonlu bir alfabe ve L, A* wn bir alt
kimesi olsun. O zaman

L tanwnabilirdir < L rasyoneldir.

ispat A* 'in tim tamnabilir alt kiimelerinin kiimesini Rec A* ile
gosterelim. A* 'in tiim sonlu alt kiimeleri taninabilir olup Rec A* in
icindedir. Eger

Ly, Ly € RecA* = LU L, € RecA*
Li,Ly € RecA* —> L,.Ly € RecA*

ve
L € RecA* = L* € RecA*

oldugunu gosterebilirsek o zaman her rasyonel kiimenin taninabilir ol-
dugunu soyleyebilecegiz. Yani Rat A* C Rec A* olacaktir. Daha 6nce

L, Ly € RecA* — L U Ly € RecA*
oldugu gosterildi.
Li,L, € RecA* = L.Ly € RecA*

oldugunu gosterelim.
L, ve L, sirasiyla tam deterministik

Ay = (Q1, 4, 01,01, T1) veds = (Qa, A, P2, 12, T3)

otomotolar tarafindan taniniyor oldugunu kabul edelim. Q; N Q2 = @
kabul edebiliriz. Bu bilgiler ile yeni deterministik olmayan otomotoyu
iretelim.

A= (Q1UQ2, A, 1,11, Ts) olarak tanimlayahm. Her ¢, € @1, g2 €
Q2 ve a € A igin burada

b (1, a) :{ {©1 (QI,G)} E!?”‘Pl (q1,0) ¢ Th .
’ {o1(q1,0) 42} Egere; (q,a) € Th
¥ (ga,a) = {pa(ge,a)} dir. w = 2129 € L1Ly, 21 € Ly, 22 € Ly
olarak aldigimizi kabul edelim. O zaman ¢, (i1, 21) € T7 olur ve béylece
¥ (i1, 21), 12 yi igerir. Dikkat edilecek olursa v (iy, 21) ,

{o1 (61, 21) %2}

den daha genis olabilir ¢iinkii 7; den ¢; (i1, 21) e olan patika T} i 6ncelik-
le bir kag kez ziyaret etmig olabilir.)

¥ (i1, 2122) ,p2 (12, 22) yi icerdiginden 1 (i1, 2122) nin T ile kesigimi
bog degildir. Boylece w € L (A) dir. Yani Ly L, C L (\A) dur.

Tersi icin w € L (A) aldigimzi kabul edelim. 1 (i1, w), T3 nin bir
elemanini igerir.
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A daki iy den v (i, w) ye olan patika yalmzca w nun baz sol garpan-
lar1 u lar igin ¢4 (41, u) € T} ise Q2 den geger.
Uy, Ug, ..., Uk sol faktorleri igin bu saglansin. Burada

I’U,l‘ < |U2| <. < |uk|
ve w = ujvj, §=1,2,..,kdr. (i, u;) €Ty olup u; € Ly dir. Her
j igin iz € 9 (41, u;) olup bdylece 9 (i1, w) ,p2 (i2,v;) yi icerir. Ashinda
P (i1, w) = {1 (b1, w) , @2 (i, 1) , P2 (12, V2) , .-, P2 (12, V) }

dir. Kabulden (w € L (A) ya bakarsak ) ¢ (i2,v;), 7 = 1,...,k lerden
en az biri T ye ait olmalidir. Bir j € {1,2,...,k} vardir 6yleki v; € L,
dir. Boylece w = u;v; € L1 Ly ye ulagiriz. O halde L;L; € Rec A* dir.
L € RecA* —> L* € Rec A* oldugunu gostermeye galigalim.
1 ¢ L igin ispatlamak yeterli olacaktir. 1 € L ise

(\N{1h* = L*
L € Rec A*=> L\ {1} € Rec A*

dir. Dolayisiyla
L € RecA* = L\ {1} € RecA*

= (L\ {1})* € RecA* => L* € RecA*
olur. (L\ {1})* = L* 1n ispat1 agiktir. L €Rec A* = L\ {1} €Rec A*
oldugunu ispatlamak i¢in L = L (A) ve A = (Q, A, ¢,4,T) olsun.

Eger ¢ € Q , her a € A icin

¢ ((2,0),0) =¢'((¢,1),0) = (¢(g,0),1)

ile A' = (Q x {0,1}, A, ¢, (3,0),T x {1}) ise o zaman
'ers _J (p(w),0),w=1

HCORE Ao i |
dir. ¢ ((3,0),w) € T x {1} olmas igin gerek ve yeter kogul w € L\ {1}
olmasidur.

L(A) =L\ {1}

dir.
L € RecA* = L\ {1} € RecA"

oldugunu gosterdik. Simdi
L\ {1} € RecA* = (L\ {1})" € RecA”

oldugunu gosterelim.
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1 ¢ L ve L =L (A) oldugunu kabul edelim. Burada
A = (Q’ A’ (p’ i’ T)

dir. Simdi A y1 kullanarak A" otomotosunu yaratalim.
At = (Q, 4, ¢™,i,T) dir. Burada

ot (¢, 0) :{ {p(9,0)}, Egero(g,0) ¢ T
’ {¢(g,a),i},Egerp(q,a) €T
dir.

n > 1ve z,z,.,2, € Lile w = z2..2, € L*(=L*\{1})
oldugunu kabul edelim. ¢ (i,21) € T oldugundan ¢t (i,2;) hem i yi
hem de T' nin bir elemanim igerir . Tiimevarim ile ¢t (3, 21...25—1) in
hem 4 yi hem T nin bir elemanim icerdigini kabul edersek ¢t (4, 21...2;),
ot (i,2e) = {p(,2),4} yiigerir. (kabulden ¢ (i,2;) € T dir.). O
halde ¢* (i, 21...2¢) hem i yi hem de T nin bir elemanim icerir. Boylece
w € L(A*") dir. Yani LT C L (A*) dar.

Tersine w € L (A*) oldugunu kabul edelim. ¢* (i,w) , T nin bir ele-
manini igerir. z;, w nun trivial olmayan ve ¢t (4, 21), T' nin bir elemanini
igerecek gekilde en kisa sol garpani olsun. (w bdyle bir ¢arpandir.) O
zaman ¢t (1,21) = {p(i,21),i} ve 2 € L dir. Eger 2; = w ise o
zaman w € L C L* olup ispat biter. Yoksa w = zyw; olur ve 23, w; in
trivial olmayan en kisa sol faktorii olsun dyleki @™ (%, 2123), T nin bir
elemammni icerir. O zaman

90+ (7’: z1z2) = {‘P (i’ z1z2) y (Za ZZ) ’ Z}
ve ya 212 € L veya z; € L. Her durumda 2,25 € Lt dir.
Eger w = 22, ise i biter. Yoksa w = 2125wy ve 23, ¢ (i, 212323),
T nin bir elemanini icerecek sekilde ws nin trivial olmayan en kisa sol
carpant olsun. O zaman

90+ (i, 212223) = {90 (i, 212223) 2 (ia 2223) y P (i, Zs) ’ Z}

ya 212923 € L veya 2323 € L veya z3 € L dir. Her durumda 212923 € Lt
dir. w nun boyu sonlu olup bu iglemier bir yerde son bulur. O halde
w € Lt dir.

L € RecA* — Lt € RecA*

oldugunu gosterdik. L tanmabilir ise L* = Lt U {1} de tamnabilir-
dir. Her rasyonel kiimenin tamnabilir oldugunu gosterdik. Yani Rat
A* CRec A* dir.

Tersini gostermek igin bir taninabilir L kiimesini g6zéniinde bulun-
duralim. Bu yiizden tam deterministik A = (Q, A, ¢,1,T) igin

L=L(A)={we A :iweT}

dir. Aslinda L sonlu bir birlegimdir. Yani
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L=|JLG¢)

teT
dir. Burada
L(i,t) ={we A :iw =t}
dir. L (¢,t) nin rasyonel oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Daha
genel olarak @ daki her ¢ ,p i¢in L (p, ¢) rasyoneldir. Burada

L(p,q) ={we A" : pw =g}

dir. A da p den ¢q ya tiim patikalarin etiketlerinin kiimesidir.

p den ¢ ya her patika i¢in bu patika vasitasiyla ¢ da ziyaret edilen
kogelerin kiimesini bolge olarak tamimlayabiliriz. Dikkat edilirse bolge
P ve g yu igerir.

Q daki p, ¢ icin, p, ¢ yu iceren Q nun her R alt kiimesi i¢in L (p, R, q)
yu bolgesi R iginde kalan p den ¢ ya tiim patikalarin etiketlerinin kiimesi
olarak tanimlariz. Yani

L(p,R,q) = {w € A* : pw = ¢, w nun her 2z sol garpam icinpz € R}

p den ¢ ya (belirli) kesin bir patika, p veya ¢ yu ziyaret etmeyen
patikadir. Eger V, p ¢ V ,¢ ¢ V olacak gekilde @ nun alt kiimesi
ise 0 zaman Z (p, V, q) yi, bolgesi VU{p, ¢} iginde kalan p den ¢ ya olan
kesin patikalarin etiketlerinin kiimesi olarak tanimlanz. Yani

Z (p,V,q) = {w € A* : w nun &z sol faktorii z igin pz € V,pw = ¢}

Amacimiz L (p, ) (= L (p, @, ¢)) nun rasyonel bir kiime oldugunu gos-
termektir. p ve q yu iceren @ nun her R alt kiimesi ile p ve ¢ yu
icermeyen @ nun her V alt kiimesi icin L (p, R,q) ve Z (p,V,q) nun
rasyonel oldugunu ispatlayarak yapacagiz. Bunu |R| ve |V| iizerinde
tiimevarim kullanacagiz. Baglamadan once V deki p, g i¢in

Ap,q)={a€ A:pa=gq}

koyahm. A (p,q) sonlu olup kesinlikle rasyoneldir. A (p,q) bog ta ola-
bilir. |R| = 1 olmas1 ancak p = ¢ ile miimkiindiir.

L(p,{p},p) =(A(p,p))
olup rasyoneldir. |V| = 0 olmasi miimkiindiir. Bu durumda
Z(p,0,9) = A(p,9)
olup rasyoneldir. Eger |V|=1ise V ={r} r#p,q ve
Z(p,{r},q) = Ap,r) (A(r,r))" A(r:q)

rasyoneldir. n > 2 olsun ve L (p, R, q) (p,g € R)ve Z (p,V,q) (p,q ¢ V)
kiimeleri |V| ve |R| den kiigiik oldukca rasyonel olsun. |R| = n igin
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L (p, R, q) yu gozéniinde bulunduralim. w € L(p, R, q) olsun. p den
q ya w etiketli patikanin p yi birkag kez ziyaret ettigini kabul edelim.
k > 0 igin '

W= 21 25W

yazabiliriz. Burada zi,....2x € Z (p, R\ {p},p) dir. Eger p = ¢ ise o
zaman w' =1 ve

L(p,R,p) = [Z (p, R\ {p},p)]"

dir. Tiimevarnm hipotezinden Z (p, R\ {p}, p) rasyonel olup L (p, R, p)
rasyoneldir. Eger p # ¢ ise wy,pw; = ¢ olmak iizere w nun en kisa sol
garpani olsun. Bu yiizden

w; € Z (p, R\ {p,q},9)

ve wy € L (p, R\ {p},q) ile w=2z...z5wyw, dir. Aslnda
L(p,R,q) = (Z (p, R\ {p},p))" Z (p, R\ {p,q} ,q) L (¢, R\ {p} , @)

dir. Boylece tiimevarim hipotezinden L (p,R,q) rasyoneldir. w €
Z (p,V,q) oldugunu gozoniinde bulundurahm. Burada |[V| = n ve
p,q ¢ V dir. O zaman

Sekil-17

w etiketi bir patika vardir. Burada w = aw'b ve r,s € V dir. w' €
L(r,V,s) olur.

Z@,V,q)= |J A L(r,V,s)A(59)]
r,3€V

dir. L (r,V,s) nin rasyonel oldugunu yukarida gosterdik. Bu yilizden
Z (p, V, q) rasyoneldir. [ ]
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3. SENTAKTIK MONOID

3.1. Sentaktik kongriians

Her L C A* ile ilgili L nin sentaktik monoidi denilen bir Syn (L)
monoidi vasitasiyla rasyonel dillerin bagka bir karakterizasyonunu bu
boliimde elde edecegiz. A sonlu bir alfabe ve L C A* olsun. A*
iizerindeki o, sentaktik kongriiansim

o = {(w,2) € A* x A*: (Vu,v € A*) vwv € L <= uzv € L}
olarak tanmimlayalim. Her M monoidi ve M nin her P alt kiimesi igin
o, ={(z,y) € M x M : (Vu,v € M) uzv € P <> uyv € P}

bagintisi1 M iizerinde bir kongriianstir. o, bir denklik bagintisidir.
(z,y) € 0, ve a € M alalim. O zaman her u,v € M igin

u(az)v € P <= (ua)zv € P <= (ua)yv € P <= u(ay)v € P

dir. Boylece (az,ay) € o, dir. Benzer sekilde (za,ya) € o, olup o,
kongrilanstir. M = A* durumuna dénelim. zo,y ve z € P oldugunu
kabul edelim. O zaman z = 1z1 € P ve boylece y = 1yl € P dir. zopy
ise ya = ve y, P dedir veya = ve y, P nin digindadir. o, kongriians1 P
ye baghdir.

Teorem 17 M bir monoid ve P de M nin bir alt kiimesi olsun. o,
sentaktik kongriians: P ye bagl M dzerinde mazimum tek kongrianstur.

Ispat p nun M iizerinde P ye bagh bir kongriians oldugunu kabul
edelim. (z,y) € p olsun. O zaman her u,v € M igin (uzv, uyv) € p dir.
u ve v nin her secimi igin ya uzv,uyv € P veya uzv,uyv ¢ P dir.Yani
her u,v € M igin

uzv € P <= uyv e P

dir. Boylece (z,y) € o, dir. ]

M = A* i¢in ilk tanimi diigiiniirsek L nin sentaktik monoidi Syn (L)
yi A*/oy, olarak tamimlanz. ¢ : A* — M morfizmi ve ¢! (P) = L
olacak sekilde M nin bir P alt kiimesi varsa A* daki bir L diline bir M
monoidi tarafindan tansnsr denir. Her L dili kendinin Syn (L) monoidi

-1
tarafindan tammr. Ciinkii P = o (L) ise o zaman L = (ai) (P)
dir. (oi : A* — A*/oy, 6rten monoid morfizmi vardlr.)

Teorem 18 A sonlu bir alfabe ve L C A* olsun. Agagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) L, A* wn rasyonel bir alt kimesidir

(il) Syn (L) sonludur.
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(iii) L ,bir sonlu M monoidi tarafindan tanwnar.

Ispat (i) = (i) : L nin A* 1 rasyonel bir alt kiimesi oldugunu
kabul edelim. O zaman Kleene teoreminden deterministik bir A =
(@, A, p,1,T) otomotosu igin L = L (A) dir. A* lizerinde 7 bagintisini.

wrz <= (Vg€ Q),quw =gz

olarak tamimlayalim. 7 nun bir denklik bagintis1 oldugu agiktir. 7 nun
kongriians oldugunu gosterelim. w7z ve u € A* olsun. Her ¢ € @ icin
qw = gz gergeginden

g (wu) = (qw)u = (¢2) u = g (2u)

oldugu kolayca goriiliir. Bu yilizden wurzu dur. Ustelik qu € Q olup
(qu)w = (qu) z olup vwruz dir. Simdi @ nun sonlulugundan A*/7
nun sonlu oldugunu sdyleyebiliriz. @ = {q1,.....,gn} olsun. O zaman
(w € A*) r-smifi wr, w,...,¢,w nun @ da alacag degerler ile hesa-
planir. 7 sinifinin tiim elemanlannin sayisi n® yi gegmez. A*/7 son-
ludur. w,z € A* ve wrz ol-

dugunu kabul edelim. O zaman Vu,v € A* icin uwvruzv dir. Boylece
her ¢ € Q icin

qUWY = qU2V

dir. Ozel olarak
tuwv €T < fuzv eT

dir. Yani
uwv € L <= uzv € L

dir. Bdylece (w,z) € or dir. 7 C oy, oldugunu gostermig olduk. O

zaman
Syn (L) = A*[o = (A*/7) [ (o1/7)

dir. A*/7 sonlu olup b6liim monoidide sonludur.

(41) = (448) : M = Syn (L) olarak ispat agiktir.

(#44) = (i) : M bir sonlu monoid, ¢ : A* — M morfizm ve M nin
L = ¢~ '(P) olacak sekilde bir P alt kiimesi oldugunu kabul edelim.
L nin rasyonel oldugunu gostermek istiyoruz. Kleene teoreminden bir
sonlu durumlu A = (@, 4,4, T) otomotosu i¢in L = L (A) oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. A min @ iizerindeki hareketiniq € @, a € A
icin

ga = gy (a)

kurali ile tammlayalim. Bunu ahgilageldigi gibi A* in @Q izerindeki
hareketine genigletebiliriz. ¢ € Q, w € A* icin

qu = g¢ (w)
dir. 4 =1 (M nin birim elemam), ¢ = M ve T = P olsun. O zaman

weL(A) = iweT = lpw)eP=weyp  (P)=1L
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olup L = L (A) dur. |

S ve T gibi iki monoid verilsin. U dan S ye 6rten morfizim ola-
cak gekilde T nin bir U alt monoidi varsa S, T yi béler denir ve S/T
olarak yazilir. Bagka bir deyigle S, T nin bir alt monoidinin homomorfik
goriintiisudiir.

Teorem 19 A sonlu bir alfabe L C A* ve M bir monoid olsun. Asagi-
daki ifadeler birbirine denktir.

(i) M ,L yi tanr.

(ii) Syn (L), M yi boler.

Ispat (i) = (ii) : L, M monoidi tarafindan tamniyor olsun.
p: A'— M

ve
¢ (P)=L

olacak gekilde M nin P alt monoidi vardir. P, M nin S = im(yp) alt
monoidi tarafindan igerilir.

A* 4 S = im (p)
7%\ < 0
Syn (L) = A*/oy,

@ ve UE ortendir. L ye bagh ker ¢ kongriiansi z € L ve (z,y) € ker ¢

igin
pE)=py)eP=yecl

dir. o, L ye bagl tiim kongriianslarn igerdiginden ker ¢ C oy, dir. Yani
Ker ¢ C Ker ‘72, dir. O zaman S den Syn (L) ye 6 morfizmi vardir
oyleki fop = ‘TE, dir. Syn (L), M nin S alt monoidinin homomorfik
goriintiisiidiir. Boylece Syn (L), M yi boler.

(44) = (i) : Syn (L) nin M yi boldiglini kabul edelim. M nin S alt
monoidi ve ¢ : § — Syn (L) 6rten morfizmi vardir.

M2S 4 Syn(L)
NS
A*
¥, ob ortendir. Her a € A igin 0(a) y1 ¢~ (aﬁ/) (@) da bir eleman
olarak segersek (1) orten olup bu miimkiindiir.)

0 (a) = o} ().

dir. Boylece # : A — S doniiglimiine vardir. 6 : A* — S ye tgk
gekilde genigletebiliriz. ol = ai, A fiizerinde aym olup A* a tek
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geniglemeleri de aynidir.

Yani 100 = o, A* dan Syn (L) ye morfizm olarak alabiliriz. P = 6 (L)
olsun. O zaman 0~ (P) D L dir. 6~ (P) C L oldugunu gostermek igin
w € 071 (P) alalim. 0 (w) € P dir. Bu yiizden z € L vardir 6yleki

6 (w) =6(2)
dir. ¥ (8 (w)) = ¢ (0(2)) olup boylece o', (w) = ol (2) dir. zopw ve
1.z.1 € L dir. oy nin tammindan w € L dir. 67! (P) C L dir.
0—-

z =
L =071 (P) olup L, M monoidi tarafindan taninir. ]
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3.2. Minimal otomoto

M bir monoid veya yarigurup, X, M nin herhangi bir alt kiimesi
ve 4 € M olsun. v X i

u X ={seM:use X}
olarak tamimlayalim. 4~*X bog da olabilir. 171X = X dir.
('u,'U)‘1X ={seM:use X} = {3 €M:vs€ u_lX} - (u—.lx)

olup (uv) ™' X = v~! (u~1X) dir. P(4*), A* m tiim alt kiimelerinin
kiimesi oldugunu hatirlayalm. P (A*) {izerinde A* 1n hareketini X C
A* ve u € A* igin
Xu=u"'tX
olarak tanimlayalun. Dikkat edilecek olursa u,v € A* igin
X1=X, X(w) = (Xu)v
dir. L , A* in herhangi bir alt kiimesi olsun.
Qr={u"'L:ue A}
ir=L(=i"'LeQ;)
Ty = {u~'L:u e L}
olarak tanimlayalim. T}, i¢in alternatif bir tanim olarak
T, ={z€Qr:1€z}
verilebilir. Dikkat edilirse
ueEL<ulel+>lecu'l
dir. Ay = (Qr, 4,15, T1L) otomotosu
iweT, <> wlip=w'LeTy <> 1lcuw'L<wel
olup @, sonlu ise Ay, = (Qr, 4,%5,T1) otomotosu L yi tanir.
Teorem 20 Q) sonludur& L bir rasyonel kimedir.

Ispat (=) Qr, sonlu olsun. Ay, L yi tamyip L rasyonel kiimedir.
(«=) L bir rasyonel kiime olsun. Béylece erigilebilir deterministik
A=(Q,A,iT)igin L = L(A) dir. (:Q — P (A*) doniigiimiinii

((@={weA:queT}

kural: ile tammlayalim. A erigilebilir olup her ¢ € @ baz1 u € A* lar
i¢in ¢ = tu dur. ¢ (q) € QL oldugunu gosterelim.

wel(q <= qweT< = uwvweT < uwwelL
= weu L= ((g)=uv"'Leq,
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dir. ¢ : Q — @1 oldugunu diigiiniirsek ¢ ortendir. Giinkii her u~'L €
Q1 igin ¢ = iu durumunu goézoniinde bulundurursak

(@={wed:iuwweT}={we A :uwe L} =u"L

dir. ¢ orten @ sonlu olup @ de sonludur. B

Yukaridaki ispatta dikkat edilirse L, A* in rasyonel bir alt kiimesi ve
A= (Q,A,iT) L yi tamyan bir deterministik erisilebilir bir otomoto
ise 0 zaman |Q| > |@y| dir. O halde A;, = (Qr, 4, iz, T;) otomotosuna
L yi taniyan minimal otomoto denir.

Ornek 21 A = {a,b} ve
L= A"abA* = {w e A" : ab w nun bir parcasidir.}
O zaman i, = L olsun.
La={weA* :awel}=LUbA* =L,
Lhb={we A*:bwelL}=L
Lo={we A :aweLi}={weA :d*'wel} =1L,
Lib={we A" :wel}={wed*:abwe L}
=A"=LyLya = Lyb= Ly

Ty, = {z €Qr: 1€z} = {Ly} olarak bulunur. Ap = (Qr,A,ir,TL)
nin durum diagrams

b aLa,b
\,08\4,9 \/Ej\
/L/L /L/

1 2

Sekil-18

Ornek 22 A = {a,b,c} ve L = a*btct = {a™b"c¢? : m,n,p > 1} ol-
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sun. Burada iy, = L ve
La={we A*:awe L} =LUbtct =L,

Lb={weA*:bwe L} =0
Le={we A :cwel}=0

Lio={weA* :awe li}=1L

Lib={we A*:bw € L1} = {w € A* : abw € L} = b*ct = Ly
L1c={w€A*;cwEL1}=@
Lya={we A" :aw € Ly} =0
L2b={wEA*:bw€L2}=L2
L26={1U€A*ZC'U)€L2}=C*=L3

fa=0b=0c=10

Lya={we€ A*:aw € L3} =0
Lgb’—‘{’LUEA*Ib’LUELa}:(D
Lic={we A*:cw e L3} = L3

olup Ty, = L3 diir. Ap = (Qr, 4, ir,TL) nin durum diagrama

e

Sekil-19

Dikkat edilirse her durumda minimal otomotonun sonlulugu L nin rasy-
onel oldugunu dogrular.

Ornek 23 A = {a,b} ve L = {a™":n > 1} olsun. L nin rasyonel

olmadigime biliyorua.

7:[,=L ve

La={w€A*:awEL}———{a”“lb":'rLZl}:Ll

diyelim.

h={weA* :bwel}=0

Pa=0b=0
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daha genel olarak,
La" = {a""bn n> 1} =L,

diyelim. L, sonlu olmayp L rasyonel degildir.
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3.3. indirgenmi§ otomoto

A =(Q, 4,1, T) tam deterministik erigilebilir bir otomoto olsun. A*
m ¢~ T alt kiimesini

¢'T={we A*:que T}
ile gosterelim. @ {izerindeki p denklik bagintisim
p={(a,0) €Q*xQ:¢'T=g;'T}
olarak tamimlayalim. Eger p, Q iizerinde Ozdeg bagnti yani
G l=g'T=q=¢
ise A otomotosuna indirgenmis otomoto denir.

Teorem 24 Her rasyonel L dili i¢in minimal otomoto Ay, indirgenmis-
tir.

ispat 01,q2 € Qp icin q; = u7'L ve g3 = uy 1L olsun. qipgq oldugunu
kabul edelim. Boylece q7 Ty, = ¢; T},

{lweA :queTt={we A :quweTlL}
dir. Yani
{we A*: (ul‘lL) weTl,} = {weAd: (uz'L)w e Tp}
weAd :wu'LeT} = {wed 1w 'u'LeT}
{wed: (ww) ' LeT} = {we A : (vpw) ' LeTL}
T}, nin tanimindan
{fweA*:uyw e L} ={we A :uyw € L}
u'L = uz'L olup q, = g dir. A4, indirgenmistir. ]

A=(Q,A,p,i,T) tam deterministik erigilebilir bir otomoto ve p ,Q)
{izerinde daha 6nce tamimladigimz gibi bir denklik olsun. 4/p boliim

otomotosunu )
(Q/p.4,9,3,,T')

olarak tanunlayacagiz. Burada
T ={tp:t €T}
veherg€e @ a€ Aigin

¥ (gp,a) = (¢(g,a)) p

dur. Bunu daha basit olarak (gp, a) = (g, a) p yazacagiz. Q/p iizerinde
A nin hareketinin iyi taniml olup olmadigimi kontrol edelim. Yani
Q1P = q2p ise

v (‘hpa a’) =V (QZP, CL)
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olup olmadigina bakalim. g;p = gzp oldugunu kabul edelim. O zaman
VYw € A* igin

qweET <= quweT
dir. Bu dzel olarak w € aA* iginde saglanir. Her z € A* igin

qoz €T < quaz €T

dir. Burada (qia) p = (gea) p dur. Boylece istenen ispatlanmug olur.
A/ p bir otomotodur. Ustelik

T'={gp€Q/p:9qpNT #0}={gp€Q/p:qp C T}

oldugunu gosterecegiz. Ilk esitlik 7" niin tammindan agiktir. Ikincisi
igin
gpCT=qpNT#0

dur. Tersini gbstermek igin gpNT # 0 olsun. O zaman gp da t vardir
oyleki t € T dir. Fakat o zaman ¢'pt de her ¢/, gp da olur ve bdylece

()T =t"'T
(¢) ' T,1iigerip ¢’ € T dir.
gpCT
dir.

Teorem 25 A= (Q, A,1,T) tam deterministik erigilebilir bir otomoto
olsun. O zaman A/p indirgenmis ve L (A) = L(A/p) dur.

Ispat Vg € Q vew € A*igin (gp) w = (qw) p dur. A/p nun indirgenmis
oldugunu gosterelim. g;p, g0 € Q/p alalim.

(@) T = (g20)"' T"

olsun.

il

{we A :qpwe T} {we A*: qpw € T'}
{fwe A*: (qu)peT'} = {weA*: (puw)peT'}
T’ nin tanimindan
{weAd:queTt={we A : queT}q'T=q'T
olup
Qp = qp
dur. O halde
weL(A/p) <= (ip)weT
= (iw)peT <= iweT < we L(A4)
dir. =

Bu teoremde bize verilen bir rasyonel dili tanmiyan tam deterministik
erigilebilir bir otomotomuz varsa indirgenmis otomotoyu tam determi-
nistik erigilebilir olmay1 bozmadan inga edebilecegimizi soyler.
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Ornek 26 A = {a,b} ve L = A*abA* U A*baA* olsun. L yi tamyan
(tam ve deterministik olmayan) otomotonun durum diagrams agadidaki
gibidir.

ab b ab
—}M_c \ S \
N
4 &
N/ a
ab \C 5
\y
Sekil-20
la={1,2) 16 = {1,4}
{1,2}b = {1,3,4} {1,4}a = {1,2,5}

{1,3,4}a={1,2,3,5}  {1,3,4}b={1,3,4}
{1,2,5}b={1,3,4,5} {1,2,3,5}a={1,2,3,5}
{1,3,4,5}a = {1,2,3,5} {1,3,4,5}b={1,3,4,5}

{1,2}a = {1,2}
{1,4}b = {1,4}
{1,2,5}a = {1,2,5}
{1,2,3,5} b = {1,3,4,5}
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Sekil-21

Bu A otomotosu indirgenmis degildir.

T= {{17 2, 5} ’ {la 3a4} ) {1’ 3)4’ 5} ’ {1) 2,3, 5}}

{37'r =
{1,2}7'T = LubA*
{1,4}7'T = LuaeA
{1,2,5}7'T = {1,3,4} ' T = {1,2,3,5) ' T'={1,3,4,5} ' T = A*

A nin 4 terminal durumunu tanimlar. A/p daha basit asagidaki durum
diagramina sahiptir.

I
b~
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Bu otomoto indirgenmigtir.

La = {weA" :awe L} =LUMA* =L,

Lb {fwe A :bwe L} =LUad* = L,
Lia = L (azw € L) yLib=A*(baw € L) -
Lya = A (abw € L), Lyb = Ly (Y*w € L)
A'a = A'b=A"

I

Sekil-23
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A ve A/p nun diagramlarnnn etkisel olarak aymi olugu bir tesadiif

degildir.
£:Q — QL
¢€(q) = ¢7'T (q € Q) seklindedir. ¢ nin @ dan @ ye Orten oldugu
gosterildi. £€(q) = €(¢') = qpq¢’ dir. Boylece A = (@, 4,1,T) in-
dirgenmis ise £ birebir ve ortendir. A; = (Q1, 4, ¢1,i1,T1) ve Ay =
(@2, A, p2, 12, T3) iki otomoto olsun. Eger her ¢, € Q1 ve her a € 4 igin
£:Q1—> Qo £(i1) =1y

Vg, € Ty = €(qu) € Ty

(o1 (q1,0)) = 2 (§(01) » @)

olacak gekilde 1-1 & doniigiimi varsa A;, A, otomotolarina izomorfiktir
denir.

Teorem 27 L , A* da rasyonel bir kime Ay minimal otomoto A =
(Q,A,4,T) L yi tanyan tam deterministik erigilebilir bir otomoto ol-
sun. O zaman A, A;, ye izomorfiktir.

ispat £:Q — Q,, yc daha Once tanunladiginnz gibi olsun.,
(@) =i T={we A :iweT}=L=1,

qeET <= 1eq T ¢ TeT, ¢ eTy

£(ga)=(q0) ' T=0a""¢g7'T = (¢"'T)a=£&(q) a
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3.4. Bir otomotonun doniisiim monoidi

A = (Q,A,i,T) bir otomoto olsun. 7, A* iizerinde daha nce
tanimlandig gibi bir kongurans olsun.

wrz & (Vg eQ), qu =gz

A* /7 nun sonlu oldugunu gdrdiikk. w nun 7-sinifim @ ile gosterip A* /T
nun } iizerinde hareketini

QW = qw

kurali ile verelim. 7 nun tamimindan dolay1 eger w;=w, ise o zaman
her ¢ € @ igin qw; = qws dir. Boylece

Vg € Q, qui = qW,
dir. Dikkat edilirse her ¢ € @ ve her W,z € A*/7 igin
q(Wz) = (qw) Z
dir. Daha da Otesi
Yee@R, qu=qz2=T=7
olup (Q, A*/7) doniigiim monoididir. (Q, A*/7) ya A otomotosunun
déniigtim monoidi diyecegiz ve T M (\A) ile gosterecegiz. Eger bize sonlu
bir déniigiim monoidi X = (Q, M) verilmis ise o zaman (@, M\ {1}, ¢)
otomotosunu
¢(g,8)=gs(a€ @, s€M\{1})

olarak tamimlayabiliriz. Eger M\ {1} bir kiime olarak gézoniinde bu-
lundurursak (M\ {1})* i Q iizerindeki hareketini ahgilageldigi gibi
tamimlayabiliriz. s;....8m ve ti....t, elemanlari(M\ {1})* da egit ise o
zaman her ¢ € Q iizerine etkileride aymdir. Bu otomoto X = (Q, M)
déndigiim monoidinin otomotosu olarak adlandirihr ve Aut (X) yazilir.

Ornek 28 Durum diagrams agagidaki gibi verilen A otomotosunu goz-
ontnde bulunduralim.
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> 2
b b a
a
4
>
3 b G
ah
Sekil-24

@ ve b nin Q fizerindeki hareketi agagidaki gibidir.
o 1234\ - 1234
a—= ,b =

2424 3344
2 m2_ (1234) _
(a)_(E)—(4444)_z

g (1284) _ g (1234)
“\3434) 78T \2244) "

diyelim. aba = @ ve bab =b dir. Béylece T'M (A)

O zaman

olur.

1’ a” b, z7 e, f
olmak iizere 6 tane elemani igeriyor. Eger biz bu déniigiim monoidi

X = (Q,M) = ({1,2,3’4},{]_,E,E,Z,e,f})

ile baglarsak ve daha oOnce tarif edildigi gibi Aut (X) i insa edersek o
zaman orjinal otomotoya geri donmeyecegiz. Yeni otomotonun alfabesi
@,b, e, f,z olan beg elemanl: alfabedir ve agagidaki durum diagramina
sahiptir.
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Fakat biz bu yeni otomotonun doniigiim monoidini hesaplarsak daha
énceki gibi 6 elemanli ayn1 monoide ulagiriz. (her A otomotosu igin)

Aut (TM (A)) # A dur.
Teorem 29 Her X = (Q, M) sonlu dénigim monoidi igin
TM (Aut (X)) 2 X
Ispat @ sonlu ve X = (Q, M) olsun. O zaman
Aut (X) = (@, M\{1},¢)

olur. Burada
¢(g,8) =gs(qg€Q,s € M)
s elemammn Q iizerindeki hareketi, doniisiim monoidi tarafindan hesa-

planir.
TM (Aut (X)) 4, (Q, (M\ {1})* /7) olarak tanimlaniz. Her ¢ € @ igin

(51-0:8m) T = (t1--8n) T € q(51...5m) = ¢ (t1---tn)
g: (M\{1})' — M

6 (81...8m) = S1-.-5m
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ve 0, (M\ {1})* 1 bog kelimesini M nin birimine goénderen donigiim
olarak tamimlansin. (M\ {1})* in herhangi iki s;...s, ve t.....t, elemam
i¢in
0(s51..-8m) = O(t1...tn) © b1ty = 510008,
& @S1...5m = qti..tn (Vg € Q) & $1...8,Tt1.. 1y

dir. O zaman

a: (M\{1})"/)Jr— M
izomorfizmi vardir ve agagidaki diagram degigmelidir.

* g
(M\ {1}) — M
T Sa
(M\{1})" /7

Dahada 6tesi her ¢ € @, her sy...5,, € (M\ {1})" igin

q(a((s1--8m) 7)) = q(0(51---8m)) = ¢ (51.--5m)

10,e) : (@ M\{1})"/7) — (@, M)
(16,0) (gs) = 10(q)(s)

dir. Sonug olarak 8, (@, (M\ {1})* /7) den (Q, M) ye bir TM-izomorfi-
zimdir. ®
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3.5. Sentaktik monoidin hesaplanmasi

A bir alfabe, L, A* 1n rasyonel alt kiimesi, Ay, L nin minimal otomo-
tosu olsun. Ay, nin durumlari (u € A*), 4 'L formunun alt kiimeleridir.
Ay, nin déniigiim monoidi (Qr, A*/7) dur. Burada her u € A* igin

wrz & (u“lL) w= (u“lL) zeow L =2"tu"tL
dir. Bunu daha formal olarak asafidaki sekilde yazarz.
{v €A wv € u_lL} = {'u €A :2ve u—lL} veya
{veA*:uwvel} = {u€A*:uzvel}

Her u,v € A* igin
uwv € L <> uzv € L dir:.

Bu yiizden 7, o, olarak daha Once tamimlanan sentaktik kongriianstir.
A sonlu bir alfabe ve L, A* n rasyonel bir alt kiimesi olsun. L nin
sentaktik monoidi ile L nin minimal otomotosunun doniigiim monoidi
aynidir.

Ornek 30 A = {a,b}, L = A*abaA* olsun. L nin Ay, minimal oto-
motosunu hesaplayalim. iy = L.

La={we A" :awe L} =LUbaA* =L,
Lb={weA*:bwel}=L
L1a={w€A*:a2weL}=L1
Lib={we A*:abw € L} = LUaA* = L,
Lya={we A*:abaw € L} = A* = L
Lb={we A*:abbw e L} =L
Lia = L3b= L3

Durum diagrams
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seklindedir. L,L,, Ly, Ly yerine 1,2,3,4 alirsak Ay, nin déntisim mo-
noidinin asaqidaki elemanlaring sahibiz. Dontgtm igin i, j, k,l yaza-

1234
7t ( 3 ) ve (i, 7, k,1) = 4444 4 0 ile gosterecediz. Bu durumda

coffz. | ikl
a = 2244 ?=1114 ba®=ba a®b=ab
b=1314 a®*=a bab=3434 a?ba=0

a?2=2244=a a®b=ab b%a=2224 a2b® = ab?
ab = 3344 aba =0 b3 = ? aba? =0
ba = 2424  ab® = 1144 at=a abab =0

ab?a =a bab? = 1414 a®>=a a’bab=0
ab =al® Pa?=0%a db=ab d*?*ae=0
ba® =ba 0%ab=3334 aPba=0 aba® =0
ba2b =bab VPa=10%a a*0? =ab?® aba®b=ad
baba = 0 bt =12 a?bu? =0 ba®b = bad
a?® =ab? alPa=a V2a?b=10%b baba®=0
ab?a®? =0 abab® =0 ba’ba=0 0b®ab=bab
babab =0 ba*=ba ab*=ab® bab’a = ba
bab? = bab® bal® = bab?® bPa® = b%a
b2a® = b%a  blab?® = b? bt = b%a
b%aba =0 b = b?
Bu hesaplamalar bize uzunlugu 5 olan 32 kelimeden bagka kelime ol-
madigin1 soyler. Ayni zamanda sentaktik monoid

1,a,b,ab,ba,b?, 0, ab?, bab, ba, bab?, b*ab
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olan 12 kelimeyi igerir. Bu bilgiler ile Cayley tablosu yapmak kolaydir.
Boyu 1 olan kelime 2 tane, boyu 2 olan kelime 4 tane boyu 3 olan kelime
8 tane dir. A*/7 sonlu oldugundan bunun sinir1 n*dir. Burada |Q| =n
dir. Bu hesaplamalar1 yapmak {izere Paris ve Nebraska iiniversiteleri
bilgisayar programi geligtirmigtir.
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