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OZET
OZEL CEBIRSEL EGRILER UZERINDE WEIERSTRASS SEMiGRUP
Gokhan CAGLAR
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danisman: Prof. Dr. Nesrin TUTAS
Ocak 2024, 45 sayfa

Niimerik semigruplarin 6nemli bir 6rnegi, bir egrinin bir noktasindaki Weierstrass
semigruptur. Weierstrass semigruplar ve gonalite dizisinin cebirsel geometri, kodlama
teorisi gibi matematigin bir ¢ok dalinda uygulama alani1 vardir. Weierstrass semigruplar
ile gonalite dizileri, 6zellikle, yeni kodlar kurmak, minimum mesafe i¢in siirlar bulmak
ve kodlarin boyutlarinda iyilestirmeler yapmak amagli ¢alismalarda 6nemli rol oynarlar.

Bu tezde; Hermityen, Suzuki fonksiyon cisimlerinin yani sira Skabelund
(2018)) tarafindan kurulan ve Suzuki fonksiyon cisminin bir Kummer genislemesi olan
yl+y = 3% (z9+x), t™ = 29+ ile tanimlanan S = F,(z,y,t)/F, fonksiyon cisminin
temel kavramlar verilmis, rasyonel noktalarda Weierstrass semigruplar1 arastirilmis
ve Beelen vd. | (2021), Bartol1 vd. | (2021]) calismalarindaki teknikler ile yeniden elde
edilmistir, burada n > 1, ¢, = 2", ¢ = 2¢3, m = q — 2qy + 1 dir. Ayrica bir fonksiyon
cisminde gonalite dizisi ile Weierstrass semigrubu arasindaki iliski incelenmis ve bazi
cins degerleri i¢in gonalite dizisi verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Artin-Schreier genislemeleri, cebirsel fonksiyon ci-
simleri, gonalite dizisi, Hermityen fonksiyon cismi, Kummer genislemeleri, maximal
fonksiyon cisimleri, Skabelund maximal fonksiyon cismi, sonlu cisimler, Suzuki fonk-
siyon cismi, Weierstrass semigrup.
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ABSTRACT
WEIERSTRASS SEMIGROUP ON SPECIAL ALGEBRAIC CURVES
Gokhan CAGLAR
MSc Thesis in Matematik
Supervisor: Prof. Dr. Nesrin TUTAS

January 2024, 45 pages

An important example of numerical semigroups is the Weierstrass semigroup at
a point on a curve. Weierstrass semigroups and gonality sequences have applications
in many branches of mathematics such as algebraic geometry and coding theory.
Weierstrass semigroups and gonality sequences, in particular, they play an important role
in studies aimed at establishing new codes, finding limits for minimum distances, and
making improvements in the size of codes.

In this thesis; Hermitian and Suzuki function fields along with the basic concepts
of the function field S = F,(z,y,t)/F,, which is a Kummer extension of the Suzuki
function field established by Skabelund | (2018) as y? + y = x% (29 4+ ), t"™ = 27 + =z,
are given, rational points on Weierstrass semigroups are investigated and also recovered
by using techniques from the work of |Beelen vd. | (2021)), Bartoli vd. |(2021]). Here
n>1,q =2",q=2q¢,and m = ¢ — 2q, + 1. In addition, the relationship between
the gonality sequence in a function field and the Weierstrass semigroup is examined and
the gonality sequence is given for some genus values.

KEYWORDS: Artin-Schreier extensions, algebraic function fields, gonality se-
quences, Hermitian function field, Kummer extensions, maximal function fields, Ska-
belund maximal function field, finite fields, Suzuki function field, Weierstrass semigroup.
COMMITTEE: Prof. Dr. Nesrin TUTAS
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ONSOZ

Bu tez caligmasi esas olarak dort boliimden olusmaktadir. Konu hakkindaki genel
ve tanitict bilgiler birinci boliimde, “Giris” baslig1 altinda verilmistir.

Ikinci boliimde, cebirsel fonksiyon cisimleri ve niimerik semigruplar teorilerinde
caligmamiz i¢in 6nemli yapilar, tez boyunca kullanilacak kavramlar ve bunlara ait goste-
rimler “Kaynak Taramas1” baslig1 altinda tanitilmistir.

Ugiincii béliimde, kullanacagimiz yéntemler ve materyaller verilmistir. Hermit-
yen, Suzuki fonksiyon cisimlerinin (egrilerinin) yapisi, 6zellikleri ve rasyonel noktalar-
daki Weierstrass semigruplari incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise bu tez ¢alismasi boyunca elde edilen sonuglar “Bulgular ve
Tartisma” baslig1 altinda verilmistir. Suzuki fonksiyon cisminin Kummer genislemesi olan
S fonksiyon cismi tanitilip, 6zellikleri verilmis ve ardindan rasyonel noktalarda Weierst-
rass semigrubu incelenmistir. Ayrica gonalite dizileri ile Weierstrass semigrup arasindaki
iliski incelenmistir.

Lisans egitimimden bu yana benden bilgisini ve destegini hi¢ esirgemeyen, akade-
mik hayatimin olugsmasina katkida bulunan sevgili danismanim Prof. Dr. Nesrin TUTAS a
canigoniilden tesekkiir ederim.

Benden maddi ve manevi destegini bir an olsun esirgemeyen, her an yanimda olup
her kararimi destekleyen meslektasim, agabeyim Dog. Dr. Umut CAGLAR’a, emeklerini

hi¢ esirgemeyen annem Semiha CAGLAR’a ve biitiin aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Varligin1 manevi olarak hep hissettiren ve depremden sonra hep yanimda olan sev-
gili Ceylan SAVAS’a igten tesekkiir ederim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “OZEL CEBIRSEL EGRILER UZERINDE
WEIERSTRASS SEMIGRUP” adli bu ¢alismanin, akademik kurallar ve etik degerlere
uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin
kaynagini gosterdigimi beyan ederim.
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Gokhan CAGLAR



Simgeler

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Dogal Sayilar Kiimesi

:NU {0}

: Tam Sayilar Kiimesi

: Kompleks Sayilar Kiimesi

: F'/ K nin noktalarinin kiimesi

: F'/ K nin bélenler grubu

: D boleninin Riemann-Roch Uzay1

: D boleninin derecesi

: £ (D) uzaymin boyutu

: D boéleninin 6zellik indeksi

: F'/ K nin adel uzay1

: F'/ K nin Weil diferansiyelleri uzay1
: H nin Frobenius sayis1

: H nin bosluklar1 kiimesi

: H nin bosluk sayis1

: H nin kathlig1

: H nin 6nderi

: H nin n ye gore Apéry kiimesi

: H nin my ye gore Apéry kiimesi

: F'/ K nin cinsi

- P’ noktasinin P iizerinde dallanma indeksi
- P" noktasinin P iizerinde goreceli derecesi

: D bdleninin F' /F deki esnormu

: P iizerine P’ niin fark katsay1s1

: F’/F nin farki

vi



Cotrp /i (w) :w Weil diferansiyelinin F' /F deki esizi

Ap : F'/ K nin diferansiyel uzay1
Yy : F'/ K nin r-inci gonalitesi
GS(F/K) : F'/ K nin gonalite dizisi

Yo : F'/ K nin gonalitesi

|t] : t nin tam degeri

vil
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1. GIRIS

Niimerik semigruplar, Sylvester’in (1884) de ortaya attig1 ve daha sonra Frobenius
tarafindan genellestirilen ve literatiirde Frobenius problemi olarak bilinen, aralarinda asal
olan pozitif tamsayilarin pozitif katlar1 cinsinden yazilamayan en biiylik pozitif tamsay1y1
bulma problemi ile ilgili yapilan ¢caligmalarla gelistirilmistir.

Niimerik semigruplar teorisi cebirsel geometri ve kodlama teorisi gibi bir cok uy-
gulama alan1 bulmustur. Cebirsel geometrik kodlar (veya Goppa kodlar), cebirsel egri
tizerinde 6zel kosullara sahip G ve D gibi iki bdlen kullanilarak olusturulan lineer kod-
lardir. G boleni tek bir P noktasinin kati olarak alindiginda elde edilen kodlar, tek nokta
kodlar1 olarak bilinir. Bu kodlarin parametreleri P noktasinin Weierstrass semigrubu ile
yakindan iligkilidir.

Bir P rasyonel noktasindaki Weierstrass semigrup
H(P) :={a € N;: dyle bir f fonksiyonu var ki (f),, = aP}
ve bosluk kiimesi N\ H (P) ile tanimlanur.

Gosterilmistir ki, G bdleninin ¢ok noktali olmasi durumunda daha iyi parametreli
kodlar elde edilebilmektedir. Eger G nin destek kiimesi P, ..., P, gibi r nokta igerirse,
karsilik gelen r-noktali kodunun parametrelerini tahmin etmek icin  noktanin Weierstrass
semigrubu kullanilabilir. » elemanli nokta kiimesinin Weierstrass semigrubu, tek nokta-
nin Weierstrass yar1 grubunun bir dogal genellemesidir ve literatiirde oldukca ¢alisilmis-
tir. Bir sonlu cisim tizerindeki nokta ¢ifti icin Weierstrass semigrubunun belirlendigi egri
ailelerine ornek olarak hipereliptik ve diizlemsel kuartik egriler, Hermityen egri ve Su-
zuki egri aileleri verilebilir. Weierstrass semigrubun r noktaya genellemesi ile ilgili olarak
Matthews | (2004a,b)) nin ¢calismalar1 verilebilir.

Cebirsel gruplarla iligkili tic 6nemli egri ailesi: Hermityen, Suzuki ve Ree egrileri-
dir. Bu egrilerin karakterizasyonu rasyonel noktalarin sayisi, cinsleri ve otomorfizm grubu
ile yapilabilir.

Hermityen egri, herhangi bir g asal kuvveti i¢in F . lizerinde maksimal egridir,
ciinkii rasyonel noktalar1 say1s1 Hasse-Weil sinirmi saglar. ¢ = 22/71 ¢ > 1 i¢in Suzuki
egrisi F 4 lizerinde maksimal egridir ve ¢ = 3%+t > Oigin Ree egrisi F ;0 Uzerinde mak-
simal egridir. Bu egriler, kendi cinslerine ait egriler i¢indeki maksimum rasyonel nokta
sayisina sahiptirler.

Maksimal egriler uzun kodlara olanak tanidiklarindan geometrik Goppa kodlara
yonelik uygulamalar i¢in oldukga kullanigl ve dikkat ¢ekicidirler.

Matthews | (2004a), Hermityen egri tizerinde r farkli dogrudas (collinear) rasyonel
noktanin Weierstrass semigrubunu belirlemistir, r > 2.
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Hansen ve Stichtenoth | (1990), geometrik Goppa kodlar1 Suzuki egrisi lizerinde
ele almislar, kodlarin parametrelerini belirleyerek kodlar icin iirete¢ ve kontrol matrisle-
rini incelemislerdir. Bir Suzuki egrisi lizerindeki iki ayr1 noktanin Weierstrass semigrubu
Matthews | (2004b) tarafindan incelenmistir.

Bu tez ¢alismasi boyunca cebirsel fonksiyonlar teorisi kavramlari ve gosterimleri
kullanilacaktir.

p asal say1, ¢ = p* > 1 olmak iizere, y? + y = 29" denklemiyle verilen
H =T ;(z,y)/F 2 cebirsel fonksiyon cismi, Hermityen fonksiyon cismi olarak bilinir.

n>1,q, = 2", ¢ = 2¢% olmak iizere, y? + y = x% (27 + z) denklemiyle tanim-
lanan S = [ (z,y)/F, cebirsel fonksiyon cismi Suzuki fonksiyon cismidir.

Skabelund | (2018)), Suzuki egrisinden (fonksiyon cismi) hareketle F| 4 tlizerinde
bir maksimal fonksiyon cismi olusturmustur. S / [, fonksiyon cismi, n > 1, ¢, = 2",
q=2q3, m = q— 2q, + 1 olmak iizere,

S = F,(z,y,t), " +y=a%(z?+x), t" =z?+ 2z

ile tanimlanir. Beelen vd. | (2021)), bu fonksiyon cisminin Weierstrass semigrubunu [, ve
[ 4« rasyonel noktalari tizerinde incelemistir. Bunun yani sira, fonksiyon cismi ve semig-
ruba ait bir¢ok 6zellik |[Skabelund | (2018)) ve Beelen vd. | (2021)) tarafindan verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, S fonksiyon cisminin 6zellikleri incelenerek, herhangi bir P
noktasinda Weierstrass semigrubunun yapisi Beelen vd. | (2021)) teknikleriyle belirlenmis-
tir. Ayrica, ¢, = 2 igin, Suzuki fonksiyon cisminin gonalite dizisi (bakiniz, Tamm[4.6) ve
baz1 6zellikleri ele alinmigtir. Weierstrass semigrubu ve gonalite dizisi arasindaki benzer-
lik gbzlemlenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI
2.1. Cebirsel Fonksiyon Cisimleri Teorisinde Temel Kavramlar

Bu béliimde, cebirsel fonksiyon cisimleri teorisinin temel kavramlari tanimlanacak
ve bu konunun temel 6zellikleri incelenecektir. Aksi belirtilmedikge, K bir cismi gostere-
cektir. Kavramlarin detay1 i¢in Chevalley | (1951)); Salvador |(2009) ve Stichtenoth | (2009)
kaynaklar1 6nerilir.

Tamm 2.1. K, F cisminin bir altcismi olmak tizere, K iizerinde askin olan bir x € F'i¢in
F, K (z) tizerinde sonlu cebirsel genigleme ise F ye K iizerinde bir degiskenli cebirsel
Sfonksiyon cismi denir, kisaca F'| K ile gosterilir.

Sonlu cebirsel genigleme

F
i

K (z)
|

|

K

Tanim 2.2. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere, F nin K iizerinden cebirsel

elemanlarinin olusturdugu cisme F' | K min sabitler cismi denir ve Kile gosterilir. K = K
ise K ya F'nin tiim sabitler cismi denir.

Bir degiskenli cebirsel fonksiyon cismine drnek olarak rasyonel fonksiyon cismi
K (x) verilebilir. K (z) in sifirdan farkli her elemant sonlu sayida indirgenemez polino-
mun kuvvetlerinin ¢arpimi olarak, siralanig disinda, tek tiirlii yazilabilir. Bu durumun F'
de nasil olacagini gérebilmek amaciyla degerlendirme halkalarindan yararlanilir.

Tamm 2.3. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve O, F nin bir althalkasi olmak iizere,

1. KCOCE
F F
2. Herz € Figinz € Oveyaz ' €0

saglamrsa O halkasina F /K min bir degerlendirme halkasi denir. Bir O degerlendirme
halkasinmin maksimal idealine F'/ K nin bir noktasi (place) denir ve F'/ K nmin tiim nokta-
larindan olusan kiime P ile gosterilir.

F/K nin bir O degerlendirme halkasi aslinda F'/K nim yerel (lokal) halkasidir.
P := O\0*, O halkasinim tek maksimal idealidir, tek tireteglidir ve O, tek iiretecli ideal
bolgesidir. Degerlendirme halkalarinin 6zelliklerini ayrintilar icin|Chevalley | (1951));|Sal-
vador | (2009) ve Stichtenoth | (2009)) 6nerilir.

Tamm 2.4. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere, v : F' — 7 U {oo} fonksiyonu
3
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v(zr) =00 =0,

Her0 # a € Kiginv(a) =0,

Oyle birt € Fvardir kiv(t) =1,

Herz,y € Figinv(z +y) > min{v(z),v(y)},
Herx,y € Figinv(x-y) =v(z)+v(y)

SR N~

kosullarint saglarsa bu fonksiyona, F'/K min bir ayrik degerlendirmesi (discrete valu-
ation) denir.

Ozel olarak, v (z) # v (y) ise v (z + y) = min {v (z),v (y)} dir. F/ K bir cebirsel
fonksiyon cisminde P = t0O ise her z € F'\ {0} i¢in z = t"u olacak bi¢gimde bir u € O*
ve n € Z vardir (Stichtenoth | (2009)). Dolayisiyla,

oo, z=10
vP.F%ZU{oo},vP(Z)—{ n, 2240

seklinde tanimlanan v bir ayrik degerlendirme fonksiyonudur. Belirtilmelidir ki, vp, sa-
dece Pnoktasinin se¢imine baglidir. Burada, “co0”, her m, n € Z igin

00+ 00 =00+n=n+ 0o = oo ve oo > m Ozelliklerini saglayan Z de olmayan bir
sembolii temsil etmektedir.

Bundan sonra P € P noktasina karsilik gelen degerlendirme halkasi ig¢in O yerine
O p gosterimini kullanacagiz. P, Op ve vp arasindaki iliski asagidaki sekilde verilebilir:

Op = {2€F:vp(z) 20},
O = {2€F:up(z) =0},
P = {ze€F:vp(z)>0}.

Tamm 2.5. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve P € P olsun. Bir z € Figin
vp(2) = m > 0 ise Pnoktasina z elemanimin m katl sifir;, vp (z) = n < 0 ise
Pnoktasina z elemaninin n katly kutbu denir.

F' /K bir cebirsel fonksiyon cismi ve z € F, K tizerinde askin bir eleman olmak
lizere, z elemanmin F'de en az bir sifir1 ve kutbu vardir. Boylece, P kiimesinin bostan
farkli oldugu rahatlikla goriiliir.

Ornek 2.6. (Stichtenoth |(2009)) Herhangi bir K cismi iizerindeki rasyonel fonksiyonlar-
dan olusan cisim

K(z) = {% :f,g€e Klzx],g(x) #+ 0} dir. p (x), K iizerinde indirgenemez polinom

olmak tizere K (x) cisminin degerlendirme halkalari,

Oy =={ﬂ@*ﬁg€KMLp®Hg®%ﬂ@#0}

()
Oy :{#:f,gEK[x],g(w)#O,derfgderg}
4
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dir ve maksimal idealleri, sirasiyla,

P, = {%%gemx],p(w)|f(w>,p<x)+g(ﬂ:),g(w)#0},
_ [ x x er er

seklindedir. Ozel olarak, o € K icin p(x) = = — « ya karsilik gelen K (z) in noktas
P, =P, ile gosterilir. Bu durumda,

Pra) = {PPM :p(x), K iizerinde indirgenemezpolinom} U{P,}
olur.

Teorem 2.7 (Zayif Yaklasim Teoremi). F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi,
P, P,, ..., P, € Pgpnin birbirinden farkli noktalari ve x, ... ,z,, € F,
Ty 7, € Z olsun. Bu durumda, oyle bir x € F vardir ki, her i = 1,...,n igin

vp (T —x;) =1, dir.
Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. U

Teorem [2.7 kullanilarak P ; nin sonsuz bir kiime oldugu goriilebilir.

Tanim de fonksiyon cisminin bdlenler grubu ve iligkili temel kavramlar ifade
edilmektedir. Ayrintili bilgi i¢in Chevalley | (1951); |Salvador | (2009) ve [Stichtenoth
(2009) kaynaklar1 incelenebilir.

Tanim 2.8. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi, P € P ve Op, Pye karsilik gelen deger-
lendirme halkasi olsun.

1. Op/ P cismine P noktasunn kalan sumiflari cismi denir ve Fp ile gosterilir, F'p nin
K iizerinden vektor uzayi olarak boyutuna P noktasinin derecesi denir ve der P =
[Fp: K] ile gosterilir. der P = 1 ise Pnoktasina F' | K cebirsel fonksiyon cisminin
rasyonel noktasidir denir.

2. Pp nin tirettigi serbest abel grubuna F' /K mn bélenler grubu denir ve Dy ile
gosterilir.

3. DeDpise D = ZPE[PF
np = 0dwr. vp(D) := nptamsayisina D boleninin P noktasindaki degerlendir-
mesi (valuation) denir.

4. Dy, D, € Dy olmak iizere, her P € Py icin vp (D) < vp(Dy) ise Dy < D,
denir. Ayrica, Dy < Dy ve Dy # D, ise D, < D, seklinde yazilir.

5. Her P € Ppve bir D € Dy béleni i¢cin 0 < vp (D) ise D bélenine pozitif bélen
denir.

np. P, sonlu sayida P hari¢ her P € P igin
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6. Bir D € Dpicin }-,_, vp(D).der Ptamsayisina D béleninin derecesi denir,
F

der D ile gosterilir.

7. Dy, Dy € Dpigin Dy = D, + (x) olacak sekilde x € F\ {0} varsa D, ve Dy ye
denk bolenler denir ve D, ~ D, seklide gosterilir. Ayrica bir D € Dy boleninin
denklik sinifi | D) ile gosterilir.

8. Bir0 #+ z € Figin

R:={P € Pp: P, zninbirsifin}, S :={P € Pp: P, znin bir kutbu}

olsun. Bu durumda,

bélenine z nin esas boleni denir.
9. Bir D € Dy igin K cismi iizerinde bir vektor uzay: olan

L(D):={x € F:(xr) >—D}U{0} kiimesine, D nin Riemann-Roch Uzay: de-

nir.

Kolayca goriilebilir ki, £ (0) = Kve D < 0ise £ (D) = {0} dur.
Lemma 2.9. F'/K cebirsel fonksiyon cisminin iki boleni A, B ve A < B olsun. O halde
L(A) C L(B)ve

boy (£ (B) /£ (A)) < der B— der A
drr.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Teorem 2.10. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve x € F\ {0}, K iizerinde bir askin
eleman olsun. Bu durumda der () = der (z) = [F : K (x)] dir ve () esas boleninin
derecesi sifirdr.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Sonug 2.11. F'/K cebirsel fonksiyon cisminin iki boleni A, B ve A ~ B olsun. O halde
boy £ (A) = boy £ (B) ve der A = der B dir. Ayrica der A < 0 ise boy £ (A) = 0 dur.

6
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Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Her D € Dy igin der D — boy £ (D) < + olacak bigimde bir v € Z vardir
(Stichtenoth |(2009)). Bu durum F'/ K cebirsel fonksiyon cismi i¢in cins (genus) tanimini
anlamli kalar.

Tamm 2.12. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ise
gp :=max {der D —boy £ (D)+1:D € Dy}
sayisina F' /| K min cinsi (genus) denir ve g ile gosterilir.

Kolayca goriilebilir ki, g > 0 dir. D € D igin,
i (D) =boy £ (D)—der D+ gr— 1 sayisina D boleninin 6zellik indeksi (index of speci-
alty) denir. Ozel olarak, Riemann-Roch teoremi bu saymin i (D) > 0 ve der D yeterince
bitytikse ¢ (D) = 0 oldugunu ifade eder.

Tanim 2.13. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi,

P — a(P

fonksiyon olmak iizere, sonlu sayida P noktast hari¢ her P noktasi igin o (P) € Op ise
a ya F /K mn bir adeli denir. F /K min adeller kiimesi K cismi iizerinden bir vektor
uzayidir, bu uzaya F | K min adel uzayt denir ve Ay ile gosterilir.

D € Dy i¢in,
kiimesi A nin K-altuzayidir.

Tamm 2.14. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi ve w : Ap — K fonksiyonu K iizerinde
bir dogrusal déniisiim olsun.

1. Uygun bir D € Dy i¢inw (Ap (D) + F) = 0 ise w ye bir Weil diferansiyeli denir
ve F'/ K min Weil diferansiyelleri kiimesi Q, F cismi iizerinden vektor uzayudur,
Qpye F /K min Weil diferansiyelleri uzayi denir.

2 0FweQpicinw(Ap(B)+ F) =0, w(Ap(D)+ F) =0ve D < B kosullar
saglamirsa B bélenine w Weil diferansiyelinin béleni denir, B = (w) ile gosterilir.

3.0 # w € Qpve P € Ppiginvp(w) := vp((w)) ile tammlanir. vp(w) > 0
ise P noktasina w nun sifir;, vp (w) < 0 ise P noktasina w nun kutbu denir. Her
P € Priginvp(w) > 0 ise w Weil difererensiyeline diizenli (regular) denir.

4. Bir Weil diferansiyelinin bolenine F'/ K min bir kanonik boleni denir.

Her D € Dpig¢inQp (D) ={w € Qp: w(Ap (D) + F) = 0}, K cismi iizerinden
7
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Q1 nin bir altuzayidir ve boy Q. (D) = i (D) dir (Stichtenoth | (2009)). Ozel olarak,

0#z€F,0+#we Qpise (zvw) = (x) + (w) dir ve kanonik iki bolen denktir.
D € Dp, W = (w) olsun. Bu durumda, po : £L(W — D) — Qp (D), p(z) = zw ile
tanimlanan p doniisiimii bir K cismi iizerinden bir izomorfizmdir (Stichtenoth | (2009)).
Weil diferansiyelleri hakkinda ayrintili bilgi i¢in Stichtenoth | (2009) ve |Salvador | (2009))
kaynaklar1 incelenebilir.

Teorem 2.15 (Riemann-Roch Teoremi). F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve W, F' | K

min bir kanonik boleni olmak iizere, her D € D igin
boy £ (D) =der D+ 1— gp+ boy £ (W — D) dir, burada gy, F/K mn cinsidir.

Ispat. Ayrintili ispat igin referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [l

Riemann-Roch teoreminin bazi 6nemli sonuglar1 soyle ifade edilebilir:

1. W kanonik bdlen olmak iizere Riemann-Roch teoreminde D = O ve D = W
alinirsa der W = 29 — 2, boy £ (W) = g dir.

2. Riemann-Roch teoremi ve Sonug den dogrudan goriilebilir ki, D € D igin
der D > 2g, — liseboy £ (D) =der D + 1 — g dir.

Teorem 2.16 (Clifford Teoremi). F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve D € Dy i¢in
0<derD <2gp—2iseboy £L(D) <1+ %dedeir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

F /K nin, rasyonel fonksiyonlar cismi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g, = 0 ve
uygun bir D € Dy i¢in der D = 1 olmasidir (Stichtenoth |(2009)).

Tamm 2.17. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi, P € Ppve1p : F < Ap yerel gomiiliis
olsun.

1. x € Figinuvp(z), P € Pgigin Pbileseni x, diger bilesenleri sifir olan adeldir.
2. w € Qpweil diferansiyeli icinwp : F — K, wp () := w (1p(x)) ile tammlanan

dogrusal doniistime w nin yerel bileseni denir.

Lemma 2.18. w € Qpve a = (ap) € Apolsun. Sonlu sayida Pnoktast icin w,,(cv,,) # 0

ve
w(a) = Z wy,(a,)  dir.
PePr
Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

8
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Ornek 2.19. (Stichtenoth | (2009)) F = K (z) rasyonel fonksiyon cismi ve P._, x elema-
numin kutbu olsun. Bu durumda,

1. —2P_ kanonik bdlendir.
2. Oyle tek tiirlii belirli (n) = —2P_ilen € Q K(z) Weil diferansiyeli vardir ki,

np_ (z71) = —1dir.
3. n Weil diferansiyelinin np_ ve n)p yerel bilesenleri,

UPOQ((OC—G)”):{(EL n#:} ﬂ?Pa((I—a)n):{(l)’ ny -l

n = , n=—1

dir. Ayrintili bilgi i¢in [Stichtenoth |(2009) ve Salvador | (2009) kaynaklarina bakil-
masi Onerilir.

2.2, Niimerik Semigrup

Bu boéliimde niimerik semigrup teorisinin temel kavramlar1 ve temel 6zellikleri
verilecektir. Niimerik semigrup hakkinda ayrinti i¢in Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009))
incelenebilir.

Aksi belirtilmedikge, N ile pozitif tamsayilar kiimesini, N ile N U {0} kiimesini
gosterecegiz.

Tamm 2.20. H C N bir monoid olmak iizere, Ny\ H sonlu bir kiime ise H kiimesine
niimerik semigrup denir.

Ny, asikar bir niimerik semigruptur. N i¢inde A tarafindan iiretilen monoid < A >
ile gosterilir. A = {ny, ny,...,n,.} C N olmak iizere,
< A >={nyz; + nyzy + ... + n.x, | 1,24, ...,x, € Ny} kilmesinin niimerik semig-
rup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul obeb(A) = 1 olmasidir (Rosales ve Garcia-Sanchez
(2009)).

Tamm 2.21. H bir niimerik semigrup olsun. Bu durumda,

No\H kiimesine H nin bosluklar kiimesi denir ve G(H) ile gosterilir.

G (H) nin eleman sayisina H nin cinsi (genus) denir ve g(H) ile gosterilir.

G (H) nin en biiyiik elemanina H nin Frobenius sayisi denir ve F'(H ) ile gosterilir.

H nin sifirdan farkl en kiigiik elemanina H nin katlilig1 (multiplicity) denir ve m

ile gosterilir.

5. Hern € Ny icin x+n € H olacak sekilde en kiiciik x dogal sayisina H nin énderi
(conductor) denir ve cy; ile gosterilir.

6. 0 #n € H icin,

N~

Ap(H,n)={se H|s—n ¢ H}
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kiimesine H de n nin Apéry kiimesi denir.

Aksi belirtilmedikge, “|.|” sembolii, kiimenin eleman sayisin1 gosterecektir.
Tanimdan kolayca goriilecegi gibi my = min{a € H | a > 0}, g(H) = [Ny\ H|
vecy =1+ mazx{a € G(H)} =1+ F(H) dir.

Bu ¢alisma boyunca Ap(H,my) = Ap(H) ile gosterilecektir.

Ap(H) kiimesi Z nin mod m ye gore olugan denklik siniflarinin bir tam tem-
silci kiimesidir ve buradan |Ap(H )| = my dir. Ayrica Ap(H) nin tanim geregi, Z nin
mod m; ye gore olusan denklik siniflarindan her birinin, H i¢indeki temsilcileri arasinda
en kiigiikleri Ap(H ) kiimesinin elemanlaridir.

Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dan, H niimerik semigrubu ve bu niimerik se-
migrubun cinsi, onderi, Ap(H ) lizerinden su sekilde verilebilir:

l. H={a+kmy|a€ Ap(H),k > 0}.

2.°9(H) = mLH(EaEAP(H) a) = 4= = 2 e ap(en Lz )):
3. cg=1+max{a € Ap(H)} —my.

A C H kiimesi Z nin mod my ye gore olusan denklik siniflarinin bir tam temsilci
kiimesi ise,

A=Ap(H) < g(H) =3 (|—]) @.1)

acA My

elde edilir ve buradan acik¢a goriiliir ki,
A# Ap(H) = g(H) <Y (I—])

dir. H bir niimerik semigrup olmak iizere, a € H ise F(H)— a ¢ H oldugundan,

F(H)+1

g(H) > 5

oldugu kolayca goriiliir ve buradan c;; < 2¢g(H ) dir.

H bir niimerik semigrup ve ¢y = 2¢(H) ise H niimerik semigrubu bir simetrik
semigrup olarak adlandirilir.

Onerme 2.22. a, b € N ve obeb(a, b) = 1 olsun.

1. F(<a,b>)=(a—1)(b—1)—1

2. g(< a,b>) = el

10



KAYNAK TARAMASI G. CAGLAR

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Rosales ve Garcia-Sanchez | (2009) dir. O]

Ornek 2.23. H =< 5,7,8 >= {0,5,7,8,10,12, 13, — kiimesi bir niimerik semigrup-
tur ve my = 5 tir. H niimerik semigrubunun Apéry kiimesi Ap(H) = {0,7,8,14,16} dir
ve bu kiime, Z nin mod 5 e gore olusan denklik siniflarinin her birinin, H i¢inde uzanan
temsilcileri arasinda en kiiciikleridir. Apéry kiimesi kullanilarak,

g(H) = ZGGAMH)(L%J) =Tve F(H) =max{a € Ap(H)} — 5 = 11 elde edilir.
2.3. Weierstrass Semigrup

Bu bolimde, F'/ K cebirsel fonksiyon cismi ve K, F'i¢inde cebirsel kapali kabul
edilecektir.

Onerme 2.24. n € N olmak iizere P € P icin n > 29y ise (.96)OO = nPolacak bigimde
bir x € Fvardur.

Ispat. n > 29 > 29— 1 oldugundan Teorem ve Sonug den
boy £ (nP) = nder P+ 1 — g dir. Ayrica benzer bigimde, n — 1 > 2¢g— 1 oldugundan

boy £((n—1)P) = (n—1)der P+ 1 — gp = (nder P+ 1 — g5) — der P dir. Buradan
goriilebilir ki, £ ((n — 1) P) g £ (nP) dir. O halde, 6yle birz € £ (nP)\< ((n — 1) P)

vardir ki (z) > —nP ve (z) » —(n — 1) P dir. Buradan (z) = —nP ve bdylece
(z) = nP elde edilir. O

Tamm 2.25. P € Ppiginn > 0 olsun. (:c)oo = nPolacak bi¢cimde bir x € F'var isen
sayisina P noktasinda bir kutup sayisi, aksi halde bir bosluk sayisi denir.

P ePricin £(0) C L(P) C L(2P) C ... C L((j—1)P) C L(jP) C ...
Riemann-Roch uzaylar1 dizisinde j € N sayisinin P noktasinda bir kutup sayisi olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul £ ((j — 1) P) g £ (jP) olmasidir. j € N sayisinin Pnoktasinda

bir bosluk sayist olmasi i¢in gerek ve yeter kosul £ ((j — 1) P) = £ (jP) olmasidur.

Teorem 2.26 (Weierstrass Bosluk Teoremi). F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi, P € P g,
der P = 1 ve gp > 0 olsun. Bu durumda, F'| K bir cebirsel fonksiyon cisminin P nok-
tasinda tam gr tane bosluk sayisi vardir. Bu sayilar iy,1,,...,1, ise 0 < i; = 1 ve
ig < 2gp— ldir.

gr

Ispat. P € Py ve der P = 1 olsun. Onerme den, P noktasmin her bosluk sayist
2gr — 1 sayisindan kiigiiktiir veya esittir. O sayis1 ise P noktasinin kutbudur. ¢ sayisinin P
noktasinin bir boglugu olmast igin gerek ve yeter kosul £ ((i — 1) P) = £ (i P) olmasidir.

K=/L(0)CL(P)CL(2P) C...C L((2gp — 1) P) vektor uzay1 dizisini goz
oniine alirsak, boy £ (0) = 1 ve Teorem[2.15]ve Sonu¢2.11]den boy £ (29, — 1) P) = ¢
dir. Her ¢ i¢in boy £ (iP) < boy £ ((i —1) P) + 1 dir. Boylece, 1 < i < 2gp — 1
icin £((i —1) P) i £ (iP) olacak sekilde tam g — 1 tane £ (iP) uzay1 vardir. Ancak,

11
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bu dizide 2g tane uzay ve 0 sayis1 P noktasinin kutbu oldugundan P noktasinin bosluk
say1s1 g tanedir. Son olarak 1 sayis1 Pnoktasinin kutbu olamaz. Ciinkii aksi halde, kutup
sayilar1 toplama islemi ile bir semigrup oldugundan her n € N, P noktasinin kutbu olur
ve bu durum g5 > 0 olmasi ile gelisir. [

F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere, '/ K nin sadece sonlu sayida P
noktasi i¢in kutup sayilar1 kiimesi digerlerinden farklanir, bu noktalara Weierstrass nok-
talar1 denir (Stichtenoth | (2009)).

Tamm 2.27. Bir F'/ K cebirsel fonksiyon cisminin herhangi bir P € P . noktasi igin
H(P)={i €Ny | (x)_ = iPolacak sekilde x € Fvardir}
kiimesine, F'/| K min P noktasindaki Weierstrass semigrubu denir.

H (P) nimerik semigruptur ve der P = 1 ise Weierstrass Bosluk teoreminden
goriilebilir ki, H (P) nin bosluklarinin sayisi1 g, sayisina esittir.

2.4. Cebirsel Fonksiyon Cismi Genislemeleri

Bu boliimde, fonksiyon cismi genislemeleri ve bu genislemelerde degerlendirme
halkalar1, noktalar, bolenler gibi temel yapilarin davranislar1 incelenecektir. K bir mii-
kemmel cisim olmak tizere F'/ K cebirsel fonksiyon cismi ve K, F'iginde cebirsel kapali
kabul edilecektir.

Tamm 2.28. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere,

1. F/K, F / K cebirsel fonksiyon cisimleri, F C F’ cebirsel cisim genislemesi,
K C K', F' cisminin tiim sabitler cismi K' ve F cisminin tiim sabitler cismi K
ise F’ / K’ yve F' /| K min bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi denir.

F
/]
/ |

K’ F

| /

|/
K

2. F' = FK'ise, F’ /K " cebirsel fonksiyon cismi geniglemesine F'| K cebirsel fonk-
siyon cisminin bir sabitler cismi genislemesi denir.

3. F / F sonlu genisleme ise F / /K " cebirsel fonksiyon cismi genislemesine, F'|K
nin bir sonlu cebirsel fonksiyon cismi genislemesi denir.

F' /K ' F /K nim bir cebirsel fonksiyon cismi geniglemesi ise bu genislemenin
onemli bir kag 6zelligini asagidaki sekilde siralayabiliriz.
12
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1. K'/K cebirsel genislemedir ve F N K = K dur.

2. F /K ' F /K nin bir sonlu genislemesi olmast igin gerek ve yeter kosul {K K ]
nin sonlu olmasadir.

3. F, := FK ise F|/K', F/K nn sabitler cismi geniglemesi ve I /K, F| /K’
niin sonlu genislemesidir.

Bu 6zellikler, Stichtenoth | (2009); |Chevalley |(1951) ve Salvador | (2009) gibi kaynaklarda
ayrintili olarak incelenmis ve ispatlar1 verilmistir.

Tanim 2.29. F,/K/, F /| K min cebirsel fonksiyon cismi genislemesi P € P ve P e P

olsun. P C P ise P’ € P o noktasina P € P . noktasinin bir genislemesi denir ve P’ | P
ile gosterilir.

Lemma 2.30. I’ /K " F / K nin bir cebirsel fonksiyon cismi geniglemesi, P ve P/szraSlyla
P | Polacak sekilde F /K ve F' /K niin noktalari ve O p ve O pr bu noktalara karsilik
gelen degerlendirme halkalari, vpve v ise bu noktalarin ayrik degerlendirmeleri olsun.
Bu durumda,

1. OpC O, dir.
2. Her z € Figin vy (2) = e-vp(2) olacak sekilde e € N vardir.

Ispat. Ayrmtili ispat igin referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Yukaridaki lemmada varligi sdylenen Fp = O p/ P kalan smiflart cisminden

F,, =0p / P’ kalan smniflari cismine = € O piken x (P) +— x (P’) ile tanimlanan bir

kanonik gdmme doniisiimii vardir. Boylece, F'p, F' 1/3, nin bir altcismidir.

Tanmm 2.31. Lemma deki e sayisina, P’ noktasimn P iizerinde dallanma indeksi
denir ve e (P/ | P) ile gosterilir. ¢ = 1 ise P’ | P ye dallanmamis, e > 1 ise P | P

ve dallanmis nokta denir. f (P/ ] P) = [F;D, : F P} sayisina, P’ noktasinin P iizerinde
goreceli derecesi denir.

f (P/ | P) sonlu veya sonsuzdur. Ancak e (P/ | P) say1s1 her zaman bir dogal
sayidir.

Teorem 2.32. Her P’ € P igin P’ | P olacak sekilde tam bir tane P € P vardir ve

bunokta P =P NF 'formundadir. Diger taraftan, her P € P icin P | Polacak sekilde
en az bir en fazla sonlu sayida P eP g vardr.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

F'/K', F/K nm cebirsel fonksiyon cismi genislemesi, P € Pp, 1 < i < t,
P, PZ./ € P, noktalarina karsilik gelen degerlendirme halkalari Op, O s ve O olsun.
13 Z
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Asagidaki diyagram, noktalarin ve degerlendirme halkalarinin bu geniglemedeki davra-
nislarini gorsellestirir.

Op/ k. . . P . . . P P’
| N 1 /! |
| AN | / |
\J NS 3
Op P P=PNF
OP: OP’ ﬂF

Lemma 2.33. I /K", F' /K niinve F' /K', F /K min bir cebirsel fonksiyon cismi ge-
nislemesi, P € P g, P e Pp, PcPpve P" | P, P | Polsun. Bu durumda,

dir.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Tamm 2.34. F’ /K " F /K min bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi olsun.
P e Prigin Zp,lpe (P/ | P) P’ bélenine P nin F//Fdeki esnormu (conorm) denir ve

Con g /P (P) ile gosterilir, buradaki toplam P noktasinin her P eP ' genislemesini
tarar.

Esnorm fonksiyonu Con g /p(} npP) = 3, npCong p(P) olarak
F

PePr
diizenlenerek Dz den D, ye bir homomorfizme genisletilebilir: F’ " 2D F' D F fonk-
styon cisimleri olsun. Her D € D boleni igin

Congrr (D) = Conpr g (C’onF//F (D))
dir (Stichtenoth | (2009)).

Onerme2.35. F'/K', F /K min bir cebirsel genislemesi olsun. Her x € F\ {0} icin F | K

iginde, siraswyla, (x), (x)_, (x)" bolenleri x elemaninin sifir, kutup ve esas bélenleri
olsun. D v grubunda, sirasiyla, x elemaninin sifir, kutup ve esas bolenleri,

ConF//F((x)g) = (x)g
C’onF//F((x)fo) = (2)F
Congrp (1)) = (@)

14
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diir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Teorem 2.36 (Temel Esitlik). F /K " F / K min bir sonlu cebirsel fonksiyon cismi genis-
lemesi, P € P, P, P,,...P, € P ve P, | P, 1 <i < m olsun. Bu durumda,

meP|P f(P|P)=[F : F]
=1

(2

dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Sonug 2.37. F’ /K " F / K nin bir sonlu cebirsel fonksiyon cismi geniglemesi ve P € P
olsun.

1. {P ePy: P | P} <[F:H.
2. P'€Pp, P | Pisee(P' | P) < [F :Flve f(P'|P) < [F": F| dir

FF
3. Her D € Dy, béleni icin der (ConF//F (D)) = [[K,K]] der D dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Tamm 2.38. F’ /K " F /K min derecesi n olan bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi
ve P € P olsun.

1. P € Py noktasinin F' cisminde tam n tane genislemesi var ise P noktasina F' /F
genislemesinde tamamen par¢alanmistir denir.
2. P € Ppnoktasimin F' cisminde e (P | P) = n olacak sekilde tek bir geniglemesi

var ise Pnoktasina F’ | F geniglemesinde tiimden dallanmistir denir.

3. PelPy P € P ve P | Polmak iizere e (P/ | P) > 1 ve K min karakteris-
tigi e (P/ | P) sayisini bolmez ise P yve P nin bir uysal(tame) genislemesi denir.
e (P/ | P) > 1 ve K min karakteristigi e (P/ | P) sayisint boliiyor ise P yve Pnin
bir vahgsi(wild) genislemesi denir.

Teorem ile verilen temel esitlikten agsagidaki sonuglar elde edilir:

1. P € P noktasinin F’ / F geniglemesinde tamamen pargalanmasi igin gerek ve
yeter kosul F' cisminin her P’ | P noktasi igin e (P/ | P) = f(P/ | P) =1
olmasidir.

2. P € Py noktasi F / F geniglemesinde tiimden dallanmis ise P’ | Polan tam bir
tane P € P 7 Noktasi vardir.

15
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Tanim 2.39. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere,

1. Rbir halka olsun. K C R C F've R bir cisim degilse, Rye F' | K min bir althalkast
denir.
2.0+ S% P olsun.
Og={z€ F:vp(z) >0, her Pec S}
kiimesini alalm. S C Py, ) # Sicin R C F halkasi R = Og ise Rye F /K nin

£
holomorfik halkasi denir.
Tamm 2.40. R, F'/K cebirsel fonksiyon cisminin bir althalkast olsun.

1. f(z) = 0 olacak sekilde monik, indirgenemez bir f(X) € R[X]| varsa z € F
elemanina R iizerinde integraldir denir.

2. icp(R) ={z € F : z, R iizerinde integraldir} kiimesine F i¢inde R nin integral
kapanist denir.

3. Rnin kesirler cismi Iy C Folsun. icp (R) = Rise R ye integral kapalidir denir.

F /K nin bir holomorfik halkasinin kesirler cismi F'dir ve integral kapalidir.

Teorem 2.41. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi ve F' | F bir sonlu ayrilabilir genigleme

olsun. P € Ppiginicp/ (Op) = Opise Op = ﬂp,‘PUP/ ve Op = ZZ=1 O p.u,; olacak

sekilde F' | F nin bir uy, ..., u,, tabani vardur.
Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Burada ki uq, ..., u,, tabanma O p tizerinde O nin integral tabani veya P noktasi
icin F / F'nin bir yerel integral taban1 denir.

F’ den F'ye iz (trace) doniisimini 77 g/ ile gdsterelim. Iz déniisiimii ile ilgili
ayritili bilgi i¢cin Hungerford | (1974) kaynagina bakilmas1 onerilir.

Tamm 2.42. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi, F’ | F bir sonlu ayrilabilir genigleme, K’
F' icinde cebirsel kapal, P € P ve icp, (Op) = Op olsun.

CP: {Z € F, : TTF’/F<Z033) g OP}

kiimesine O p iizerinde tamamen modiil kiimesi denir.

Onerme 2.43. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi, F' | F bir sonlu ayrilabilir genisleme,
K’, F' i¢inde cebirsel kapali, P € Ppve icp, (Op) = O'p olsun.

1. Cp = t.0' olacak sekilde t € F' elemani vardir ve her P' | P icin vp () <0
dir. Hert € F' ve her P’ | Pigin Cp = t/.O}J olmasi icin gerek ve yeter kosul
Vp (1) = vpr (t/) olmasidur.
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2. Sonlu sayida P € P, haricinde her P € Py icin Cp = O'p dir.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Tanim 2.44. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi, F’ | F bir sonlu ayrilabilir genisleme, K’,
F' i¢inde cebirsel kapali, P € Py, icp (Op) = Opve Cp = t.0% olsun. P | Pigin
—vp (t) sayisina Piizerine P’ niin fark katsayisi (different exponent) denir ve d(P/ | P)
ile gosterilir.

Diff(F'/F) =Y S d(P' | P)P'

PePr p'|P

bolenine F' | F nin fark: (different) denir.

F /K bir cebirsel fonksiyon cismi, £ /F bir sonlu ayrilabilir genisleme, K, F”’
icinde cebirsel kapali olsun. F niin adel uzaymi A, ile gosterelim.

AF//FZ: {OéEAF/Z P/,Q/E[PF/, leF:Q/mFiSCOéP/ :OéQ/}

Aps niin F” tizerinden bir altuzayidir. T'r v /p, Aprjpden Apye F lizerinden, yine T s ) p
ile gdsterecegimiz, bir dogrusal doniisiime genisletilebilir. Her « € Ap/p igin P[P,
P, c lPF/ Olmak ﬁZGre (TTF//F<OC>)P = TTF’/F(QPI) dﬁl‘.

Teorem 2.45. w, F'/K nin bir Weil diferansiyeli olsun. Bu durumda, her o € A picin,

Tr jre(w' (@) = w(Trp p(a))

kosulunu saglayan F' /K’ niin tek tirlii belirli bir w’" Weil diferansiyeli vardwr. W' di-
feransiyeline w mn F’ | F deki esizi (cotrace) denir, w' = Cotrp: /g (w) ile gosterilir.
w # 0 ve (w) € Dy, w wn bir béleni ise

(Cotrye p(w)) = Cong s (w) + Dif f(F'[F)
dir. F' | F' sabitler cismi genislemesi ise, (w') = Conp /p((w)) dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz [Stichtenoth | (2009) dir. 0

Teorem 2.46 (Hurwitz-Cins Formiili)). F' /K, F/K mn bir sonlu ayrilabilir cebirsel
fonksiyon cismi genislemesi, gp ve g, sirasyla F /K ve F ' /K " niin cinsi olsun. Bu
durumda,

[F,ZF] . /
20 —2 = W(QQF—Q)—Fderszf(F /F)
17
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dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Teorem 2.47 (Dedekind Fark Teoremi). F' /K', F/K mn bir sonlu ayrilabilir cebirsel
fonksiyon cismi genislemesi ve K ", F icinde cebirsel kapali olsun. P € P olmak iizere
her P" | Picin,

L d(P'|P)>e (P |P)—1

2. d(P' | P)=e (P/ | P) — 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul K nin karakteristigi-
nin e (P/ | P) sayisini bolmemesidir. Ayrica K min karakteristigi 0 ise
d(P"| P) Ze(P' IP) — 1 dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Teorem2.48. F' = FK', F | K cebirsel fonksiyon cisminin bir sabitler cismi genislemesi
olsun.

. F' niin tiim sabitler cismi K diir.

CF / F dallanmamustir. Yani her P € P ve her P’ | Pigin P’ | P dallanmanmstir.
. F'/K' ve F/K mn cinsleri aymdr.

. Her A € Dpigin der Congr p(A) = der A dir.

. Her A € Dy igin boy £ (C’onF//F(A)> = boy £ (A) dir.

- W, F/K nmn kanonik boleni ise Con s p(W), F' /K" niin bir kanonik bélenidir.

N W N~

S

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. U

F'/F bir Galois genislemesi ise F' /K, F/K cebirsel fonksiyon cisminin bir
Galois genislemesidir.

Teorem 2.49. F' /K| F /K cebirsel fonksiyon cisimleri olsun. F' | K| F | K nn bir Ga-
lois genislemesi, P € P p nin iki geniglemesi Py, Py € P, ise P, = f(P,) olacak sekilde
f € Gal(F'/F) vardwr. Baska bir deyisle, Galois grubu P nin genislemeleri iizerinde
gecislidir.

Ispat. Ayrintili ispat igin referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. U

Bu teoremin bir sonucu olarak, P € Py nin genislemeleri P, P, ..., P, € P
isel1 <i,j<nigine(P;| P)=e(P;|P),f(P|P) = f(P;|P)ve
d(P; | P) = d(P; | P) oldugu gériilebilir. Burada e (P) = e (P; | P) sayisina
F' /Fi¢inde Pnin dallanma indeksi denir.
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Kummer ve Artin-Schreier genislemelerinde noktalarin dallanma davranisi asagi-
daki teoremler ile verilir.

Teorem 2.50 (Kummer Genislemeleri). F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi olsun. K, bi-
rimin n — inci ilkel kékiinii icersin, n > 1 ve n ile K nin karakteristigi aralarinda asal
olsun. v € F: d > 1,d | nve her w € Ficinu #+ w? kosullarin saglayan bir eleman
olsun. F' = F (y), y" = uise F ' | F genislemesine, F cisminin bir Kummer geniglemesi
denir. Bu durumda,

1. ®(T) = T™ — u, y elemanimin F iizerinde minimal polinomudur. F' | F, derecesi
[F i F} = n olan Galois genislemesidir, F' ' /F nin Galois grubu devirlidir ve
¢ € K birimin n — inci kokii olmak iizere, F’/F nin otomorfizmleri,

o (y) = Cy ile verilir.

2. P ¢ P/, P € P nin bir genislemesi olsun. v p := obeb (n,vp (u)) igin

e(P'|P)=2ved(P | P)=2—1dir

3. K', F' niin tiim sabitler cismi, gp F/K mnve g, F//K/niin cinsi ise

n 1 r

dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. U

Teorem 2.51 (Artin-Schreier Genislemeleri). p > 0 asal sayist i¢in F'/ K, karakteristigi
p olan bir cebirsel fonksiyon cismi ve her w € Figin u #+ wP — w kosulunu saglayan bir
u € F elemant olsun. F' = F(y), y» —y = u ise F//F genislemesine F' nin bir Artin
Schreier genislemesi denir. Her P € P . icin,

_J m, z€&€Fvardylekiv, (u— (2 — z))

—m < 0, m % 0 mod p,
T —1, z€ Fvaroyleki v, (u— (2P —2))

0,

VIl

olmak tizere,

1. F//F, derecesi p olan bir devirli Galois genislemesidir. v = 0,1, ... ,p — 1 i¢in
o(y) =y +wv, F' /Fnin bir otomorfizmidir.
2. Pnoktasinin F’ | F genislemesinde dallanmamis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

m, = —1 olmasidir.

3. Pnoktasimin F’ | F genislemesinde tiimden dallanmis olmasi igin gerek ve yeter ko-
sul m,, > 0 olmasidwr. Pnoktasinin tek genislemesi P eP g Olsun. Bu durumda,

d(P"| P)=(p—1)(m,+1)dir.
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4. Enaz bir Q € P noktasi icin mg > 0 ise K, F " cisminde cebirsel kapalidir ve

p—1
9y =p-gp+ N (—2—|— Z (mp+ 1)derP>

PePy

dir.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Tamm 2.52. F' /F bir Galois genislemesi ve G = Gal(F' /F) olsun. P € P nin bir
genislemesi P ep p olmak iizere, her i > —1 igin,

G, (P |P)={0€G|vp(o(z)—2)>i+1,Vz€0p}

kiimesine P | Pnin i-inci dallanma grubu denir ve G, = G;(P’ | P) ile gosterilir. G,
grubunun G nin bir altgrubu oldugu kolayca goriilebilir.

Onerme 2.53. F' /F bir Galois genislemesi ve P € P nin bir genislemesi P’ € P
olmak tizere,

1. |Gyl =e(P"| P)
2.0€Gyi>0,tc P vevy (t) =1ise

ceG; <= vp(o(t)—t)>i+1

dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Teorem 2.54 (Hilbert Fark Formiilii). F | F bir Galois geniglemesi ve P € Py nin bir
genislemesi P ePp ' olmak iizere,
d(P'|P)=> (IG,(P | P)|—1)
=0

dir.

Ispat. Ayrintili ispat igin referansimiz [Stichtenoth | (2009) dir. 0

Fonksiyon cisimlerinin bilesiminde (composite) dallanmay1 anlamak i¢in genel-
likle Abhyankar lemmasindan yardim aliriz.

Teorem 2.55 (Abhyankar Lemmast). F’ ' / F bir sonlu ayrilabilir cebirsel fonksiyon cismi
genislemesi olsun. ' C F, F, C F' ara cisimleri ile F' = F\ F, oldugunu kabul ede-
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lim. P e P, P € Pp noktasimin bir genislemesi ve i = 1,2 igin P; := PN F; olsun.
P, | Pve P, | Pgenislemelerinden en az birinin uysal (tame) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda,

e (P | P) = okek{e(P, | P),e (P, | P)}

dir.

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Sonug¢ 2.56. F’ / F' bir sonlu ayrilabilir cebirsel fonksiyon cismi geniglemesi, F = F 1 Fy,
FCF,F, C F/, P € Py olmak iizere,

1. Pnoktasi F, /Fve F, | F icinde dallanmamigsa, Pnoktasi F' | Fi¢inde de dallan-
mamigstir.

2. Pnoktasi F, | F i¢inde tamamen par¢alanmis bir nokta ise, P noktasinin her ge-
nislemesi () € Pr, F//F2 icinde tamamen par¢alanmigstir.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

2.5. Cebirsel Fonksiyon Cisminin Diferansiyeli

Bu boéliimde, tiirev ve diferansiyel kavramlarini agiklayip, bu kavramlarim Weil
diferansiyeli ile olan iligkileri incelenecektir. K bir milkemmel cisim olmak iizere, F'/ K
cebirsel fonksiyon cismi ve K, F'i¢cinde cebirsel kapali kabul edilecektir.

Tamm 2.57. M, F'iizerinde bir modiil ve 6 : F' — M fonksiyonu K iizerinde bir dogrusal
doniistim olsun. Her u,v € Fi¢in

d(u.v) = u.d6(v) + v.0(u)

esitligi saglanirsa § fonksiyonuna F /K cebirsel fonksiyon cisminin tiirevi (derivation)
denir.

Lemma 2.58. z, F'/K mn bir ayrilabilir elemani ve §,, 06, : F' — M ,F /K nin iki tiirevi
olsun. 6, (x) = d5(x) ise 6; = 04 dir.

Ispat. Ayrintili ispat icin referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [
Tamm 2.59. x, F'/K mn bir ayrilabilir elemani olsun. F' | K min oyle tek tiirlii belirli 6,
Sfonksiyonu vardir ki 6, : F' — Fve 0,(x) = 1 dir. Bu fonksiyona x e gére tiirev denir.

Derp={n:F — F |n, F/K nmn tirevi} kiimesine F' /| K nin tiirev modiilii denir.

Lemma 2.60. x, F'/ K mn bir ayrilabilir elemant olsun.
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1. Hern € Derpiginn = n(x)., dir.
2. y, F/K mn bir ayrilabilir elemani ise 6,, = 0, ()., dir.

Ispat. Ayrmtili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth |(2009) dir. [

Tamm 2.61. A = {(u,x) € F x F | x ayrlabilir eleman} kiimesi iizerinde ~ bagintisini
tammlayalim:

(u, ) ~ (v,y) <= v=u.d,(z)
Acikga goriilebilir ki ~ baginntisi A kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidur.

1. A min ~ denklik bagintisina gore olugan denklik siniflarina F' | K min diferansiyeli
denir ve bu denklik sinifimin bir temsilcisi (u, z) € A mn olusturdugu diferansiyel
u dx ile gosterilir.
Ap=A{udzx | u € F,z ayrdabilir eleman} kiimesi F'/ K mn biitiin diferansiyel-
lerinin kiimesidir.
w € F ve z, F'/ K min bir ayrlabilir elemant ise u dz = (u.d,(x)) dz ve
vdy = (v.0,(y)) dzdir. uwdz +vdy = (u.d,(x) +v.0,(y)) dz,
w(u dx) = (wu) dx islemleri ile A ., F cismi tizerinde vektor uzayidr.

2. t € F, F/K mn ayrilabilir elemani degilse dt = 0 olacak sekilde

d: F —»  Ap
t — d(t)=dt

Sfonksiyonunu tanmimlayalim. (A ., d) ¢iftine F'| K cebirsel fonksiyon cisminin dife-
ransiyel modiilii denir.
3. Ornek|2.19\de verilen (1) = —2P,, 1) € Q) kullamlarak v € F\K, F /K min

bir ayrilabilir elemani olmak iizere

0: F — Qp
T = 6(x) = cotrp) gy (N)

Sfonksiyonunu tammlayabiliriz. x € F, F' /K min bir ayrilabilir eleman: degilse
d(x) = 0 dir ve her Weil diferansiyeli w € Qp i¢cin w = 2.0(x), z € F seklinde
yvazilabilir.

Teorem 2.62. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismive x € F, F'/ K min bir ayrilabilir elemant
olsun.

1. Yukarida tammladigimiz d ve 0 fonksiyonlar: F'| K min tiirevleridir.
2.

f+ Ap —  Qp
zdxr — zd(x)

Sfonksiyonu Ay diferansiyel uzayinin, Q) Weil diferansiyeli uzay: iizerine bir izo-

morfizmidir ve f od = § dir.
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Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. [

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak A . diferansiyel uzayini, Weil diferansiyel
uzay1 Q. ile 6zdeslestirebiliriz ve Teorem [2.45]y1 kullanarak w = z da # 0 diferansiye-
linin boleni,

(zdz) = (20(z)) = (2) + (6(x)) = (2) + (colrp g (s)(—2P))
= (2) + Conp g (—2P,) + Dif f(F/K(z))
= (2) + —2(2)» + Dif f(F/K(z))

elde edilir. Ozel olarak,
(dz) = —2(x)o + Dif f(F/K(z)) (2.2)

dir.
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3. MATERYAL VE METOD

Bu boliimde cebirsel fonksiyon cisimlerinin iki 6rnegi olan Hermityen ve Suzuki
cebirsel fonksiyon cisimlerinin cinsleri, rasyonel noktalari, diferansiyelleri incelenecek-
tir. Baska cebirsel fonksiyon cisim 6rnekleri i¢in Hirschfeld vd. | (2008) ve Stichtenoth
(2009) kaynaklarina bakilmasi onerilir.

Tamm 3.1. [ bir sonlu cisim, F'/T , cinsi g olan bir cebirsel fonksiyon cismi ve F' /T,
nun rasyonel nokta sayist N (F) olmak iizere,

N(F) =q+1+2gp4"?
ise F'/ I, cebirsel fonksiyon cismine maksimaldir denir.
3.1. Hermityen Fonksiyon Cismi

Tamim 3.2. p asal sayi, ¢ = p* > 1ve H = [ 2(x,y) olmak iizere,
Yy +y =zt

denklemiyle tamimlanmus H / I .2 cebirsel fonksiyon cismine Hermityen (Hermitian) fonk-
siyon cismi denir.

Onerme 3.3. p asal sayi, q =p°* > 1,0+ a € Kve F = K(x,y) olmak iizere,

yi+ay = f(z) € K [x]| denklemiyle tamimlanmis F' | K, karakteristigi p olan bir fonksiyon
cismi olsun. der f = m > 0, obeb(m, p) = 1 ve TY + aT denkleminin kékleri K cisminin
elemanlar: olmak tizere,

1. [F : K(z)| = qve F nin tiim sabitler cismi K dr.

2. F/K(zx) Galois genislemesidir. A = {y € K | ¥ + ay = 0} kiimesi K nmin bir
toplamsal altgrubudur ve mertebesi q dur. Her o € Gal(F /K (z)) igin tek tiirlii
belirli v € A vardir ve o(y) = y + vy dw. Ayrica

g: Gal(F/K(z)) — A
o — v

bir grup izomorfizmidir.
3. Py € Py in tek genislemesi Q, € Ppdir. Q| Py, tiimden dallanmistir ve
der Q.. = 1dir. Ayrica K (z) in F /K (x) i¢inde, P, disinda dallanmig noktasi
yoktur.
F /K min cinsi gy olmak iizere g = (q*l)é—mfl) dir.
dz diferansiyelinin boleni (dz) = ((¢—1)(m—1)—2)Q . = (29— 2)Q, dir.
x ve y nin kutup bélenleri (z) = qQ ve (y)__ = mQ, dir.

N YA

Her r > 0 igin x'y’ elemanlart £ (rQ ) uzayin bir tabamdir, burada
qgi+mj<r1>00<j5<q—1dir.
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8. Her o € K igin asagidaki durumlardan biri gegerlidir:
(a) T?+ aT = f(«) denkleminin K iginde q farkly kékii vardir.
(b) T?+ aT = f(«) denkleminin K iginde hi¢ kokii yoktur.
a) durumunda, her 3,39 + a8 = f(«) igin P, P olacak sekilde tek bir
a,fB «
P, 3 € Pp genislemesi vardir ve buradan P, € Py, icin derecesi 1 olan q
farkl geniglemesi vardir.
b) durumunda, P, € P in biitiin genislemelerinin derecesi 1 den biiyiiktiir.
@ K(x)

Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Stichtenoth | (2009) dir. U

Lemma 3.4. H/F ., Tamm ile verilen Hermityen fonksiyon cismi ve bu fonksiyon
cisminin rasyonel nokta sayist N (H) olmak iizere,

H/F 2 nin cinsi gg = @ dir.

H/F 2 nin q> + 1 rasyonel noktasi vardir.

H /Y 2 bir maksimal fonksiyon cismidir.

P e [P[qu(m) in tek geniglemesi Q ., € Py dirve Q. | P, tiimden dallanmistir.

Ayrica dx diferansiyelinin boleni (dx) = (¢(¢ — 1) — 2)Q, dur.

5. Herr >0 igin z'y’ elemanlart £ (rQ ) uzayimin bir tabamdir, burada
gi+(g+1)j<ri>00<j<q—1dir

6. H/F 2ninQ, € Py noktasindaki Weierstrass semigrubu H(Q.,) =< q,q+1 >

dir ve H(Q ) simetriktir.

Nwh o~

Ispat. 1,4 ve 5 dogrudan Onerme [3.3]iin bir 6zel halidir.

2. Onerme den P, € Py
H/F ,» nin derecesi 1 olan diger genislemeleri ise P, = P, € Py ,(») noktalarmin

r—x

in tek genislemesi ), € Py ve der Q,, = 1 dir.

x)
genislemeleridir. [ » / [, sonlu ayrilabilir genisleme oldugundan,

Tr:

fonksiyonu ortendir. O halde a4t € F,ise Tr(3) = B+ 3 = a9™! olacak sekilde
B € F 2 vardir ve buradan altl ¢ b iseT9+T = a*! denkleminin [ ,2 icinde bir
kokii vardir. Aksine T9 + T = «a4%! denkleminin [ .2 i¢inde bir kokii  olsun. O halde
Tr(y) =~%4 v = a?! ve buradan a?*! € F olur. Yani

attl ¢ [Fq < T9+4+ T = a9 denkleminin [qu i¢inde bir kokii vardir. [F”(;72 bir devirli
gruptur ve mertebesi ¢> —1 = (¢+1)(¢—1) dir. F}, F+2 mbir devirli altgrubu oldugundan
!l € F, <= «a € Fpdir.Ohaldeder Q,, = 1vehera € Fo, T94+ T = !
denkleminin kokii oldugunda Onerme (3.3|den H / F,2 nin q> + 1 rasyonel noktas1 vardir.

3. H/F ;> nin cinsi g5y = 4% oldugundan N(H) = ¢> + 1+ 2g5q = ¢ + 1 dir

ve buradan H /[ > bir maksimal fonksiyon cismidir.
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6. Obeb(q,q + 1) = 1 oldugundan A =< ¢,q + 1 > kiimesi bir niimerik semigrup-

tur ve bosluk sayisi (cinsi) g(A) = @ dir. Onerme den x ve y nin kutup bolenleri

() = aQx ve (y) = (¢ +1)Q oldufundan ¢ € H(Q), ¢+ 1 € H(Qy) ve
buradan A C H(Q,) olur. Weierstrass bosluk teoreminden H (@) un @ boslugu
vardir ve buradan A = H(Q ) =< q,q + 1 > elde edilir.

H(Q.,) Weierstrass semigrubunun en biiyiik bosluk sayisi (Frobenius sayist),
FHQy)) = Fg = (¢—1)g—1dir. 2g; — 1 = (¢ — 1)¢ — 1 = F} oldugundan
H(Q_,) nimerik semigrubu simetrik semigruptur. O

Ornek 3.5. Lemma|3.4de ¢ = 3 almwrsa, H(Q_) =< 3,4 >= {0,3,4,6,8,9,11, =}
niimerik semigrubu elde edilir ve H(Q ) niimerik semigrubunun bosluk kiimesi {1, 2,5}
dir. Aymi sekilde ¢ = 4 alinirsa, niimerik semigrubunun bosluk kiimesinin {1,2,3,6,7,11}
oldugu goriilebilir.

Hermityen fonksiyon cisminin otomorfizm grubu, rasyonel noktalar iizerinde gecisli etki
eder. Bu nedenle, herhangi bir rasyonel () € P noktasindaki Weierstrass semigrubu

H(Q)ise H(Q) = H(Q,) dur.
3.2. Suzuki Fonksiyon Cismi
Tamm 3.6. n > 1, ¢, = 2", g = 2¢2 ve S = F,(z,y) olmak iizere,
Yy +y =% (27 + )
denklemiyle tanumlanmis S [V cebirsel fonksiyon cismine Suzuki fonksiyon cismi denir.

S/F,(z)iginde P,, € [P[rq(m) noktasinin en az bir en fazla sonlu sayida genislemesi
oldugundan @, | P, olacak sekilde Q. € Pg vardir. e(Q., | P,,) = t olsun ve

buradan vy (x) = —t < 0 olur. Siizerinde v = y*% + g2%*! ve w = y>log + v%
fonksiyonlar1 tanimlanilirsa,

i = Y + qu-O—l, wi = —+ y:l;qo

iligkisi elde edilir. Buradan,

o+ q 1
v y) = v r)=—t(1+ —
oY) . o () ( 2%)
+1 1
v () = BT 4y (@)= —t(1+—)
2q0vg _(y) +qug_ () t
v (w) = Qe . B ™ = —&<1 +2q9 +q)

elde edilir. vy, _(w) € Z oldugundan ¢ < tdir. z € S =F (z,y)\F, i¢in
() = [Fy(z,y) : Fy(x)] oldugundan ¢t < [F (z,y) : Fy(z)] < g dur ve buradan
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t = q elde edilir. O halde, e(Q, | P.,) = ¢ P € Pg (2 timden dallanmustir ve
[F,(z,y) : T, (x)] = qdur. Ayrica z, y, v, w fonksiyonlarinin kutup bélenleri,

(z)_ qQ

(¥, = ([@+a)Rx

(v) . = (a+2q)Qx
(w) . = (@+2¢+1)Qu

(3.1
bi¢iminde elde edilir.

Lemma 3.7. S/F Suzuki fonksiyon cisminin cinsi gg = qo(q — 1) ve dx diferansiyelinin
boleni (dx)g = (2q5(q — 1) — 2)Q, dur.

Ispat. f(T)=TI+T —z%(2%+x) olsun. f(T) nin kdkleriy+b,b € [, oldugu rahatga
goriilebilir. Ayrica y, I () lizerinde ayrilabilir eleman ve Par(f,F,(z)) = F (z,y) ol-
dugundan [ (z,y)/F () bir Galois genislemesidir ve

[Fy(z,y) : Fy(x)] = |Gal(F (2, y)/Fy(x))] = ¢

dur. O halde o € Gal(F ,(z,y)/F ,(2)) ise o(y) = y + b, b € [, seklindedir.
= ise vy (v) — vg_(w ) = 1 dir ve buradan u, () un bir asal elemanidur.

Slmdl Onerme 2.53] uu kullanarak (), un i-inci dallanma gruplarini bulalim:
o € Gal(F (v,y)/F (x)) ve b # 0 igin,

o(v) = (y+ b)?% + (x)20T = y290 4 p20o 4 g290 L = ¢ 4 p?%

ve ayni sekilde
o(w) = w+ b*og + b2

elde edilir. Buradan vg_(o(u) — u) = 2gy + 2, Onerme deni =0,1,...,2q, + 1

i¢in |G,| = ¢ elde edilir ve i > 2¢, + 2 ise G, gruplar1 yalnizca birimden olusur. Yani
i > 2qy + 2ise |G;| = 1 dir. Teorem [2.54|den,

1Qu | Po) = D16 (Qu | PL) |- 1)
2;00+1

= D 1Gi(Qu | Py)| 1)
i=0

~ (200 +2)(g—1)
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dir. I, () /[, fonksiyon cisminin cinsi g = 0 oldugundan, Teorem dan,

295 —2 = [F (z,y): T (2)](29 —2) +derDif f(F (z,y)/F,(z))
—2q + (2¢p +2)(¢— 1)

ve buradan gg = ¢q;(q — 1) elde edilir. Ayrica, esitlik (2.2) den

(d’r>5 = _QQQOO + d (Qoo ’ Poo) Qoo = (QQO(q - 1) - 2)6200
elde edilir. [

Lemma 3.8. S/F Suzuki fonksiyon cisminin Q ., € P g noktasindaki Weierstrass semig-
rubu H(Q ) =< q,9 + 99,9 + 249, 9 + 2qy + 1 > dir ve ayrica H(Q ) bir simetrik
semigruptur.

Ispat. Weierstrass bosluk teoreminden H(Q__) un cinsi g¢ = g(H(Q..)) = qo(q — 1)
dir. H =< q,q+ q9,9 + 2q9,9 + 29y + 1 > olsun. H bir niimerik semigruptur ve
esitliklerinden ¢, ¢ + qo, g + 29,9 + 29y + 1 € H(Q,) dur. Buradan H C H(Q,) ve
g(H) > gg = qo(q — 1) elde edilir. g(H) = gg oldugunu gosterirsek ispat biter ve bunu
gostermek i¢in Apéry kiimesini kullanacagiz.

Oncelikle A = {a(q+q) +b(q+2q9) +c(¢+2¢,+1) : 0<a < 1,0 < b,ec < gp—1}
kiimesinin Z nin mod ¢ ya gore bir tam temsilci sinifi oldugunu gosterelim:

A nin tiim elemanlari farkli oldugundan |A| = 2¢3 = ¢ dur. A nin herhangi iki farkl ele-
manmin mod ¢ da denk olmadigini gosterirsek iddiamizi kanitlamis oluruz. h, h’ € A,
h = a(q+qo)+b(q+2qy) +c(q+2q,+1), i = a’(g+qo) +b"(q+2q) + ¢’ (q+2qo+1)
veh =h’ mod golsun. gy|goldugundan b = h’ mod ¢, ise ¢ = ¢’ mod g, ve buradan
¢ = ¢’ elde edilir. Benzer sekilde 2¢,|q oldugundan h = A’ mod 2gq, ise

aqy = a’qy mod 2q, ve buradan a = a’ elde edilir. a = a’, ¢ = ¢’ oldugundan h = b’
mod q ise b2q, = b'2q, mod ¢ ve buradan b = b’ dir ve buradan iddiamiz kanitlanmis
olur.

Baginti 1} deng(H) <>, , L%J dir.

h h—h modq 1 1]

oot L, 15,
hea 4 heA q 9 hea 170

1A go—1qo—1 g—1
= =) (a(q+ go) + bg +2¢9) + c(q +2¢5 + 1)) — ——

4 %=0 b=0 c=0 2

1 2 2 2 q—l
= ;](qo Q+qO)+qO(qO—1)(Q+2qO)+qO(qO—1)(q+2qO+1))—T
= gg
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ve buradan g(H) = gg oldugundan H = H(Q,) elde edilir. Ayrica (2.1)) bagintisindan
Ap(H(Q.,)) = A oldugu rahatca goriilebilir.
H(Q_,) un en biiyiik bosluk sayisi,

mar{z € A} —q = q+qo+ (g —1)(q+2q) + (g0 —1)(q+2¢+1) —¢q

= 24490 — 299 — 1
= 295—1
dir ve buradan H (@) bir simetrik semigruptur. ]

S/, Suzuki fonksiyon cismi, her o € F i¢in P, = P,_, € Pr, () in S/F,(z)
icinde derecesi 1 olan ¢ farkl1 genislemesi oldugundan ¢? + 1 rasyonel noktaya sahiptir
vebunlarhero, 8 € [ i¢in P, 5 € Py formundadir. Yaniz—a € P, 45,y—8 € P, zdir.

S/F, Suzuki fonksiyon cisminin herhangi bir rasyonel noktas1 ) € Pg olsun. Q) nun
Weierstrass semigrubu H(Q) ise H(Q) = H(Q,,) dur. Cinkii Hansen ve Stichtenoth
(1990) daki Onerme 3.2 den S/ [, Suzuki fonksiyon cisminin [ , rasyonel otomorfizmleri
grubu, rasyonel noktalar iizerinde gecisli etki eder.

Suzuki fonksiyon cismi [, Gizerinde optimal, 4 lizerinde ise maksimaldir (Hirschteld
vd. [(2008)).

Suzuki fonksiyon cisminin [, iizerinde rasyonel nokta says1 S(F ) ve [ 4 iizerinde rasyo-
nel nokta sayis1 S(F 4 ) seklinde gosterilirse, P € S(F ,4)\S(F,) noktasimin Weierstrass
semigrubu Bartoli vd. | (2021) tarafindan ve birbirinden farkli P;, P, rasyonel nokta ¢ifti
icin Weierstrass semigrubu ise Matthews | (2004b) tarafindan incelenmistir.

Ornek 3.9. y®+y = 22(28+x) denklemiyle tanimlanmis F ¢(z,y) /F g fonksiyon cisminin
cinsi Lemma ye gore gp = 14 tiir ve herhangi bir rasyonel () € P noktasindaki
Weierstrass semigrubu H(Q) =< 8,10,12,13 > tiir. Ayrica H(Q) nun bosluk noktalar
kiimesi G(Q) = {1,2,3,4,5,6,7,9,11,14,15,17, 19, 27} dir.

Suzuki fonksiyon cismiyle ilgili daha fazla bilgi i¢in Hansen ve Stichtenoth |(1990))
ve |[Hirschfeld vd. | (2008) kaynaklar1 incelenebilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. S Fonksiyon Cismi ve Weierstrass Semigrup

Hermityen fonksiyon cisminin Kummer genislemesi olan H /I, fonksiyon cismi,
pasal say1, qo = p* > 1,q = g3, m = q — qy + 1 olmak iizere,

ﬁ = H-_Q(‘/Baya t)v yqo +y= xqo—O—l, " =a1—x

ile tanimlanir ve bu fonksiyon cismine Giulietti-Korchmaros fonksiyon cismi denir.
Giulietti-Korchmaéros fonksiyon cismi ¢esitli 6zellikleri ve uygulamalar1 agisindan
Giulietti ve Korchmaros| (2009)) tarafindan incelenmistir.

Bu bélimde H / [, fonksiyon cismine benzer sekilde insa edilen Suzuki fonksiyon cis-

minin Kummer genislemesi olan S/F, fonksiyon cismi incelenecektir.

Tamm 4.1. n > 1, ¢, = 2", ¢ = 2¢3, m = q — 2q, + 1 olmak iizere, g/quonksiyon
cismi,

S = Folz,y,t), y!+y=a%(x?+z), t" =29+
ile tanmimlanir.

S/ [, cebirsel fonksiyon cismi [Fq(g) bigiminde gosterilecektir. Ayrica,

t™ = z9 + z denklemiyle tamimlanan [ (z,t)/[F, cebirsel fonksiyon cismi [ (C,,) ve
Suzuki fonksiyon cismi ise [, (.S) seklinde gosterilecektir. Agik sekilde goriilebilir ki
[Fq(x7 Y, t) = [Fq<x7 t)[Fq<x7 y) dir.
Par(z? + x,2,,Z,) = [, oldugundan Teorem [2.50| den gbriilebilir ki F,(z)/F, ras-
yonel fonksiyon cisminin derecesi 1 olan her noktasi (yani rasyonel noktalart), [Fq(C'm)
icinde tiimden dallanmistir ve bu rasyonel noktalar disinda dallanmis nokta yoktur. Ayrica
yine aymi teoremden goriilebilir ki [F(x,t) : F (x)] = m ve F (z,t)/F (2) bir Galois
genislemesidir.

Suzuki fonksiyon cismi béliimiinde gosterildigi iizere, [, (S) iginde [ (z)/F, rasyonel
fonksiyon cisminin tek dallanmis noktas1 P, dur ve P tiimden dallanmistir. Ayrica
[[Fq(x,y) : [Fq(x)] = ¢, F (z,y)/F,(z) bir Galois genislemesidir ve Suzuki fonksiyon
cismi g2 + 1 rasyonel noktaya sahiptir.

F,(z,y,t)
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Teorem denF (z,y,t)/F ,(x,y) bir Galois genislemesidir ve

[[Fq(x, y,t) : Fy(, y)] = m dir. Teorem dan Suzuki fonksiyon cisminin her rasyo-
nel noktasi (g2 + 1 tane) F,(z,y,t)/F,(x,y) icinde timden ve uysal dallanmistir. Ayrica
Sonug den bu rasyonel noktalar disinda, I (,y,t)/F,(z,y) iginde baska dallanmus
nokta yoktur.

Py =P, o €Pf (), I, (z,y)/F,(z) igcinde tamamen pargalanmis oldugundan,
F,(x,t)/F (x) iginde P, nin her genislemesi Sonug den [ (z,y,t)/F ,(x,t) iginde
tamamen parcalanmstir.

Lemma 4.2.

1. [Fq(g) fonksiyonﬂcisminin cinsi gg = % dir.
2. P € Pg [ (S) fonksiyon cismi i¢inde sonsuzdaki nokta olmak iizere, dx dife-
ransiyelinin béleni

(de)g = (2900° =24 +¢—2)P + (g —2q9) Y, P
PePg,P#P,,

dir.

Ispat. 1. Hurwitz cins formiiliinden,

QgN_ 2= [[Fq(.fli,y, t) : ”'_q(ilﬁ,y)] (295 - 2> + der Diff(ﬂ'_q(ilﬁ,y,t)/ﬂ'_q<.fb,y>)

Ve

295—2 = m(2qy(q—1)—2) +der Y Y d(P'|P)P
PePs p'|P
= m(2qy(q—1) —2) + der Z dp)—_lZe(P/ |P>P
PePg e(P) P'|P
e(P)—1 / /
= m2q(q—1)—2)+ > _ —Pder(Ze(P | P) P')
Pebg e(P) P'|P
= m2q(q—1)—2)+ »_ elP) =1 Cong,s(P)
PePg 6<P>
= m(2¢y(¢—1)—2)+ Z Fo(z,y,t): F (z,y)] derP
PePg
= m(2q(¢—1)—2) + Z( (P)—l)derP
PePg

= m(2gy(g—1)—2)+ (m —1)(¢* + 1)
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vem = q — 2q, + 1 oldugundan g5z = P=29°+4 o] de edilir.
0 g S P}

2.m€ Q[Fq(m), Ornek 2.19|de verilen Weil diferansiyeli olmak iizere,

(de)g = (Cotre (05, (M)

= Cong (zy 15, () (1) + Dif f(F(z,y,0)/F,(z))
= Cong (.05 (2 (((d2)g)) + Dif f(F(x,y,1)/F,(2,y))
= m(2q(q— 1) — 2)Poo +(m—1)P,+(qg—2g) » P
PeP g, PP,
= 20 -2 +q—2)P+(¢—2q9) > 6 P
PPz, P#P,,

]

Skabelund | (2018) deki Teorem 3.1 den Fq(g) fonksiyon cisminin [ 4 tizerinde
maksimal oldugu Dogal Gomme Teoremi (Natural Embedding Theorem) kullanilarak
gosterilebilir.

S fonksiyon cisminin [, tizerinde rasyonel nokta sayist S (F,) ve I 4 lizerinde

rasyonel nokta say1st S( [ ,4) seklinde gosterilsin.

S iizerinde z = g% + 229+ ve w = xy?% 4 2% fonksiyonlar1 tanimlanilirsa,
29+ z = 329 (29 + 1), w? 4+ w = y?% (29 + 1)

iliskisi elde edilir. @, € S(F,) noktasinin tek genislemesi P, € S(F o)
P | Q. timden dallanmig ve t™ = x? + x oldugundan,

—vp_ (1) = e(Py|Qu)vg_(z) =qm=q*—2qq)+q
—vp_(y) = e(Py | Qu)vg_ (y) =mlq+aqy) = ¢ —qq+ 4o

qup_ (z)
—vp_(t) = . 7
(299 + @)vp_ (x)
—vp_(2) = — . =q¢* — g+ 2qq
2qovp_ (y) +qup_ ()
—vp_(w) = —T= - P ) _ 241
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elde edilir. Buradan z, y, z, t, w fonksiyonlarinin kutup bdlenleri,

(x) = (¢®—2qq + )P
(), = (¢® =90+ q)Px
(t), = ¢’Py

(2) (¢* —q+2q9) Py
(w)_ = (*+1)P,

4.1)
bi¢imindedir. Islem kolaylig1 i¢in,

G=0—2990+¢8 91 =0 —qa0+ 4o 9o =" —q+2qy, 93 =0* g =¢> +1

seklinde gosterilsin ve bu sayilarin tirettigi, H =< ¢y, 91, 92, 93, 94 > nimerik semigru-
bunun kathiligr m g = g, dir.

Lemma4.3. A = {ag, +bg,+cgs+dg, : 0<a<1,0<b,d<qy—1,0<c<qg—2¢q}
kiimesi Z nin mod g, a gore bir tam temsilci sinifi kiimesidir.

Ispat. A nm tiim elemanlarinin birbirinden farkli oldugu rahatca goriilebilir. O halde

|A| = 2¢2(q — 2qy + 1) = g, dir. A nin herhangi iki farkli elemanini

h = ag; +bgy + cgs +dgy, h' = a’g; + V' gy + ¢’ g5 + d’ g, alalim ve varsayalim ki
h=h" mod g, olsun. ¢y|g, oldugundan » = h’ mod ¢, ised = d’ mod ¢, ve buradan
d = d’ dir. Benzer sekilde 2¢;,|g, oldugundan h = A’ mod 2¢, da bakildiginda a = a’,
q|gy oldugundan h = h’ mod ¢ da bakildiginda b = b’ ve son olarak h = h" mod g,
icin cq = ¢q’ mod (¢ — 2q, + 1) ve buradan ¢ = ¢’ elde edilir. O halde,

h=h" mod g,ise h = h’ ve |A| = g, oldugundan A kiimesi Z nin mod g, a gore bir
tam temsilci sinifi kiimesidir. ]

Teorem 4.4. Herhangi bir P € S (F,) noktasinin Weierstrass semigrubu
H(P) =< q*—2qqy + q,4* — 44 + 40, 4* — ¢ + 249, ¢*, ¢* + 1 > dir ve ayrica H(P)
simetrik semigruptur.

Ispat. S (F,) S nin otomorfizma grubunun etkisi altinda bir yoriinge olusturdugundan
herhangi bir P € §([Fq) noktast i¢in H(P) = H(P,,) dur (Beelen vd. |(2021)).
Weierstrass bosluk teoreminden H (P, ) un cinsi g5 = g(H(P,,)) = % dir.

H =< q¢®>—2qqy + q,¢°> — qq9 + 99, 9> — q + 249, 4%, ¢*> + 1 > olsun. H bir niimerik
semigruptur ve (4.1) esitliklerinden H C H(P,,) dur. Buradan g(H) > gg elde edilir.
g(H) = gz oldugu gosterilirse ispat biter ve bunu gdstermek i¢in Apéry kiimesi kullani-

lacaktir.
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Bagintt 1} ve Lemmaden g(H) < ZheA(L ]) dur.

-1
h h — hmodg 1
DT YL SRR
hea 90 heA 90 90 hea 90 7=0

q0—1 q—2q4 qo—1

1
- Iyvyy >~ (ags + b + g + o) - !
0

gOaOb

c=0
qgm go — 1
= g (g1 + (g — 1)ga + (¢ — 249) 95 + (¢o — 1)g,4) — 02
0
qgm go— 1
= 2 (¢®—¢® —2qyq+2¢—1) — F—
90 2
¢ — ¢ —2q9+2¢—1 ¢*—2¢q+q—1
2 2
95

ve buradan g(H) = gz oldugundan H = H(P,,) = H(P) elde edilir. Ayrica (2.1)) ba-
gitisindan Ap(H (P)) = A oldugu agiktir. H(P) nin en biiyiik bosluk sayisi (Frobenius
sayi1st),

mar{z € A} —gy = g1+ (0 —1)g92 +(q—2q0)93 + (g0 — 1)94 — 9o
= ¢ = =290 +2¢—1—¢*+2qyq—q
= 295‘:— 1

dir ve buradan H (P) bir simetrik semigruptur. O

Simdi 8nceki yapilanlara benzer bir stratejiile P € S (F e )\5 (F,) noktasmin We-
ierstrass semigrubunu bulalim:
oy (5 ) fonksiyon cismi, [Fq(§ ) fonksiyon cisminin bir sabit cisim genislemesidir ve Te-
orem dan cinsleri aynidur.

fo = ¢#—q+1,

fi = C]2—2%+17

fo = q2—q0+1,

fs = 7,

fr = & +1,

9, = (+Daqofo—ifs—1, i=0,1,...,2q, — 2,
h; = (25 +1)qofo —Jfs— o> J=0,1,...,q0 — 2,

sayilari ile
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A = {f07f17f27f3?f47gi7hj | 1= 0717“‘,2QO —2vej = 0717“'7QO _2}

kiimesi tanimlanirsa, obeb(A) = 1 oldugundan < A > bir niimerik semigruptur ve
< A >= H olsun. H nin katlilig1 m g = f, oldugu agiktir.

Pe§ ([Fq4)\§ (F,) noktasinin Weierstrass semigrubu H (P) seklinde gosterilirse
Beelen vd. | (2021) deki Onerme 4.3 den A C H(P) dir. Buradan H C H(P) ve
g(H) > ggelde edilir.

i€ {0,1,.., 922 ve i € {0,1,..,q0 — 1}, iy € {0,1,...,2q) — 1}, 45 > 0 igin
i = 13q + i5qy + 7, olmak lizere,

3, 1=0veiy, =0
o1(i) = § i3+ 1+ max{q—qq(iy + 2ig + 2), 0}, iy = 0veiy 70,
is + 14+ max{g —qo([ 3] +i; +iz+1), 0}, 4 #0,
ve

ie {12 41 fy—1}icind’ = fo —1—ivei; € {0,1,...,q — 1},
ie €{0,1,...,2qy — 1}, i3 > 0i¢in i’ = i3q + i5q, + 7, olmak iizere,

oy (i) = q—zg—l—max{q—qo(z2—1—2234—1) 0}, iL=qy— 1,
2 q—i3 — 1 —max{q—qy([2] +i; +i3+1), 0}, iy # qo — 1,

fonksiyonlari ile

O’(Z) — Ul@)? (&S {07 172'"7 q(qg_z)}a
UQ(i)J Z.E{%—Fl,...,fo_l},

pargali fonksiyonu tanimlanirsa Beelen vd. | (2021]) deki Lemma 4.4 ve Lemma 4.5 den

{o(i)fo+i|i=0,1,..., fy — 1} kiimesinin Z nin mod f, a gore olusan denklik sinif-
larinin bir tam temsilci kiimesi oldugu kolayca goriilebilir. Baginti (2.1]) den,

fo—1 fo—1
ZL f°“ = Y (o)) (42)
=0

elde edilir.
Teorem 4.5. P € g(Fq4)\§(Fq) noktasinmin Weierstrass semigrubu

H(P) :< {fO’f17f27f37f47gi7hj | 'L — 0, ]_, "'72q0 - 2 Vej - 0, ]_, ...,qo - 2} >

dir ve H(P) simetrik semigruptur.
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Ispat. Weierstrass bosluk teoreminden H (P) nin cinsi g g = % dir. Yukarida,
A kiimesinin {irettigi semigrup H oldugu sdylenmis ve H C H(P), g(H) > gg oldugu
elde edilmisti. i € {0, 1, ..., (¢ — 1)?} igin,

o(i)+o((g—1)*—i)=qg—1 (4.3)

esitligi |Beelen vd. | (2021)) deki Lemma 4.6 dan goriilebilir.

i€ {0,1,..., @} ancak ve ancak (¢ — 1)2 —i € {@ +1,..,(¢g —1)%}
oldugu aciktir. O halde,

2 q(g—2) 2
(g—1) 2 (g—1)
2 o) = Y o+ > o)
1=0 1=0 = q(q;2)+1
a(g—2) a(g—2)
2 2
= Y oli)+ o((g—1)*—1i)
1=0 1=0
a(g—2)
= Y (o)) +o(lg—1)*—1))
1=0
a(g—2)
= (g—1)
=0
3 9.2
= T?’q g1 4.4)
elde edilir.

i€{(qg—1)2%+1,...,fo—1}iseo(i) = o5(i) dirvei’ = fo—1—i € {0,1,...,q—2}
oldugundan i; € {0,1,...,qo — 1}, 45 € {0,1,...,2q) — 1}, i35 = 0 ve i’ = iyqy + iy
seklinde yazilabilir. Buradan, 7; = g5 — 1 ise

o(i) = 0y(i) = ¢ — 1 —max{qg — qy(iy + 1), 0} = go(iy +1) —1
ve benzer sekilde i; # g, — 1 ise
o(i) = 04(i) = ¢ — 1 — max{q — QO<L52J +i;+1), 0} = QOQEQJ +ip+1)—1
elde edilir. O halde,

N N qo(i2,+1>_1’ =01
o =o)={ o Ly o1 i et

dir ve i’ € {0,1,...,¢ — 2} oldugundan i; = ¢, — 1 ise iy € {0,1,...,2¢, — 2} dir.
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Buradan,
fo—1 2g9—2 2q9—1gp—2
Z o(i) = Z (go(iz +1)—1) + Z Z(%(L 4+ +1)—1)
1=(g—1)2+1 i5=0 i,=0 ;=0

2
¢  3q
i _ T4 4.5
5 o T (4.5)

fo—1 3 2 2
N9 —3q ¢ 3q .
;a(z)—T—i—Zq—l—l—?—?—f—l—gg

elde edilir. (4.2)) esitsizliginden g(H) < gg dir. O halde g(H) = gg ve buradan
H = H(P) elde edilir.

Zfo 1L¢J == Zfo*l(a(')) ve baginti den H(P) nin Apéry kiimesi
Ap( ( )) - {U< )fO +Z ’ L= 0717"'7f0 _ 1} dir.

i=(q—1) ise 1.} esitliginden o (i) = g — 1 ve

o(i)fo+i=¢"—q¢* =295 — 1+ fydir. a((qg—1)*)fo + (¢ — 1) € Ap(H(P)) ve
Apéry kiimesi tanimindan

o((q—=1)%)fo+ (¢g—1)* — fy = 2g5— 1, H(P) nin bir boslugudur. Weierstrass bosluk
teoreminden bu miimkiin olan en bilyiik bosluk oldugundan ¢y p) = 2gz dir ve buradan
H(P) Weierstrass semigrubu bir simetrik semigruptur. O

P¢s (F44) noktasinin Weierstrass semigrubu Beelen vd. | (2021) tarafindan in-
celenmistir.

4.2. Gonalite
Tanim 4.6. F'/ K cebirsel fonksiyon cismi ve r € N i¢in,
v, = min{der A| A € Dpve boy £ (A) > r}
sayisina F'/ K min r-inci gonalitesi ve GS(F/K) = (v, : r € N) dizisine F/K nin

gonalite dizisi denir. Ozel olarak ~y, sayisi, F/K cebirsel fonksiyon cisminin gonalitesi
olarak adlandurilir.

Lemma 4.7. F'/K en az bir rasyonel noktaya sahip cebirsel fonksiyon cismi ve bu fonk-
siyon cisminin cinsi g olmak iizere,

1. v, =0veryy, =min{[F : K(x)] |z € F\K} dir.
2. F/K min gonalite dizisi mutlak artandur.
3. Herr > gigin~y, =r+ g— 1dir.
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4. g=lisey, =29—2vel <r<gisevy, > 2r — 2 dir.

5. A ={k € N|~, = kolacak sekilde k yoktur} kiimesinin eleman sayisi |A| = g
dir. Ayrica g > lisel € Ave2g—1¢€ Adr.

6. « bir tamsayi olsun. « € GS(F/K) < 29— 1—a ¢ GS(F/K)

Ispat. 1.v; = 0 oldugu agiktir.
z € F\Ki¢in A = (z)__ olsun. 1 ve z, £ (A) i¢inde lineer bagimsiz oldugundan
boy £ (A) > 2 dir ve buradan her z € F'\ K i¢in Teorem kullanilarak,

vy <der A= [F: K(z)] (4.6)

elde edilir.

der A = 7, olacak sekilde A € D alalim. boy £ (A) > 2 oldugundan A ~ A", A’ > 0
olacak sekilde A" € D bdleni vardir ve Sonug den der A = der A’,

boy £ (A) = boy £ (A’) diir. Boy £ (A”) > 2 oldugundan = € £ (A’) \ K olacak sek-
kilde z € F'vardir. O halde (z)__ < A’ ve buradan

[F: K(x)] <der A" =, 4.7)

elde edilir. (4.6) ve (4.7) esitsizliklerinden v, = min{[F : K (z)] | x € F\ K} elde edilir.

2.7y, = der A olacak sekilde A € Dy alalim. P € Py ve der P = 1 olmak lizere
A’ = A—P olsun. O halde Lemma[2.9[dan boy £ (A)—boy £ (A’) < der A—der A" =1
ve buradan boy £ (A") > i — 1 elde edilir. Boy £ (A") > i —1lise~y, ; < der A" <+,
dir. O halde F'/ K nin gonalite dizisi mutlak artandir.

3.der A = r+g—1 > 2g—1 olacak sekilde bir A € D béleni i¢in Sonug ve Teorem
dan boy £ (A) = der A — g + 1 = r elde edilir. Buradan, < der A =r+g—1
dir.

Der A < r+ g —1veboy £(A") > r olacak sekilde bir A’ € Dy béleni oldugu
varsayilsin. O halde, der B = r+g—2 > 2g— 1 olacak sekilde bir B € D boleni vardir.
Sonug2.11]ve Teorem[2.15|dan boy £ (B) = der B+1—g = r—1eldeedilir. A’ < Bol-
dugundan Lemma[2.9|dan £ (A’) C £ (B) ve buradan boy £ (A") < boy £ (B) =r—1
dir. Bu ise varsayimla bir ¢eliskidir. O halde, her » > g i¢iny,, = r + g — 1 dir.

4. W bir kanonik bdlen olsun. Teorem dander W = 2g — 2 ve boy £ (W) = g
dir. Buradan,

Yy <29 —2 (4.8)
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elde edilir. 1 < r < gise (4.8) esitsizliginden 0 < v, < 2¢g — 2 dir. v, = der A olacak

sekilde bir A € D béleni igin Teorem [2.16/den boy £ (A) < 1+ de+‘4 =1+ = dirve
buradan 1 < r < gisey, > 2r — 2 elde edilir. Ayrica r = g alinirsa

29—2<n, (4.9

dir ve lh ve li esitsizliklerinden Vg =29 —2 elde edilir.

5. g = 0 ise F'/ K rasyonel fonksiyon cismidir ve 3. 6zellikten A kiimesi bos kiimedir.

g > 1 olsun. O halde 1., 2., 3. 6zelliklerden,

0= <7 <..<7,=29—2<7,,; =2¢gdirveher: > 1i¢in~y,; = k olacak
sekilde £ € N vardir. Buradan 2g + 1 — (g + 1) = g tane ,. = k olacak sekilde £ € N
yoktur. O halde |A| = g elde edilir.

g = liginy, =2g—2,v,,, = 2g ve gonalite dizisi mutlak artan oldugundan , = 2g—1
olacak sekilde r yoktur. O halde 2g9—1 € A dir. Benzer sekilde y; = 0, v, > 2 ve gonalite
dizisi mutlak artan oldugundan 1 € A elde edilir.

6.a<0isea & GS(F/K)ve2g—1—a > 2goldugundan 29 — 1 — o € GS(F/K)
elde edilir. « > 29— lisea € GS(F/K) ve 2g — 1 — a < 0 oldugundan
29— 1—a ¢ GS(F/K) elde edilir.

0<a<2g—lolsun.0 =7y <7y <... <7, =2g—2oldugundan 0 < ; < 2g—1ola-
cak sekilde g tane gonalite sayis1 vardir ve i, k € {1, 2, ..., g} igin 29— 11—+, # ~;, oldugu
gosterilirse iddia kanitlanmis olur. A € Dy iginder A = ~; olsun. W, F'/ K nin bir kanonik
béleni olmak tizere, Teorem[2.15|dan boy £ (W — A) > i+g—der A—1 = i+g—;—1
olur.

k<i+g—~; —liseboy £(W — A) > k ve gonalite tanimindan
Y <der (W —A)=der W —der A =29 —2—~,
dir. O halde 7, < 2g—2—7; ise v, < 2g—1—r, ve buradan 2g—1—y, # ;. elde edilir.

k > i+g—, olsunve 2g—1—~, = -y, oldugunu varsayalim. v, = der A’ olsun ve Teorem
R.15|danboy £ (W — A”) > k+g—, —Leldeedilir. 29— 1 —~; =y, ve k > i+g—;
oldugundan boy £ (W — A") > k — g+ 7,; > i elde edilir. Boy £ (W — A") > i ve
der W — A" =2g—2—~, =+, — 1 oldugundan -, = der A olmasi ile geligki elde edilir.
O halde 2g — 1 — ; # 7, dur. O

Lemma 4.8. F'/K en az bir rasyonel noktaya sahip cebirsel fonksiyon cismi ve bu fonk-
siyon cisminin cinsi g > 1 olmak iizere,

I.g—v+1<r<gisery,=r+g—2dir
2. Herriginvy, < g— 2| +r—1dir
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Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Lange | (2012) dir. [

Tamm 4.9. F'/ I, cinsi g olan bir cebirsel fonksiyon cismi, P € P bir rasyonel nokta
ve P € P noktasimin Weierstrass semigrubunun katliligi m olsun. P € P noktasinin
Weierstrass semigrubu simetrik ve F' /T fonksiyon cisminin rasyonel nokta sayist gqm+1
ise F'/F , P € P g noktasinda bir kale (castle) fonksiyon cismi olarak adlandirilir.

Suzuki fonksiyon cismi, her rasyonel noktada bir kale (castle) fonksiyon cismi-
dir. Bu konu hakkinda ayrintili bigi i¢in Munuera vd. | (2008) ve |Munuera vd. | (2009)
kaynaklarina bakilmasi onerilir.

Lemma 4.10. F'/F cinsi g olan P € Py noktasinda bir kale fonksiyon cismive P € P
noktasimin Weierstrass semigrubu elemanlar kiigiikten biiyiige dogru sirali olmak iizere
H(P)={0=hy,hg,hg,...} olsun. hy < q+ 1ise

]. f)/zzthdir.
2. 12> 9—",+2iginy; = h; ve

Y t+g9g—2, g—7+2<i1<g
TiTNTY itg—1, i>g

dir.
Ispat. Ayrintili ispat i¢in referansimiz Munuera vd. [(2009) dir. [

Pellikaan | (1996)) nin ¢aligmasinda, Tanim de verilmis Hermityen fonksiyon
cisminin gonalite dizisi, k = 1(j + 1)(j + 2) — i, 0 < ¢ < j olmak iizere

g k+gy—1, k> gy

seklinde elde edilir.

GS(H/Fy) =(0,3,4,6,7,—)
GS(H/F) = (0,4,5,8,9,10,12,13, )
GS(H/F,;) = (0,5,6,10,11,12, 15, 16,17, 18, 20, 21, —)

Hermityen fonksiyon cisminde, herhangi bir rasyonel noktanin Weierstrass semig-
rup elemanlar kiigiikten biiylige dogru siralanirsa gonalite dizisinin terimleri ile ayni ol-
dugu kolayca goriilebilir.

Tanim[3.6|da verilen Suzuki fonksiyon cisminde g, = 2 almirsa, ¢ = 8 ve g5 = 14
elde edilir. Lange |(2012) nin ¢alismasinda Brill-Noether teori ve Serre duality yardimiyla
V3 = 10, v, = 12, v5 = 13, 74 = 16, 7, = 18 oldugu gosterilmistir.
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Onceden [S : F (z)] = g olarak elde edilmisti. O halde Lemma ve Lemma 4.8|kulla-
nilarak,

GS(S/Fg) = (0,8,10,12,13,16, 18,20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 28, 29, —)
seklinde elde edilir. Ayrica Suzuki fonksiyon cisminde ¢, = 2 i¢in gonalite sayilar1 v,

ise A = {v, | r € N} kiimesi ile Ornek [3.9| da verilen kiimenin esit oldugu kolayca
goriilebilir.
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5. SONUCLAR

Weierstrass semigruplar hakkindaki arastirmalar, cebirsel geometrik kodlarin bir
egrinin bir veya daha fazla noktasindaki Weierstrass semigrubu ile iligkileri nedeniyle son
donemde artmistir. Bu semigruplar kodlama teorisinde minimum mesafedeki belirledigi
sinirlar ve kodlarin boyutlarinda yaptigi iyilestirmeler agisindan dnemlidir. Ozel olarak
maksimal egriler uzun kodlara olanak tanidiklarindan geometrik kodlara yonelik uygula-
malar i¢in olduk¢a kullanish ve dikkat ¢ekicidirler. Maksimal egri ailelerinin iyi bilinen
ornekleri Hermityen ve Suzuki egrileridir.

Bu tez ¢alismasinda; Hermityen ve Suzuki fonksiyon cisimlerinin otomorfizm grup-
larinin gegisli olmasi nedeniyle, sonsuzdaki noktada, Weierstrass bosluk teoremi ve Apéry

kiimesinden yararlanarak Weierstrass semigruplari ifade edilmistir. Beelen vd. | (2021)) ve
Skabelund | (2018) de verilen Suzuki fonksiyon cisminin bir Kummer genislemesi,

S = F,(z,y,1), ¥y +y=a%(@? +z), t" =27+
ile tanimlanan S fonksiyon cisimlerinin temel kavramlari ifade edilerek, rasyonel nokta-
larda Weierstrass semigruplari arastirlmistir, burada n > 1, ¢, = 2", ¢ = 2¢3, m =

q—2qy + 1 dir.

o . '] o = . . - . . 3_9q2 .
Hurwitz cins formiiliinden S fonksiyon cisminin cinsi g5 = % dir. Suzuki

ve Hermityen fonksiyon cisimlerindeki yonteme benzer sekilde, Weierestrass semigrup
P e S(F,) igin

H(P) =< q¢* —2qq9 + ¢,¢° — 490 + 40, > — ¢ + 240, ¢*, ¢* + 1 >
ve P € S(F,)\S(F,) igin
H(P) =<{fo, f1, fas f3: f4 95, ;| i = 0,1,...,2¢p —2ve j = 0,1,...,qy — 2} >
dir, burada,

fo = @—q+1, i=—2q,+1, fb=—q+1, f3=¢, f1=d¢+1,

gi — (Z+1)qu0_Zf4_1, i:O,l,...,qu_Q,
h] = (2]+1>qo.f0_jf4_QO7 j:0717"'7QO_2
dir.

Ayrica, bu tez caligmasinda Weierstrass semigrubu ile gonalite dizisi arasindaki
iliski incelenmistir. Belirli kosullar altinda bir fonksiyon cisminin herhangi bir noktasin-
daki Weierstrass semigrubunun elemanlar: kii¢likten biiylige dogru siralanirsa, belli bir
noktadan sonra gonalite dizisinin terimleri ile ayni oldugu goriilmistiir. Hermityen fonk-
siyon cisminin gonalite dizisi ile bir rasyonel noktasinin Weierstrass semigrubu cakisir.

gy = 2 durumunda Suzuki fonksiyon cisminin bir rasyonel noktasinin Weierstrass
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semigrubu ile Suzuki fonksiyon cisminin gonalite dizisi aynidir ve
GS(S/Fg) = (0,8,10,12,13, 16,18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 28,29, —)

dir.
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