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ABSTRACT

RULED SURFACES CREATED BY SPECIAL CURVES

0ZSO0Y, Filiz
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assoc.Prof. Dr. flkay GUVEN

44 pages
The ruled surfaces are surfaces formed by a line moving along a curve. In this study;
special ruled surfaces have been produced by taking base curves different curves.
Based on Frenet curve and the W-direction curve of the Frenet curve, two different
ruled surfaces were formed. Gaussian and mean curvatures and distribution
parameters of these new ruled surfaces were calculated, their developability and
minimalities were examined. A comparison was made between these surfaces and
properties and results were found. In addition, normal and binormal surfaces which
are special ruled surfaces were obtained by taking the base curve as a W-Direction
curve. The characterizations of these surfaces were given and base curves were
investigated that ,of being asymptotic curve ,geodesic curve and line of curvature.

Examples of the specified surfaces were also given.

Key Words: Ruled Surfaces, Frenet Vektors, Gaussian Curvature, Mean Curvature,
W-Direction Curve, Base Curve, Developable Surface, Distribution Pa

rameter.



OZET

OZEL EGRILERDEN URETILEN REGLE YUZEYLER

OZSOY, Filiz
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dog. Dr. ilkay GUVEN
Temmuz 2019
44 sayfa

Regle ylizeyler bir dogrunun, bir egri boyunca hareket etmesi ile meydana gelen
yiizeylerdir.Bu calismada; dayanak egrileri, farkli egriler alinarak 6zel regle yiizeyler
tiretilmistir. Dayanak egrisi Frenet egrisi ve Frenet egrisinin W-direction egrisi
almarak iki farkl regle yiizey olusturulmustur. Bu yeni regle ylizeylerin Gauss ve
ortalama egrilikleri, dagilma parametreleri hesaplanmis, agilabilirlikleri ve
minimallikleri incelenmistir. Bu yiizeyler arasinda karsilastirma yapilip, 6zellikler ve
sonuglar bulunmustur.Ayrica dayanak egrisi W-direction egrisi alinarak, 6zel regle
ylizeyler olan normal ve binormal yiizeyler elde edilmistir. Bu yiizeylerin
karakterizasyonlar: da verilip, dayanak egrilerinin asimptotik egri, geodezik egri ve
egrilik cizgisi olma durumlar incelenmistir.Belirtilen yiizeylerle ilgili 6rnekler de

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Regle Yiizey, Frenet Vektorleri, Gauss Egriligi, Ortalama Egril
igi, Integral Egrisi, Dayanak Egrisi, A¢ilabilir Yiizey, Dagilma

Parametresi.
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BOLUM I
GIRIS
Diferansiyel geometride, yiizeyler, fizik, miihendislik, bilgisayar grafikleri gibi
birgok disiplinde baslica yere ve kavramlara sahiptir. Bu ylizeylerin en
onemlilerinden biri Gaspard Monge tarafindan ortaya konan regle yiizeydir.
Herhangi bir regle yiizey, herhangi bir egri boyunca bir dogrunun siirekli hareketinin
bir sonucu olarak meydana gelir. Bu egrilere sirasiyla dayanak egrisi ve dogrultman
denir. Ayrica regle ylizeyler oOzellikle kinematic, bilgisayar destekli tasarim,
bilgisayar destekli geometrik tasarim, mimari ve diger bir¢ok alanda uygulama
alanina sahiptir. Bunlara ek olarak acilabilir yiizey ve minimal yiizey gibi ylizeylerin

bazi smiflarmin arastirilmast klasik diferensiyel geometrinin temel amaglarindan

biridir.

Oklid uzayinda regle yiizeyler ile ilgili temel kavramlar bircok kaynakta mevcuttur.
Bunlardan bazilart Blaschke’ nin (1949) (Kerim Erim tarafindan ¢eviri)
"Diferensiyel Geometri Dersleri", Miiller’ in (1963) “Kinematik Dersleri”, Senatalar’
m (1978) “Diferansiyel Geometri (Egriler ve Yiizeyler Teorisi)”, Biran’ in (1981)
"Diferensiyel Geometri Dersleri", Hacisalihoglu’ nun (1983-1994) “Diferensiyel
Geometri I-II” ve (1983b) “Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ve
Sabuncuoglu’ nun (2006) “Diferensiyel Geometri” adli kitaplaridir. Valeontis’ in
(1986) “Parallel PAquidistante Regelflachen” adl1 ¢aligmasinda paralel p-equidistant
regle yiizeyler tanimlanarak bazi karakteristik 6zellikler verilmistir. Masal’ in (1994),
Masal ve Kuruoglu’ nun (1999, 2000a ve 2000b) calismalarinda paralel pequidistant
regle yilizeylerin integral invaryantlari, sekil operatorleri ve kiiresel goOstergeleri
hesaplanmistir. Giiven (2010) doktora tezinde regle yiizeylerin Gauss egriliklerini
hesaplayarak bazi yeni sonuglara ulagsmistir. Sarioglugil ve ark. (2011) cizgiler
uzayindaki bir paralel p-equidistant dual centroit egrisinin olusturdugu regle yiizeyin
integral invaryantlar1 {izerinde ¢alismiglardir. Senyurt (2012) tarafindan ani Pfaff

vektoriinlin olusturdugu paralel p-equidistant regle ylizeylerin integral invaryantlari



bulunmustur. As ve Senyurt (2013) calismalarinda asli normal vektorler paralel

almmarak elde edilen equidistant regle ylizeylerin bazi 6zelliklerini vermislerdir.



BOLUM II
TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1.1Bir M c E3yiizeyi verilsin. V P € M noktasinda E2 {in tamamen M de
kalan bir dogrusu varsa M ye bir regle ylizey ve P € M noktasindan gecen, M de

kalan bu dogruya da regle yilizeyin dogrultmani denir.

Regle yiizeylerin parametrik denklemini elde etmek i¢in yiizey iizerinde bulunan ve

dogrultmanlari kesen diferensiyellenebilir bir
a:1— E3
t — a(t)

egrisi alalim. Bu egriye regle yiizeyin dayanak egrisi denir. M regle yiizeyinin «
dayanak egrisinin « (t) noktasindaki dogrultmani tizerindeki degisken bir nokta B ve

a(t) = (a,(t), ay(t), as(t))birim dogrultmani olmak iizere, f,
B:IR - M

v = B(v) = a(t) + v a(t)

seklindedir. Boylece regle ylizeyin parametrik denklemi
@:IxIR — E3

(t,v) = @ (t,v)=ot) + v a(t)

dontisimdi ile verilir.

Tamim 2.1.2 Bir ¢(s, v) regle yiizeyinin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni

kaliyorsa regle yiizeye acilabilirdir denir.

Tamm 2.1.3 Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu
iki komsu ana dogrular arasindaki agiya oranmma regle yiizeyin dagilma

parametresi(drali)denir.



Tamm 2.1.4 a: I — E3 |||/ (t)]| = 1 olacak sekilde bir egri olsun. Bu durumda t

ye a egrisinin yay parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu 1993)

Tamm 2.1.5 o: I — E3 egrisinin t yay parametresi o' (t) = Z—T olmak tizere, o' (t) yi

T(t) ile gosterelim. T(t) ye, a(t) noktasinda y nin birim teget vektorii denir. a’nin
egriligi x ()= ||a’"(t)|| ile tamimlanir. Eger « (t)# 0 ise o(t) noktasinda o egrisinin
N(t) birim asli normal vektorii de o' (t) = « (t).N(t) ile verilir. B(t) = T(t) X
N(t) birim vektdriine, oa(t) noktasinda o egrisinin birim binormal vektorii denir.

Boylece Frenet Serret formiilii asagidaki sekilde verilir:
T'(t) = x(t).N()

N'(H)= — « (). T(t)+(t). B(t)

B'(t) = —1(t).N(t)
Burada 7 (t), a(t) noktasinda o egrisinin torsiyonudur (Izumiya ve Takeuchi 2001).
Tamm 2.1.6 S E3de bir yiizey, a:l — Sbirim hizli bir egri ve olsun. o/ (t) =
a’(t) 1

o (0)T + a”(t)J‘ olsun. [l (t)T]| = kqve =k, ile gosterilen kgve

k, ye sirastyla a egrisinin geodezik ve normal egriligi denir (Gray 1939)

Tamm 2.1.7 Birim hizli her o: I — E3egrisi igin, W(t) = t () T(t) + « (t)B(t) vektdr

alanina, a egrisinin Darboux vektor alan1 denir (Hacisalihoglu 1993).

Tamm 2.1.8 S, E3 de bir Frenet egrisi ve W 8’nin Darboux vektdrii olsun. W(s) nin

integral egrisi W-direction egrisi olarak adlandirilir. Yani f’nin W-direction egrisi [

1

sonra W (s) = B'(s) ,buradan W = (t T + x B) seklindedir.

2
K" +¢2



2.2 Genel Anlamda Regle Yiizeyler

@1 I XIR — E3

(t, V) = @1(t,v) = B(D) + vXy (D) (2.1)

dayanak egrisi  olan regle yiizeyi verilsin. Bu ylizeyin t ve v parametrelerine gore

turevleri alinirsa ;

(p)e=B'®) +v.X,' (1) (2.2)
(91)y = X1(t) (2.3)
(P =B"(®) +v.X," (1) (2.4)
(@1)vy =0 (2.5)
seklinde elde edilir.

Dayanak egrisi B(t) alinarak olusturulan (2.1) esitligindeki regle yiizeyinin normali
U, olmak iizere, (2.2) ve (2.3) esitlikleri yerlerine yazildiginda ;

U, = (P X (@1)y _ B +v.X"(1) x X, ()
P l@e x (@l [(@1)e X (@)l

_ B xX(®) +v.(X (1) X X1(D)

i 1@ x (@]

(2.6)

seklinde elde edilir.

p(t,v) = B(t) + v.X(t) regle yiizeyinin Gauss egriligini, ortalama egriligini ve

dagilma parametresini veren esitlikler

_eg—f*

K=-2_~*_
EG — F?

(2.7)

ve

_Eg+Ge-2Ff
~ 2(EG -F?)

(2.8)



burada =<(pt:(pt) ' F=<(pt'(pv)! G=((pv,g0,,), e=<(ptt'U> ' f=
(Qotv'U> ve g:((pva).

d dé
_ det(d—g, 6,% (2.9)
- @ 2 . .
ds

Simdi ¢4(t,v) = B(t) + vX,(t) denklemindeki regle ylizeyinin Gauus egriligi,
ortalama egriligi ve dagilma parametresi (2.7) , (2.8) ve (2.9) te verilen esitlikler

yardimtyla bulunacaktir ;
E; = (00, (1)) = (@) lI? = 118" () + v. X1 @®)II?
Fy = {(@1)s (@1)v) = (B'(6) + v. X, '(©), X1(8))

G1 = (1) (@1)v) = (@) lI? = 1| X1 (O)I?

e; = (@) Ur)

(B"(®) +v.X," (1), B'(®) + vX,'(t) X X1(1)))

" lpDe X @0yl

fi = (@) v, Un) (X,'(®), (B'(®) + vX,' () X X1(1)))

" l@De X @yl

(X, (@), (B' (1) X X1(1)))

= oD x (ol

g1 = <((p1)vvr U1> = (0, U1> =0

bu islemlerde asagidaki kisaltmalar kullanilirsa ;



L = X.(t)

A =B"(1) +v.X,"(t)
By = B'(t) x X1(¢)

Cy =X, (t) X X1(t)

Dy =B'(t) +v.X,'(t)

regle ylizeyin sirastyla Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi

_ €191 — f12
LOEG —F?
1 (11,'B1>2

— lC@e X (@0ulI2 AIDLIP). 111117 = (D, )2

_ E1g, + Gie; — 2F1 f;
L 2(EG-FP)

_ 1 l111%.{Ay, By + vCy) — 2(Dy, 11).I;’, By)
2[[(@1)e X (@vll* UIDLN1*)- 111117 = (D1, 11))?
ve
_ det(B'(®), X, (1), X' ()
o1 RANGIE

seklinde elde edilir.

@2(t,v) = B(E) + v.X,(t)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

dayanak egrisi f ‘nin integral egrisi § aliarak olusturulan regle yiizeyi verilsin. Bu

ylizeyin t ve v parametrelerine gore tlirevleri alindiginda;
(@2)e = B'(0) +v.X, (1)

(@2)y = X2(8)

(@2)ee = B () +v.X," (1)

(¢2)vw =(0,0,0)

(2.14)
(2.15)
(2.16)

(2.17)



Dayanak egrisi [(t) alinarak olusturulan (2.13) deki regle yiizeyinin normali U,
olmak tizere, (2.14) ve (2.15) esitlikleri yerlerine yazildiginda;

(@2)e X (92)y (B'(®) +v.X,' (1)) X X,(t)

UZ_

@D x (@l 1(@2)e X (@2)yl

(B xX,(0) +v. (X, (1) X X,(1)
V2 = 1002 X (@2ul (2.18)
seklinde elde edilir.

@, (t,v) = B(t) + v.X,(t) regle yiizeyinin Gauss egriligini, ortalama egriligini ve
dagilma parametresini (2.7) , (2.8) ve (2.9) esitlikleri yardimiyla hesaplandiginda;

burada;

Ey = (026 (02)0) = (@)l = ||B/(®) + v.X,'®)||”

B +v

D AGP Xz(t))

Fy = ((@02)1, (92)0) = (

Gz = ((@2)v, (92)y) = ||(§02)v||2 = || Xz(t)”z

ez = ((@02) ¢, Uz)

1

=T x o B O +v.X:"(0), B'(0) + vXa'(6) X X2())

fo = (@2, U2) (X2 (), (B'(®) + vX,' (D) X X2(6)))

" 1(@2e X (@)l

(X5 (), (B'(t) x X,(1)))

L2 = oD x Gl

g2 = (((pz)vv: UZ) = (0, Uz) =0
bu islemlerde asagidaki kisaltmalar kullanilirsa;
I, = X,(t)

A, =B" () +v.X," ()



B, = B'(t) x X,(t)
C, = X5/ () X X,(t)

D, =p'(t) +v.X,'(t)

regle ylizeyin sirastyla Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi

_ €9 _fzz
Ky =——
E>G; — F,
1 <12"B2>2

T @ X (@2)ullZ T ID 7 ElI2 = (D, 1))?

_ Eyg; + Gaoe; — 2F5f;

27 2(E,6, - RP)

_ 1 112112 {A2, By + vCy) — 2(Dy, ). (I3, B,)
2[[(@2)e X (@2)ulI* 1D 112 112112 — ({D3, I2))?

ve
L (fO.%0.%'0)

oz ANOGIE
_{B'(®), X5 (1) X X5' (1))

1X," (D12

seklinde elde edilir.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Simdi (2.1) ve (2.13) deki regle yiizey denklemlerinde X;(t) = X,(t) olsun. Regle
yiizeylerin elde ettigimiz (2.10), (2.11), (2.12), (2.19), (2.20) ve (2.21) esitliklerinde

sirastyla Gauss egriliginde, ortalama egriliginde ve dagilma parametresinde X, (t) =

X, (t) olsun. Burada eger , B birim hizli bir egri ise ||B'(t)|| = 1 ve B'(t) =T olup

W () =B'(t) ve

1

/k12+k22

W(t) = (k,T + k4B) esitliginde



ki =0vek, =1alindigmda W =T olup Ao, =4y, K1 =K, ,H =H,

P1 P27

esitlikleri elde edilir.

Simdi (2.1) ile verilen regle yiizey denkleminde X;(t) = T alinip teget vektor ile
olusturulan regle yiizeyi elde edilir. Daha 6nce olusturulan kisaltmalarda X;(t) =T

alinip gerekli hesaplamalar yapildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.
L=X{®=T

A =p"®)+v.X,"®) =T +v.T"

B;=p'"(t) xX,(t) =TXT =0

C,=X/(t)xX,(t) =T XT

D= +v.X,// () =T +v.T’

elde edilen bu esitlikleri kullanarak regle yiizeyinin Gauss egriligi, ortalama egriligi
ve dagilma parametresi asagidaki gibi elde edilir.
€191 —f12 1 (I,', By)?

K = = — A = 0
' TEG, - F, I(@1)e X (@)ull? (ID:1I?). 1117 = (D1, 1))?

oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz)tir ve paraboliktir.

_ Eyg1+ Gieg — 2K, fy
| =
2(E,G, — F?)

_ 1 l1111%.{A1, By + vCy) — 2(Dy, 11).{I;’, By)
2[[(@1)e X (@0wll? (ID1112)- 111 117 = (D4, 11 ))?

_ 1 —v2k12k2
2[[(@1)e X (@ull? k> =1

Hy

burada k, = 0 alindiginda yilizey minimal olur.

_ det(B'(0), X1(6), X,'(®) _ (B'(D), X, (D) X X,'(D))
o 1X:"(O112 1%, O

10



AT, TXT)
7112

oldugundan yiizey agilabilirdir.

Simdi (2.13) ile verilen regle yiizey denkleminde X,(t) = T alip W- Direction egrisi
ile olusturulan teget regle ylizeyi elde edilsin. Daha once olusturulan kisaltmalarda

X,(t) = T alinip gerekli hesaplamalar yapildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

T=—"e 148 p_wdr

Jk12+k22 Jk12+k22

L=X,()=T
A, =B"() +v.X," ) =W +v.T" =T +v.T"

0

B,=B'(t) xX,(t) =WxXxT=TxT

CZ = le(t) X Xz(t) = T’ X T = 2 (sz, + le,) X (sz + le) = 0

ki* + k,

D,=B'®)+v.X,' &) =W+v.T'=T+v.T' = (k,T + k{B)

1
/klz + k,”

_ 6292 — f2* —_ 1 (I, B;)? —0
2 E,Gy — F,? (@2 X (@2)ull? 1ID112 112112 — ({D2, I2))?
oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz)tir ve paraboliktir.
_ E29; + Goey — 2B, f;
T 2B6 - RY)
_ 1 I2117.{Az, By + vC;) — 2(D,, I,).{I;', B,)
2[[(@2)e X (@2)ull* 1D 112 112112 — ({Dy, I2))?
0
0

oldugundan belirsizligi elde edilir.

L _Et(fORO.%0) (@050 x5 ©)
T Ier T IO

11



W, TXT) (TTxT)
17112 17112

oldugundan yiizey agilabilirdir.

Simdi (2.11) ile verilen regle ylizey denkleminde X;(t) = N alip normal yiizey elde
edilsin. Daha 6nce olusturulan kisaltmalarda X;(t) = N almip gerekli hesaplamalar

yapildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

L=X({t)=N

A =p"t)+v.X,"(t) =T +v.N"

B, =B'(t) xX,(t)=TXN=B

C; =X, () xX,(t) =N"XN=—kB—k,T
D,=p'{t)+v.X,(t) =T +v.N' =T +v.(—k;T + k,B)

g = &9 - fi° A 1 (I, B1)?
'UEG, — F? I(@1)e X (@)ulI? (IDLI12). 11112 = ((Dy, I1))?
1= 2vky + kg2 kP

olup burada eger k, = 0 olursa yiizey iizerindeki noktalar flat (diiz) ve parabolik

olur.

1 ||I1||2- (A1, By +vCy) — 2(Dy, ). (11’,31)

" 200 X (@0 l1% (D12 11117 = ((Dy, 1)) =0

Hy

oldugundan yiizey minimaldir.

_ det(B'(0), X1(6),X,'(®) _ (B'(0), X: () x X,'(®)) _ (T,N x N')
o X, @112 X, 112 IN"[I?

2 =2
§01_k12+k22

burada k, = 0 olursa yiizey agilabilirdir.
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Simdi (2.13) ile verilen regle yiizey denkleminde X,(t) = N alip W-Direction egrisi
ile olusturulan normal yiizey elde edilsin. Daha Once olusturulan kisaltmalarda

X,(t) = N alinip gerekli hesaplamalar yapildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

1
/klz + k,*

A, =p"M)+v.X," () =T +v.N"

12 = Xz(t) = N = (_le + sz)

B,=B'(t)xX,(t)=Tx N=-N

Cz = le(t) X Xz(t) = IV' X Iv

DZ = B_,(t) + U.le(t) = 7_1 + v. N’ = (sz + le — V. (klz + kzz)N)

1
/klz + k,”

K, = 292 -’ :_ 1 (I,', B,)?
2 EyG, — Fy? 1(@2)e X (@2)0l12 1D 112 112117 — ({Dy, I,))?
1 ki® + ky°

@D X @Dl 1 + v2(ky® + ky2)

oldugundan normal yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz) ve parabolik degildir.

B9, + Gye; — 2K, f;
, =
2(E2G; — %)

_ 1 ”12”2- (Az, By +vCy) — 2(D,, I). (Izl;Bz)
2[(@2)e X (@2)ull* 1D 112 . 112112 = ({D, I3))?
=0

oldugundan yiizey minimaldir.

Lo (FO.50.%'0) @060 TN
2 1X2" ()12 B X, (©)]I2 RAE

Ao, = /klz + k,*

oldugundan normal yiizey acilabilir degildir.
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Simdi (2.1) ile verilen regle yiizey denkleminde X,(t) = B alip binormal regle
yiizeyi elde edilsin. Daha 6nce olusturulan kisaltmalarda X;(t) = B aliip gerekli
hesaplamalar yapildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

IL=X,()=B

A =p"(®)+v.X,"t) =T +v.B"
B, =B'(t) xX,(t) =T XB=—-N

C, =X, () xX,(t) =B xB =—k,T

Dl - B,(t) + U.Xll(t) == T + U.B' == T + v. (_kzN)

K, = €191 _f122 N 1 _ (I, B1)?
E,G,—F, I(@)e X (@1)ull? (D) NI ][2 = Dy, 11)?
_ 1 1 .
RICOE: @oF T ”
2

oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz) ve parabolik degildir.

_ E1g1+ Giey —2Ffy

Y 2(EG - F?)
_ 1 1 17.{Ay, By + vCy) — 2Dy, I). (I, By)
2[1(@1)e X (@)yll? (ID1112). 111112 = ({Dy, 11))?
1 3k k2 — k
H1 112 1

20 X (@l 1+ w2k,
v3k,* — 1 = 0 kosulunda yiizey minimaldir.

_ det(B'(0), X1(6),X,'(0) _ (B'(D). X, () x X,'(1)) _ (T,B xB')
o X, @112 X, 112 1B11?

oldugundan yiizey acilabilir degildir.
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Simdi (2.13) ile verilen regle yiizey denkleminde X,(t) = B alip W-Direction egrisi
ile olusturulan binormal ylizey elde edilsin. Daha 6nce olusturulan kisaltmalarda

X,(t) = B almip gerekli hesaplamalar yapildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.
L= X,() =B =TxN

A, =B +0.X," () =W +v.T" =T +v.B"
B,=B'(t) xX,(t) =WxT=TxB=-N
C, =X, (t)xX,(t)=B'"XB=0
D,=B'"(®)+v.X,' &) =W +v.T'"=T +v.B’

1
=——— (kT + kyB) —v. N’

/klz + k,?

_ €292 —fz2 r 1 <12’,Bz>2
> " E,G, — F,? 1(@2)e X (©2)ul1? " 1ID2NI% . 112112 — (Do, I2))?
1 1
= 0

M@ x @l Ky +
oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat (diiz) ve parabolik degildir.

_ E, g, + Gyep, — 2F,f,
T 2EG, -

_ 1 ||Iz||2- (A, By + vCy) — 2(Dy, I). (12’. B,)
2[|(@2)e X (@)l ID 112 112112 — ({D3, I2))?
=0

oldugundan yilizey minimaldir.

e fOR06W0) FOHR0x%'@) W)
A (| R 2 0] A [ I
_(T,BxB") _ 1

B2
k% + k,”

oldugundan yiizey acilabilir degildir.
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Simdi (2.1) denklemiyle verilen regle yiizey denkleminde ozel olarak X,(t) =
(0,0, t) olsun (teR ). Burada gerekli hesaplamalar yapildiginda;

p1(t,v) = B() +v. X, (1)
p,(t,v) = B(t) +v.(0,0,¢t)
X,'(t) = (0,0,1)

_ det(B'(®), X1 (1), X,"(®) _ (B'(6), X1 (t) X X,'(£))
o 1X1" (117 1X1" (117

X, (&) x X;'(t) = (0,0,0) olup Ay, =0 elde edilir. X;(t) = (0,0,t) ylizeyinin

olusturdugu regle yiizey agilabilirdir.

L = X,(t) =(0,0,0)

A =B"1) +v.X,"() = B"(t) +v.(0,0,0) = B"(t)
B, = p'(t) x X1(t) = p'(t) x (0,0,¢t)

C, = X, (t) x X,(t) =(0,0,0)

D;=pB'(t)+v.X,'(t) = B'(t) + v.(0,0,1)

K = €191 _f12 __ 1 <11,:Bl)2 —0
YT EG, - F? I(@1)e x (@)ull? UIDLIZ). 111112 — (D1, 11 ))?

oldugundan regle yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz)tir ve paraboliktir.

_ E1g1+ Giey —2Ffy
L=
2(E1G, — F,?)

_ 1 1111%.{A1, By + vC1) — 2(Dy, 11).{I;’, By)
2[[(@1)e X (@vll* DN 111112 = (D1, 11))?

1
~ 200 X (0l

t2(B" (&), B’ (1) x (0,0,1))
1B"(O117 +v? + 2v.(B" (1), (0,0,1))t? — ((B’'(t) + v.(0,0,1), (0,0, t)))?

seklinde bulunur.
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Simdi (2.13) denklemiyle verilen regle yiizey denkleminde X,(t) = (t,0,0) olsun
(teR ). Buradan gerekli hesaplamalar yapildiginda; W-Direction egrisiyle olusturulan
regle ylizeyin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi asagidaki gibi

elde edilir.

I, = X,(t) = (t,0,0)

A, =B"(®) +v.X,"(t) = B"(t) +v.(0,0,0) = " (¢t)
B, = B'(t) x X,(t) = B'(t) X (t,0,0)

C, = X, (£) x X,(¢) = (1,0,0) X (t,0,0)

D, =f'(t) +v.X,'(t) = B'(t) + v.(1,0,0)

_ €292 _f22 b 1 (I, B,)?

= =— . =0
2 E,G, — F,* I(@2)e X (@2)ull* ID2I%- I12112 — (D2, I2))?

oldugundan yiizey tizerindeki noktalar flat(diiz) tir ve paraboliktir.

_ E, g, + Gye; — 2F,f,
2 2(E,G, — F,%)

_ 1 I117. (A2, By + vCy) — 2(Dy, )., By)
20(p2)e X (@2)ulI D112 121> = ({D2, I2))?

B 1

20l x (@)l

t2.(B" (), B'(t) X (£,0,0))

- - — =0
1B O\ +v2 + 2v.(F"(6), (1,0,00)t2 — (B’ () + v. (1,0,0), (£, 0,0)))°

oldugundan yiizey minimal degildir.

_ det (E’(t),Xz(t),Xz’(t)) (B, (£,0,0) X (1,0,0)) 0
vz 1X2" ()12 - 1X2" (112 B

oldugundan yiizey acilabilirdir.

Ornek:

3, ) e
B(t) = (Esmt, 1+ cost,%sm t) egrisi verilsin.
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B'(t) = (S cost, —sint,%cos t). 1B ()] = 1 oldugundan egri birim hizhi (t yay

parametreli) egridir.

Bu egrinin Frenet vektor alanlar1 hesaplandiginda;
3 .4
T=p'() = (E cost, —smt,gcos t>

"(t 3 4
= F(®) = (——sint,—cost,——sint)

N=1gon =75 5

B =T><N=(§,0,—§)

seklinde elde edilir.
Egrinin egrilikleri hesaplanirsa;
ke =137 @Il =1

<B'(®), " () x B (t) > _

Y= roxeor

seklinde bulunur.

Bu egrinin Darboux vektorii ile integral egrisi hesaplandiginda;

w(t) = ;(kZT +kB) = (f 0 _E)

57 5
/k12+k22
_ 4 3 4 3
B(t) —]W(t)dt—J(E,O,—§>dt—(§t+cl,c2,—§t+c3>

seklinde elde edilir.

Bu egrinin W-direction egrisinin Frenet elemanlar1 T, N, B hesaplandiginda;
1

/k12+k22

_ 1 3 4
N =———+=(-kT + k;B) = (—gcost,sint,—g cost)

/kf + k,”

(k2T + kyB)=(3,0,-2)

~
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_ 3 4
B=TXN = (E sint, cost,gsint)

seklinde elde edilir.

Bu egrinin dayanak egrisi B(t) = (Z sint,1 + cost, % sin t) olan regle yiizey
p,(t,v) = (Zsint, 1+ cost,gsin t) + v. X;(t) ve dayanak egrisi bu egrinin integral

egrisi B(t) = (g t,0, —Zt) olan regle ylizey ¢,(t,v) = (g t,0, —zt) + v.X,(t)
seklinde elde edilir.

Simdi ¥1 regle yiizeyinde X,(H)=T olsun.

3 4 3 4
p,(t,v) = (E sint, 1+ cost,gsm t) + v. (E cost, —smt,gcos t)

@,(t,v) = (zsint + v.%cost, 1+ cost — v. sint,gsin t+ v.gcos t) bu ylizeyin t

ve v parametrelerine gore tlirevleri alindiginda;

( )—(3 t 3't int t4 t 4'0
g01 t = 5COS U.SSLTL , —Sln V.CcoS ,SCOS 17.55111

3 4
(p1)e = <§ (cost — v.sint), —sint — v. cost,g (cost — v. sint)

3 4
(p1)y = (E cost, —sint,g cost)

3 4
(@1) = (E (—sint — v.cost), —cost + v. sint,g (—sint — v. cost)

3 4
(1) ev=(— T sint, —cost, — ¢ sint)

(#1)vv=(0,0,0)

elde edilir.
Bu ylizeyin normali hesaplandiginda;
( 4v 0 3v

. (@) X (@1)y U 5 ’?)_ _f %
Ul_”(‘lh)tx (Pl v _< 5'0'5)
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elde edilir. Bu regle yiizeyin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi
icin asagidaki hesaplamalar yapildiginda;

Ey = {(¢1)e (p1)e) =1+ v?
Fi = (e, (p1)v) =1

Gr = (1w (91)y) =11

e; = (@1, U1)=0

fi ={(@1)er, U1) =0

91 = {(@1)v, U1) = (0,U3) = 0

_ 6101~ f12

YUEG -F?

olup ylizey tlizerindeki noktalar flat(diiz)tir ve paraboliktir.

_ E1g1 + Gie; — 2F, fy _ 9
! 2(E,G, — F,?) 0

belirsizligi elde edilir.

1 = det(8'(1), X1 (1), X,'(©)) _BOX 0 xX'©) _
o 1X:"(O112 1%, (O

oldugundan yiizey acilabilirdir.

Simdi ¢, regle yilizeyinde X;(t) = N olsun.

3, . 3 . . .
o,.(t,v) = (E sint, 1+ cost,gsm t) + v. (—Esmt, —cost, — %sin t) ylizeyin t ve v
parametrelerine gore tiirevleri alindiginda;

4
(p1)e = <§ (cost — v.cost, —sint + v. sint,g (cost — v. cost)

3 4
(¢1)y = (—=sint, —cost,— =

z z sint)

4
(1) = (g (—sint + v.sint), —cost + v. cost,g (—sint + v. sint)
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3 4
(@1)ev=(— £ Cost, sint, —¢ cost)

(#1)vv=(0,0,0)

elde edilir. Yiizeyin normali hesaplandiginda;

U1 = o0 x (ol ~ T—v

=575

(@) X (P1)y (%(1 - U)»O»%(U -1) (4 3>

seklinde bulunur.

Yiizeyin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi i¢in asagidaki

hesaplamalar yapildiginda;

Ey = {(¢)r, (91)r) = (1 — v)?
F; = ((91)r, (91)y) =0

G1 = ((91)v, (P1)v) = 1

e1 = ((¢1)er, U1)=0

fi = (@), Uy) =0

g1 = (@), U1) =(0,U;) = 0

_&89:1— f 12 _
bEG R
oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz)tir ve paraboliktir.

_Eig1+Gieg - 2F,f;
1= 2 =0
2(E,G, — F,?)

oldugundan yiizey minimaldir.

_ det(8'(0), (0,%,/(®) _ (B'(0), X, (0) X X,/ (®) _
o X O TGk

0

oldugundan yiizey acilabilirdir.
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Simdi ¢, regle yiizeyinde X,(t) = N olsun.

4 3 3 4
p,(t,v) = (gt +cq,Cy, —gt + 63) + v. (—gcost,smt, —z cost)

Yiizeyin t ve v parametrelerine gore tiirevleri alindiginda;

4 3 3 4
(@) = (E + gvsmt, vcost, — 3 + A vsmt)

3 4
(p2)y = (—gcost,smt, - cost)

3 4
(P = (gvcost, ~vsint, vcost)

g 4
(@)t = (gsmt, cost,g smt)

(902)1717 = (0,010)
elde edilir.

Yiizeyin normalini hesaplandiginda;

4 3 . 3 4
U, = (02)e X (@2)y (_Ev +tgsint,cost,gv+ g Smt)
2 @) x (@2)ull Viz+1

seklinde bulunur.

Yiizeyin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi i¢in asagidaki

hesaplamalar yapildiginda;

E; = {(02)e, (92)e) = v? + 1

F, = ((¢2)e (92)) =0

G2 = {(92)v, (@2)0) = I[(@2)p]l* = 1

ey = (@2, Uz) = 0

1
f2 = {(@2) e, Uz) = N
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g2 = <((p2)vv: UZ) = (0, Uz) =0

2
e — 1
K, = 292 — f> .

= = #0
E,G, - F,* (w?+1)2

oldugundan yiizey lizerindeki noktalar flat(diiz) ve parabolik degildir.

_ E,g; + Gyep, — 2F,f, _
L 2EG-RY

oldugundan ylizey minimaldir.

et (B, X%(0.%'©)  (F0,X,0 x X,/ ©) (TN x )
P2 X" (@®)1? B 1X," (1|2 EE

Ao, =1#0
oldugundan yiizey agilabilir degildir.

Simdi 01 regle yiizeyinde X, (t) =B olsun.

(t )—(3't1+ t4't>+ (40 3)
p.(t,v) = Ssm, cos,ssm V. =0z

3 4 4 3
p,(t,v) = (E sint + v.g, 1+ cost,gsmt - . §>

yiizeyinin t ve v tlirevleri alindiginda;

()—<3 t 't4 t)
P1)t = 5COS, SLTL,SCOS

(91)y = (g' 0,— g)

3 . 4
(@) ¢t= (— gsmt, —cost, — = smt)

(91)v=(0,0,0)

(#1)vv=(0,0,0)
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elde edilir.

Yiizeyin normali hesaplandiginda;

TG0 @Dl (2 cost, —sint, Ecost) x (£,0,-

(@) X (01), ((% cost, —sint,%cost) X (%, 0, —%))
3
5

—(3 int 1:4 A t)
= 5sm,cos,Ssm

seklinde bulunur.

Yiizeyin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi i¢in asagidaki

hesaplamalar yapildiginda;

E; = {(¢1)e (p1)e) = 1
Fi = (916, (@1)y) =0
G1 = {(@1)v, (@1)v) = 1
e1 = (1), Uy) = —1

fi = (@), U1) =0

91 = (@), U1) =(0,U;) =0

2
e —
K, = 191 f12 —0
EiGy — F;

oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat (diiz)tir ve paraboliktir.

_ Eig, + Gie; — 2Fi f; _
! Z(ElGl - F]_Z)

1:#0
2

oldugundan yiizey minimal degildir.

_ det(B'(0), X1(8), X2'(1)) _ (B'(8), X, () X Xi' (D)) _ 0
o 1X:"(O112 1%, O

oldugundan yiizey acilabilirdir.
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Simdi ¢, regle yiizeyinde X, (t) = Bolsun.

4 3 3 4
p,(t,v) = (gt +cq,Cy, —gt + 63) + v. (gsmt, cost,g sint)

ylizeyin t ve v parametrelerine gore tiirevleri alindiginda;

4 3 3 4
(@) = (E + gvcost, —vsint, — A + £ vcost)

3 4
(02)y = (E sint, cost,g sint)

3 4
() = (— T vsint, —vcost, — = vsint )

3 4
(@)t = (g cost, —sint,g cost)

(902)1717 = (0’010)
elde edilir.

Yiizeyin normali hesaplandiginda;

U, = (@2)e X (92)y
27 @2)e X (@2)0ll

4 3 . 3. 4 3 . 4
(§ +gvcost, —vsint, —g + & vcost) X (§ sint, cost, & sint)

- ” (g + %vcost, —vsint, —% + % vcost) X (% sint, cost,% sint) ”

(% cost — %v, —sint,% cost + %v)

vZ2+1
seklinde bulunur.

Yiizeyin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve dagilma parametresi i¢in asagidaki

hesaplamalar yapildiginda;
E; = {(¢2)e, (92)) = v* + 1
Fy = {(¢2)r, (92)y) =0

Gy = {(@2)v, (92)p) = (@)l = 1
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ez = ((92)er, Uz) = —\/UZLH

1
f2 = {(@2) e, Uz) = JoZ i1

g2 = (((pZ)vv; UZ) = (0; Uz) =0
_ €292 — f2° _ v?

= = #0
E,G,—F,* @?+1)

2

oldugundan yiizey iizerindeki noktalar flat(diiz) ve parabolik degildir.

o = Eyg; + Gye;, — 25, f, _ _—v(vz + 1)—3/2 £0
T 2EG-RY 2

seklinde bulunur.

et (B O.X%0.%'®)  (F@©),X,0) xX,'©) (T,BxE)

Ay, = , ,
vz X" ()12 l1X2" ()12
Adp,=2#0

oldugundan yiizey acilabilir degildir.

26
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Sekil 2.1 S ile olusturulan teget yiizey

Sekil 2.2 f ile olusturulan normal yiizey
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Sekil 2.3 f3 ile olusturulan normal yiizey

Sekil 2.4 8 ile olusturulan binormal yiizey
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Sekil 2.5 £ ile olusturulan binormal yiizey
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BOLUM 111
GIRIS
3.1 W-Direction Egrileriyle Olusturulan Ozel Regle Yiizeyler
Egriler teorisi Oklid uzaymdaki egrileri ya da diger yiizeyleri diferansiyel ya da
integral hesab1 kullanarak ele alan geometrinin bir alt dalidir. Egriler teorisinde en
¢ok calisilan konulardan biri, involiit-evoliit egri ciftleri, Bertrand egri c¢iftleri,
Mannheim egri ciftleri ve W-direction egrileri ile iligkili egrilerdir.Bu egrilerle
calisma,egrilerin 6zelliklerini ve karakterizasyonlarini elde edebilmenin giizel bir

yoniidiir.

Egrileri karakterize etmek igin en ¢ok kullanilan egriler , genel helis ,silindirik helis
ve slant helistir. E3’te genel bir helis teget vektor alani ile sabit bir dogrultu , sabit
ac1 yapar. Slant helis , normal vektor alani ile sabit bir dogrultunun sabit ag1 yaptigi
egridir. Izumiya ve Takeuchi gostermislerdir ki bir egrinin slant helis olmasi igin

gerek ve yeter sart geodezik egrilik fonksiyonu olan

5(s) = ( K; . (%)) (s) 3.1)

2
K+
nin sabit olmasidir.[6]

Macit ve Diildiil , E3’te bir Frenet egrisinin W-direction egrisini ve V-direction
egrisini,B; — direction egrisi, B, — direction egrisi ve E*’te , B,-direction egrisini
tanimlamislardir. Bu egriler W-direction ¢atist ya da Frenet catis1 vektor alanlarinin

integral egrileri olarak verilmistir. [11]

Ayni zamanda W-direction egrilerinin kiiresel gostergeleri Giiven, Nurkan, Tor
tarafindan incelenmistir.[12] Frenet elemanlar1 ,egrilerin egriligi ve torsiyonu ile
tegetsel gosterge egriligi ve binormal gosterge egriligini elde etmislerdir. Bu gosterge
egrilerinin genel helis ve slant helis olma durumlarinin karakterizasyonlarin

vermiglerdir.
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Bu calismada, dayanak egrilerini W-direction egrisi alinarak 6zel regle yiizey olan
normal ve binormal yiizeyler arastirilmistir. Acgilabilir ve minimal olma, ve dayanak
egrisinin asimptotik egri,geodezik egri, asli dogrultu olma konusunda Onemli

sonuglar verilmistir. Bu yiizeylere de 6rnekler verilmistir.

B: I- E3 bir egri, {T,N,B}bu egrinin Frenet vektorleri olsun. T(s) = B'(s)
vektdriine B’nin teget vektdrii denir. ||B'(s) || = 1 ise B birim hizli egridir. B’nin
egriligini veren x (s) = [|B"(s) || dir. B‘nin normal vektor alan1 N(s) olmak iizere
B"(s) = x(s).N(s) seklindedir. B‘nin binormal vektor alan1 B(s) = T(s) X N(s)
seklindedir.

Frenet vektorleri

T'(t) =x(s).N(s)

N'(t) = — k (s). T(s)+1(s).B(s)

B'(s) = —1(s).N(s)
burada t(s) B egrisini torsiyonu ve t(s) = < N(s), B(s) > ya da
t(s) = ||B'(s) || seklindedir.
Ayrica, t yay parametreli B egrisinin Frenet vektorleri asagidaki gibi hesaplanabilir,

T(s) =pB'(s)

B"(s)

N® = 157 1

(3.2)
B(t) =T(s) X N(s)

Birim hizl bir B: I — E3egrisi icin,

W(s)=1(s)T(s) + «(S)B(S) (3.3)

vektor alani 3 egrisinin Darboux vektor alanidir, burada P egrisinin egriligi « #0 dir.

B: T— E™ birim hizli egrisi Frenet egrisi ise ' #0 ve egriligi sifirdan farklidir.
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Tamm 3.1.1 B, E3 de bir Frenet egrisi ve W 8’nin Darboux vektorii olsun. W(s) nin

integral egrisi W-direction egrisi olarak adlandirilir. Yani 8’nin W-direction egrisi f8
1

sonra W (s) = f’(s) ,buradan W = (t T + « B) seklindedir.[11]

K 42

[ egrisinin W-direction egrisi 8, Frenet elemanlar1 {T, N, B, T, k } Ve bu egrinin W-
direction egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, T, k } seklindedir. Bir Frenet egrisinin

Frenet elemanlar: ile bu egrinin W-direction egrisinin Frenet elemanlar1 arasindaki

iliski [11]asagidaki gibidir;

_ T K
T = T + B
VK2+T2 \/K2+‘[2
N=——FX_ 74~ B (3.4)
\/K2+TZ \/K +2
B=-N
TR e I il

2
K 42

Teorem 3.1.1 Genel helis olmayan f8 egrisinin integral egrisi £ olsun. B genel helis

ise gerek ve yeter sart 8 slant helistir.[11]

Teorem 3.1.2 Diizlemsel olmayan f egrisinin integral egrisi Bolsun. 8 genel helis

ise gerek ve yeter sart £ diizlemseldir.[11]

Teorem 3.1.3 Bir egri genel helis ise gerek ve yeter sart % = sabit olmasidir.[13]

Bir dogru parcasinin R3 te bir egriye dayanarak egri boyunca hareket etmesi sonucu

olusan yiizey regle yiizey olarak adlandirilir. Bir regle yiizeyin genel formu

o(s,v) = B(s) +v.8(s) (3.5)

seklindedir. Burada 8 dayanak egrisidir. Regle ylizey denkleminde kullandigimiz 8

egrisinin tiirevi 8 sifir degildir ayni sekilde § sifir degildir.

Regle yiizeyin dayanak egrileri asimptotik egrilerdir. Ayrica regle yiizeyin Gauss
egriligi her zaman pozitif degildir. Regle yiizey agilabilir ise gerek ve yeter sart
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dagilma parametresinin sifir olmasidir ve regle yilizeyin minimal olmasi igin gerek ve

yeter sartin yiizeyin ortalama egriliginin sifir olmasidir.[4]

Bir regle ylizeyin genel formu ¢@(s,v) = B(s) + v.5(s) seklindedir.

Normal ve binormal yiizeylerin olusturdugu regle yiizeyler asagidaki gibidir;

@(s,v) = B(s) + v.N(s) (3.6)
o(s,v) = f(s) + v.B(s) (3.7)

burada  as yay parametreli bir egri ve {T,N,B,} bu egrinin Frenet
vektorleridir.[5,6]

@(s,v) = B(s) + v.6(s) regle yiizeyinin dagilma parametresi A asagidaki gibi
hesaplanir;

dg . dé

_ det(E, 0, E)

EZ
ds

(3.8)

@ regle ylizeyinin standart birim normal vektorii U olmak tizere;

PsXPy

U=—2""Y
lo s x @l

(3.9)

d d .
burada ¢ ¢ = =-ve ¢, = =" dir.

o(s,v) = B(s) + v.8(s) regle yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligini veren

esitlikler asagidaki gibidir;

eg — f?
K=—_ 1
EG — F? (3.10)
ve
Eg + Ge — 2Ff
= 3.11
2(EG — F?) ( )

burada E:(QDS;(Pg), F:<(ps'(pv)1 G:((pw(pv)v e:<(pssrU)af:
(@ sv» U) ve g = <§0 v U) .(bkz[13])
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Simdi bir yiizeyin Darboux catis1 kavramini verilsin.f s yay parametreli egrisinin
Frenet ¢atis1 {T,N,B} olsun. @ egrili yiizey tizerindeki {T,V,U} catisi Darboux
catis1 olarak adlandirilir burada T f’nin birim tanjant vektorii, U ylizeyin birim
normali, V. = U X T seklindeki birim vektordiir. Bu vektorler ve onlarin tiirevleri

arasindaki iliskiler ;[13]

0 K K

T’ g n|[T
V’ = —Kg 0 Tg V
U’ -k, —T4 0 U

burada; x ; geodezik egrilik, x ,, normal egrilik ve 7, geodezik torsiyondur.

Regle yilizeyin dayanak egrisi f olmak iizere, yiizeyin geodezik egriligi, normal

egriligi ve geodezik torsiyonu sirasiyla;[13]

Kk, =< UXT, T > (3.12)
Kk, =<p",U> 3.13
n
Ve
T, =<T,UxXU >. 3.14
g
seklindedir.

Bir yiizey iizerinde yatan bir 8 egrisi i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir.[1]

1) B geodezik egridir gerek ve yeter sart yiizey lizerindeki egrinin geodezik

egriligi sifirdir.

2) [ asimptotik egridir gerek ve yeter sart yiizey lizerindeki egrinin normal

egriligi sifirdir.

3) B asli dogrultudur gerek ve yeter sart ylizey lizerindeki egrinin geodezik

torsiyonu sifirdir.
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3.2 W-Direction Egrileriyle Uretilen Regle Yiizeyler

Bu boliimde dayanak egrisi W-Direction egrisi alinarak olusturulan regle yiizeyler
incelenecektir.

B s yay parametreli bir egri ve § nin integral egrisi § olsun. § nin integral egrisi §
yay parametreli § egrisi olup burada s = § alir.(bkz[2])

91(s,v) = B(s) + v.N(s)

P2(s,v) = B(s) + v.B(s)

regle yiizeylerinde dayanak egrisi 5’nin integral egrisi olan f alnarak olusturulan

normal ve binormal regle ylizeyler asagidaki gibidir;
@1 =PF(s) +vN (s) (3.1)

@, = B (s) +vB (s). (3.2)

Not: Bir 8 genel helis egrisinin integral egrisi diizlemseldir. Diizlemsel egrilerin
Frenet vektorleri olmadigindan normal ve binormal ylizeyleri olusturulamaz. Bu
yiizden normal ve binormal ylizeyler olusturulurken genel helis olmayan egrileri

alinacaktir.

Teorem 3.2.18 ‘nin W-Direction egrisi file olusturulan normal ve binormal

yiizeyler agilabilir degildir.

Ispat: (2.13) esitligi kullanilarak ,(3.1) ve (3.2) daki W-Direction egrisiyle

olusturulan normal ve binormal regle yiizeylerin dagilma parametreleri asagidaki gibi

bulunur;

@G

[
ds

det(

)'471

dB - dB
~ det(d—ﬁS,B,%)

|d§2

ds
(3.4) te verilen denklemleri dikkate alindiginda ve

P1
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dN K ' ’
=— T— [x2+¢N+(——) B
ds K2+TZ K2+‘[2

bu esitlikler elde edilir.

5
1 = (k% +1%)2
@1 (TK’—T'K)2+(K2+TZ)3
1
A(p2= 2
K +‘[2

oldugundan dagilma parametreleri sifirdan farkli olup normal ve binormal yiizeyler

acilabilir degildir.

Teorem 3.2.2 B s yay parametreli bir egri ve bu egrinin egriligi « ve t torsiyonu
olsun.k k'+tt’' =0 ve 7'k — k't sabit ise B‘nin W-Direction egrisiyle
olusturulan normal yiizey minimaldir. Eger « « '+ tt' = 0 oldugunda p‘nin W-

Direction egrisiyle olusturulan binormal yiizey minimal degildir.

Ispat (3.1) ve (3.2) denklemlerindeki normal ve binormal yiizeylerin
minimalliklerinin incelenmesi i¢in ortalama egrilikleri hesaplansin.(3.1) deki normal

ylizey i¢in (3.4) denklemleri kullanildiginda, asagidaki denklemler;

E; = ((¢1)s (@1)s) = A* + C* + D?
Fi ={(¢1)s (@1)y) = —AX + DY =0
G = (@D (P1)y) =1

e1 = ((¢1)ss, Ur)
= 2 (' + Cx)CY — (AY + DX)(Ax—C' D7)
1

— (D' = C1)CX)

1
fr = {(@1)sp, Up) = Z (C(—X'Y —-Y'X) + / k% + t?(AY + DX))

g1 = (((pl)vv' Ul) = (0, U1) =0
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Z1 = [(@1)s X (@1)ull,
— 1 - Y D
Uy =5 ((—CY)T — (AY + DX)N — (CX)B),

A=Y —vX',

C=v/Kk2+2 ve D=X+vY.
(3.2) daki regle yiizey igin;

E; ={(¢2)s (92)s) =1+ v* + (x* + %)

Fy = ((92)s, (92)y) =0

GZ = (((pl)v; ((pl)v) =1

1 kk'+ 1T’ T,
ey = ((¢1)ss, Uz) = Z, Vi gy 2 + (?)
T

NS 2
fo = {(@2)aos Un) = (4Y + DX)

2

g2 = (@), Uz2) =(0,U3) =0

burada

Z, =J(1+v2+(K2+T2)), ve

1 ., -
U, = Z—z((X — )T — (Y + vk )B),

(3.11) esitligi kullanildiginda, ortalama egriligi;

H, =L
17 2E,
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e,
H, = —=—
27 2E,

Eger k k' + 1’ =0ve v’k — «x't sabit, buradan e; = 0. B genel helis degilse
(Ki)’ +0 ve K2(1+U2 + (k2 +TZ)) >0. Eger «k'+ 1’ =0 olursa
e, # 0 olup binormal yiizey minimal degildir.

2
K

Teorem 3.2.3 B ,s yay parametreli bir egri olsun. Eger 1 +v(Ki)' — = 0
K +2

olursa, normal yiizey iizerindeki integral egrisi § geodezik egridir. Ayrica binormal

yiizey iizerindeki integral egrisi f geodezik egridir.

Ispat: B integral egrisiyle olusturulan yiizeylerin geodezik egrilikleri (3.1) ve (3.2)

da verilen normal ve binormal yiizeylere gére bulundugunda;
K =< U1 X T, T, >
K =< U2 X T,T, >

Bir 6nceki ispata benzer olarak yapildiginda ve T = YT + XB , esitliginden
— 1 — —
U XT = Z—(AY + DX)(YB — XT)
1

U, xT=——N.
2 Z2

Sonug olarak T' = Y'T+X ’ﬁ, aliirsa

Ky =-— Z%(AY +DX)(YB — XT)
Kg, = 0.
Uygun ifadeler kullanilarak ve Y'X —YX' = % alindiginda son olarak;
= = (b ey (e
1 Z4 K K242 K \/m

(Ki)’ # 0 oldugundan ve x # 0, sonug belirgindir.

Teorem 3.2.4 B ,s yay parametreli herhangi bir egri olsun. Normal yiizey tizerindeki
integral egrisi B asimptotik egridir. Binormal yiizey iizerindeki integral egrisi

asimptotik egri degildir.
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Ispat: B integral egrisiyle olusturulan yiizeylerin normal egriliklerini (3.1) ve (3.2)
da verilen normal ve binormal yiizeylere gore (3.13) esitligi yardimiyla
bulundugunda;

ny

K. =<f",U, >

n;

" =T = YT+X'B yazarsak ve U;, U, ile 8" nokta carpimi yapildiginda,

C
K =——(XX +YY)
Zy

ny

na

1
= —Y'X-YX'
Kn, = 7€ )

XX'+YY' = 0 oldugundan ve Y’X—YX'=T:§2_—K2T.
1
Kn1=0
1 T, K 2
=7 )

elde edilir.

Bu yiizden normal yiizey iizerindeki integral egrisi § asimptotik egridir. (KL)’ #0
oldugundan ve k¥ # 0 oldugundan k n, * 0.
2

Teorem 3.2.5 f ,s yay parametreli bir egri olsun. Eger 1 + v(KL)' KT =0
K +2

olursa, normal yiizey iizerindeki integral egrisi f§ asli dogrultudur. Ayrica binormal

yiizey iizerindeki integral egrisi B asli dogrultu olmasi igin gerek ve yeter sart

Kk + T+ v(x — 1)V k2% + 2 = 0 olmasidr.

Ispat: (3.1) ve (3.2) da verilen normal ve binormal yiizeylerin f integral egrisi
tizerindeki yiizeylerin geodezik torsiyonlar1 hesaplandiginda  (3.14) esitligi

kullanilarak;
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Tgl =<< 7_1, U1 X U1, >

T4, =<T, U, x Uy’ >

Baz1 hesaplamalardan sonra ,r = _& , q= —AY+DX, t= _ ,ve K =
Z1 Zy Z1
(X_w)' , L= xeviv(K o) , = (Y+UK) kisaltmalar1 kullanildiginda,

Z, Z,

AY + DX

1

—

cX
U1><U1'=(Z—1(r1< +q —tr) — (qr+t’)>T

(e ey - CX
7, 7

1

(r'—qm)ﬁ

AY +DX cY , =
—— ('—qx)——=—(@x +q —tr))B
7, 7,
U xU’—(Y+vK)L7+ (X—m)M (Y+171<)K N
Ay 4 4 Z, Z,
+(X_W)L§
Zy '

T = YT + XB esitligi dikkate alindiginda, son olarak asagidaki esitlikler elde edilir;

Tg, = Zl I1+v(—)

o
, T % C
l K2+T2+(K_) KZ(\/m_KZ'I'TZ)l

K +T+v(x —DV K+ 2
Ty, = :
g —
’ Z22 K2+‘[_'2

Eger 1 + v(%)’+ = 0 oldugunda 74, = 0 olur. Ayrica 75, = 0 olmas igin
K " +42

gerek ve yeter sart ¢ + 1+ v(k — 1)y k% + 2 = 0 olmasidir.
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Ornek : I bir slant helis olmak lizere

p(s) = (—%cos (5) - lcos (E), - Esin (5) - 1sin (3_5) ,V3cos (E))

2/ 6\ 2 6\ 2
[ egrisinin integral egrisi su sekilde bulunur;
- 9s 3 . 1 1 V3s
_ == (s _2 2 2 v3s
ﬁ(s) = ( 3 —6sin (E) 451n(5), 16 sin(2s) 5 COs(S), ) )

burada €1, C2, €3 sabittir.[11]
f integral egrisinin normal vektdriinii ve binormal vektdriinii hesaplandiginda ;[12]

N = (—sins,coss,0)

_ 3 V3 | 1
B —(7coss,751ns,—5)

seklinde elde edilir.
f3 integral egrisinin normal yiizeyi ve binormal yiizeyi sirasiyla;

@1(s,v) = B () + vN (s)

_ 956_(S> () 1(2) ,
—( 3 sin 2 4‘Sll’lS , 16511‘1 S vsin s

1 V3s
+ cl,—Ecoss +vcoss + CZ,T+C3)

ve

@2(s,v) =B (s) + vB (s)

9s s 3 1 V3
= (— — —6sin (—) — —sin(s),——sin(2s) + —5coss

8 2/ 4 16
1 V3 V3s 1
+ cl,—Ecoss+7sms+ CZ,T+ —v7+c3
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Sekil 3.1 £ ile olusturulan normal yiizey

Sekil 3.2 f3 ile olusturulan binormal yiizey
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