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OZET

OZEL SAYILAR, OZEL FONKSIiYONLAR VE BiR KUMENIN
ELEMANLARININ PERMUTASYONLARINA GORE DE MONTMORT
SAYILARI (DERANGEMENT SAYILARI) ARASINDAKI ILISKILER

Elif BOZO

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Haziran 2025, 44 sayfa

Bu tez calismasinda, matematikte 6zellikle permiitasyon ve kombinasyon alanlarinda
Oonemli bir yeri olan ve diizensizlik anlamina gelen Derangement kavrami ele alinmagtir.
Sabit noktaya sahip olmayan, yani hicbir elemanin yerinde kalmadigi permiitasyonlara
Derangement denir. Derangement kavrami ilk kez 1713 yilinda Fransiz matematikg¢i Pi-
erre Remond de Montmort tarafindan incelenmis (Montmort 1713) ve 6liimiinden sonra
“de Montmort sayilar1” olarak da anilmistir. Giiniimiizde ise genellikle Derangement sa-
yilar1 olarak bilinmektedir.

Bu tezde Derangement sayilar1 ve polinomlari incelenmis; diger 6zel sayilar ve poli-
nomlarla olan iligkileri, yeni 6zdeslikler ve baglantili grafikler verilmistir. Derangement
yapilari, ozellikle iirete¢ fonksiyonlari, permiitasyonlar ve grafiklerle olan iligkileri ize-
rinde incelenmistir. Ik olarak permiitasyon gruplarina deginilmis, ardindan Derangement
say1 ve polinom ailesi aciklanmis ve bazi yeni iirete¢ fonksiyonlarini iceren denklem-
ler sunulmugtur. Bu denklemler yardimiyla Derangement sayilart ve polinomlarinin diger
ozel sayilarla iligkileri verilmistir. Ayrica, ilgili polinom ailelerinin tiirevleri, integralleri,
cesitli Ozellikleri, grafiksel gosterimleri ve niimerik degerlerini iceren cizelgeler de bu

tezde yer almaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernoulli sayilari, Cauchy sayilari, Dachee sayilari, Deran-
gement sayilar1 ve polinomlari, Lineer rekiirans bagintisi, Permiitasyon, Ozel sayilar1 ve

polinomlari, Stirling sayilar1, Urete¢ fonksiyonlari.
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ABSTRACT

RELATIONS AMONG SPECIAL NUMBERS, SPECIAL FUNCTIONS, AND DE
MONTMORT NUMBERS (DERANGEMENT NUMBERS), BY
PERMUTATIONS OF THE ELEMENTS OF A SET

Elif BOZO

MSc Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
June 2025, 44 pages

In this thesis, the concept of Derangement, which holds particular importance in mat-
hematics—especially in permutation and combination techniques—and denotes a state of
disorder, is examined. A Derangement is defined as a permutation with no fixed points,
meaning that none of the elements remain in their original positions. The concept was first
studied in 1713 by the French mathematician Pierre Raymond de Montmort (Montmort,
1713) and, after his death, the numbers became known as de Montmort numbers. Now,
they are commonly referred to as Derangement numbers.

In this thesis, Derangement numbers and polynomials are examined; their relations-
hips with other special numbers and polynomials, new identities, and related graphs are
presented. The structures of Derangements are investigated particularly with respect to
generating functions, permutations, and graphs. Initially, permutation groups are discus-
sed, followed by the introduction of the family of Derangement numbers and polynomials,
along with several new equations involving generating functions. Using these equations,
connections between Derangement numbers and polynomials and other special numbers
are established. Additionally, the thesis includes tables containing the derivatives, integ-
rals, various properties, graphical representations, and numerical values of the related

polynomial families.

KEYWORDS: Bernoulli numbers, Cauchy numbers, Daehee numbers, Derangement
numbers and polynomials, Generating functions, Linear recurrence relations, Permuta-

tion, Special numbers and polynomials, Stirling numbers.
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ONSOZ

Matematiksel yapilarin modellenmesinde onemli bir rol oynayan iirete¢ fonksiyon-
lar1, 6zellikle 6zel say1 ve polinom ailelerinin temel 6zelliklerinin incelenmesinde giiclii
bir arag¢ olarak 6ne ¢ikmaktadir. Bu fonksiyonlar, s6z konusu say1 ve polinomlarin agik
ya da kapal1 formiilleri bilinmeksizin; rekiirans iligkileri, tiirev baglantilari, 6zdeslikler ve
hesaplama yontemleri gibi pek ¢cok 6zelligin elde edilmesine olanak tanir. Ayrica, farkl
tirete¢ fonksiyonlar1 arasinda kurulan fonksiyonel ve diferansiyel denklemler araciligiyla,
0zel sayilar ve polinomlar arasindaki iligkiler daha sistematik bir bicimde analiz edilebil-
mektedir. Ustel fonksiyonlar ile birlikte ele alindiginda, iirete¢ fonksiyonlari ve 6zel say1
ve polinom aileleri, son yillarda yalnizca teorik matematikte degil aym1 zamanda basta
fizik olmak tizere bircok uygulamali bilim alaninda da 6nemli bir yere sahip olmustur.
Ozellikle matematiksel fizik, olasilik ve istatistik gibi disiplinlerde bu yapilar, karmagik
problemlerin ¢oziimlenmesinde etkin bi¢gimde kullanilmaktadir.

Bu tez calismasi, matematigin temel alanlarindan biri olan Kombinatorik analiz teorisi
kapsaminda yer alan Derangement say1 ve polinomlarinin kapsamli bir sekilde incelen-
mesini amaclamaktadir. Derangement kavramy, ilk kez 18. yiizyilda Fransiz matematik¢i
Pierre Remond de Montmort tarafindan ortaya atilmig olup, giiniimiizde matematikteki
onemini korumaktadir. Ayrica, Derangement say1 ve polinom ailesinin sans oyunlar1 gibi
olasilik temelli uygulamalarda da kullanildig1 bilinmektedir.

Bu tezde, yiiksek mertebeden Derangement say1 ve polinomlarinin tiirev ve integral
iligkileri ile birlikte; 2. tiir Peters tipli Simsek sayilari, 1. ve 2. tiir Stirling sayilari, Ber-
noulli sayilari, 1. tiir Cauchy sayilar1 ve Daehee sayilariyla olan iligkileri incelenmis ve
bu dogrultuda literatiire katki saglayacak yeni iligkiler ortaya konmustur. Bu kapsamda,
Ozel say1 ve polinom aileleri arasindaki yapisal benzerlikler ve iligkiler, tirete¢ fonksi-
yonlart araciligiyla degerlendirilmis, elde edilen sonug¢lar hem teorik hem de uygulamali
matematik acisindan anlamli ¢ikarimlar sunmaktadir.

Tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma ile Sonuclar
olmak iizere bes ana boliimden olugmaktadir.

Girig bolimiinde, Derangement say1 ve polinomlari ile bunlarla iligkili Peters tipli po-
linom aileleri, 6zel sayilarin yapisi ve permiitasyon temelli kombinatorik kavramlarin ta-

rihsel gelisimi hakkinda bilgi verilmistir. Ardindan, bu tez ¢calismasinin amaci ve kapsami



detaylandirilmigtir. Derangement sayilarinin ve polinomlarinin diger 6zel sayilarla olan
bagintilari, yeni tanimlanan iirete¢ fonksiyonlar1 araciligiyla incelenmis ve bu dogrultuda
alana katki sunacak nitelikte yapisal iligkiler elde edilmesi hedeflenmistir.

Kaynak Taramasi boliimiinde, Derangement sayilarinin ve polinomlarinin temelini
olusturan permiitasyon gruplari tanitilmus ve gesitli drneklerle agiklanmustir. Ozellikle sa-
bit noktasiz permiitasyonlarin matematiksel 6nemi ve bu yapilarin iirete¢ fonksiyonlariyla
ifade edilmesi iizerinde durulmustur.

Materyal ve Metot boliimiinde, 2. tiir Peters tipli Simsek sayilar1 ve polinomlari basta
olmak iizere; 1. ve 2. tiir Stirling sayilari, Bernoulli sayilari, 1. tiir Cauchy sayilar1 ve
Daehee sayilariin tanimlari, iirete¢ fonksiyonlar1 ve temel ozellikleri ele alinmustir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise, Materyal ve Metot boliimiinde tanimlar acikla-
nan say1 ve polinom aileleriyle ilgili olarak elde edilen 6zdeglikler, bagintilar ve iireteg
fonksiyonlar iizerinden ¢ikarilan formiiller sunulmustur. Bu aileler arasindaki iliskiler
hem analitik hem de kombinatorik yontemlerle incelenmis ve elde edilen sonuclar, mevcut
literatiirdeki bilinen bagintilarla karsilastirilarak degerlendirilmis, ayrica tiirev ve integral
uygulamalarina yer verilmistir.

Tezin son boliimleri, elde edilen bulgularin degerlendirildigi Sonu¢ boliimii ile ¢alig-
malarda yararlanilan kaynaklarin yer aldig1 Kaynakga boliimiinden ve yazarin akademik
gecmisini iceren Ozgecmis boliimii ile tamamlanmaktadir,

Bu akademik yolculuk boyunca yolumu aydinlatan, her adimda bilgi ve tecriibesiyle
bana ilham kaynagi olan; rehberligi yalnizca akademik diizeyde degil, ayn1 zamanda in-
sani yonleriyle de comertce sunan ¢ok kiymetli danigmanim Prof. Dr. Yilmaz Simgek’e
en derin sayg1 ve sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatim boyunca her zaman yanimda olan, sevgi ve desteklerini hi¢bir zaman esir-
gemeyen kiymetli annem Sevdiye Bozo’ya, sevgili babam Nevzat Bozo’ya ve canim kiz
kardesim Ezgi Su Bozo’ya sonsuz tesekkiir ederim. Onlarin destegi, bu siireci daha giiclii
ve kararli bir sekilde tamamlamami sagladi. Ayrica, her zaman yanimda olduklarini his-
settiren diger aile liyelerime de goniilden tesekkiir ederim.

Ayrica, bu siirecte manevi desteklerini her zaman hissettiren ve varliklariyla motivas-
yonumu ayakta tutan arkadaslarim Seda, Elif Zeynep, Nejma ve Beyza’ya da tesekkiir

ederim.
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GIRIS E. BOZO

1. GIRIS

Matematik tarihine baktigimizda, bigimsel kuvvet serileri yardimiyla tanimlanan tire-
te¢ fonksiyonlarinin hem soyut matematikte hem de uygulamali alanlarda 6nemli bir rol
oynadig1 acik¢a goriilmektedir. Ureteg fonksiyonlari, sayma problemlerinin ¢6ziimiinde
ve Ozel sayilar ile polinomlarin temel 6zelliklerinin incelenmesinde vazgecilmez arac-
lardandir. Ozel say1 ve polinom ailelerinin agik ya da kapali formiilleri bilinmeden, bu
yapilarin rekiirans bagintilari, hesaplama yontemleri, simetrik 6zellikleri ve tiirev bagin-
tis1 gibi onemli niteliklerinin ortaya konmasinda iirete¢ fonksiyonlar: etkili bir yontem
sunar.

Bunun yani sira, iirete¢ fonksiyonlar1 temelinde olusturulan fonksiyonel ve diferansi-
yel denklemler, farkli 6zel say1 ve polinom gruplari arasindaki iligkilerin sistematik ge-
kilde ortaya konmasini saglar. Bu durum, matematiksel yapilar arasindaki karmasik ba-
gintilarin anlagilmasini ve yeni teorik sonuglarin gelistirilmesini kolaylastirmaktadir. Ay-
rica, iirete¢ fonksiyonlarinin integral doniisiimleri altindaki davranislarinin incelenmesi,
s0z konusu say1 ve polinom ailelerinin bazi derin yapisal 6zelliklerinin kesfedilmesini
miimkiin kilar. Bu kapsamda, iirete¢ fonksiyonlar1 bir¢ok bilim dalinda yaygin ve etkin
bicimde kullanilmaktadir.

Derangement say1 ve polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlari ise, sonlu gruplar tizerindeki
permiitasyonlarin 6zel bir alt kiimesi olan sabit noktas1 olmayan permiitasyonlar1 tanim-
lamak tizere yapilandirilmistir. Permiitasyonlar tizerinde kapsamli ¢alismalar 18. yiizyilin
sonlarma dogru baslamistir. Ozellikle Joseph-Louis Lagrange (1770) bu alanda derinle-
mesine incelemeler yapmustir. Takip eden siirecte, Camille Jordan 19. yiizyilda bu konu-
daki ¢aligmalar1 genigletmis ve modern grup teorisinin temellerini atmigstir. Arthur Cayley
ise grup teorisine 6nemli katkilar saglayarak, her grubun bir permiitasyon grubuna izo-
morf oldugunu ifade eden Cayley Teoremi’'ni gelistirmistir. Bu teorem, grup yapilarinin
permiitasyon gruplari araciliiyla incelenmesini miimkiin kilarak matematikte énemli bir
doniim noktas1 olmustur (Biggs 2002; Gallian 2016).

Bu baglamda, tezde matematik tarihinin 6nemli kavramlarindan biri olan tirete¢ fonk-
siyonlar1 incelenmistir. Urete¢ fonksiyonlari, matematiksel analiz, sayilar teorisi, fizik,

kombinatorik, bilgisayar bilimleri, olasilik ve istatistik gibi farkli alanlarda temel araclar-
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dan biri olarak kabul edilmektedir.

Ureteg fonksiyonlarmin temel ilkeleri, olasilik teoremine yaptig1 katkilarla tanman
Fransiz matematik¢i Abraham de Moivre’in (1667—-1754) calismalarina kadar uzanir. De
Moivre, 6zellikle The Doctrine of Chances adli eserinde, giiniimiizde iirete¢ fonksiyonla-
rinin temelini olusturan teknikleri kullanarak alanin 6nciilerinden olmustur. Sonraki do-
nemde Pierre-Simon Laplace, bu teknikleri kuvvet serileri biciminde sistematik hale geti-
rerek matematiksel analizde iirete¢ fonksiyonlarinin daha genis kapsamda kullanilmasini
saglamigtir. 19. ylizyilda Camille Jordan’in grup teorisi alanindaki katkilar1 ve Arthur
Cayley’in Cayley Teoremi, permiitasyon yapilarinin matematiksel temellerini giiclendir-
mis ve Derangement kavraminin detayli incelenmesine zemin hazirlamistir (De Moivre
1718; Laplace 1812).

Bu tezde incelenen Derangement sayilar1 ve polinomlari, sabit noktaya sahip olmayan
permiitasyonlarin 6zel durumu ile dogrudan baglantilidir. Derangement kavrami ilk ola-
rak 18. yiizyilda Pierre Rémond de Montmort (1678—1719) tarafindan ortaya konmus ve
Montmort’un 1713 tarihli Essay d’analyse sur les jeux de hasard adli eserinde kapsamli
bicimde analiz edilmistir. Montmort ile Nicolaus Bernoulli arasinda 1710’1u yillarda ger-
ceklesen yazigmalar, bu problemin matematiksel olasilik teoremindeki 6nemini artirmis
ve Derangement kavrami hem teorik hem de uygulamali matematikte yerini saglamlagtir-
mistir (Montmort 1713; Jordan 1870).

Tezin “Bulgular ve Tartisma” boliimiinde ise Derangement say1 ve polinomlarinin iire-
te¢ fonksiyonlar1 tanimlarindan hareketle elde edilen yeni teorem ve sonuglar sunulmak-
tadir. Yiiksek mertebeden Derangement sayilarinin ve polinomlarinin diger 6zel say1 ve
polinom aileleriyle olan analitik iliskileri sistematik sekilde incelenmistir. Ozellikle 2. tiir
Peters tipli Simsek sayilari, Stirling sayilari, Bernoulli, Cauchy ve Daehee sayilar ile olan
baglantilar matematiksel bagintilar cercevesinde detaylandirilmistir. Béylece literatiirdeki
mevcut sonuglar genisletilmis ve kombinatorik analiz ile 6zel sayilar teorisi alanlarina an-
lamli katkilar sunabilecek 6zgiin bulgular ortaya konmustur. Bu tez ¢alismasinda verilen
tim grafikler, MATLAB R2024a siiriimii kullanilarak hazirlanmistir. Veriler MATLAB
ortaminda islenmis, karsilagtirmali analizler gorsellestirmeleri bu yazilim yardimiyla ger-

ceklestirilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Kaynak taramasi boliimiinde, bu tez calismasi kapsaminda ele alinan Derangement
say1 ve polinom ailesine ait iirete¢ fonksiyonlarinin tanimlar1 ve temel 6zelliklerine yer
verilmistir. Ayrica, bu say1 ve polinom ailesinin temelini olusturan permiitasyon gruplari
ayrintili bicimde aciklanmigtir. Tezin teorik altyapisini olusturmak amaciyla, konuyla il-
gili olarak Riordan (1958) ve Stanley (1997) gibi alaninda 6nde gelen yazarlarin kaynak
kitaplarinin yan sira, Derangement sayilari iizerine calismig pek ¢cok arastirmacinin bilim-
sel makalelerinden yararlanilmistir. Tez boyunca kullanilan tiim bilgiler, ilgili kaynaklar

belirtilerek sunulmustur (Riordan 1985; Stanley 1997).

2.1. Permiitasyon Gruplari

Bu boliimde, sonlu kiimeler iizerinde tanimli permiitasyonlarin yapisal ozellikleri ele
almacaktir. Oncelikle permiitasyon kavramu tanitilacak ve temel nitelikleri ayrintili bi-
cimde incelenecektir. Daha sonra, bir grup iizerinde tanimlanan esleniklik bagintis1 agik-
lanacak ve bu baginti sonucunda olusan denklik siniflar1 degerlendirilecektir. Permiitas-
yon gruplarini ayrintili bigimde ele alan Serge Lang’in eseri bu bolimde temel bagvuru

kaynaklari olarak kullanilmistir (Lang 2002).

Tanim 2.1. S = {ay,as, ..., a,} n elemanl bir kiime olmak iizere
S, ={f:8 — S| f birebir ve irten}

kiimesine S nin permiitasyonlarinin kiimesi denir ve [ fonksiyonu

ai as c. Qp,

flar) fla2) ... flan)
seklinde gosterilir (Lang 2002).

Tanim 2.2. S,, kiimesinin birim elemant I olarak adlandirilir. 1, diger bir deyisle 6zdes-

lik fonksiyonudur ve
Is:: ay as ... Qap
a; az ... Qp
seklinde gosterilir. f~' € S, oldugu bilindiginden, ff~' = I, esitligi saglamir (Lang

2002).
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Tamim 2.3. S, kiimesinin eleman sayist
d(S,) =n!
seklinde hesaplanir.

S, bir gruptur ve hatta n-inci mertebeden simetrik grup olarak adlandirilir (Lang

2002).

Ornek 2.4. S = {e,1, f} seklinde bir sonlu kiime ele alindiginda, Ss kiimesinin permii-
tasyon saytst

d(S5) =31=3-2-1=6

oldugu goriiliir. Asagida S5 kiimesinin 6 adet permiitasyonu verilmistir:

e | f e I f e I f
« - ) /8: ) 77: 7
e | f Il e f e f 1
e I f e L f e I f
To= ) 0= y M=
I f e fl e f e 1

Tamm 2.5. S,, sonlu kiimesi iizerinde bir R bagintisi tamimlanirsa,
R={(a,b):a,be Sve f*(a)=0b, k €L}
bagintist R’nin bir denklik bagintist oldugunu ifade eder (Lang 2002).
Tamm 2.6. a € S icin a’nn denklik sinifi
[a] = {beS:(ab) € R}
= {beS:b=f"a)}
seklinde tanimlanir ve bu kiimeye a’min f altindaki yoriingesi denir (Lang 2002).

Denklik sinifi su sekilde de ifade edilebilir:

la] = {a, f(a), f*(a), F*(a), ... [ (a)}

Burada, f"(a) = a olacak sekilde r en kiigiik pozitif tam say1 olmak iizere,

f'(a) =a

esitligi saglanir.
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Tanim 2.7. f icin bir siralanis kiimesi

seklinde ifade edilir ve bu yapiya f’nin bir devri denir (Lang 2002).

Ornek 2.8. S kiimesi icin v € Ss oldugunda,

a b c

’}/:

b ¢ a

seklinde yazilir (Lang 2002).

Yukaridaki 6rnekten yararlanilarak,

a € Siginy(a) = b, v*(a)

biciminde a’nin v altindaki yoriingesi yazilabilir.

S ={a,b,c}

(a, f(a), f*(a), f(a),.... [~ (a))

a b c

a b c

seklinde olmak iizere, (a, b, ¢) ifadesi v’ min bir devri olarak adlandirilir (Lang 2002).

2.2. Derangement Sayilar: ve Polinomlari

Bu alt baglikta Derangement sayilar1 ve polinomlarinin tanimlari incelenecek, ayrica

tirete¢ fonksiyonlari, 6rnek ve grafiklerle agiklanacaktir.

Tanim 2.9 (Derangement). {1,2, ... n} kiimesi icin (ky, ko, . ..

, ky) bir permiitasyonu

olsun. Eger bu permiitasyon i bir sabit noktaya sahip degilse, yani Vm € R icin k,, # m

kosulunu sagliyorsa bu permiitasyonuna ‘Derangement’ denir (Charalambides 2002).

Ornek 2.10. {E, L, I, F} kiimesinin permiitasyonlart (ky, ky, ks, ky) olsun.{E L, I, F}

kiimesinin 24 tane permiitasyonu vardir fakat bunlardan kagi Derangementtir?

a) Sabit noktaya sahip olmayan 9 tane permiitasyon (Derangementleri) vardir.

E
L

R

T T B

h

1
E

1

F
I

~ =

L
1

L
F

~
~

~
b{

&~ =~
S S

F

& =

)
)
) |

E
L

E
I

E
F

eI e I & B o

~
~

~
~

1
F

1
F
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b) 1 tane sabit noktaya sahip 8 tane permiitasyon vardir.

F F L I F EF L I F EF L I F
L) L FIE I L FE) \FLET])
EF L I F EFE L I F EF L I F EF L I F
errcr1) \crer) \1E8LF)] \FFIL)

c¢) 2 tane sabit noktaya sabit 6 tane permiitasyon vardir.

~/
& &
~
N~

~

EL I F E LI F EL I F
err1) \err1r)] \ET1LF]
ELIF EL I F E LI F
FLIE]/ I L EF | L EI F|

d) 3 tane sabit noktaya sahip O tane permiitasyon vardir.

e) 4 tane sabit noktaya sahip 1 tane permiitasyon vardir:

E L I F
ELIF)|
Tanim 2.9°daki kosullar1 saglayan permiitasyonlarin sayisina ise Derangement sayisi

denir.

Tanmm 2.11 (Derangement sayilar1). n € Ny, ¢ € R, |t| < 1 olsun. d, ile gosterilen

Derangement sayilar: asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

N o P 2.1
(Charalambides 2002).
(2.1) verilen baginti ile birlikte
dy=1

kabul edilerek ve Cauchy ¢arpimi yardimiyla asagida verilen bagint1 elde edilir:

noo Nk
d, =n! Z % (2.2)
k=0 ’

(Charalambides 2002).
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Tamm 2.12. (2.2) bagintisindan yararlanarak birkac tane Derangement sayist asagida

verilmistir:

Yukarida verilen Derangement sayilart ile (2.2) bagintist kullamilarak ven = 1,2, ...

A4,
256,
1954,
14833,
133496,

1334961,

ile

do = 1 baslangi¢ kosulu icin asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir:

dy, = ndy_y + (—1)"

(Charalambides 2002).

Sonuc¢ 2.13. (2.2) bagintisindan ve

esitliginden yararlanilarak

(

d

lim
n!

n—o0

)

sonucu elde edilir.

(2.3)

o 7
z s
e = E -
7!

=0

=e 1~ 0.367879. ..

ekil 2.1, n elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlarinin sayisi olan n!, yaklasik
p y y y $

degeri 10" ve Derangement sayist olan d,, arasindaki iligkiyi gostermektedir ve logaritmik

y-ekseni sayesinde biiylime oranlar1 daha belirgin sekilde karsilastirilmustir.

7
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Derangement sayilari, d,, =~ %! yaklagimi ile n!’den sabit bir oranda daha kiiciik olup,
n! ile benzer bir bitytime gosterir. Grafik, bu iki bilyiikliigiin baglangigta birbirine oldukca
yakin oldugunu, ancak n arttik¢a farkin belirginlestigini ortaya koymaktadir. Buna karsin
10™ fonksiyonu, biiylime hizinin daha yavas kaldigin1 gostermektedir.

Sonug olarak, bu grafik ile birlikte Derangement sayilarinin faktoriyel bilyiime goster-
digini ve klasik permiitasyon sayilariyla yakin bir iligki icerisinde oldugunu acik¢a ortaya

koymaktadir (Anonim 2025).

Permiitasyonlar ve Derangement Sayilarinin Kargilagtirmasi

10

y = 10"
y=n!

1030 [|—-—-y=dn

1077 ¢

1020 L

1015,

1010,

10° -

10°
30

Sekil 2.1. Bir kiimenin permiitasyon sayisi ile Derangement sayisini karsilastirma grafigi

Tanim 2.14 (Derangement polinomlari). n € Ny, ¢t € R, |t| < 1 olsun. Derangement

polinomlar asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

=> dn(:c)ﬁ (2.4)

(Kim 2018b).

Teorem 2.15. n > 0 olmak iizere, Derangement polinomlart ile Derangement sayilart

arasindaki iliski (2.4) bagintist kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir:

dn(x) = Z (::L) dmxn_mu
o Gl
= nl n;) - (2.5)

8
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(Kim 2018b).

Ornek 2.16. (2.5) bagintisindan yararlanilarak birka¢ tane Derangement polinomlar

asagida verilmistir:

do(z) = 1,

di(z) = =,

) = 2+ B

dy(z) = 3! (:c+(“";1)2 (x;!1)3>7

dy(z) = 4 (x+(a:;1)2 (x;!1)3 (x;!1)4)7

o) = 9 P g SN T

ds(z) = 6! (:c+(x;1)2 (5”;1)3 ($;!1)4+(x;1)5 (a:g‘l)G)’

Tamm 2.17 (r-Derangement sayilari). r-Derangement sayilarina ait iirete¢ fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlanir:

tre™t 2 d.(m)t™
Tyl D 2

r = 0 durumunda bu ifade klasik Derangement sayilarina indirgenir ve
dm = do(m)
sekilde gosterilir (Kim vd. 2018).

Yiiksek mertebeden Derangement sayilari, klasik Derangement kavraminin genelles-
tirilmis bicimidir ve 6zellikle tiirevsel iligkiler, iiretec fonksiyonlari ve 6zel say1 dizileriyle
kurulan bagintilar tizerinden incelenir. Bu alanda yapilan calismalar, Derangement sayila-
rim Stirling, Bernoulli ve Cauchy sayilar gibi yapilarla iliskilendirmistir. Ozellikle Com-
tet (1974), Riordan (1958) ve Brualdi (1977) gibi klasik kaynaklar, temel kombinatorik
yapilarin teorik temellerini atmistir. Daha yakin donemde ise Kim (2018), Derangement
sayilarin1 analitik yontemlerle ele alarak sayilarin cebirsel ve uygulamali yonleri iize-

rinde durmustur. Yiiksek mertebeden Derangement polinomlari, hem kombinatorik hem

9
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de analitik yaklagimlarla ele alinarak, sayilar teorisi ve cebirsel yapilar arasinda koprii

kuran calismalarda kullanilmaktadir (Kim ve Jang 2010; Kim vd 2021).

Teorem 2.18. ¢t # 1 olmak iizere, (2.6) bagintisindan yararlanilarak Derangement sayt-

larina ait yiiksek mertebeden iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir:

67t k 0 tn
= g® 2.7
(i) =2 @

(Bozo ve Simsek 2025).

Derangement taniminin aksine, sabit noktaya sahip permiitasyonlar i¢in, (2.1) numa-

ral1 tanimdan yararlanilarak asagidaki tanim verilmektedir.

Tamim 2.19. £ tane sabit noktaya sahip permiitasyonlarinin sayisi ise asagidaki iirete¢

fonksiyonu ile tanimlanir:
nl & (—1)

n,k — .
’ | |
k! =

d

(Bozo ve Simsek 2024a).

10
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilan 6zel say1 ve polinom aileleri ile bunlara ait
tirete¢ fonksiyonlara iliskin temel 6zellikler sunulacaktir. Ele alinan yapilar arasinda, 2.
tiir Peters tipli Simsek sayilari, 1. ve 2. tiir Stirling sayilari, Bernoulli sayilari, 1. tiir Ca-
uchy sayilar1 ve Daehee sayilar1 yer almaktadir. S6z konusu say1 ve polinom ailelerinin
tanimlari, karakteristik 6zellikleri ve aralarindaki analitik iligkiler ayrintili bi¢imde ince-

lenecektir.

3.1. Uretec Fonksiyonlariyla Tammmlanan Ozel Sayilar ve Polinomlar

Ureteg fonksiyonlari, matematiksel dizilerin ve serilerin analizinde vazgecilmez bir
aragtir. Ozellikle kombinatorik problemlerde, say1 dizilerinin dzelliklerini sistematik bir
bicimde incelemek, kapali formiiller elde etmek ve karmagik rekiirans iligkileri ¢oziim-
lemek amaciyla yaygin bicimde kullanilmaktadir. Bununla birlikte, 6zel say1 dizileri ve
polinomlarin yapisal 6zelliklerini ortaya koymak, aralarindaki analitik baglantilari ince-
lemek ve diferansiyel denklemlerden sayisal analiz yontemlerine kadar uzanan genis bir
uygulama alaninda 6nemli katkilar saglamaktadir.

Tez calismasinda 6nemli bir rolii olan iirete¢ fonksiyonlari, asagida verildigi sekilde

ele alinacaktir.

Tamim 3.1. Herhangi bir ozel sayt dizisi ay, k = 0,1,2, ... olmak iizere, bu dizinin adi

iirete¢ fonksiyonu A(t), asagidaki formal kuvvet serisiyle tanimlanir:

Alt) =) axt.
k=0

A(t) fonksiyonuna, ay, dizisinin adi iirete¢ fonksiyonu denir (Charalambides, 2002).

Tanim 3.2. Herhangi bir dzel sayi dizisi by, k = 0,1, 2, ... olmak iizere, bu dizinin iistel

iirete¢ fonksiyonu B(t), asagidaki formal kuvvet serisi ile tamimlanr:

k=0 ’

B(t) fonksiyonuna, by, dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu denir (Charalambides, 2002).

11
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Cauchy carpimu, iki sonsuz dizi veya serinin terimlerinin belirli bir kural dogrultu-
sunda carpilarak yeni bir seri olusturulmasimi saglayan temel bir islemdir. Ozellikle kuv-
vet serileri ve iirete¢ fonksiyonlarinin analizinde; bilesik yapilarin ortaya konmasi, seriler
arasindaki iligkilerin incelenmesi ve karmagik kombinatorik ifadelerin diizenlenmesinde
yaygin sekilde kullanilmaktadir. Bu islem, farkli say1 dizileri arasindaki analitik baglanti-
larin kurulmasi ve kombinatorik problemlerin ¢dziimiinde 6nemli bir aractir.

Asagida Cauchy carpiminin tanimi sunulmaktadir.

Tanim 3.3.
F(t) =) aut"
n=0

ve
G(t) — Zyntn
n=0

yakinsak iki seri olmak iizere bu serilerin Cauchy ¢arpumi:

o0

F(t)G(t) = (i xnt"> (i Wt") => (Zn: xnynk> £

olarak tamimlanmaktadir (Rainville 1960).

Tamim 3.4. Artan faktoriyel (rising factorial) asagidaki sekilde tanimlanir:
2™ =gz +1)(x+2) - (x+n—1). (3.8)
Azalan faktoriyel (falling factorial) ise asagidaki gibidir:
(@)p=z(x—1)(z—2)---(z—n+1) 3.9
(Rainville 1960).

Binom teoremi, iki terimli ifadelerin tam say1 kuvvetlerinin ac¢ilimini veren temel bir

cebirsel 0zdesliktir.

Tanim 3.5. Reel sayilar kiimesi iizerinde, herhangi bir pozitif tam sayt n igin, (a + b)"

ifadesinin binom agilinu asagidaki sekilde verilir:

(a+0)" = i (Z) afor*

k=0

(Abramowitz ve Stegun 1972).

12
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Burada (Z) ifadesi binom katsayisini temsil eder ve kombinatorikte n elemanl bir kii-
meden & eleman se¢menin sayisini belirtir. Binom teoremi, cebirsel agilimlar, kombina-
torik analizler ve olasilik kuraminda 6nemli bir yere sahiptir ve binom teoremi asagidaki

sekilde tanimlanir.

Tanim 3.6. r herhangi bir reel sayi ve |x| < 1 olmak iizere:
(1+2)" = i ") o
S 7

ki burada (2) genellestirilmis binom katsayisidir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

(]:> :T(r—l)(r—2l)€!---(r—k+1)

(Abramowitz ve Stegun 1972).

Binom teoreminin bagka bir versiyonu olan negatif binom teoremi, iis olarak negatif
tam sayilar veya reel sayilar alindi§inda da iki terimli ifadelerin a¢ilimini miimkiin kilar.
Bu genelleme, 6zellikle sonsuz serilerin analizi ve iirete¢ fonksiyonlarinin gelistirilmesi
gibi alanlarda 6nemli bir aragtir. Ayrica olasilik dagilimlari, Taylor serileri ve fonksiyonel
coziimleme gibi bircok matematiksel disiplinde de yaygin bicimde kullanilmaktadir.

Asagida, negatif binom teoreminin temel tanimi ve acilimi sunulacaktir.

Tanim 3.7. Herhangi bir reel sayi r ve |z| < 1 olmak iizere:
. = (r+k—1\ ,
1—a)" =
-a =3 (T e
k=0
dir.

Burada (r+i_1), genellestirilmis negatif binom katsayisidir ve asagidaki sekilde ta-

mmlanir:
r+k—1\ (_1>k—7’(—7‘+1)(—r+2)---(—r—|—k+1)
k N k!
_ (—1)’6(_];) (3.10)
(Charalambides 2002).

Ozel olarak, (2269) bagintisinda z = = yada x = § degerleri alirsa, farkli agilimlar

elde edilir.

13
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Bu tez calismasi kapsaminda incelenen 6zel say1 ve polinom ailelerinin temel tanim-
lar1 ve ozellikleri sunulacaktir. S6z konusu say1 dizileri, matematiksel analiz, kombinato-
rik ve sayilar teorisi alanlarinda 6nemli bir yere sahiptir ve aralarindaki iligkiler detayli
olarak ele alinacaktir. Bu tanimlar, ilerleyen boliimlerde gergeklestirilecek analitik calig-
malar ve iligkilendirmeler i¢in gerekli teorik altyapiy1 saglamaktadir.

Asagida, calismada kullanilan 6zel say1 ve polinom ailelerinin tanimlar1 verilmistir.

Peters polinomlar1 ve sayilari, 6zel say1r ve polinom kiimeleri arasinda yer almakta
olup, rekiirans iligkileri ve iirete¢ fonksiyonlar: araciligiyla tanimlanir. Sayilar teorisi ve
kombinatorik alanlarinda onemli uygulamalara sahip olan bu yapilar, asagidaki sekilde

tanimlanmustir.

Tamim 3.8. Peters polinomlart asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

A+ 1+ anx)\u (3.11)

ki bu ifade © = 0 alindiginda s,(0; \, 1) = s,(\, ) ifadesi ile verilen Peters sayilarmnn

lirete¢ fonksiyonuna indirgenir (Simsek 2020).

Esitlik (3.11) kullanilarak,

Sl (o) ()

n=0

denklemine ula§111r. Yukaridaki ifadeye seriler icin Cauchy carpimi uygulandiktan sonra,

her iki tarafin % katsayilart kargilagtirilir ve agsagidaki bagint1 elde edilir (Simsek 2019):

n

saleiren) = 3 () @)

v=0
Ureteg fonksiyonlar1 alaninda énemli bir yer tutan ve Peters tipli polinomlar ailesinin
bir iiyesi olan 2. tiir Peters tipli Simsek sayilarinin ve polinomlariin iirete¢ fonksiyonu

asagida verilmistir:

1+ \)°
A%(H ZYM ()" )= (3.12)

x = 01¢in,
Y,2(0;A) =Y, 0(N)
esitligi kullanilarak, 2. tiir Peters tipli Simsek sayilarinin iirete¢ fonksiyonu elde edilir

(Simsek 2020).
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Tamim 3.9. 2. tiir Peters tipli Simsek sayilart asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlantir:

(o.9)

2 tn

n=0

n € N olmak iizere (3.12) ve (3.13) denklemlerinin yardimlariyla 2. tiir Peters tipli
Simsek sayilar1 ve polinomlari arasindaki bagint1 asagidaki sekilde elde edilir:
" /n
Yool A) =) ( ) (2);Yn-52(A)-
— \J
J
ki burada 2. tiir Peters tipli Simsek sayilar1 Y, 5(\)

A2

Yoo(A) = 2(—1)nm

(3.14)

ile verilir (Simsek 2020).

2. tiir Peters tipli Simsek sayilari, Simsek (2020) tarafindan kombinatoriyal sayilar ola-
rak literatiire kazandirilmis ve matematiksel analizlerde 6zel bir yer edinmistir. Bu sayilar
ve polinomlar ilk olarak Khan tarafindan "Simsek sayilar1 ve polinomlar1" olarak adlan-
dirilmis, daha sonra ise Kiiciikoglu tarafindan "2. tiir Peters tipli Simsek sayilar1" olarak
isimlendirilmis ve bu dogrultuda caligsmalar yapilmistir (Khan 2020, 2022; Kucukoglu
2024a, 2024b). Bu sayilarin ¢esitli 6zellikleri, genel iirete¢ fonksiyonlar1 ve uygulamalari
derinlemesine incelenmis ve sayilarla ilgili yeni 6zdeslikler, baglantilar ve genelleme-
ler gelistirilmistir (Kilar 2023, 2024; Kilar ve Simsek 2021; Kucukoglu 2023, 2024a). 2.
tiir Peters tipli Simsek sayilari, temel kombinatorik kavramlarin yani sira, sayilar teorisi,
diferansiyel denklemler ve matematiksel fizik gibi disiplinlerde de etkin bir sekilde kul-
lanilmakta olup, bu alanlarda teorik ve uygulamali arastirmalara zenginlik katmaktadir.

Bu tez kapsaminda ayrica Stirling sayilar1 ve permiitasyonlarida kullanilacaktir. Stir-
ling sayilar1 ve permiitasyonlart kombinatorik matematigin temel yap: taslarindan olup
permiitasyonlar ve ayrik yapilar tizerinde onemli uygulamalara sahiptir. 1. tiir Stirling
sayilar1 dongii yapilarinin sayiminda kullanilirken, 2. tiir Stirling sayilar1 kiime bolme
problemlerini ifade eder. Her iki tiir de cesitli rekiirans iligkileri ve iirete¢ fonksiyonlari
aracilifiyla tanimlanmakta olup, sayilar teorisi, diferansiyel denklemler ve olasilik gibi

bir¢ok alanda genis uygulama alani bulmaktadir. Tanimlar1 asagida verilmistir.

Tamm 3.10. /. tiir Stirling sayilar a§agldaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

(log(1 +1))" 1” Zsl —|. (3.15)
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Ayrica, 1. tiir Stirling sayilart asagidaki egitlik ile ifade edilir:

(@) =a(@—1)(z—2)-(x—n+1)=>_ Si(n k)"
k=0
(Charalambides 2002).

Mgili sayilarin temel 6zellikleri asagida sunulmustur.

1. tiir Stirling sayilar1 i¢in:

51(0,0) =1,

S1(0,k) =0, k>0,
S1(n,0) =0, n>0,
Si(n,k) =0, k>n.

1. tiir Stirling sayilarinin rekiirans bagintis1 asagidaki gibidir:
Si(n+ 1,k) = —nSi(n, k) + Si(n, k — 1) (3.16)

(Charalambides 2002).
Denklem (3.16) kullanilarak 1. tiir Stirling sayilarinin bazi degerleri Cizelge 3.1 ile veril-
mistir:

Cizelge 3.1: 1. tiir Stirling sayilarinin bazi degerleri

n\k|O0| 1| 2 | 3| 45
0 [1]0o | 0 0] 0|0
1 jol1l o0 0] 0o
2 |o|=1] 1 [0| 0 |0
310/ 2] -=3[1]0 |0
4 [0|=6] 11 |—6| 1 |0
5 |0] 24| 5035 |-10|0

Tamm 3.11. 2. tiir Stirling sayilart asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:
(e —1)" tm
e —n;]sg(m,n)ﬁ. (3.17)

Ilgili sayilarin baz1 temel 6zellikleri asagida verilmistir:
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* Egerm =nveyam =n = 0ise

Sg(m,n) = SQ(0,0) = 1,

* Egerm # 0,n # 0 ve n > m ise

Sa(m,n) = Sa(m,0) = S2(0,n) =0

(Charalambides 2002).

2. tiir Stirling sayilarinin rekiirans bagintis1 asagidaki gibidir:
So(n, k) = Se(n— 1,k — 1)+ k- Se(n—1,k). (3.18)

Denklem (3.18) kullanilarak 2. tiir Stirling sayilarinin baz1 degerleri Cizelge 3.2 ile
verilmistir:

Cizelge 3.2: 2. tiir Stirling sayilarinin bazi degerleri

n\k|0O|1]2]|3]|4]5
0 [1[0j0 0] 0]0
1 |oj1|o]o]o]o0
2 [o[1/1/0]0]0
3 Jofl1/31]0]0
4 joj1|7|6|1]0
5 [0[1)15|25]10]1

Ureteg fonksiyonlar1 ve rekiirans iligkileri ile tanimlanan Bernoulli sayilar1 ve poli-
nomlari, matematiksel problemlerin ¢oziimiinde temel araclardan biridir ve asagida ta-

nimlanmustir.

Tanim 3.12. Bernoulli polinomlar: asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

t . tn
€t—1€ :Z%B”(x)ﬁ

(Charalambides 2002).

Yukaridaki esitlikten 2 = 0 i¢in Bernoulli sayilar: elde edilir.
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Tamim 3.13. Bernoulli sayilart asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlantir:

n=0

tn

(Charalambides 2002).

Bernoulli sayilarinin ilk birkag¢ terimi Cizelge 3.3 ile verilmistir:

Cizelge 3.3: Bernoulli sayilarinin bazi degerleri

n\k B,
0 1
1| —1\2
2 | 1\6
3 0
4 | —1\30
5 0

Daehee sayilar1 ve polinomlari, kombinatorik sayilar ailesine ait 0zel dizilerdir ve
ozellikle son yillarda matematiksel analiz ve sayilar teorisi calismalarinda 6nem kazan-
mistir. Bu sayilar, belirli tirete¢ fonksiyonlart araciliiyla tanimlanmakta olup, Bernoulli
ve Stirling gibi say1 dizileriyle cesitli bagintilar icermektedir Daehee sayilari, 6zellikle
diferansiyel denklemler, 6zel fonksiyonlar ve diziler arasi iligkilerin incelenmesinde kul-
lanilir. Ayrica, bu sayilar ve polinomlar, yeni yontemlerle aragtirilarak yeni 6zdeslikler ve

ozellikler ortaya konmaktadir (Kim 2011; Kim ve Kim 2013; Komatsu ve Simsek 2018).

Tamim 3.14. Dacehee polinomlart asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

log(1+t)

— 1+ }:L)
(Kim 2011; Kim ve Kim 2013).
Yukanidaki esitlikte x = 0 i¢in Daehee sayilari elde edilir.
Tamim 3.15. Dacehee sayilar: asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir:

(e 9] n

log (1 + t)
E:D‘T
(Kim 2013).
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Daehee sayilarinin ilk birkag terimi Cizelge 3.4 ile verilmistir:

Cizelge 3.4: Daehee sayilarinin bazi degerleri

n\k| D,
0 1

1| —1\2
2 | 1\3
3 | -1\4
4 | 1\5
5 | —1\6

Daehee sayilari icin asagida verilen esitlikler (Kim 2013) calismasinda goriilmektedir.

m

(—=D)"™m!=(m+1) ZSl(maj)Bj’
(=1)™m! = (m+ 1)D,,.

Bir bagka sekilde m € Ny ve £ € N olmak {iizere, Daechee sayilarinin esitligi asagidaki

sekilde tanimlanir:

Dy, =Y Si(m,v)B, (3.19)
v=0

(Kim 2013; Simsek 2021).

Cauchy sayilari, ozellikle 1. ve 2. tiir olmak iizere iki farkli cesidi bulunan 6zel say1
dizileridir. Bu sayilar, permiitasyonlarin belirli 6zelliklerinin sayiminda ve iirete¢ fonksi-
yonlar1 aracilifiyla tanimlanirlar. Cauchy sayilari, Bernoulli ve Stirling sayilar1 gibi say1
dizileriyle cesitli baglantilar gosterir ve kombinatorik analiz, sayilar teorisi ile matema-

tiksel fizik alanlarinda 6nemli uygulamalara sahiptir.

Tanim 3.16. 1. tiir Cauchy sayiar: asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

1
C, = / (), dz (3.20)
0
(Roman 1984).

1. tiir Cauchy sayilarinin ilk birkag terimi Cizelge 3.5 ile verilmistir:
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Cizelge 3.5: 1. tiir Cauchy sayilarinin bazi degerleri

n\k D,
0 1
1 1\2
2 | —1\6
3 1\ 4
4 | —19\ 30
5 9\ 4

Bu boliimiin sonuna kadar tez kapsaminda ele alinan 6zel say1 ve polinom ailelerinin
tanimlar1 ve temel 6zellikleri sunulmustur. S6z konusu say1 dizileri arasindaki iligkiler ve
tirete¢ fonksiyonlar: araciligiyla ortaya konan ozellikler, ilerleyen boliimlerde gercekles-
tirilecek caligmalar i¢in bir temel olusturmustur. Bu teorik yap1 dogrultusunda elde edilen

bulgular ve sonuglara bir sonraki boliimde detayl1 olarak sunulacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, tez calismasinin merkezinde yer alan Derangement sayilarina ve bunlara
bagl olarak tanimlanan polinomlara iligkin elde edilen sonuclar sunulmakta; ayrica bu
yapilarin diger 6zel sayilar ve fonksiyonlarla olan iligkileri kapsamli bir sekilde incelen-

mektedir.

4.1. Derangement Sayilari ve Yiiksek Mertebeden Derangement Sayilar:

Derangement sayilarinin iiretec fonksiyonu iizerinde ayrintili bir calisma yapilmig ve
k. mertebeden Derangement sayilari icin ¢esitli 6zel ifadeler elde edilmistir. Bu ifadeler,
s0z konusu sayilarin yapisim ve diger matematiksel nesnelerle olan baglantilarini agikla-

mak ac¢isindan 6nemli bir rol oynamaktadir.
Teorem 4.1. m € Nve n,, € Ny olmak iizere, asagidaki esitlik saglanir:

i":(n;)((m i = Z nij delkl

k=0 km=0 kp,—1=0 k1=

(Bozo ve Simsek 2023a).

. 1
Ispat (2.1) denkleminin her iki tarafi ardisik olarak m kez 7
daki ifadeler elde edilir:

1
(1—1) sz’ﬂkv’

ni= Okl 0

D D) ) Sy

n2=0 ko=0 k1=0

; ile carpildiginda, asagi-

1 o0 Nm—1

T USRS Yl DI DR oy ] ED

nm=0 \ km=0 kym—1=0 k1=0

Elde edilen esitlikte benzer islemlerle,

1 4 1 1 s
— ¢ — . e
(L —¢)m+t (1=t)m (1-1)
ol et
(1 —t)ym — "n!
. /m+n-—1 e n
— " d,—
n=0 < n ) ; n'
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Cauchy carpimi uygulayarak esitlige ulasilir. Yukaridaki esitlik temel alinarak negatif

binom teoremi uygulanir ve boylece asagidaki esitlik elde edilir.

e =3 ()
n=0 k=0
o0 Mim N (—m)k
—= —dnnl_ktn. (422)
>3 ( k) ]

Denklem (4.21) ve (4.22) nin sol taraflar esit oldugundan, asagidaki baginti elde edi-

lir:

$5F Sl )eosE ()

Nm=0 k —Ok‘m 1=0 k:l 0 n=0 k=0

n
nm—kt .

Yukaridaki esitliin her iki tarafinda bulunan ¢" katsayilar1 karsilastirildiginda teorem

ispatlanmais olur. U

Teorem 4.2. n € Ny ve k € N olmak iizere, asagidaki esitlik saglanir:

k), = n! SLR—
= i
(Bozo ve Simsek 2023a).

Ispat Denklem (2.7)’te verilen esitlik iizerinde baz1 islemler uygulanarak:

1 th t
dk)
(1—1t)k ‘ nz% " onl’
1 (kt)" dnk)ﬁ
(1—1t)k — n! — n!

Bu iki kuvvet serisi Cauchy carpimu ile ¢arpilarak asagidaki ifade elde edilir:
s~ (F )y = n 4.23
)OI QISR 3) ppstuamamly 2
n=0 n=0 j=0
esitlik elde edilir.
Her iki tarafin " katsayilar1 karsilastirildiginda,
_k) QEELAI'E
-1)" = ———d;
() =%

esitlik elde edilir.
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Negatif binom katsayilarinin esitliginden yararlanilarak,

(k) 7w
-1" = —d:
(=1) n! ;(n—j)!]!J

(4.23) ifadesi elde edilir. Azalan faktoriyel iliskisinden yararlanilarak asagidaki esitlige

ulagilir:

Boylece teorem ifade ispatlanmis olur. 0

4.2. Yiiksek Mertebeden Derangement Sayilar ile Birlikte Binom Tipli Polinomla-

rin Yeni Smifi icin Uretec Fonksiyonu

Bu boliimde, yiiksek mertebeden Derangement sayilariyla iligkili binom tipli poli-

nomlarin yeni bir sinifi icin bir iirete¢ fonksiyonu tanimlanmaktadar.
r—k _— — g
Gt k) = (1 — )" Fe ™ = 3" Py (a3 k) —. (4.24)
m=0

Yukarida tanimlanan iirete¢ fonksiyonunda x = 0 alinirsa, polinom ailesine ait katsa-

yilar, k. mertebeden Derangement sayilariyla iligkili olarak agagidaki bi¢cimde ifade edilir:
P (0;k) = dP.

Bu esitlik, tanimlanan polinom ailesinin klasik Derangement sayilarini kapsayan daha

genel bir yapiya sahip oldugunu géstermektedir.

Teorem 4.3. m € Ny ve k € N olmak iizere,
Puaik) = (1Y () - )
=0
esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat |t| < 1 kosulu altinda, (4.24) numarali denklemde yer alan iirete¢ fonksiyona

Binom teoremi uygulanarak asagidaki acilim elde edilir:

S Pafesk) o = 3 s 0 By
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Bu iki kuvvet serisi Cauchy ¢arpimu ile carpilarak ve sag tarafi, her terimi m! ile ¢arpip
ayni degere bolerek yeniden diizenlenir ve agsagidaki bicim elde edilir:
i P k) = i(—nm S (M- |
m! = g T m!
Her iki tarafta % terimlerinin katsayilar1 karsilastirildiginda, teoremde verilen esitlik

elde edilmis olur. O

Teorem 4.4. m € Ny ve k € N olmak iizere,
P (x; k) = (m> ()mgd (4.25)
=0
esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat (2.7) ve (4.24) numarali bagmtilar birlikte kullanilarak asagidaki seri ¢arpimi elde
edilir:

o m oo (k) L -
> Pkl = (Z%tm> (Z%tm).

m=0 m=0 m=0

Cauchy carpimi uygulanarak, bu iki kuvvet serisinin carpimi agagidaki esitlik seklinde

yazilir:
2 Pulsibg =2 3 @nes Tr

Yukaridaki ifadenin yapisi korunarak, sag taraf m! ile ¢carpilip ayni ifadeye boliinerek
yeniden diizenlenir ve su forma doniistiiriiliir:

- " o (M tm
> Pulaib)y =35 () s

! j I ml

m=0 m=0 j=0
Son olarak, her iki tarafta % terimlerinin katsayilari karsilastirildiginda, teoremde verilen

esitlik elde edilmis olur. U

P,.(z; k) polinomu ile 1. tiir Stirling sayilar1 arasindaki iliski, (4.25) ve (3.9) numarali

bagintilar yardimiyla elde edilmekte olup, bu iligki asagidaki Sonug 4.5°te verilmistir:

Pt = 3 () o
,m (T)dg‘k)nijsl(m—j, r)a’.

=0
=0 r=0

J
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Yukaridaki esitlikte yer alan iki sonlu toplam iizerinde gerceklestirilen diizenlemeler

sonucunda Sonug 4.5 elde edilmistir.

Sonug¢ 4.5. m € Ny ve k € N olmak iizere,
m m—j m
Pu(wsk) =Y < , )Sl(m —j,r)dMa (4.26)
- J
esitligi saglanir.

4.3. P, (z; k) Polinomlarmn Tiirev Formiilii

Bu alt bolimde, P, (z; k) polinomlarinin tiirevlerine iligkin formiiller sunulmaktadir.

Tiirev operatorii (4.24) numaral iirete¢ fonksiyonuna uygulanarak asagidaki genel

dIU 9

tiirev bagintis1 elde edilir:

daf:v {G(t,x;k)} = (log(1 — 1)) G(t, z; k). 4.27)

Teorem 4.6. m,v € Ny ve k € N olmak iizere,

L NED) —v'Z() 1738, (m — 4,0) Py )

esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat (4.27) denklemi, (3.15) bagimtis1 kullanilarak asagidaki sekilde yazilir:

m=0 m=0
log(1 —1))" — tm
= Ul( (U! ) Z%Pm(ai,k) i
= oY (=1)"Si(m,v)— Y Pulw;k)—

P.(x:k)} — = ! —1)mI18 — 1,0)P(x; k) —————
3 e (Baaib) = 30 5208 S 0P )
elde edilir.
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Sag taraf, ifadeyi degistirmeden m/! ile ¢carpilip ayn1 ifadeye boliinerek yeniden diizen-
lenir:

tm

Z dCZU {Pm<I, k) % =v! Z Z <m) (_1>m*j51(m _j,U)Pj(x; /{7)%

Son olarak, her iki taraftaki % terimlerinin katsayilart karsilastirilarak teorem elde

edilir. ]

Teorem 4.7. m,v € Ny ve k € N olmak iizere,

dv m m—j
e Palai ) =30 % (") Sim = o) ),

7=0 r=0

esitligi saglanmir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat Tiirev operatoru > (4.26) numaral ifadeye uygulanarak,

m m—j v
- ( )sitm i 42 127}

j r=
ifadesi elde edilir.

Bu nedenle tiirev islemi sonucu,

dz o P “Zi%( )51(m 5. dS (r) 2"

j=0 r=v

olarak yazilabilir.

Boylece, P, (x; k) polinomlarinin v-inci tiirevlerinin agik formiilii elde edilmis olur.

0

4.4. P, (z; k) Polinomlarmmn Integral Formiilii

Bu boliimde, P,,(z;k) polinomlara iliskin integral formiil elde edilmektedir. Bu
amacla, (4.25) numarali bagintinin her iki tarafina = degiskenine goére [0, 1] araliginda

belirli integral uygulanmakta ve asagidaki ifade elde edilmektedir:

1 m m 1
/ Po(wk)de =Y (j)dg@ / (2)m_; da. (4.28)
0 0

J=0
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Teorem 4.8. m € Ny ve k € N olmak iizere,

| 2 1 i (") (429)

esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat Ispat, (4.28) numarali bagint1 esas almarak gerceklestirilir. Buna gore,

Putei) =3 (1)

§=0

oldugundan, her iki tarafin z € [0, 1] aralifinda belirli integrali alinirsa,

[rwetnae= [ 35 ()i
-5 () /jww -

elde edilir. Buradaki integraller, 1. tiir Cauchy sayilarinin (3.20) numarali tanimu ile ilig-

kilendirilerek, teoremde verilen esitlik elde edilir. U

Teorem 4.9. m € Ny ve k € N olmak iizere,

1 m m—j —j,d)d(k)
/0 ZX;( ) | (4.30)

Jj=04d

esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat Sonug, (4.26) numarali bagintimn 2 € [0, 1] araliginda belirli integrali alinarak

elde edilir:

1 1 m m—j
/ Pm(x,k)dx:/ Z(@)S( — 4, d)dP z dx
0 0 550 =0 \J
KR (m w [
:ZZ _|Si(m — j,d)d % dx
j=0 d=0 \7 0

Buradaki integraller klasik sekilde hesaplanarak,

-y 1
dr = ——
/0$ =T

esitligiyle birlikte, teoremde verilen sonug elde edilir. U
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Teorem 4.10. m € Ny ve k € N olmak iizere,

m o m d
ZZ ( )d(k <—(d+1 ) —Cm_j> =0 (4.31)
j= =0

dir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat (4.29) ve (4.30) numarali esitlikler karsilastirildiginda,

m m—j m

Si(m — j,d) m k
S5 () =2 () ont
j=0 d=0 im0 \J

elde edilir.
Bu esitlik, terimler birlestirilerek,
m m—j .
m) (k) < Sl(m - J>d) >
S (M) (SR e, )
. g m—j

j=0 <] d=0 d+1

seklinde yazilir.

Boylece, teoremde verilen ifade dogrudan elde edilmis olur. U

(4.31) numaral1 denkleme karsilik gelen ve farkli yontemlerle de kanitlanabilir nite-

likte olan asagidaki baginti, sonug olarak sunulmaktadir.

Sonuc¢ 4.11. m € Ny ve k € N olmak iizere,

m=, J

m—j:O

= d—l—l

SONUCUNU VerTiT.

4.5. d, ve Y, 2()\) Sayillar1 Arasindaki Tliski

Bu boliimde, Derangement sayilar1 ile 2. tiir Peters tipli Simsek sayilar1 arasindaki
yapisal iligki, her iki say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonlari tizerinden incelenecektir.

Sekil 4.2 ile Derangement sayilar ile 2. tiir Peters tipli Simsek sayilarinin A = 1 du-
rumunda ilk terimleri karsilastirmali olarak verilmistir. Grafik, n = 0 ile n = 3 aralifinda
inceleme sunmaktadir.

Derangement sayilarinin goreceli olarak yavas ve pozitif bir artis sergiledigi goriiliir-
ken, 2. tiir Peters tipli Simsek sayilarinin alternatif isaretli ve iistel biiyiime egiliminde

oldugu dikkat ¢cekmektedir.
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Derangement ve 2. tiirden Peters tipli Simsek Sayilan
T T T T T

R
- \
-7 \
q -
[ e - \
- - \
\
\
\
-10 + \
A
\
= \
B3 '
o \
a -20 y
>
©
» \
\
\
\
-30 \
\
\
\
\
-40 voq
—&— Derangement sayilan \ \
=0~ 2. turden Peters tipli Simsek sayllan \
b
50 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Sekil 4.2. Derangement ve 2. tiir Peters tipli Simsek sayilarinin karsilastirma grafigi

Teorem 4.12. n € Ng olmak iizere,
(”) dy, = n! (4.32)

esitligi saglanmir (Bozo ve Simsek 2023b).

Ispat Bu ispat, (3.13) numarali denklem temel alinarak gerceklestirilir. Asagidaki ifade
elde edilir:

—1 t"
—— =1 =) V(M)
1 — iyt =0 n!

2
Esitligin her iki tarafi, ifadenin yapisini degistirmeden e T le carpilip boliinerek ye-

niden diizenlenir. Bu durumda Derangement sayilarini igeren iirete¢ fonksiyonu acik bi-
cimde ortaya ¢ikar:
A\2n n > A2n n 0 ¢
— dp——— ——— = (1-A Yi2(A)—
Z ol ;2"(1—)\)”n! ( )7; 2(A)
Sol tarafta iki kuvvet serisinin ¢arpimi oldugundan, klasik Cauchy ¢arpimi uygulanir

ve su ifade elde edilir:

tk )\2(n7k) tnfk 0 tn
- =(1-A Y, 0(A)—.
nz% ]; k k k;| 2n—k(1 _ )\)n—k (n _ k:)! ( )nZ:O n,2( )n!
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Sadelestirmeler yapilip her iki taraf n! ile carpildiginda, karsilikli katsayilar kiyaslanarak

su esitlik elde edilir:
" /n —\2n
dp—————— =Y, 2(N).
Z (k’) k2n(1 — )t n2(A)

k=0
Bu noktada, Derangement sayilarini tanimlayan iirete¢ fonksiyonu tanimi kullanilarak

denklem su hale gelir:
n k
n k! 27(1 — \)nHl
>3 () 0t = v ZEVE
k=0 j=0
Buradan hareketle, (3.14) numarali tanim da dikkate alindiginda asagidaki bagintiya

ulagilir:

“ /n k! A2l 2n(1— A
> () s —2ar s A e,

Bu sonug, (4.32) numarali esitligi dogrular. Ayrica, s6z konusu esitlik literatiirde farkl
yontemlerle de ispatlanmistir. Bu calismada sunulan yontem, Wallis ve George’un [35,
Problem 4, s. 101] eserinde yer alan problem icin alternatif bir ¢6ziim olarak degerlendi-

rilebilir. O

Teorem 4.12’°nin ispati sonucunda, Derangement sayilari ile 2. tiir Peters tipli Simsek

sayilar1 arasindaki iligki asagida sonug olarak sunulmustur.

Sonug 4.13. n € Ny olmak iizere,

> (Z) s = - (%) (1= 2" 1Yo2(M)

k=0

esitligi saglanmaktadr.

4.6. d,, dg“), S1(m, ), Sa(m, ), Bernoulli Sayilar1 ve Daehee Sayilar1 Arasindaki
Tliskiler

Bu boliimde, Derangement sayilari, Yiikksek mertebeden Derangement sayilar, 1. tiir
Stirling sayilari, 2. tiir Stirling sayilari, Bernoulli sayilar1 ve Daehee sayilari gibi cesitli

Ozel say1 kiimeleri arasindaki analitik ve yapisal iligkiler incelenecektir. Bu 6zel sayilarin
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tireteg fonksiyonlar1 araciligiyla birbirleriyle olan bagintilarindan yararlanilarak gesitli
formiiller verilecektir ve Derangement i¢in farkli calismalardanda yararlanilmistir (Bozo
ve Simsek 2024a, 2024b, 2024c¢).

Bu boliimde, Derangement sayilarina karsilik gelen farkli 6zel sayz tiirleriyle olan sa-
yisal iligkiler grafiksel olarak incelenmistir. Her grafik, Derangement sayilarinin sirasiyla
Bernoulli, 1. tiir Cauchy, Daehee ve 1. ve 2. tiir Stirling sayilariyla nasil bir degisim gos-
terdigini gorsellestirmektedir. Bu karsilastirmalar, aralarindaki biiyiime hizlari, isaret de-
gisimleri ve yapisal benzerlikler acisindan fikir vererek, analitik iligkilerin sezgisel olarak
anlagilmasini kolaylastirmaktadir.

Sekil 4.3 ile Derangement sayilari ile Bernoulli sayilarinin ilk terimleri karsilagtirmali
olarak verilmistir. Grafik, n = 0 ile n = 3 araliginda bu iki dizinin benzer biiyiikliikte

degerlere sahip oldugunu gostermektedir.

Derangement ve Bernoulli Sayilarinin Kargilagtirmasi

1.5 ¢

%’, \
\
e \
U%)‘ \
05 \
\
\
\
\ e~ _
\ s - o
0 \ L7 =
\ ’
7
\ '
\ .
'
\ 7
-05 ‘ by ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 3

Sekil 4.3. Derangement ve Bernoulli sayilar1 kargilagtirmasi
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Sekil 4.4 ile n = 0 ile n = 3 aralifinda Derangement sayilar ile 1. tiir Cauchy
sayilart karsilagtirilmigtir. Grafikte goriildii§ii tizere Derangement sayilari n biiyiidiikce
istel olarak artarken, 1. tiir Cauchy sayilarinin biiyiikliikleri sinirli kalmakta ve hatta bazi
terimlerde isaret degistirmektedir. Her ne kadar bu grafik i¢in ayrica bir fark egrisi ¢izil-
memis olsa da, Derangement sayilari ile 1. tiir Cauchy sayilari dizileri arasindaki farkin

da belirli bir noktadan sonra iistel olarak arttig1 sdylenebilir.

Derangement ve 1. Tiir Cauchy Sayilarinin Karsilagtirmasi

Sayi Degeri

Sekil 4.4. Derangement ve 1. Tiir Cauchy sayilar karsilagtirmasi

Sekil 4.5 1le n = 0 ile n = 4 araliginda Derangement sayilar1 ile Daehee sayilari
karsilastirilmigtir. Grafikte her iki dizi benzer biiyiikliiklere sahip olup, bazi noktalarda
degerleri birbirine olduk¢a yakindir. Ancak goriildiigii tizere Derangement sayilart art-
tikca iistel sekilde biiyiirken, Daehee sayilar1 oldukc¢a sinirl kalmakta ve bazi degerlerde

isaret degistirmektedir.
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9 Derangement ve Daehee Sayilarinin Kargilagtirmasi (n = 0..4)>

—&— Derangement d,

=3 Dachee D,

B
)
)
Q4
3
w
3l
2,
16
N
- e
0 ‘\\ LTt~ __--9
¥ _- -~g -
o
A ‘ ‘
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

Sekil 4.5. Derangement ve Daehee sayilar1 karsilagtirmasi

Sekil 4.6 ile Derangement sayilari ile 1. tiir Stirling sayilar1 karsilagtirilmistir. Gra-
fikte her iki say1 dizisi benzer biiyiikliiklerde olup negatif ve pozitif degerler arasinda
doniistimlii davranislar sergilemektedir. Bu benzerlik, her iki dizinin permiitasyon temelli
yapilara dayanmasindan kaynaklanmaktadir. Bu da uzun vadede iki dizinin bilyiime hiz-

larinin ve isaret yapilarinin belirgin sekilde farklilastigini gostermektedir.
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I?grangement ve 1. Tiir Stirling Sayilarinin Kargilagtirmasi (n = 0..4)

Sayi Degeri

Sekil 4.6. Derangement ve 1. tiir Stirling sayilar1 kargilagtirmasi

Sekil 4.7 ile Derangement sayilari ile 2. tiir Stirling sayilan karsilagtirilmigtir. Gra-
fikte her iki dizinin pozitif ve sinirh degerler aldig1, ancak artis egilimlerinin farklilastig1
goriilmektedir. 2. tiir Stirling sayilari, alt kiimelere ayrilma yapisi nedeniyle daha diizenli
artis gosterirken; Derangement sayilar1 daha de8isken bir yap1 izlemektedir.

Dolayisiyla, bu iki say1 dizisi kiiciik n degerlerinde benzer diizeylerdeyken, daha bii-

yiik n’lerde biiyiime hizlar1 agisindan anlamli bir fark olugmaktadir.

9 Derangement ve 2. Tiir Stirling Sayilarinin Karsilagtirmasi (n = 0..4)

—6— Derangement d,,

—0- Stirling S(n, k)

Sayi Degeri
S o o

w
T

Sekil 4.7. Derangement ve 2. tiir Stirling sayilar1 karsilastirmasi
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Simdi ise bu sayilarin yapisal ozellikleri ile iligkili elde edilen bazi teoremler verile-

cektir.

Teorem 4.14. m € Ny ve k € N olmak iizere,
2K\ (m ,
s-orE ()5
()0

esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat Temel alinan (2.7) numaral esitlikte |t| < 1 kosulu altinda binom teoremi uygu-
lanarak ifade iki ayri seri bi¢ciminde diizenlenir. Ardindan, bu serilerin ¢carpimi Cauchy

carpim kurali kullanilarak hesaplanir ve yapilan doniisiimler sonucunda istenilen esitlige

1 — [~k i) [ (k)
<1—t>k”:<§(j>(‘”t>(§ n! )

Yukaridaki iki serinin ¢arpimui i¢in Cauchy ¢arpimi uygulanarak,

S =35 () e

m=0 5=0 _‘7)'

ulasilir.

esitligi elde edilir.
Sag taraf, m! ve j! ile carpilip boliinerek su sekilde diizenlenir:

et -orE () (he

m=0 m=0 7=0

Bu esitligin her iki tarafinda % katsayilar1 karsilastirildiginda teoremde verilen esitlik

elde edilir. ]

Teorem 4.15. n € Ny ve k € N olmak iizere,

esitligi saglamr (Bozo ve Simsek 2023a).

Ispat (2.7) numarali esitlikten hareketle baslar. Bu esitlige binom acilimi uygulanarak
ifade iki seri ¢carpimu seklinde yeniden yazilir. Elde edilen iki serinin ¢arpimu i¢in klasik

Cauchy carpimi yontemi uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir.

dW— = —1) —
S =3 3 L
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Her iki tarafin ¢ katsayilar1 karsilastirildiginda, asagidaki esitlik elde edilir:

& =k O\ K
d® = p) Z(—l)ﬂ< )
=0 neJ

ﬁ .

Boylece teorem ispatlanmis olur. U

Teorem 4.16. n € Ny ve k € N olmak iizere,

S, f)ar -

J=0

esitligi saglanir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat (2.7) numarali esitlik temel aliarak asagidaki sekilde gosterilir:

ve yukaridaki esitlige binom teoremi uygulanarak ifade iki ayri seri carpimi bicimde asa-

g1daki sekilde yazilir:

Sevtr - (S () (E5)

Bu iki serinin ¢arpimi i¢in klasik Cauchy ¢arpimi uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir

ve

St (! )t

!
n=0 n=0 j=0 J:
esitlikte her iki tarafin ¢" teriminin katsayilari kargilastirildiginda

(—1)”% = i(—l)"‘j (n f]) a1

il
3=0 I

esitlige ulagilir ve son olarak her iki taraf n!(—1)" ile carpildiginda istenilen teorem elde

edilir. O

Teorem 4.17. n € Ny olmak iizere,
—k 1 & .
()5

esitligi saglanmaktadir (Bozo ve Simsek 2025).
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Ispat Verilen (2.7) numarali esitlige binom teoremi uygulanarak her iki taraf iizerinde

yapilan bazi diizenlemeler sonucunda asagidaki esitlik yazilir:

Sy (_nk> = Z(—w% 3 d;?%.

n=0 n=0 T m=0

Bu esitligin sag tarafina Cauchy ¢arpimi kurali uygulanarak,

S ()= e

n=0 n=0 j=0
esitligi elde edilir.
Son olarak, her iki tarafin ¢" teriminin katsayilar karsilagtirilarak ve gerekli diizenle-

meler yapilarak teorem ispatlanmis olur. U

Teorem 4.18. m € Ny ve k € N olmak iizere,

d¥) = (m+1)Dy Y ( W )’“—, (4.34)
s m—) 7!

esitligi saglanmaktadir (Bozo ve Simsek 2025).

Ispat Denklem (4.33) de negatif binom teoremi uygulanarak ve (3.4) esitliginden yarar-

lanilarak asagidaki esitlige ulagilir:

m — i J
e mz(k+m ] 1)k:

|
J=0 J

ve istenilen teorem elde edilir. ]

Sonug 4.19. Elde edilen (4.34) numarali denklem ile (3.19) esitligi iliskilendirildiginde,

d® = (m+1) ZZ(k+m ‘7 1>Sl(mv) k

— il
parde j ° !
seklinde yeni bir ifade elde edilir.

Siradaki teorem Derangement sayilari ve 2. tiir Stirling sayilari arasindaki baglantilar

ele alinacaktir.

Teorem 4.20. n € Ny olmak iizere,

denklemi saglanmaktadir (Bozo ve Simsek 2025).
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Ispat (2.1) numarali esitlik temel alinarak ve negatif binom teoremi uygulanarak,
SN N |
mZ::Odm% = mnzo ( . )(et -1
ifadesi elde edilir.
Bu esitlik, (3.17) numarali denklemle birlestirildiginde ve bazi diizenlemeler yapildi-
ginda; |t| < 1 ve n —m > 0 kosulunda Sy(m, n) = 0 oldugundan asagidaki sonug ortaya
cikar:

Zd <Dk> (ZZ nsmnf:!).

m=0 n=0

Buradaki sag taraf ifadesine Cauchy ¢arpim kurali uygulanarak,
= > & Sy (k, )
de =2 > D (=
m=0 m=0 k=0 n=0
sonucuna ulagilir.

Son olarak, her iki tarafin ™ teriminin katsayilar1 karsilastirildiginda, istenilen teorem

ispatlanmis olur. U

Bu boliimde, Derangement sayilari, Stirling sayilar1 ve Bernoulli sayilar: gibi temel
kombinatorik sayilarin birbirleriyle olan dnemli iligkileri cesitli teoremler aracilifiyla or-
taya konmustur. Elde edilen formiiller ve baglantilar, hem teorik matematik hem de uy-
gulamali alanlarda 6nemli ¢ikarimlar yapmamiza imkén tanimaktadir. Ozellikle, diferan-
siyel ve cebirsel yapilarla kurulan iligkiler, bu sayilarin karmasik problemlerde nasil kul-
lanilabilecegine dair yeni bakis agilar1 saglamaktadir.

Sonraki sonuclar boliimiinde ise, burada sunulan teoremler ve sonuclar 1s181nda genel

bir degerlendirme yapilacak ve ileriye doniik arastirmalar i¢in oneriler sunulacaktir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, kombinatorik analiz ve 6zel sayilar teorisi alanlarinda 6nemli
bir yer tutan Derangement sayilar1 ve polinomlar: ile 2. tiir Peters tipli Simsek sayilari,
1. ve 2. tiir Stirling sayilari, Bernoulli sayilari, 1. tiir Cauchy sayilar1 ve Daehee sayilari
gibi cesitli 6zel say1 ve polinom ailelerinin yapilart incelenmistir. S6z konusu sayilarin
tanimlari, iirete¢c fonksiyonlari, temel 6zellikleri ve birbirleriyle olan iligkileri kapsamli
sekilde ortaya konulmustur.

Derangement sayilari, sabit nokta igermeyen permiitasyonlar1 temsil etmeleri nede-
niyle maksimum diizensizlik durumlarin1 matematiksel olarak modellemekte ve bu 6zel-
ligiyle kombinatorik problemlerde 6zel bir 6neme sahiptir. Stirling sayilar1 kiimelerin be-
lirli bicimlerde boliinmesini ifade eder. Ote yandan, Bernoulli ve Daehee sayilari sayilar
teorisi ile analiz alanlarinda hem teorik hem de uygulamali bir¢ok problemde 6énemli rol-
ler iistlenir. Bu ¢calismada, Derangement sayilar ve polinomlarinin s6z konusu 6zel say1
aileleriyle olan iligkileri yeni analitik ifadelerle elde edilmistir.

Calismanin onemli bir boliimii, bu 6zel sayilarin klasik ve genisletilmis iirete¢ fonksi-
yonlar1 iizerinden elde edilen yeni formiiller, 6zdeslikler ve kombinatorik baglantilarin de-
taylandirilmasina ayrilmistir. Ozellikle Derangement sayilarma dair yiiksek mertebeden
genellemeler ve bunlarin fonksiyonel 6zellikleri, literatiire yeni katkilar sunacak sekilde
kapsaml1 bir bicimde gelistirilmistir. Ayrica, sayilarla iligkili tiirev ve integral iglemleri
temelinde olusturulan fonksiyonel denklemler iizerinden yeni teorik bagintilar olusturul-
mus ve bu baglamlarda 6zel sayilarin davranislari analiz edilmistir.

Bu tezde ortaya konan yaklasimlar ve matematiksel yapilar, analitik sayilar teorisi,
kombinatorik analiz, kriptografi, biyoinformatik, bilgisayar bilimleri ile olasilik ve ista-
tistiksel modelleme gibi disiplinler i¢in potansiyel uygulama alanlar1 sunmaktadir. Ozel-
likle Derangement sayilarina dayali diizensizlik yapilarina biyolojik veri sifreleme, gene-
tik dizilim analizi ve karmagsik veri modellerinde uygulanabilirlik acisindan yeni ufuklar
acmaktadir. Bu yOniiyle calisma, hem teorik matematigin derinliklerine inmekte hem de
modern uygulamali matematik ve bilim alanlarinda somut faydalar saglamaya adaydir.

Gelecege doniik arastirmalar kapsaminda, Derangement sayilar1 ve iligkili 6zel say1

ailelerinin ¢ok degiskenli genellemeleri, g-analiz ve benzeri modern genelleme teknikleri
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ile daha genis perspektiflerde incelenmesi dnemli bir gelisme olacaktir. Ayrica, diferansi-
yel denklemler, operatdr teorisi ve fonksiyonel analizle kurulan baglantilarin detaylandi-
rilmasiyla bu sayilarin kapsaml teorik genellemeleri gergeklestirilebilir. Boylece sayila-
rin matematiksel yapilar1 daha da zenginlesecek ve yeni teorik modeller gelistirilecektir.

Uygulamali matematik alanlarinda ise, biyoinformatik ve kriptografi basta olmak iizere,
Derangement sayilarina dayali algoritmalarin gelistirilmesi, veri analizi ve sifreleme yon-
temlerinde etkinlik ve giivenilirlik artigsina katki saglayabilir. Ayrica, bu sayilarin sayisal
algoritmalarla etkin bicimde hesaplanmas1 ve optimizasyonu, biiyiik veri analizi ve kar-
magik sistem modellemelerinde pratik avantajlar sunacaktir. Farkli matematiksel disip-
linlerde (6rnegin topoloji ve cebirsel geometri) bu sayilarin potansiyel uygulamalarinin
arastirilmasi ise disiplinlerarasi yeni baglarin kurulmasina olanak verecektir.

Sonug olarak, bu caligma Derangement sayilar1 ve diger 6zel say1 ailelerinin hem te-
orik matematik hem de uygulamali bilimler ac¢isindan 6nemini pekistirmekte ve bu alan-
daki arastirmalar i¢in saglam bir temel olusturmaktadir. Elde edilen bulgular 6zel sayila-
rin yapisal analizinde yeni bakis acilar1 kazandirmakta ve matematiksel bilimlerde ileriye

doniik yenilik¢i ¢alismalara zemin hazirlamaktadir.
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