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Wright fonksiyonunun geometrik özellikleri ele alınmıĢtır. Sӑlӑgean türev operatörü 

yardımıyla tanımlanmıĢ bi-ünivalent fonksiyonların  -bi-yıldızıl alt sınıfı     
  tanıtılmıĢ 

ve bu sınıfa ait özellikler incelenmiĢtir. Ayrıca, Chebyshev polinomları kullanılarak 

  
   

      sınıfına ait Hadamard çarpımı vasıtasıyla tanımlanmıĢ fonksiyonların ikinci 

Hankel determinantı için üst sınır elde edilmiĢtir. Daha sonra, Wright fonksiyonlarının 

yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı bulunmuĢ ve normalize edilmiĢ Wright 

fonksiyonlarının sıfır mertebeden yıldızıllık ve konvekslik yarıçapları için bazı alt ve üst 

sınırlar elde edilmiĢtir. 
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operator which are subclasses of bi-univalent functions are introduced and its some 

properties are studied. Moreover, upper bound estimate for the second Hankel 

determinant for functions defined by convolution belonging to the class   
   

      by 

using Chebyshev polynomials are found. Finally, we find the radii of starlikeness and 

convexity of the normalized Wright functions. In addition, by using the Euler-Rayleigh 
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1. GĠRĠġ 

Analitik fonksiyonların belli alt sınıflarının çeĢitli geometrik özelliklerinin incelendiği 

ya da bazı geometrik özelliklerle tanımlanmıĢ analitik fonksiyonların araĢtırıldığı 

geometrik fonksiyonlar teorisi Kompleks Analizin en önemli dallarından biridir. 

Geometrik fonksiyonlar teorisi, ilk olarak 1851 yılında G. Bernhard Riemann‟ın doktora 

tezinde ifade ettiği ve “Riemann DönüĢüm Teoremi” olarak bilinen teoremi ile ortaya 

çıkmıĢtır. Riemann DönüĢüm Teoreminin farklı ifadeleri mevcut olmakla beraber 

esasen bu teorem ile             düzleminde verilen basit bağlantılı herhangi bir 

bölge ve   ,   düzleminde verilen herhangi bir basit bağlantılı bölge olmak üzere    

bölgesini    bölgesine resmeden analitik bir   fonksiyonunun varlığı 

garantilenmektedir. Ancak Riemann‟ın verdiği ispatta bir takım boĢlukların olması 

teoremin öneminin yirminci yüzyılın baĢlarına kadar anlaĢılmasının önündeki en büyük 

engel olmuĢtur. Bu teoremin tam ispatı ilk olarak Constantin Carathѐodory (1912) 

tarafından Riemann yüzeyleri kullanılarak verilmiĢtir. Daha sonra meĢhur matematikçi 

Paul Koebe (1912) bu teoremi daha da sadeleĢtirerek, “       olmak üzere, 

    ,         ve          olmak üzere,   bölgesini   {  | |   } birim 

diskine resmeden   de analitik ve ünivalent (yalınkat) bir tek   fonksiyonu vardır.” 

Ģeklinde ifade ve ispat etmiĢtir. Bir analitik ve ünivalent fonksiyon eğriler arasındaki 

açıları koruduğundan konform dönüĢüm olarak da adlandırılabilir. Riemann dönüĢüm 

teoreminin bu güçlü versiyonu, keyfi basit bağlantılı bir   bölgesinin   birim diski ile 

yer değiĢtirebilmesine olanak sağlamakta olup bu durum birçok problemin çözümünü 

kolaylaĢtırmıĢtır. Ayrıca 1914 yılında Gronwall tarafından alan teoreminin ispatının 

verilmesi, 1916 yılında Bieberbach „ın normalize edilmiĢ ünivalent fonksiyonlar için 

verdiği katsayı tahmini ile geometrik fonksiyonlar teorisi matematiğin birçok dalında 

kendisine uygulama alanı bulmuĢ ve ayrıca ünivalent fonksiyonlar teorisinin ortaya 

çıkmasına da vesile olmuĢtur. Tamda bu noktada, çalıĢmamız boyunca sıkça 

değineceğimiz, ünivalent fonksiyonlar teorisinin tarihsel seyri hakkında birkaç temel 

hatırlatmayı yapmak oldukça faydalı olacaktır. 
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Bilindiği üzere;          olmak üzere             olması       olmasını 

gerektiriyorsa bu   fonksiyonunun bu   bölgesinde ünivalent (veya schlicht) olduğu 

söylenir. Yukarıda ifade edilen Riemann DönüĢüm Teoreminin bir sonucu olarak   

bölgesi yerine   birim diskini almamızda herhangi bir sakınca olmayacağı, aksine   

birim diskinde çalıĢmanın birçok kolaylıklar sağlayacağı iyi bilinen bir gerçektir. ġimdi 

  bölgesi yerine   birim diskini ele alarak bu ifadeyi geometrik olarak yorumlamak 

gerekirse; Eğer bir      fonksiyonu   birim diskini,      görüntü bölgesi üzerine bire 

bir resmediyorsa bu      fonksiyonunun   birim diskinde ünivalent olduğu söylenir. 

Esasen biz   birim diskinde analitik (regular ya da holomorf) olan univalent 

fonksiyonlarla ilgileneceğiz. Sonuç olarak, bir      fonksiyonun ünivalent olması bu 

fonksiyonun analitik olmasını beraberinde getirecektir. Fakat birçok durumda      

fonksiyonunun   da bir tek basit kutba sahip olmasına müsaade edeceğimiz için 

ünivalentlik tanımına bu terimi dâhil etmedik (Eğer      fonksiyonu   da ünivalent ise 

bu fonksiyon,   birim diskinde, birden fazla kutba sahip olamaz).  

Eğer bir      fonksiyonu   birim diskinde analitik ise 

                
    ∑    

   

 (1.1) 

biçiminde   da yakınsak bir Maclaurin seri açılımına sahiptir. ġimdi, ünivalent 

fonksiyonlar teorisinin temelini oluĢturacak olan,      fonksiyonun bu temsili hakkında 

Ģu iki soruyu sormak son derece doğaldır.       dizisi verildiğinde, bu dizi      nin 

geometrik özelliklerini nasıl etkiler? Ayrıca,      nin bazı özellikleri verildiğinde, bu 

özellikler (1.1) deki katsayıları nasıl etkiler? Elbette, biz ünivalent fonksiyonlar ile 

ilgilendiğimizden bu soruları Ģu Ģekilde özelleĢtirebiliriz: (I) Eğer      ünivalent bir 

fonksiyon ise, bu durum, (1.1) de verilen,    katsayılarında nasıl bir kısıtlamaya neden 

olur? (II) (1.1) deki katsayılar verildiğinde,      fonksiyonunun   da ünivalent olup 

olmadığına karar verebilir miyiz? 
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ġimdi (1.1) deki gibi verilen      fonksiyonunu normalize edelim: Kabul edelim ki, 

     fonksiyonu   birim diskinde ünivalent olsun. O halde, bu fonksiyona bir sabitin 

eklenmesi ya da fonksiyondan bir sabitin çıkarılması sadece fonksiyonun görüntü 

bölgesini değiĢtirir ancak      nin ünivalentliğine etki etmez. Yani      fonksiyonu 

ünivalent kalır. Normalizasyonun ilk adımı olarak,    keyfi bir sabit olduğundan, (1.1) 

deki ifadenin her iki yanından    ı çıkarırsak         elde ederiz. Ayrıca, eğer 

         ise      fonksiyonu    noktasının herhangi bir komĢuluğunda ünivalent 

olmayacağından            olur. Böylece, en son elde ettiğimiz                    

ifadesini    e bölerek                   elde ederiz. Kolayca görülebileceği 

üzere, eğer      fonksiyonu   birim diskinde ünivalent ise, o zaman            

       fonksiyonu da aynı bölgede ünivalenttir. Böylece, (1.1) deki seri açılımında  

  

  
    yazılarak normalize edilmiĢ      fonksiyonunu elde etmiĢ oluruz. 

Bu çalıĢmamız boyunca,        ve         koĢulu ile normalize edilmiĢ ve   

birim diskinde analitik fonksiyonların sınıfını   ile göstereceğiz. Bu halde,   

sınıfındaki herhangi bir      fonksiyonunun 

           
     

      ∑    

   

 (1.2) 

biçiminde bir seri açılımına sahip olacağı açıktır. Ayrıca,    birim diskinde analitik ve 

ünivalent fonksiyonların sınıfını ise   ile göstereceğiz. Kolaylıkla görülebileceği üzere, 

    dır. Tüm bu açıklamaların sonucunda, (1.1) deki gibi verilmiĢ bir      

fonksiyonu   birim diskinde ünivalent olsun. O halde,      uygun bir   sayısı ile 

çarpılarak, |  | ler keyfi oranda büyütülebilir. Fakat normalize edilmiĢ ünivalent 

fonksiyonların   sınıfını göz önüne aldığımızda,   sınıfındaki her bir      fonksiyonu 

için |  |    ,       olacak biçimde bir    sınırı vardır. Esasen, Koebe (1909) 

tarafından böyle bir    sınırının varlığının gösterilmesiyle ünivalent fonksiyonlar teorisi 

yirminci yüzyılın baĢlarında Ģekillenmeye baĢlamıĢtır. Ardından Alman matematikçi 

Ludwig Bieberbach (1916)  tarafından; 
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“(1.2) deki gibi tanımlanmıĢ   sınıfına ait bir      fonksiyonu için, 

 |  |              (1.3) 

dir.”  

olarak verilen, literatürde “Bieberbach Tahmini” olarak bilinen, bu katsayı problemi 

üzerinde birçok matematikçi kafa yormuĢtur. Bu problemin doğruluğu,             

değerleri için, sırasıyla, Bieberbach (1916), Löwner (1923), Garabedian and Schiffer 

(1955), Pederson and Schiffer (1972) ve Pederson (1968)  matematikçileri tarafından 

ispat edilmiĢtir. Nihayet 1984 yılının sonlarına doğru, pek çok matematikçiyi yaklaĢık 

olarak yetmiĢ yıl meĢgul eden Bieberbach tahmini Louis de Branges tarafından 

hipergeometrik fonksiyonlar ve Löewner teorisi kullanılarak ispatlanmıĢ ve böylelikle 

bu problem sonlandırılmıĢtır. Ancak, bu problemin çözümünde kullanılan yöntem 

ünivalent fonksiyonlar teorisinde farklı problemlerin ortaya çıkmasına vesile olmuĢ ve 

ünivalent fonksiyonlar teorisi bu yeni problemlerle daha da zenginlik kazanmıĢtır. 

Branges‟in Bieberbach probleminin çözümünde hipergeometrik fonksiyonları 

kullanması ve ayrıca hipergeometrik fonksiyonların geometrik fonksiyonlar teorisindeki 

baĢka bazı problemlerin çözümünde kullanılmaya baĢlanması, pek çok matematikçinin 

bu fonksiyonlar üzerine yoğunlaĢmasına sebep olmuĢtur.  

         ve              olmak üzere,  

              ∑
        

    
   

  

  
 | |      

fonksiyonu                                         ikinci 

mertebeden hipergeometrik diferansiyel denkleminin bir özel çözümü olan bu 

fonksiyona Gauss hipergeometrik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon ilk olarak L. Euler‟in 

çalıĢmalarında görülmesine rağmen C.F. Gauss tarafından sistematik olarak 

sunulmuĢtur. Bu fonksiyonun özellikleri ilk olarak L. Fuchs, E.E. Kummer, B. 
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Riemann, H.A. Schwarz ve F. Klein tarafından incelenmiĢtir. Ayrıca, 1961 yılında E.P. 

Merkes ve W.T. Scott tarafından bu fonksiyonun ünivalentliği ve yıldızıllığı sürekli 

kesirler kullanılarak ele alınmıĢtır. 1984 yılında B.C. Carlson ve D.B. Shaffer 

hipergeometrik fonksiyonlar sınıfının   mertebeden yıldızıl ve konveks sınıflarını 

tanıtmıĢtır. 1986 yılında S. Ruscheweyh ve V. Singh    ,       ve       

     Ģartları altında                        fonksiyonunun yıldızıllık mertebesini 

elde etmiĢtir. 1987 yılında S. Owa ve H.M. Srivastava genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik 

fonksiyonların geometrik özelliklerini inceledi. 1993 yılında H. Silverman tarafından 

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun yıldızıllığı ve konveksliği incelendi. 

Son yıllarda hipergeometrik fonksiyonlar ile ilgili ortaya konan çalıĢmalardan bazıları 

(Owa and Srivastava 1987; Ponnusamy and Sabapathy 1997; Dziok and Srivastava 

2003; Orhan and GüneĢ 2009; Orhan and Raducanu 2009; Orhan and Raducanu 2010) 

Ģeklinde verilebilir. 

Birçok özel fonksiyon hipergeometrik fonksiyonların özel halleridir. Ġlk olarak 1732 

yılında D. Bernoulli tarafından çalıĢılan ancak ismini F.W. Bessel (1734-1846) den alan 

Bessel fonksiyonu da hipergeometrik fonksiyonların özel bir halidir. Bessel 

fonksiyonlarının geometrik özellikleri birçok matematikçi tarafından ele alınmıĢtır. Ġlk 

olarak 1960 yılında R.K. Brown, Bessel fonksiyonlarının ünivalentliğini incelemiĢtir. 

Aynı yıl E. Kreyszing ve J. Todd tarafından Bessel fonksiyonlarının ünivalentlik 

yarıçapı elde edilmiĢtir. V. Selinger, 1995 yılında normalize edilmiĢ Bessel 

fonksiyonlarının geometrik özelliklerini araĢtırmıĢtır. 

Özel fonksiyonların geometrik özellikleri üzerine çalıĢmalar hâlâ canlılığını korumakta 

olup son zamanlarda ortaya konan çalıĢmalardan bazıları Ģunlardır: (Baricz et al. 2014; 

Baricz and Szász 2014; Baricz and Szász 2015; Baricz and Szász 2016; Baricz et al. 

2016; Baricz and Yağmur 2017; AktaĢ et al. 2017a, 2017b). 

Bu tezde ilk olarak, yukarıda bahsedilen çalıĢmalardan ilham alarak normalize edilmiĢ 

Wright fonksiyonları için yıldızıllık ve konvekslik yarıçaplarını elde ettik. Wright 
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fonksiyonu, (3.3) deki gibi tanımlanmıĢ birinci tür Bessel fonksiyonun genelleĢtirilmiĢ 

bir hali olduğundan AktaĢ et al. (2017a, 2017b) tarafından elde edilen sonuçları 

genelleĢtirerek ilave yeni bazı sonuçlar elde ettik. 

Elbette ünivalent fonksiyonlar teorisindeki çalıĢmalar sadece özel fonksiyonların 

geometrik özelliklerinin incelenmesi ile sınırlı kalmamıĢtır. Yukarıda bahsedilen 

tarihsel süreç içerisinde bir yandan da ünivalent fonksiyonlar ve alt sınıfları üzerine 

çalıĢmalar canlılığını korumuĢ ve bu alanda da ilginç sonuçlar elde edilerek ünivalent 

fonksiyonlar teorisine önemli katkılar sunulmuĢtur. 

Koebe-1/4 teoreminin bir sonucu olarak, her     fonksiyonunun     ters 

fonksiyonuna sahip olduğu iyi bilinir. Ancak,     olmasına rağmen,     ters 

fonksiyonunun   birim diskinde ünivalent olması gerekmeyeceği açıktır. O halde, bir 

    fonksiyonu verildiğinde, hem bu   fonksiyonu hem de     ters fonksiyonu   

birim diskinde ünivalent ise bu     fonksiyonuna bi-ünivalent fonksiyon denir.   

birim diskinde tanımlanmıĢ bi-ünivalent fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir. Bu sınıf ile 

ilgili ilk çalıĢma Lewin (1967) tarafından yapılmıĢ ve her     fonksiyonu için 

|  |       olduğunu göstermiĢtir. Lewin‟in bu çalıĢması birçok matematikçinin 

ilgisini çekmiĢ ve bu yeni sınıf ile ilgili sonuçlar elde etmeye odaklanmıĢlardır. 

Ardından D.A. Brannan ve J.G. Clunie,   sınıfındaki fonksiyonlar için, |  |  √   

tahmininde bulunmuĢtur. 1969 yılında E. Netenyahu       |  |  
 

 
 olduğunu 

göstermiĢtir. 1985 yılında D.L. Tan tarafından,   sınıfındaki fonksiyonlar için  |  |  

      elde edilmiĢ olup, bu sonuç bi-ünivalent fonksiyonlar için bilinen en iyi sonuçtur. 

Ayrıca, birçok matematikçi tarafından, bi-ünivalent fonksiyonların   sınıfı ile ilgili 

çeĢitli alt sınıflar tanımlanmıĢ ve Taylor Maclaurin seri açılımındaki ilk iki katsayı olan 

|  | ve |  | katsayıları için kesin olmayan sonuçlar elde edilmiĢtir. Ancak,     {   } 

olmak üzere her bir |  | için katsayı problemi hâlen açık bir problemdir.  

Bi-ünivalent fonksiyonların   sınıfı üzerine son zamanlarda yapılan çalıĢmalardan 

bazıları Ģunlardır: (Srivastava et al. 2010; Frasin and Aouf 2011;  Magesh and Yamini 
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2012; Srivastava et al. 2013; Çağlar et al. 2013; Altınkaya and Yalçın 2014; Orhan et 

al. 2015; Srivastava and Bansal 2015; Srivastava et al. 2015; Deniz et al. 2015; Orhan 

et al. 2016; Bulut et al. 2017; Orhan et al. 2017a, 2017b, 2017c). 

     , (3.2) deki gibi tanımlanmıĢ   nuncu Hankel determinantı olmak üzere           

           
  ifadesi Fekete-Szegö fonksiyoneli olarak bilinir. Keogh and Merkes 

(1969) tarafından yıldızıl fonksiyonların    sınıfı ve konveks fonksiyonların   sınıfı 

için Fekete-Szegö problemi araĢtırılmıĢtır. Son zamanlarda pek çok matematikçi 

ünivalent fonksiyonların bazı alt sınıflarına ait fonksiyonların Hankel determinantı için 

üst sınırlar elde etmiĢlerdir. Bu çalıĢmalardan bazıları Ali et al. (2009), Orhan et al. 

(2010), Deekonda and Thoutreedy (2015) Ģeklinde sıralanabilir. Ġlk kez Zaprawa (2014) 

tarafından Fekete-Szegö problemi bi-ünivalent fonksiyonların   sınıfları için ele 

alınmıĢtır. Ardından pek çok matematikçi bi-ünivalent fonksiyonların bazı alt sınıflarına 

ait fonksiyonların Hankel determinantı için üst sınır elde etmeye odaklanmıĢtır.  

Bu tezde son olarak, yukarıdaki çalıĢmalardan ilham alarak bi-ünivalent fonksiyonların 

bazı alt sınıfları için              
  ikinci Hankel fonksiyoneli için üst sınır elde 

ettik. Esasen, bu çalıĢma ile Deniz et al. (2015) tarafından elde edilen sonuçları 

genelleĢtirdik ve bazı yeni sonuçlar elde ettik. 

Özel ünivalent fonksiyonlar teorisine katkılar baĢlığı altında sunulan bu tez beĢ ana 

bölümden oluĢmaktadır.  

Tezin birinci bölümünü oluĢturan giriĢ bölümünde, tez konusu ile ilgili konular üzerine 

dünden bugüne yapılmıĢ çalıĢmalar, tarihi bir seyir içerisinde verilmiĢtir. 

Kuramsal temeller olarak adlandırılan ikinci bölüm, tezde kullandığımız bazı tanım, 

teorem ve örneklere ayrılmıĢtır. 
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Tezin üçüncü bölümünü oluĢturan materyal ve yöntem bölümünde, bi-ünivalent 

fonksiyonlar, bazı özel fonksiyonlar ve tam fonksiyonların özellikleri ile ilgili bazı 

önemli tanım, teorem ve örnekler sunulmuĢtur. 

AraĢtırma bulguları olarak adlandırılan dördüncü bölümde, bi-ünivalent fonksiyonların 

alt sınıfları ile ilgili bazı yeni sonuçlar elde edilmiĢtir. Ayrıca, normalize edilmiĢ Wright 

fonksiyonlarının yıldızıllık ve konvekslik yarıçapları hesaplanmıĢtır. 

Tezin beĢinci bölümünde ise, Wright fonksiyonu ile ilgili bazı problemlerin kısa bir 

listesi sunulmuĢtur. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Temel Kavramlar  

Bu kısımda kompleks fonksiyonlar teorisinde oldukça önemli olan ve bu çalıĢmamızda 

da çok sık faydalanacağımız bazı tanım, teorem ve örneklere yer verilmiĢtir. 

Tanım 2.1.1 (  komĢuluğu) Bir      noktası verilmiĢ olsun. Bu durumda,    

         {    |    |   } kümesine    noktasının   komĢuluğu denir. 

Bu          kümesine    merkezli   yarıçaplı disk adı da verilmektedir.               

 ̅       {    |    |   } kümesine         kümesinin kapanıĢı,                         

         {    |    |   } kümesine de          nin sınırı adı verilmektedir. 

Ayrıca, kolaylık sağlaması bakımından, bundan sonra orijin merkezli   yarıçaplı diski 

   ile ve orijin merkezli yarıçapı bir birim olan diski (birim disk)   ile göstereceğiz. 

Tanım 2.1.2 (Ġç nokta)  ,   nin boĢ olmayan bir altkümesi olsun.      için     

          olacak Ģekilde bir     sayısı varsa    noktasına   kümesinin bir iç 

noktası denir. 

Tanım 2.1.3 (Açık Küme)  ,   nin boĢ olmayan bir altkümesi olsun.   kümesinin her 

noktası bir iç nokta ise   kümesine açık küme denir. 

Tanım 2.1.4 (Kapalı Küme)  ,   nin boĢ olmayan bir altkümesi olsun. Bu   kümesinin 

tümleyeni açık küme ise   ye kapalı küme denir. 

Tanım 2.1.5 (Bağlantılı Küme)     verilmiĢ olsun. Eğer        ,       , 

       ve           olacak Ģekilde   de    ve    gibi boĢ olmayan iki ayrık 
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ve açık küme bulunamaz ise   ye bağlantılı küme denir, aksi halde bağlantısız küme 

denir. 

Tanım 2.1.6 (Bölge) Kompleks düzlemde boĢ olmayan, açık ve bağlantılı kümeye 

bölge denir. 

Tanım 2.1.7 (Limit)     olmak üzere       fonksiyonu verilsin.     ,   

kümesinin bir yığılma noktası ve    bir kompleks sayı olsun. Her     ve                        

  |    |    Ģartını sağlayan her     için |       |    olacak Ģekilde            

         sayısı varsa  ,    a yaklaĢırken      fonksiyonunun limiti    dır denir ve 

bu durum kısaca 

   
    

        

Ģeklinde yazılarak gösterilir. 

Tanım 2.1.8 (Süreklilik)      olmak üzere       bir fonksiyon ve      olsun. 

Her     ve |    |    Ģartını sağlayan her     için |          |    olacak 

Ģekilde             sayısı varsa   ye    noktasında süreklidir denir. Eğer   

fonksiyonu      kümesinin her noktasında sürekli ise   ye    kümesinde sürekli 

fonksiyon denir. Eğer,   fonksiyonu   kümesinde sürekli ise   fonksiyonuna sürekli 

fonksiyon adı verilir. 

Tanım 2.1.9 (Diferansiyellenebilme)         bir fonksiyon ve   ,   nın bir iç 

noktası olsun. Eğer 
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limiti varsa      fonksiyon      noktasında diferansiyellenebilir (veya türevlenebilir) 

denir. Bu limit değeri        ile gösterilir ve      noktasında      fonksiyonunun 

türevi olarak adlandırılır. 

2.2. Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

Kompleks Analizde    noktasının bir komĢuluğundaki tüm noktalarda 

diferansiyellenebilen fonksiyonlar çok daha zengin özelliklere sahip olduklarından, bu 

tür fonksiyonlarla çalıĢmaya odaklanmak oldukça önemlidir. Bir baĢka ifadeyle, bir 

noktanın komĢuluğundaki her noktada diferansiyellenebilen fonksiyonlar Kompleks 

Analizin ilgi alanıdır. Bu nedenle, aĢağıdaki tanımda ifade edileceği üzere bu tür 

fonksiyonlara özel bir isim vereceğiz. 

Tanım 2.2.1 (Analitik Fonksiyonlar)       fonksiyonu,    noktasında ve bu noktanın 

uygun bir komĢuluğundaki her noktada diferansiyellenebilirse      fonksiyonuna    

noktasında analitiktir (veya holomorfiktir) denir. 

Eğer      fonksiyonu bir   bölgesindeki tüm noktalarda analitik ise      fonksiyonu   

de analitiktir denir. Ayrıca, bu çalıĢmamız boyunca,  (1.2) deki gibi normalize edilmiĢ 

analitik fonksiyonların sınıfını   ile göstereceğiz. Bu halde,   sınıfının küme 

gösterimi 

  {         ∑    

   

                      } 

olarak verilir.  

Tanım 2.2.2 (Tam Fonksiyon) Tüm kompleks düzlemde analitik olan fonksiyonlara 

tam fonksiyon denir. 

Tanım 2.2.3 (Eğri)         olmak üzere sürekli bir           fonksiyonuna   de 

eğri denir. 
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Bu tanımda   noktasındaki sürekliliğin sağdan ve   noktasındaki sürekliliğin soldan 

olduğu anlaĢılacaktır. Ayrıca           fonksiyonunun kuralı parametrik olarak  

                ile verilir. Ayrıca,           ,                 eğrisini 

                      ile de gösterebiliriz. Bir eğriyi geometrik olarak       

aralığının   fonksiyonu altındaki görüntüsü olan Ģekil ile veririz. 

                      eğrisi verildiğinde      ve      eğrinin uç noktaları 

olarak adlandırılır.      ya eğrinin baĢlangıç noktası,      ye de eğrinin bitiĢ noktası 

adı verilir. 

Tanım 2.2.4 (Kapalı Eğri)           bir eğri olsun.           ise   ya kapalı 

eğri denir. 

Tanım 2.2.5 (Basit Kapalı Eğri) Uç noktaların çakıĢması hariç, kendini kesmeyen 

eğrilere basit eğriler denir. 

Yani,                       eğrisi       (veya      ) aralığında bire-bir ise 

     eğrisine basit eğri adı verilir. Buradan anlaĢılacağı gibi eğrinin uç noktalarının 

çakıĢması onun basit eğri oluĢunu etkilemez. Bir eğri hem basit hem de kapalı olabilir. 

Böyle eğrilere basit kapalı eğri (veya Jordan eğrisi) denir. 

Basit kapalı   eğrisi, kompleks düzlemi biri sınırlı diğeri sınırsız iki bölgeye ayırır. 

Sınırlı bölgeye   basit kapalı eğrisinin içi, sınırsız bölgeye ise   basit kapalı eğrisinin 

dıĢı denir. 

Teorem 2.2.6 (Cauchy Türev Formülü)     , pozitif yönlü basit kapalı   çevresi 

içinde ve üzerinde analitik bir fonksiyon ve    bu eğrinin içinde bir nokta olsun. Bu 

durumda,           için 
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∫

    

         
  

 

  

olur. 

Teorem 2.2.7 (Taylor Serisi)      fonksiyonu    noktasında analitik olsun. O halde, 

     ∑
        

  
   

      
  

serisine      fonksiyonunun    noktasının bir komĢuluğundaki Taylor serisi denir. 

Tanım 2.2.8 (Singüler Nokta)   fonksiyonu    noktasında analitik değilse    noktasına 

  fonksiyonunun singüler (tekil) noktası denir. 

Bir      fonksiyonunu analitik olmadığı bazı noktaların civarındaki halka bölgelerde 

seri ile temsil edebiliriz. Dolayısıyla,    ,       fonksiyonu için bir singüler nokta ise 

     fonksiyonunu    ın bir delinmiĢ komĢuluğunda Laurent serisi olarak bilinen bir 

seri ile temsil edebiliriz.  

Tanım 2.2.9 (i)      fonksiyonunun          {     |    |    } halka 

bölgesinde analitik olsun. O halde, 

     ∑
  

       

 

   

 ∑        
 

 

   

 

serisine      fonksiyonunun     noktası civarındaki Laurent serisi denir. 

(ii) ∑
  

       
 
     ve ∑         

  
    serilerine, sırasıyla, Laurent serisinin esas ve 

analitik kısmı denir. 
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Singüler noktaları, ayrık singüler nokta ve ayrık olmayan singüler nokta diye iki kısma 

ayırırız. 

Tanım 2.2.10 (i)   ,      fonksiyonun bir singüler noktası olsun. Eğer      fonksiyonu 

   noktasının                  {  } delinmiĢ komĢuluğunda analitik oluyorsa    

noktasına      fonksiyonunun bir ayrık singüler noktası denir. 

(ii)   ,      fonksiyonun bir singüler noktası olsun. Eğer    noktasının her          

delinmiĢ komĢuluğunda      fonksiyonunun en az bir singüler noktası varsa    

noktasına      fonksiyonunun bir ayrık olmayan singüler noktası denir. 

Ayrık singüler noktaların uygun bir delinmiĢ komĢuluğunda fonksiyon analitik 

olacağından Laurent serisine açılabilir. Bu nedenle, biz ayrık singüler noktalarla 

çalıĢacağız. Ayrıca, bu Laurent seri açılımına bakılarak ayrık singüler noktalar, 

kaldırılabilir singüler nokta, kutup noktası ve esas singüler nokta olmak üzere üç kısma 

ayrılır. Biz burada sadece kutup noktasını vereceğiz. 

Tanım 2.2.11 (Kutup Noktası)   ,      fonksiyonunun ayrık tekil noktası olsun. Bu 

noktanın uygun bir delinmiĢ komĢuluğunda,      fonksiyonunun Laurent serisini göz 

önüne alalım. Bu serinin esas kısmında sonlu sayıda terim varsa    noktasına      

fonksiyonunun kutup noktası (veya kutbu) denir. 

Tanım 2.2.12 (Meromorf fonksiyon)      fonksiyonunun bir   bölgesinde kutup 

noktalarından baĢka singüler noktası yoksa      fonksiyonuna   bölgesinde meromorf 

fonksiyon denir. 

Teorem 2.2.13 (Maksimum Modül Teoremi)     ,   bölgesinde analitik ancak sabit 

olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda |    |,   bölgesinde maksimum değer 

alamaz (Ponnusamy and Silverman 2006). 
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 , sınırlı bir bölge ve sabit olmayan      fonksiyonu da bu bölgenin sınırında sürekli 

içinde ise analitik olsun. O halde, |    | maksimum değerini   bölgesinin sınırında alır. 

Teorem 2.2.14 (Minimum Modül Teoremi)     ,   bölgesinde sabit olmayan bir 

fonksiyon ve her     için        olsun. Bu durumda |    |,   bölgesinde 

minimum değer alamaz. 

  sınırlı bir bölge,      sabit olmayan bir fonksiyon ve her     için        olsun. 

Ayrıca      fonksiyonunun   bölgesinin içinde analitik, sınırında sürekli olduğunu 

kabul edelim. O halde, |    | minimum değerini   bölgesinin sınırında alır. 

Teorem 2.2.15 (Schwarz Lemması)      fonksiyonu   birim diskinde analitik olsun. 

Eğer bu diskte, |    |   ,        Ģartları sağlanıyorsa 

|    |  | | ve |     |    

olur.   diskinde sıfırdan farklı en az bir   noktasında      | | olması için gerek ve 

yeter Ģart | |    olmak üzere         olmasıdır (Ponnusamy and Silverman 2006).  

ġimdi, birçok matematikçi tarafından detaylı bir Ģekilde incelenmiĢ olan ve bu 

çalıĢmamız boyunca sıkça kullanacağımız ünivalent fonksiyon kavramına değineceğiz. 

Tanım 2.2.16 (Ünivalent Fonksiyon)       bölgesinde tanımlı bir fonksiyon olsun. 

Her bir         için             olması sadece       olmasını gerektiriyorsa ( 

veya       olması             olmasını gerektiriyorsa)   fonksiyonuna   

bölgesinde ünivalent (yalınkat veya schlict) fonksiyon adı verilir (Duren 1983). 

Bu çalıĢmamız boyunca (1.2) deki gibi normalize edilmiĢ,   birim diskinde analitik ve 

ünivalent fonksiyonların sınıfı   ile gösterilecektir. Yani, 
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  {                                                     } 

dır.  

Geometrik olarak, bir ünivalent fonksiyon basit eğrileri basit eğrilere dönüĢtürür. 

Analitik ve ünivalent fonksiyonlar ise basit bağlantılı bölgeleri basit bağlantılı bölgelere 

resmeder. 

Teorem 2.2.17   analitik fonksiyonu verilmiĢ olsun. Eğer   fonksiyonu bir   

bölgesinde ünivalent ise her      için          dır. 

AĢağıda   sınıfına ait bazı fonksiyon örnekleri verilmiĢtir: 

(i)          
   

   
  fonksiyonu   birim diskini , 

 

 
     

 

 
- sonsuz Ģeridi üzerine 

resmeder.  

(ii)      
 

   
           fonksiyonu altında   birim diskinin görüntüsü     

{               } kümesidir. 

(iii)      
 

               fonksiyonu altında   birim diskinin görüntüsü    

  ,(    
 

 
+  *

 

 
  )- bölgesidir. 

(iv)      
 

      
              fonksiyonu Koebe fonksiyonu olup bu 

fonksiyon ünivalent fonksiyonlar teorisinde çok önemli bir yere sahiptir. Bu fonksiyon 

altında   birim diskinin görüntüsünü bulmak için, Koebe fonksiyonunu 

     
 

 
0(

   

   
)
 

  1 
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Ģeklinde düzenleyelim ve 

      
   

   
,          

     ve       
 

 
          

diyelim. Bu halde,                    olduğu kolaylıkla görülebilir.    Möbius 

dönüĢümü olup   birim diskini, sınırı imajiner eksen olan sağ yarı düzleme resmeder. 

  ,    in karesi dönüĢümü olup sağ yarı düzlemi negatif reel eksen boyunca uzanan 

yarık hariç tüm kompleks düzleme resmeder.    ise, bu son bölgeyi bir birim sola öteler 

ve ¼ ile çarpar.  

 

ġekil 2.1. Koebe fonksiyonu altında   birim diskinin görüntüsü 

     fonksiyonu    noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise      fonksiyonuna yerel 

ünivalent fonksiyon denir. 

Teorem 2.2.18 Analitik bir   fonksiyonunun    noktasında yerel ünivalent olması için 

gerek ve yeter Ģart          olmasıdır. 

         Ģartı      analitik fonksiyonunun ünivalent olması için gerekli ancak yeterli 

değildir. Bir baĢka ifadeyle, eğer   analitik fonksiyonu bir   bölgesinde ünivalent ise bu 

bölgedeki her bir    noktası için          dır. Bu ifadenin tersinin her zaman doğru 
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olması gerekmez. AĢağıdaki örnek yerel ünivalent ve ünivalent fonksiyonlar arasındaki 

iliĢkinin anlaĢılması bakımından önemlidir. 

Örnek 2.2.19   {      | |               } bölgesi ve      ,     

        fonksiyonu verilmiĢ olsun.   fonksiyonu   bölgesinde analitiktir. Ayrıca, her 

bir      için              olduğundan   fonksiyonu   bölgesinde yerel 

ünivalenttir. Ancak,  

 (
 

 √ 
 

 

 √ 
 )   ( 

 

 √ 
 

 

 √ 
 )  

 

 
  

olduğundan   fonksiyonu   bölgesinde ünivalent değildir. Fakat, fonksiyonun tanım 

bölgesi    {                      
 

 
}  {                   

 

 
} 

alınırsa,         fonksiyonu    bölgesinde ünivalent olur. 

Eğer      analitik fonksiyonu bir   bölgesinde yerel ünivalent ise       türev 

fonksiyonu     noktasında      fonksiyonunun yerel geometrik davranıĢını belirler. 

|     | uzunluklar için yerel büyüme miktarını ve          ise yerel dönme miktarını 

verir. Ayrıca,       analitik dönüĢümünün Cauchy-Riemann denklemlerini sağladığı 

göz önünde bulundurulduğunda bu dönüĢümün Jacobian determinantı |     |  olur. 

Teorem 2.2.17 dikkate alındığında, analitik bir fonksiyonun Jacobian determinantının 

sıfırdan farklı olması bu fonksiyonun yerel ünivalent olması için gerek ve yeter Ģart 

olarak verilebilir. 

Tanım 2.2.20 (Konform DönüĢüm)         sürekli dönüĢümü verilsin. Eğer bir 

     noktasından geçen ve aralarında   açısı yapan herhangi iki düzgün    ve    

eğrilerinin       ve       görüntü eğrileri de          noktasında aralarında yön ve 

büyüklük bakımından aynı   açısı yapıyorlarsa   fonksiyonuna    noktasında bir 

konform dönüĢümdür denir.  
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Teorem 2.2.21   fonksiyonu bir    noktasında analitik ve          ise  ,    

noktasında konform bir dönüĢümdür denir (Duren 1983). 

Sonuç olarak, bir bölgede analitik ve ünivalent bir fonksiyon konform dönüĢümdür. 

Tanım 2.2.22 (Riemann DönüĢüm Teoremi) Kompleks düzlemin her basit bağlantılı 

bir     bölgesi,   birim diski üzerine konform olarak resmedilir. Ayrıca,      

olmak üzere         ve          Ģartını sağlayan ve   bölgesini   birim diski 

üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır (Duren 1983). 

Teorem 2.2.23 (Liouville Teoremi) Tam ve sınırlı bir      fonksiyonu sabittir. 

2.3. Ünivalent Fonksiyonların Bazı Altsınıfları 

Tanım 2.3.1 (Yıldızıl Küme)     kümesi verilsin ve      olsun. Bu durumda, her 

    için {          }    ise   kümesine    noktasına göre yıldızıl (starlike 

veya star-shaped) küme denir.  

Yani,   kümesindeki sabit bir    noktasını her bir     noktasına birleĢtiren doğru 

parçası tamamen   kümesinde kalıyorsa,   ye    noktasına göre yıldızıl küme denir. 

Bir baĢka ifadeyle,      noktasından çıkan her bir ıĢın   kümesinin sınırını bir tek 

noktada kesiyorsa   ye yıldızıl küme denir. Eğer    noktası özel olarak orijin seçilirse, 

bu kümeye orijine göre yıldızıl küme veya kısaca yıldızıl küme adı verilir.  

Tanım 2.3.2 (Yıldızıl Fonksiyon) Bir     fonksiyonu   birim diskini          

noktasına göre yıldızıl bir kümeye resmediyorsa   fonksiyonuna    noktasına göre 

yıldızıl fonksiyon denir. Özel olarak,     fonksiyonu   birim diskini orijine göre 

yıldızıl bir kümeye resmediyorsa,   fonksiyonuna, kısaca, yıldızıl fonksiyon denir 

(Graham and Kohr 2003). 
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Yıldızıl fonksiyonların sınıfı    ile göstereceğiz. O halde,    sınıfını analitik olarak 

aĢağıdaki gibi verebiliriz: 

Teorem 2.3.3     fonksiyonu verilmiĢ olsun.   nin yıldızıl fonksiyon olması için 

gerek ve yeter Ģart 

  .
      

    
/        

olmasıdır. 

  (
      

    
)    Ģartını,     {    },     { } nin artan bir fonksiyonudur Ģeklinde 

geometrik olarak yorumlamak mümkündür. Yani,    { } arttıkça     {    } de artar. 

Ayrıca, bu Ģartın sağlanması      nun yıldızıl bir bölge olmasını gerektirir ancak   nin 

ünivalentliğini garanti etmez. Örneğin          fonksiyonunu ele alalım.   

  (
      

    
)      ve        olmasına rağmen         fonksiyonu   birim 

diskinde ünivalent değildir. Ayrıca,   birim diskini yıldızıl bir bölgeye resmeden 

ünivalent olmayan bir fonksiyonun orijindeki türevi sıfır olur. ġunu da vurgulayalım ki 

          dir. 

Teorem 2.3.4      fonksiyonu (1.2) deki gibi seri açılımına sahip    sınıfına ait bir 

fonksiyon olsun. O halde, |  |              dir. 

Yukarıda verilen teorem 1920 yılında Nevanlinna tarafından ifade ve ispat edilmiĢtir. 

Bu teorem    sınıfındaki fonksiyonlar için Bieberbach tahminin doğruluğunu 

göstermesi açısından son derece önemlidir. Esasen, bu teoremden sonra Bieberbach 

tahminin doğru olduğuna dair umutlar artmıĢtır. Ancak, bir önceki bölümde 

ayrıntılarıyla ifade edildiği üzere, bu teoremden çok uzun yıllar sonra Bieberbach 

tahmininin   sınıfından fonksiyonlar için de doğruluğu gösterilebilmiĢtir. 
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ġimdi,     sınıfının en önemli alt sınıflarından biri olan   mertebeden yıldızıl 

fonksiyonların sınıfı vereceğiz. Bu sınıf, ilk olarak, 1936 yılında M.S. Robertson 

tarafından çalıĢılmıĢtır. 

Tanım 2.3.5        olsun. O halde,       için 

  .
      

    
/        

ise      fonksiyonuna   mertebeden yıldızıl fonksiyon denir. 

   mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfını       ile göstereceğiz. Bu halde,       

sınıfının küme gösterimi 

      2       .
      

    
/        3 

olur.  

Açıkça görülebileceği üzere,     için,          dır. Yani,                

dir. 

Tanım 2.3.6 (Konveks Küme)     kümesi verilsin. Her         için                       

{           }    ise   kümesine konveks küme denir.  

Bu tanım geometrik olarak Ģu Ģekilde yorumlanabilir: Her         için    noktasını 

   noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen   içinde kalıyorsa   ye konveks küme 

adı verilir.  

Tanım 2.3.7 (Konveks Fonksiyon) Eğer bir     fonksiyonu   birim diskini konveks 

bir kümeye resmediyorsa bu   fonksiyonuna konveks fonksiyon adı verilir. Normalize 

edilmiĢ konveks fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir. 
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AĢağıdaki teorem konveks fonksiyonların analitik tasvirini vermektedir. 

Teorem 2.3.8     olsun. Bu durumda, 

  .  
       

     
/        

dır. 

Teorem 2.3.5 ve Teorem 2.3.8 teoremleri dikkate alındığında J.W. Alexander tarafından 

verilen aĢağıdaki önemli sonucu elde edebiliriz. 

Teorem 2.3.9       analitik fonksiyon olsun. O halde,   nin konveks olması için 

gerek ve yeter Ģart     nin yıldızıl olmasıdır.  

AĢağıdaki teorem 1917 yılında Loewner tarafından ifade ve ispat edilmiĢ olup 

Bieberbach tahmininin konveks fonksiyonların   sınıfı için doğruluğunu göstermesi 

bakımından önemlidir. 

Teorem 2.3.10        ∑     
      fonksiyonu verilmiĢ olsun. Bu halde,    

|  |              dir. 

Bu teorem için birim diski konveks bir bölgeye resmeden      
 

   
 fonksiyonu 

ekstremal fonksiyondur. Dikkat edilecek olursa,        
 

      
 Koebe fonsiyonudur. 

Koebe fonksiyonu    sınıfı için ekstremal fonksiyondur. Ayrıca,     (ya da     ) 

için               iken                    dir. 

Tanım 2.3.11     fonksiyonu verilmiĢ olsun. Eğer,       için, 
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  .  
       

     
/        

eĢitsizliği sağlanıyor ise   fonksiyonuna   mertebeden konveks fonksiyon denir.   

mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı      ile gösterilir. 

Konveks fonksiyonların sınıfı   ile   mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı      

arasında             bağıntısı vardır. 

AĢağıdaki teorem, konveks ve yıldızıl fonksiyon sınıfları arasında var olan Alexander 

bağıntısının,   mertebeden yıldızıl ve konveks fonksiyonlar sınıfı içinde geçerli 

olduğunu göstermesi bakımından oldukça önemlidir. 

Teorem 2.3.12           olması için gerek ve yeter Ģart              olmasıdır. 

Tüm bu incelemelerin ıĢığında Ģu önemli çıkarımı yapabiliriz:  ,    ve   fonksiyon 

sınıfları arasında        Ģeklinde bir kapsama bağıntısı vardır. 

Tanım 2.3.13 (Ünivalentlik Yarıçapı)     fonksiyonu verilmiĢ olsun.   fonksiyonu 

   diskinde ünivalent olacak Ģekilde belirlenen en büyük    reel sayısına   

fonksiyonunun ünivalentlik yarıçapı denir.  

Tanım 2.3.14 (Yıldızıllık Yarıçapı)   fonksiyonu (1.2) deki gibi tanımlanmıĢ olsun. O 

halde,       için, 

 
  

        2       .
      

    
/          3 (2.1) 

reel sayısına   fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık yarıçapı denir.  
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Bu tanıma göre,   
     biçiminde gösterdiğimiz bu yarıçap          fonksiyonu 

altında orijine göre yıldızıl bir bölgeye resmedilen    çemberlerinin   yarıçapları için 

bir üst sınırdır. Ayrıca,   
           reel sayısı,           görüntü bölgesi orijine 

göre yıldızıl bir bölge olacak Ģekilde, en büyük yarıçaptır. 

Tanım 2.3.15 (Konvekslik Yarıçapı)   fonksiyonu (1.2) deki gibi tanımlanmıĢ olsun. 

O halde,       için,  

 
  

        2       .  
       

     
/        3 (2.2) 

reel sayısına   fonksiyonunun   mertebeden konvekslik yarıçapı denir. 

Yukarıdaki açıklamaya benzer olarak:   
           reel sayısı,           görüntü 

bölgesi konveks bir bölge olacak Ģekilde en büyük yarıçaptır. 

ġimdi, ünivalent fonksiyonlar teorisinde oldukça önemli subordinasyon kavramını 

vereceğiz. 

Tanım 2.3.16      ve      fonksiyonları   birim diskinde analitik fonksiyonlar olsun. 

Eğer,  

      (    )  | |     

olmak üzere,        ve |    |    Ģartlarını sağlayan   birim diskinde analitik 

     fonksiyonu varsa      fonksiyonu      fonksiyonuna subordinedir denir ve 

          ile gösterilir. 

Lemma 2.3.17      fonksiyonu   birim diskinde ünivalent olsun. Bu durumda,       

          olması için gerek ve yeter Ģart           ve           olmasıdır. 
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  sınıfına ait olmayan ancak geometrik fonksiyonlar teorisindeki bir çok problemin 

çözümünde oldukça önemli olan fonksiyon sınıfları da mevcuttur. Bu fonksiyon 

sınıflarından birkaçı aĢağıda verilmiĢtir. 

Tanım 2.3.18 (Carathѐodory Sınıfı)   birim diskinde        ve   (    )    

koĢulunu sağlayan        ∑     
    Ģeklindeki analitik fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıfa Carathѐodory sınıfı ya da   sınıfı denir (Pommerenke 1975). 

    olmak üzere      
   

   
 fonksiyonu   sınıfına ait olup, bu fonksiyon   birim 

diskini sağ yarı düzleme resmeden konform bir dönüĢümdür.   sınıfına ait bir 

fonksiyonun ünivalent olması gerekmez. Örneğin;           fonksiyonu   sınıfına 

ait olmasına rağmen         için ünivalent değildir. 

Lemma 2.3.19     olmak üzere               
    fonksiyonu verilmiĢ 

olsun. O halde, 

|  |                 

dir (Pommerenke 1975). 

Lemma 2.3.20     olsun. O halde, bazı | |    ve | |    için, 

      
        

   

ve 

      
        

             
           

     | |    

dir (Grenander and Szegö 1958). 



26 

 

Tanım 2.3.21   birim diskinde        ve |    |    Ģartlarını sağlayan analitik 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonlarının sınıfı denir ve   ile 

gösterilir (Graham and Kohr 2003). 

  sınıfına ait fonksiyonlarla Schwarz fonksiyonları arasında aĢağıda olduğu gibi önemli 

bir bağ vardır: 

            
      

      
         

  sınıfı ile ünivalent fonksiyonların alt sınıfları arasında da yakın bir iliĢki vardır. 

Teorem 2.3.22      analitik fonksiyonunun   birim diskinde yıldızıl olması için gerek 

ve yeter Ģart 

      

    
   

olmasıdır (Pommerenke 1975). 

Teorem 2.3.23      analitik fonksiyonunun   birim diskinde konveks olması için 

gerek ve yeter Ģart 

  
       

     
   

olmasıdır (Pommerenke 1975). 

ġimdi geometrik fonksiyonlar teorisinde önemli bir yere sahip olan Hadamard çarpımı 

(ya da konvülasyon) kavramını tanımlayalım.  

Tanım 2.3.24       fonksiyonları 
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       ∑    

   

        ∑    

   

 

Ģeklinde verilmiĢ olsun. O halde,   ve   fonksiyonlarının Hadamard çarpımı (ya da 

konvülasyonu) 

           ∑      

   

 

Ģeklinde tanımlanır. 

Bu tanıma göre         olur. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde tezin temel kısımlarının oluĢturulmasında kullanılacak tanım ve 

teoremlerin yanı sıra konuların daha iyi anlaĢılmasını sağlayacak bazı örnekler 

sunulmuĢtur. 

3.1. Bi-ünivalent Fonksiyonlar ve Alt Sınıfları 

Bu kısımda, tezimizde oldukça önemli olan, bi-ünivalent fonksiyonlar ve onun bazı alt 

sınıflarını vereceğiz. 

AĢağıdaki teorem 1907 yılında Koebe tarafından verilmiĢ ve 1916 yılında da 

Bieberbach tarafından ispat edilmiĢtir. 

Teorem 3.1.1 (Koebe-    Teoremi)     ve   birim diski verilmiĢ olsun. Bu 

durumda,           {  | |     } olur. 

Bu teoreme göre,   fonksiyonu (1.2) deki gibi normalize edilmiĢ ünivalent bir 

fonksiyon ise bu   fonksiyonu altında   birim diskinin görüntüsü     yarıçaplı      

diskini ihtiva eder. Bir baĢka ifadeyle,        ise | |      olur. Ayrıca, ġekil 2.1 

incelediğinde 
|     |

 
 

 

 
 sayısı kesindir. Ayrıca,     olması durumunda bu teoremin 

geçerli olamayacağına dikkat etmeliyiz. Bir baĢka deyiĢle, bu teoremde   

fonksiyonunun ünivalent olma koĢulu kaldırılamaz. 

Yukarıdaki teoremde ifade edilen Koebe-    teoreminin bir sonucu olarak   sınıfına ait 

bir      fonksiyonu        ters fonksiyonuna sahiptir. Yani     olmak üzere 

           ters fonksiyonu 

   (    )          ve  (      )     | |               
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Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca, bazı temel hesaplamaların sonucunda,     ters 

fonksiyonunun,        olmak üzere,  

             
      

      
      

            
    (3.1) 

Ģeklinde bir seri açılımına sahip olduğu kolayca görülebilir. Ancak     olmasına 

rağmen,        ters fonksiyonunun   sınıfından bir fonksiyon olması yani ünivalent 

olması gerekmez. Hem kendisi hem de tersi   birim diskinde ünivalent olan 

fonksiyonlara bi-ünivalent fonksiyonlar diyecek ve bi-ünivalent fonksiyonların sınıfını 

  ile göstereceğiz.   sınıfındaki fonksiyonlarla ilgili ilk çalıĢma 1967 yılında Lewin 

tarafından yayınlanmıĢtır. AĢağıda   sınıfına ait bazı fonksiyon örnekleri verilmiĢtir. 

         (
   

   
)                 

 

   
                   

Yukarıdaki fonksiyonların her birinin görüntü bölgesinin   birim diskini ihtiva ettiğine 

dikkat ediniz. 

Ancak, Koebe fonksiyonu   birim diskinde ünivalent olmasına rağmen   sınıfına ait 

değildir. Ayrıca aĢağıdaki fonksiyonların her biri   birim diskinde ünivalent olmasına 

rağmen   sınıfına ait değillerdir. 

        
  

 
       

 

    
  

Yukarıda verilen fonksiyonların ve Koebe fonksiyonunun görüntü bölgesinin   birim 

diskini ihtiva etmediğine dikkat ediniz. 

ġimdi çalıĢmamızda önemli bir yere sahip olan bi-ünivalent fonksiyonların bazı alt 

sınıflarını vereceğiz: 
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Tanım 3.1.2 Hem kendisi hem de tersi   birim diskinde yıldızıl (konveks) olan 

fonksiyonlara bi-yıldızıl (bi-konveks) fonksiyon denir.  

Bu çalıĢmamız boyunca, bi-yıldızıl fonksiyonların sınıfını   
  ile ve bi-konveks 

fonksiyonların sınıfını ise    ile göstereceğiz. 

Tanım 3.1.3 Hem kendisi hem de tersi   birim diskinde           mertebeden 

yıldızıl (konveks) fonksiyonlara   mertebeden bi-yıldızıl (bi-konveks) fonksiyon denir.  

Bu çalıĢmamız boyunca   mertebeden bi-yıldızıl fonksiyonların sınıfını   
     ve   

mertebeden bi-konveks fonksiyonların sınıfını ise       ile göstereceğiz. 

ġimdi çalıĢmamızda önemli bir yere sahip olan Hankel determinantını tanımlayacağız. 

Tanım 3.1.4 (Hankel Determinantı)       olmak üzere, herhangi bir      

fonksiyonunun       Hankel determinantı 
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(3.2) 

Ģeklinde tanımlanır (Noonan and Thomas 1976). 

Tanımdan kolayca görülebileceği üzere 

      |
    

    
|       

        |
    

    
|         

  



31 

 

olur.       ve       Hankel determinantları, sırasıyla, Fekete-Szegö fonksiyoneli ve 

ikinci Hankel fonksiyoneli olarak bilinir. Pek çok matematikçi tarafından, ünivalent ve 

bi-ünivalent fonksiyonların bazı alt sınıflarına ait fonksiyonların Hankel determinantı 

için (özellikle       ve       fonksiyonelleri için ) üst sınırlar elde edilmiĢtir. 

3.2. Bazı Özel Fonksiyonlar 

Tanım 3.2.1       olmak üzere 

     ∫          

 

 

 

fonksiyonuna gamma fonksiyonu adı verilir.  

Bu tanımda geçen integral ikinci tür Euler integrali olarak bilinir. 

Tanım 3.2.2 (Pochhmmer (Apell) sembolü)  , gama fonksiyonunu göstermek üzere  

         ve             olması durumunda 

     
      

    
 {

     
                  

 

Ģeklinde tanımlanır.  

Eğer   ve       negatif tamsayı ise            
        

      
 formülü geçerlidir. 

Pochhammer sembolü için                  eĢitliği her zaman sağlanır. 

Tanım 3.2.3                                         ikinci 

mertebeden hipergeometrik diferansiyel denkleminin         ,              ve 

     Pochhammer sembolü olmak üzere, 
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                          ∑
          

      
   

 | |    

Ģeklindeki özel çözüm fonksiyonuna Gauss hipergeometrik fonksiyonu adı verilir. 

Tanım 3.2.4       Ģartını sağlayan birer tam sayı,                       birer 

kompleks sayı ve her   {       } için              olmak üzere 

    (                       )  ∑
                

                

  

  
   

 

fonksiyonuna genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik fonksiyon adı verilir. 

Tanım 3.2.6 (Bessel Fonksiyonu)  , reel ya da kompleks bir sayı ve     olmak üzere 

                              

ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel denklemi denir. 

Bu denklemin bir özel çözümü olan  

 
      ∑

     

          
(
 

 
)
    

   

 (3.3) 

fonksiyonuna ise,   mertebeden birinci tür Bessel fonksiyonu adı verilir. 

Tanım 3.2.7 (Mittag-Leffler Fonksiyonu)     olmak üzere, 

      ∑
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fonksiyonuna Mittag-Leffler fonksiyonu denir. 

Mittag-Leffler fonksiyonu genelleĢtirilerek 

        ∑
  

       
   

                       

Ģeklinde de verilebilir. Bu da genelleĢtirilimiĢ Mittag-Leffler fonksiyonu olarak bilinir.  

      fonksiyonu 1903 yılında Mittag-Leffler tarafından tanımlanmıĢ ve çalıĢılmıĢtır. 

      fonksiyonunun genelleĢtirilmiĢ bir hali olan         fonksiyonu ise 1905 yılında 

Wiman tarafından çalıĢılmıĢtır. 

Not 3.2.8 AĢağıda verilen ifadeler Tanım 3.2.7 nin doğrudan bir sonucudur 

(i) 
      

 

   
 | |     

 

(ii)            

(iii)                 

ġimdi, birinci tür Bessel fonksiyonu ile yakından iliĢkili olan ve E.M. Wright (1933) 

tarafından çalıĢılan Wright fonksiyonunu tanımlayacağız. Bu çalıĢmamızda AktaĢ et al. 

(2017a, 2017b) tarafından birinci tip Bessel fonksiyonu için elde edilen sonuçları 

genelleĢtirerek Wright fonksiyonu için benzer sonuçlar elde ettik. Bu bakımdan, aĢağıda 

tanımlayacağımız ve ilerleyen kısımlarda da bazı temel özelliklerini sunacağımız 

Wright fonksiyonu oldukça önemlidir. 

Tanım 3.2.9 (Wright Fonksiyonu)      ve       olmak üzere 
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         ∑

  

         
   

 (3.4) 

özel fonksiyonuna Wright fonksiyonu denir (Gorenflo et al. 1999). 

Bu fonksiyon, esasen,     için Wright tarafından bölüntülerin asimptotik teorisi ile 

ilgili araĢtırmalarıyla iliĢkili olarak tanımlanmıĢtı (Wright 1933). Ayrıca önemli bir not 

olarak,      için Wright fonksiyonunun bir tam fonksiyonu olduğunu vurgulayalım. 

Dolayısıyla tezimizin bazı kısımlarında tam fonksiyonlar teorisindeki bazı özellikleri 

Wright fonksiyonuna uygulayacağız. 

Not 3.2.9 (3.3) ve (3.4) eĢitlikleri göz önüne alındığında,   mertebeden birinci tip 

Bessel fonksiyonu ile Wright fonksiyonu arasında 

 
 (       

 

 
  )  (

 

 
)
  

      (3.5) 

iliĢkisi olduğu kolaylıkla görülebilir. Bundan dolayı          Wright fonksiyonu, 

      Bessel fonksiyonunun genelleĢtirilmiĢ hali olarak düĢünülebilir. 

3.3. Tam Fonksiyonların Bazı Özellikleri 

Bilindiği üzere tüm kompleks düzlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon 

denir. Bu kısımda tam fonksiyonlarla çalıĢacağız ve aĢağıdaki üç soruya cevap 

arayacağız: 

1. Bir tam fonksiyon nerede sıfır olur?     ,   de limit noktasına sahip olmayan 

kompleks sayıların bir dizisi olsun. Bu durumda, sadece bu dizinin terimlerinde sıfır 

olan bir tam fonksiyon vardır. Aslında, bu istediğimiz fonksiyonun inĢası Euler‟in 

      için verdiği çarpım formülünden esinlenerek oluĢturulmuĢ olsa da bu kısımda 
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ilave bazı düzenlemeler gerekmektedir. Bu düzenlemeleri Weierstrass kanonik çarpım 

teoreminde göreceğiz. 

 2. Tam fonksiyonların sonsuzdaki büyümesi nasıldır? Burada, konular Ģu önemli ilke 

ile kontrol edilmektedir: bir fonksiyon ne kadar büyükse, o kadar çok sıfıra sahip 

olabilir. Bu durum polinomlarda kendini açıkça göstermektedir. Cebirin temel 

teoreminden, derecesi   olan bir   polinomunun sıfırlarının sayısı tam olarak,   nin 

büyüme mertebesindeki üs olan   dir. Yani;  

   
| |  

|    |           

Bu genel ilkenin tam hali, bu kısımda vereceğimiz, Jensen formülünde bulunmaktadır. 

Bu kısımda sunulan teoremlerin çoğunun merkezi olan bu formül, bir diskte bir 

fonksiyonun sıfırlarının sayısı ile bu disk üzerinde fonksiyonun (logaritmik) ortalaması 

arasındaki yakın iliĢkiyi göstermektedir. Aslında, Jensen formülü bu kısım için bir 

baĢlangıç noktası oluĢturmaktadır. 

3. Tam fonksiyonlar sıfırları vasıtasıyla ne ölçüde belirlenebilir? Bir tam fonksiyon 

sonlu bir (üstel) büyüme mertebesine (growth order) sahipse, o zaman bu tam fonksiyon 

sıfırları vasıtasıyla belirlenebilir. Bu iddianın tam hali ileride vereceğimiz Hadamard 

çarpım teoremidir.  

Teorem 3.3.1 (Jensen Formülü)      fonksiyonu | |    de analitik olsun. Kabul 

edelim ki,        ve            ler | |    diskinde      fonksiyonunun sıfırlarının 

azalmayan bir dizi olarak düzenlenmiĢ modülleri olsun. Eğer           ise, bu 

durumda, 

   
  |    |

       
 

 

  
∫    | (    )|   
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Jensen formülü, bir fonksiyonun modülü ile fonksiyonun sıfırlarının modülü arasındaki 

iliĢkiyi verir. Ayrıca, Jensen formülü bir analitik fonksiyonun büyümesini bu 

fonksiyonun bir disk içerisindeki sıfırlarının sayısı ile iliĢkilendirmemize imkân 

vermektedir. 

ġimdi, bir tam fonksiyonun büyüme mertebesi kavramını tanımlayalım:   bir tam 

fonksiyon olsun.  

|    |   | |  | |       

olacak Ģekilde pozitif bir   sayısı varsa   fonksiyonu sonlu büyüme mertebesine sahiptir 

denir. Açıkça görüleceği üzere, bu eĢitsizlik belli bir   için doğruysa      için de 

doğrudur. Böylelikle, bu eĢitsizliği sağlayan sonsuz çoklukta     sayısı vardır.  

Bu   ların alt sınırına   fonksiyonunun büyüme mertebesi denir ve genellikle   ile 

gösterilir. Yani,        dır. O halde,     verildiğinde 

|    |       
 | |       

olacak Ģekilde bir    sayısı vardır. Bu ise,      için           
 iken 

        
| |  

|    |       
      

olmasını gerektirir. Böylelikle,      için 

          

    
          

          

    
     

olduğundan 
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yazılır. 

Örneğin         
 fonksiyonun büyüme mertebesini elde edelim.        denilirse 

|    |                     
    

 

elde edilir. Böylece 

        
 

yazılır. Bu durumda, 

          

    
 

 

    
           

olur. Bu halde      fonksiyonunun büyüme mertebesi     dur. 

Eğer bir tam fonksiyonun kuvvet serisi biliniyorsa, bu fonksiyonun büyüme mertebesi 

katsayılara bağlı bir formül ile de verilebilir.  

Teorem 3.3.2      ∑     
    tam fonksiyonunun büyüme mertebesinin   olması 

için gerek ve yeter Ģart 

 
        

    
(

     

    |  |
) (3.6) 

olmasıdır. 

ġimdi, bu teoremin uygulamasına dönük bazı örnekler vereceğiz. 
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Örnek 3.3.3 (i)      ∑
  

             fonksiyonunu ele alalım. Açıkça görüldüğü 

üzere 

   
 

   
 

dir. O halde, 

        
   

     

    (
 

   )
 

       
   

     

      
 

 
 

 
 

bulunur. 

(ii) ġimdi ise, (3.4) deki gibi tanımlanmıĢ Wright fonksiyonunu ele alalım. Bu durumda, 

açıkça görülebileceği üzere 

   
 

         
 

dır. Bu halde,           

   
   

          

     
   

olduğu göz önüne alındığında Wright fonksiyonunun büyüme mertebesi 
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 (   |(
 

         
)|)

 

       
   

     

   (         )
 

       
   

     

   (      )     (       )
 

 
 

   
 

(3.7) 

olarak bulunur. 

Teorem 3.3.4 Eğer   tam fonksiyonunun büyüme mertebesi   ise    fonksiyonunun 

büyüme mertebesi de   olur. 

Tanım 3.3.5   negatif olmayan bir tam sayı olmak üzere 

       2
       

        
 
 
     (

 
 
)  

    
 

fonksiyonuna Weierstrass esas çarpanı denir.  

       fonksiyonu sonsuz çoklukta sıfırlara sahip olan bir tam fonksiyonun çarpımsal 

halini temsil etmektedir. 

Teorem 3.3.6 (Weierstrass Çarpım Teoremi)                   kompleks 

sayıların   de yığılma noktası olmayan bir dizisi olsun. Bu durumda, sıfırları sadece bu 

dizinin terimleri olan en genel tam fonksiyon 

             ∏  
 

  
    

   

 
(3.8) 
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olur. Burada    ,      terimindeki sıfırların katlılığının derecesi (ki bu dizinin kaç 

teriminin sıfır olduğu anlamını da taĢır);    ler de her     için ∑ |
 

  
|
    

   serisinin 

yakınsaklığını sağlayacak negatif olmayan tam sayılar ve      keyfi bir tam 

fonksiyondur (González 1992). 

Tanım 3.3.7  ∑
 

|  |       serisi yakınsak olacak biçimde negatif olmayan   tam sayıları 

varsa, bu   tam sayılarının en küçüğüne,      dizisinin ve dolayısıyla da 

∏   
 

  
        sonsuz çarpımının rankı denir. Eğer böyle bir   sayısı bulunamıyorsa, 

bu çarpımın rankı sonsuzdur diye söylenir.  

Ayrıca,   sonsuz çarpımın rankını göstermek üzere, her   için,      alınırsa sonsuz 

çarpım ∏   
 

  
       biçiminde yazılabilir. Bu türden sonsuz çarpımlara düzgün 

çarpım adı verilir. Tüm bu açıklamalar ıĢığında, eğer      kompleks sayı dizisinin rankı 

  olarak alınacak olursa (3.8) eĢitliği 

            ∏(  
 

  
)  

 
  

 
 
 
(

 
  

)
 
   

 
 
(

 
  

)
 

   

 

biçiminde yeniden yazılabilir. Ayrıca, rankı   olan düzgün çarpımı                                 

     ∏   
 

  
       ile gösterecek olursak, yukarıdaki son eĢitlik 

                 

biçiminde daha kısa olarak düzenlenebilir. 

Teorem 3.3.8 (Hadamard Çarpım Teoremi)      tam fonksiyonunun mertebesi sonlu 

bir   sayısı olsun. O halde,      fonksiyonu             olacak Ģekilde bir polinom, 
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   ,      fonksiyonunun orijindeki sıfırının katlılığı ve  ,      çarpımının rankı 

olmak üzere     için,      tam fonksiyonu 

                 

        ∏  
 

  
   

   

 

Ģeklinde yazılır (González 1992). 

Örneğin              fonksiyonunun sonsuz çarpım temsilini Hadamard teoremini 

kullanarak elde edelim. Bunun için öncelikle      fonksiyonunun büyüme mertebesini 

bulalım 

     
          

  
 

olduğundan |    |    | | olur. Bu halde   fonksiyonunun büyüme mertebesi     

dir.             alınacak olursa   fonksiyonunun büyüme mertebesinin     

olduğu görülür. Bu durumda, Hadamard teoremi gereğince             dir. Bir 

baĢka ifadeyle,           Ģeklinde bir polinomdur. Ayrıca her bir     için     

ler   fonksiyonunun sıfırlarını göstermek üzere 

              ∏(  
 

 
)   

 
 (  

 

 
)  

 
 

   

 

olup, buradan 

 
      

       

 ∏ (  
  

  )   

 (3.9) 
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elde edilir. Bu halde       çift fonksiyon olup             dir. O halde,        

olacağından     dır. (3.9) ifadesinin her iki yanının     için limiti alınacak olursa 

     ve dolayısıyla         elde edilir. Sonuç olarak 

          ∏.  
  

  
/

   

 

bulunur. 

Teorem 3.3.9 Sonlu büyüme mertebesine sahip bir tam fonksiyonun büyüme mertebesi 

tam sayı değilse bu fonksiyon sonsuz çoklukta sıfıra sahiptir. 

Örneğin,      için (3.4) deki gibi tanımlanmıĢ Wright fonksiyonunun büyüme 

mertebesinin         olduğu (3.7) de elde ettik. Bu halde Teorem 3.3.9 un bir sonucu 

olarak Wright fonksiyonu sonsuz çoklukta sıfıra sahiptir. 

ġimdi, bu çalıĢmamızda oldukça önemli olan Euler-Rayleigh eĢitsizliklerini vereceğiz. 

Kabul edelim ki      fonksiyonu 

        ∑  

   

   (3.10) 

biçiminde seri açılımına ve ∑|  |
     olmak üzere 

 

      ∏(  
 

  
)

   

 (3.11) 

Ģeklinde sonsuz çarpım temsiline sahip olsun. O halde, (3.11) ifadesinin her iki yanının 

logaritmik türevi alınarak | |     için,    ∑   
  

    olmak üzere 
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  ∑

 

    
   

  ∑∑
  

  
   

      

  ∑    

   

   

elde edilir. Yukarıdaki eĢitliğin sağ ve sol yanındaki ifadelerin katsayılarının 

kıyaslanması ile    toplamının    terimleri cinsinden elde edilebileceği açıktır. Örneğin 

       

          
  

dir. 

Lemma 3.3.10 (Euler-Rayleigh EĢitsizlikleri) Kabul edelim ki  (3.10) daki gibi 

tanımlanmıĢ      tam fonksiyonun tüm    sıfırları için 

          

olsun. O halde,   

 
 

     
  

    
            eĢitsizlikleri geçerlidir (Ismail and 

Muldoon 1995). 

Son olarak, çalıĢmalarımızda çok önemli bir yere sahip olan tam fonksiyonların          

Laguerre-Pólya sınıfını tanımlayacağız. 

Eğer,      reel tam fonksiyonu,         ,    ,     { } ve ∑   
  

      

olmak üzere, 

                ∏(  
 

  
)

   

 
 

 
   

Ģeklinde ifade edilebiliyorsa bu      tam fonksiyonu    Laguerre-Pólya sınıfına aittir 

denir (Dimitrov and Cheikh 2009).  
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

4.1.  -bi-yıldızıl Fonksiyonlar için Ġkinci Hankel Determinant Problemi 

Tanım 4.1.1 (Sӑlӑgean Türev Operatörü)        ve        { } olsun. Bu 

durumda,        Sӑlӑgean türev operatörü 

            

                    
 

                  

 

Ģeklinde tanımlanır. 

Bu tanıma göre     olmak üzere        ∑     
    için Sӑlӑgean türev 

operatörü  

  (    )    ∑      

   

 

olarak verilebilir. 

Tanım 4.1.2        fonksiyonu verilmiĢ olsun.             olmak üzere 

  .
        

      
/                 

ve 

  .
        

      
/                 

Ģartları sağlanıyorsa     fonksiyonu   mertebeden  -bi-yıldızıl fonksiyonların 

    
     sınıfına aittir denir. 
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Yukarıdaki tanımda     alınarak     
       

     ve     alınarak     
     

      elde edilir. 

Bu çalıĢmadaki amacımız,  -bi-yıldızıl fonksiyonların     
     sınıfına ait herhangi bir 

  fonksiyonu verildiğinde,    Sӑlӑgean türev operatörünü kullanarak,                           

             
  fonksiyoneli için bir üst sınır elde etmektir. 

Teorem 4.1.3      
             sınınıfına ait bir   fonksiyonu verilmiĢ olsun. Bu 

durumda,         için 

|       
 |  

      

   
.
   

   
 

       

     
/ 

ve     ve           için 

|       
 |  

{
 
 

 
       

        
                        

  

      

   
.
   

   
 

       

     
/       

    

 

dir.  Burada  

                     

                                                           

ve 

  
 

 
                             (

 
 )

 

√                                
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dir (Orhan et al. 2017b). 

Ġspat:       
     olsun. O halde,       ve       olmak üzere 

         

      
             (4.1) 

         

      
             (4.2) 

eĢitlikleri geçerlidir. Bazı temel hesaplamaların ardından,  (4.1) deki ifadenin 

katsayılarının kıyaslanması ile 

              (4.3) 

            
           (4.4) 

            
                   (4.5) 

ve (4.2) denkleminin katsayılarının karĢılaĢtırılması sonucunda da 

               (4.6) 

            
                  (4.7) 

                  
                                  (4.8) 

elde edilir. (4.3) ve (4.6) denklemlerinden 
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        (4.9) 

ve 

 
   

   

  
   (4.10) 

bulunur. Ayrıca (4.7) eĢitliğinden (4.4) eĢitliği çıkarılıp elde edilen ifade de (4.9) ve 

(4.10) değerleri yerine yazılacak olursa 

 
   

      

   
  

  
   

    
        (4.11) 

elde edilir. Son olarak (4.8) eĢitliğinden (4.5) eĢitliği çıkartılıp gerekli iĢlemler 

yapıldığında 

   
                

     
  

  
       

    
          

   

    
        (4.12) 

bulunur.  (4.10), (4.11) ve (4.12) eĢitlikleri yardımıyla 

 
|       

 |  | 
                     

     
  

  
      

     
  

        

 
      

     
          

      

     
       

 | 

 

(4.13) 

elde edilir.  

Ayrıca, Lemma 2.3.20 den faydalanarak 
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    | |       | |     

   

(4.14) 

eĢitliklerini elde ederiz. (4.14) de elde edilen ifadeler (4.13) de yerine yazılır ve üçgen 

eĢitsizliği kullanılacak olursa 

 
|       

 |  
      

     
       

  

 .
                     

     
 

      

     
/  

 

 0
      

     
  

 
    

 

 
 

      

     
  

 
    

 

 
1  | |  | | 

 0
      

     
  

 
    

 

 
 

      

     
  

 
    

 

 
1  | |  | |  

 
      

     

     
   

 
 | |  | |   

                    

(4.15) 

bulunur.     olduğundan |  |    dir (Pommerenke, 1975).   sınıfı rotasyon altında 

invaryant olduğundan         alınabilir. Ayrıca,   | |    ve   | |    için 

         
      

     
0.      

             

   
 

 

 
/   

  

 
   1    

         
              

     
(

 

    
 

   

    
)    

         
                   

      
   

         
      

     

       

 
   

olmak üzere 
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|       
 |                                       

yazılabilir. 

ġimdi,        fonksiyonunun             kapalı bölgesinde maksimum değerini 

bulmalıyız.         için       ve          olduğundan,           
    elde 

edilir. Böylece,   fonksiyonu bu bölgenin içinde bir yerel maksimuma sahip olamaz. ġu 

halde, Ģimdi bu bölgenin sınırında   fonksiyonunun maksimum değerini araĢtırmalıyız. 

    ve       (benzer Ģekilde     ve      ) için,             

        
         elde ederiz. Bu halde iki durum söz konusudur. 

1. Durum:         olsun.       ve herhangi bir sabit   (       için 

                     olduğu kolaylıkla görülebilir. Bu demektir ki;      

fonksiyonu artandır. Böylece, sabit bir         için,      fonksiyonu maksimum 

değerini     olması durumunda alır. O halde,                        

   elde edilir. 

2. Durum:         olsun. Bu halde,       ve herhangi bir sabit   (       

için,               olduğundan,                             dir. 

Böylece         bulunur. ġu halde, sabit         için,      fonksiyonu 

maksimum değerini     de alır. 

Ayrıca,     için  

 
       

      

     
.
                     

     
  / 

   

(4.16) 
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elde edilir. 1. ve 2. durumları ile (4.16) denklemini göz önüne aldığımızda,       

ve herhangi bir sabit       için,                            

sonucunu elde ederiz. 

    ve       (benzer olarak     ve      ) için, kolayca elde 

edilebileceği üzere                     
                        

dir. Bu halde,       ün yukarıdaki durumlarına benzer bir inceleme yapılacak olursa,          

                            bulunur. 

        için           olduğundan,                   dir. Böylece,   

fonksiyonu bu kapalı bölgedeki maksimum değerini     ve     de alır.        

          

         
 

                             (4.17) 

fonksiyonunu tanımlayalım.  Yukarıda elde ettiğimiz          ve    değerleri (4.17) de 

tanımlanan   fonksiyonunda yerine yazılacak olursa 

     
      

   
.

 

         
   

 

       
   

   

   
/ 

bulunur. Varsayalım ki;      fonksiyonu maksimum değerini         nin iç 

bölgesindeki bir noktada alsın. Bu halde, basit bazı temel hesaplamaların sonucunda 

      
      

   
(

 

         
   

 

     
 ) 

elde ederiz.         denirse, bu   fonksiyonunun    
   ve    

 √ 
      

 
  kritik 

noktalarını elde ederiz. Her     ve her         için   nin pozitif bir reel sayı 
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olduğu kolaylıkla görülebilir. O halde, Ģimdi   sayısını yorumlamalıyız.     

denkleminin köklerinden birinin 

   
                              

                       

 
      √                                                               

                       
 

olduğu gösterilebilir. Bazı uzun hesaplamalardan sonra,         ve             

için   sayısının negatif bir reel sayı olduğu görülebilir (Bakınız ġekil 4.1). Ancak, 

elbette            ve bazı         değerleri için   nin daima bir negatif reel sayı 

olmayacağı gösterilebilir. 

 

ġekil 4.1.             ve         için   bir negatif reel sayıdır. 

Yukarıdaki açıklamalar ıĢığında aĢağıdaki değerlendirmeleri yapmak mümkündür.  

Öncelikle,         olması durumunu ele alalım. Bu durumda, her         için,      

    ve     olur. Her         ve         için    
   ve    (   

)    

olacağından,      maksimum değerini      
 noktasında alır. Yani, 

   
     

      (   
)  

      

   
.
   

   
      

  

    
/ 
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dir. Sonuç olarak,                
  olduğundan               

  elde edilir. 

ġimdi ise       durumlarını irdeleyelim. Bu durumda, bazı         için    
   

bulunur (Bakınız ġekil 4.2). Ayrıca, ġekil 4.2 de de görüleceği üzere,           ve 

bazı         değerleri için    
   ya da    

   dir. Tüm bu açıklamaların sonucu 

olarak aĢağıdaki iki durum incelenmelidir. 

 

ġekil 4.2.     ve bazı         değerleri için    
   ya da    

   

1. Durum: Eğer           ise, bu durumda,         olur. Yani,    
,       aralığının 

dıĢındadır. Bu nedenle,   fonksiyonu       aralığında artan olduğundan,   fonksiyonu 

maksimum değerini         aralığının sınırında yani     noktasında alır. Böylece,  

   
     

          
      

        
                 

yazılır. 

2. Durum:      
     olduğunda,    

   olduğunu göstermek kolaydır. Yani,    
 

noktası       kapalı aralığının içine düĢmektedir.    (   
)    olacağından,      

fonksiyonu maksimum değerini      
 noktasında alır. Böylece,  
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      (   
)  

      

   
.
   

   
 

      

    
/ 

elde edilir. 

Son olarak,     ve     olması durumlarını inceleyelim. Bu durumda,          

için   ifadesinin bir negatif reel sayı olduğu gösterilebilir (Bakınız ġekil 4.3). 

Dolayısıyla,    
 bir reel sayıdır. ġu halde, yine üç durum söz konusudur. 

 

ġekil 4.3.     nın bazı değerleri için hem   hem de   gösterilmektedir. 

1. Durum:          ise     olur. Dolayısıyla,         için         dır.   

fonksiyonu       açık aralığında artan olduğundan   maksimum değerini         

aralığının sınırı olan     noktasında alır. Böylece,  

   
     

          
      

        
                 

elde edilir. 

2. Durum:            ise    
   dir. Yani,    

 noktası       aralığının dıĢındadır.   

fonksiyonu       aralığında artan olduğundan,   maksimum değerine         

aralığının sınırı olan     noktasında ulaĢır. O halde,  
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bulunur. 

3. Durum: Eğer      
     ise    

   olduğunu dolayısıyla    
 noktasının       

aralığının içinde yer aldığını göstermek kolaydır.    (   
)    olduğundan,      

 

için      nin maksimum değeri elde edilmiĢ olur. Böylelikle,  

   
     

      (   
)  

      

   
.
   

   
 

      

    
/ 

sonucuna varılır. Böylece Teorem 4.1.3 ün ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Son olarak Teorem 4.1.3 de     ve     özel değerlerine karĢılık gelen durumları 

sırasıyla ele alacağız. AĢağıda verilen sonuçlar bununla ilgilidir. 

Sonuç 4.1.4 (1.2) deki gibi tanımlanmıĢ bir   fonksiyonu   
     sınıfına ait olsun. Bu 

halde 

|       
 |  

{
 
 

 
        

 
                

   √   

  
 

      .
          

          
/     

   √   

  
   

 

dir (Deniz et al. 2015). 

Sonuç 4.1.5 (1.2) deki gibi tanımlanmıĢ bir   fonksiyonu       sınıfına ait olsun. Bu 

halde 

|       
 |  
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dir (Deniz et al. 2015). 

4.2. Chebyshev Polinomlarını Ġçeren Bi-ünivalent Fonksiyonların Belli Alt Sınıfları 

Ġçin Ġkinci Hankel Determinantı 

Bu kısımda Chebyshev polinomlarını kullanılarak Hadamard çarpımıyla tanımlanmıĢ 

fonksiyonların   
   

      sınıfını tanımlayacağız ve bu sınıfa ait fonksiyonların        

|       
 | ikinci Hankel determinantı için üst sınır elde edeceğiz. 

Bilindiği üzere Chebyshev polinomları matematiğin birçok dalında, özellikle 

uygulamalı matematikte, çok önemli bir rol oynamaktadır. Esasen dört çeĢit Chebyshev 

polinomu olmasına karĢın biz bu çalıĢmamızda birinci ve ikinci tür Chebyshev 

polinomlarını ve bunlara ait bazı temel özellikleri vereceğiz. Birinci ve ikinci tür 

Chebyshev polinomlarını, sırasıyla,       ve       ile göstereceğiz. Chebyshev 

polinomları ile ilgili daha detaylı bilgi için Doha (1994) ve Dziok et al. (2015) 

çalıĢmaları incelenebilir. 

Birinci ve ikinci tür Chebyshev polinomları,          olmak üzere, 

                          
                 

            
 

                 

√    
 

olarak tanımlanır. ġimdi ikinci tür Chebyshev polinomunun üreteç fonksiyonu olan 

       
 

        
   (

 

 
  )      

fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer                     denirse, 
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         ∑
         

    
  

   

 

                                   

elde edilir. O halde,       ikinci tür Chebyshev polinomunu göstermek üzere 

 
                      

        
      (

 

 
  )      (4.18) 

elde edilir. Ġkinci tür Chebyshev polinomunun tanımından          olduğu 

görülebilir. Ayrıca ikici tür Chebyshev polinomları arasında 

                              

yineleme (rekürens) bağıntısı olduğundan 

                                    (4.19) 

olduğu kolayca görülebilir. 

Chebyshev polinomlarına iliĢkin yukarıdaki önemli hatırlatmaları yaptıktan sonra, bu 

kısımdaki çalıĢmamızda önemli yeri olan 

 
      ∫ (

   

   
)
  

    
 

 

 

   

       
 

 
            

   ∑     

   

             

(4.20) 
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fonksiyonunun ele alalım (Trimble 1975). Dikkat edilecek olursa     için    
     

fonksiyonu Koebe fonksiyonu olduğundan tüm    fonksiyonları   birim diskinde 

konveks ve ünivalenttir.  

ġimdi (1.2) deki gibi seri açılımına sahip analitik      fonksiyonunu ve (4.20) de 

tanımlanan       fonksiyonlarının  

                   ∑       

   

              (4.21) 

Hadamard çarpımını göz önüne alalım.  

Tanım 4.2.1      ,      ve           olmak üzere (4.21) deki gibi tanımlanmıĢ 

     fonksiyonu verilmiĢ olsun. Bu durumda,      
   fonksiyonu (3.1) deki gibi 

bir seri açılımına sahip olmak üzere, her       için, 

 
     .

     

 
/

 

    
    .

     

 
/

   

        (4.22) 

ve 

 
     .

     

 
/

 

    
    .

     

 
/

   

        (4.23) 

subordinasyon Ģartları sağlanıyorsa    fonksiyonu   
   

      sınıfına aittir denir. 

Açıkça görülebileceği üzere     için   
           

 
      elde edilir.   

 
      

sınıfı Bulut et al. (2017) tarafından çalıĢılmıĢtır. 

ġimdi   
   

      sınıfının bazı alt sınıflarını vereceğiz: 
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Uyarı 4.2.2 (i)         için   
                 sınıfı elde edilir. Eğer     

fonksiyonu         sınıfına aitse,       olmak üzere 

     
    

 
               

     
    

 
               

Ģartları sağlanır.         sınıfı Bulut et al. (2017) tarafından çalıĢılmıĢtır. 

(ii)         için   
           

 
    aĢağıdaki koĢulları sağlayan bi-Bazilevič    

fonksiyonlarının sınıfı elde edilir: 

     .
    

 
/

   

         

     .
    

 
/

   

         

(iii)             için, aĢağıdaki koĢulları sağlayan     fonksiyonlarından 

oluĢan   
           

     sınıfı elde edilir. 

              

              

(iv)             için, aĢağıdaki koĢulları sağlayan     fonksiyonlarından 

oluĢan   
           

      sınıfı elde edilir. 
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Teorem 4.2.3  (4.21) deki gibi verilmiĢ      fonksiyonu   
   

      sınıfına ait olsun. 

Bu durumda, 

|       
 |  

{
  
 

  
 

                                                                              

    

               
                                              

   2
    

               
        3              

   {               }              

 

olur. Burada    √
     

  
 dir. Ayrıca, 

        
      

                                    

 
   

    

               
  

         
    

 

                                      

 
   

    

               
 

ve 

             
          {                             }

                       

olmak üzere 
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                                        |         | 

ve 

         {                         
     

              
    (                                      ) 

                                      } 

Ģeklinde tanımlanmaktadır (Orhan et al. 2017c). 

Ġspat:      
   

      ve      
   fonksiyonu (3.1) deki gibi bir seri açılımına sahip 

olsun. O halde,        fonsiyonları 

 
     

      

      
          

     
    (4.24) 

ve 

 
     

      

      
          

     
    (4.25) 

olmak üzere 

 
     .

     

 
/

 

    
    .

     

 
/

   

           (4.26) 

ve 

 
     .

     

 
/

 

    
    .

     

 
/

   

           (4.27) 

yazılır. (4.24) ve (4.25) ifadelerinden 
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.    .   

  
 

 
/    .        

  
 

 
/     / (4.28) 

ve 

 
     

      

      
 

 

 
.    .   

  
 

 
/    .        

  
 

 
/     / (4.29) 

elde edilir. Bulunan bu (4.28) ve (4.29) ifadeleri, (4.18) de verilen        

fonksiyonunda kullanılacak olursa 

 
 (      )    

     

 
    0

     

 
.   

  
 

 
/  

     

 
  

 1   

 0
     

 
.        

  
 

 
/  

     

 
  .   

  
 

 
/

 
     

 
  

 1      

(4.30) 

ve 

 
 (      )    

     

 
    0

     

 
.   

  
 

 
/  

     

 
  

 1  

 0
     

 
.        

  
 

 
/  

     

 
  .   

  
 

 
/

 
     

 
  

 1     

(4.31) 

bulunur. (4.26) ve (4.30) eĢitlikleri birlikte değerlendirildiğinde 

 
             

     

 
    (4.32) 
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      0             

  
   

    

 
1  

     

 
.   

  
 

 
/  

     

 
  

   (4.33) 

 
      0                            

          (  
   

    )

 
1

 
     

 
.        

  
 

 
/  

     

 
  .   

  
 

 
/  

     

 
  

  

(4.34) 

ve (4.27) ile (4.31) eĢitlikleri göz önüne alındığında 

 
              

     

 
    (4.35) 

 
      0     

  
   

    

 
        1  

     

 
.   

  
 

 
/  

     

 
  

   (4.36) 

 
      0                              

  
   

    

 
        1

 
     

 
.        

  
 

 
/  

     

 
  .   

  
 

 
/  

     

 
  

  

(4.37) 

elde edilir. (4.32) ve (4.35) denklemlerini kullanarak 

         (4.38) 

 
   

     

       
   (4.39) 

bulunur. Ayrıca (4.33) ve (4.36) denklemleri birbirinden çıkarılır ve elde edilen ifadede  

(4.38) ve (4.39) değerleri yerine yazılırsa 
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0

  
    

       
  

  
     

       
       1 (4.40) 

elde edilir. Son olarak (4.34) ve (4.37) eĢitlikleri birbirlerinden çıkarılıp elde edilen 

denklemde (4.38), (4.39) ve (4.40) değerleri yerine yazılacak olursa 

 
   

 

     
0.

                  

       
 

           
    

        
/  

 

 
     

       
       

 
   

    

             
         

 
           

       
         1 

(4.41) 

bulunur. Böylece  

 
|       

 |  |
              

                              
  

 

 
   

    

                 
       

 

 
      (           )

                    
  

        

 
   

    

                    
         

 
  

    (                     )

                              
  

        | 

(4.42) 

olduğu görülebilir. Yukarıda (4.42) denkleminde verilen           
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                          (                  )

   
          (                             ) 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır. 

Ayrıca Lemma 2.3.20 ve (4.38) eĢitliği kullanılarak, | |   , | |   , | |    ve       

| |    olmak üzere, bazı       ve   değerleri için, 

 
      

    
 

 
       (4.43) 

 
        

  
    

 

 
       (4.44) 

 
      

  
 

 
 

     
    

 
      

     
    

 
       

 
    

 

 
    | |       | |     

(4.45) 

olur. Yukarıda elde ettiğimiz (4.43), (4.44) ve (4.45) değerleri (4.42) de verilen ikinci 

Hankel fonksiyonelinde yerine yazılır ve üçgen eĢitsizliği uygulanırsa 

                               

   
          (                             ) 

olmak üzere 

|       
 |  

     |         |

                              
  

  
   

           
  

                    
 

 0
(                     )  

      
      

  

                              
 

             
      

  

                     
1  | |  | |  
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 0
   

      
      

  

                     
 

   
           

  

                     
1  | |  | |   

 
   

         
   

                 
 | |  | |   

elde edilir.   sınıfı rotasyon altında değiĢmediğinden, genelliği bozmadan,                     

           alınabilir. Böylece    | |    ve    | |    için 

   
     |         |

                              
   

   
           

                    
   

   0
(                     )  

         

                        
 

            
       

                     
1    

   
   

                

                     
   

   
   

           

                 
   

olmak üzere 

|       
 |                    

    
            

           

elde edilir. ġimdi   {                     } kapalı karesini göz önüne 

alalım. O halde,         için,   kapalı karesinde          fonksiyonunun maksimize 

etmeliyiz.    
 

 
    ve         için,      ve          olduğundan,         

için, 

     
     

 (     
)
 

         
     

                

elde ederiz. Bu halde   fonksiyonu   karesinin iç bölgesinde yerel maksimuma sahip 

olamaz. ġimdi   karesinin sınırında   fonksiyonunun maksimumunu araĢtıralım. 
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     ve        (ya da      ve       ) için 

                               
  

bulunur. Bu halde iki farklı durum karĢımıza çıkar. ġimdi bu durumları ayrı ayrı ele 

alalım. 

1. Durum:         olsun. O halde,       ,       ve  
 

 
     için 

                       olur. Yani,       artan bir fonksiyondur. Böylece 

      fonksiyonu maksimum değerine      noktasında ulaĢır ve 

   
 

(     )                   

olur. 

2. Durum:         olsun. Bu durumda,       ,       ve  
 

 
     için 

              olacağından,                              olduğu 

göz önüne alınarak,          olur. Böylelikle       fonksiyonu maksimum değerine 

     de ulaĢır. 

ġimdi ise      ve        (ya da      ve       ) olması durumunu ele 

alalım. Bu durumda, 

                       
                         

elde edilir.       için yukarıda verilen durumlar dikkate alındığında 
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olur.         ve    
 

 
    için           olduğundan,   karesinin sınırında 

   
 

(        )         

bulunur. Böylece,   kapalı karesinde,    fonksiyonu maksimum değerini      ve    

     de alır. 

ġimdi,   nin sabit değerleri için 

            
 

(        )                        (4.46) 

          fonksiyonunu tanımlayalım.   ,   ,    ve    değerleri (4.46) da 

tanımlanan   fonksiyonunda yerine yazılacak olursa 

                                                   
    

                                       
    

                                        |         |  

         {                         
     

              
    (                                      ) 

                                      } 

olmak üzere 
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elde edilir.        fonksiyonunun maksimum değerini         nin iç noktasında 

aldığını varsayarsak, bir dizi hesaplamalar sonucunda, 

        
   

       

                                     
 

bulunur. Bu halde,    ve    aĢağıda verilen durumlarına bağlı olarak         

fonksiyonunun iĢaretini incelemeliyiz. 

(1)      ve      olsun. Bu durumda,           olur. Böylece        artan bir 

fonksiyondur. Böylece 

    
 

{              }         

 
      

                                    

 
   

    

               
 

(4.47) 

elde edilir. Bir baĢa ifadeyle 

   
 

,   
 

{                  }       -          

olduğu görülür. 

(2)      ve      olsun. Bu durumda,            olup        fonksiyonu       

aralığında azalan bir fonksiyondur. Bu halde 

 
   {              }              

   
    

               
 (4.48) 

olur. 
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(3)      ve      olsun. Bu halde    √
     

  
,        fonksiyonunun kritik 

noktasıdır.              olmak üzere             olduğundan,    noktası        

fonksiyonunun yerel minimum noktasıdır. Yani,        fonksiyonu yerel maksimuma 

sahip olamaz. 

(4)      ve      olsun. O halde,    noktası        fonksiyonunun kritik 

noktasıdır.          olmak üzere             olacağından    noktası        

fonksiyonunun yerel maksimum noktasıdır. Yani,        fonksiyonu maksimum 

değerini      noktasında alır. Bir baĢka ifadeyle 

         
    

 

                                      

 
   

    

               
 

olmak üzere 

    
 

{              }          (4.49) 

dir. 

 (4.47), (4.48) ve (4.49) dikkate alındığında Teorem 4.2.3 ispatlanmıĢ olur. 

ġimdi Teorem 4.2.3 de  ,   ve   nın bazı değerleri için elde edilen bir kısım sonuçları 

vereceğiz. 

Teorem 4.2.3 de     alınacak olursa aĢağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 4.2.4  (4.20) deki gibi tanımlanmıĢ      fonksiyonu   
       sınıfına ait olsun. 

O halde, 
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|       
 |  

{
  
 

  
 

                                                                              

    

               
                                              

   2
    

               
        3              

   {               }              

 

olur. Burada      √
     

  
 ve                 ,                  olmak 

üzere 

        
      

                                    

 
   

    

               
  

         
    

 

                                      

 
   

    

               
 

elde edilir (Orhan et al. 2017c). 

Teorem 4.2.3 de     ve     alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 4.2.5 (4.20) deki gibi tanımlanmıĢ      fonksiyonu   
     sınıfına ait olsun. O 

halde, 

|       
 |  {

        
 

 
     

              
 

olur. Burada  
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olmak üzere 

        
  (                     

        
)
 

                (                    
        

   |                     |)

 
   

        
 

olarak tanımlanmıĢtır. Ayrıca,    değeri,       ve 
 

 
     için,      

denkleminin köküdür (Orhan et al. 2017c). 

Sonuç 4.2.5 de     alınırsa aĢağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 4.2.6 (4.20) deki gibi tanımlanmıĢ      fonksiyonu   
     sınıfına ait olsun. O 

halde, 

|       
 |  

{
 

          
 

 
      

                         

                  
    

    

 

olur.    
           değeri,    ,    ,     ve 

 

 
     için,      

denkleminin köküdür (Orhan et al. 2017a). 
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Ġspat: Teorem 4.2.3 de         alınır ve 
 

 
   

  √    

  
  için             ; 

  √    

  
      

          için          ;    
     için            

olduğu göz önüne alınır ve ġekil 4.4 incelenirse 

|       
 |  

{
 
 

 
    2

   

 
        3          

 

 
   

  √    

  

        
  √    

  
      

   {               }             
    

 

ve  

|       
 |  

{
 

          
 

 
      

                         

                  
    

    

 

elde edilir. 

 

ġekil 4.4.         için        , 
   

 
 ve         fonksiyonlarının durumu 

ġimdi, Teorem 4.2.3 de     ve     alınırsa aĢağıdaki sonucu elde ederiz: 
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Sonuç 4.2.7 (4.20) deki gibi tanımlanmıĢ      fonksiyonu   
       sınıfına ait olsun. 

O halde, 

|       
 |  {

        
 

 
      

           
    

 

elde edilir. Burada 

        
                        

              
  

         
 (                     

         
)
 

                (                    
        

   |                   |)

 
   

        
 

ve    
 değeri,    ,     ve 

 

 
     için,      denkleminin köküdür (Orhan et 

al. 2017c). 

Sonuç 4.2.7 de     alınacak olursa aĢağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 4.2.8 (4.20) deki gibi tanımlanmıĢ      fonksiyonu   
     sınıfına ait olsun. O 

halde, 

|       
 |  

{
 
 

 
    

 
 

 

 
   

  √    

  

   
            

             
 

  √    

  
    

 

elde edilir (Orhan et al. 2017a). 
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Ġspat: Teorem 4.2.3 de       ve     olarak seçilsin (ya da Sonuç 4.2.7 de     

seçelim). Bu durumda,  
 

 
     için     ; 

 

 
   

  √    

  
 için      ve       

  √    

  
     için      olur. Bu halde  

|       
 |  

{
 
 

 
 

        
 

 
   

  √    

  

   {               }  
  √    

  
    

 

olup, ġekil 4.5 dikkate alındığında  

|       
 |  

{
 
 

 
    

 
 

 

 
   

  √    

  

   
            

             
 

  √    

  
    

 

elde edilir. 

 

ġekil 4.5.    ,     ve     için         ve         fonksiyonlarının durumu 
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4.3. Wright Fonksiyonunun Yıldızıllık ve Konvekslik Yarıçapları 

Bu kısımda (3.4) deki gibi tanımlanmıĢ Wright fonksiyonunun geometrik özelliklerini 

ele alacağız. AĢağıda verilen Lemma 4.3.1 bu kısımdaki çalıĢmalarımızın temelini 

oluĢturması bakımından oldukça önemlidir. 

Lemma 4.3.1 (i) Eğer     ve     ise                      fonksiyonu 

tamamı reel olan sonsuz sayıda sıfıra sahiptir. 

(ii)        ,            fonksiyonunun   yinci sıfırını göstermek üzere, 

               ∏.  
  

      
 /

   

 

Weierstrass çarpımı geçerli olup bu çarpım kompleks düzlemin kompakt alt 

kümelerinde düzgün yakınsaktır. 

(iii) Ayrıca,                   olmak üzere,        
  ile     

  fonksiyonunun   yinci 

sıfırını gösterelim. Bu durumda,     
  fonksiyonunun ardıĢık iki pozitif sıfırı arasında 

     fonksiyonunun yalnız bir pozitif sıfırı (ya da      fonksiyonunun pozitif reel sıfırı) 

vardır. Bir baĢka ifadeyle, bu fonksiyonların sıfırları arasında 

      
               

           

eĢitsizlik zinciri geçerlidir (Baricz et al. 2017). 

Ġspat: (i) Fonksiyonun sıfırlarının reel olduğunu Baricz and Singh (2017) çalıĢmasına 

benzer yaklaĢımlar kullanarak göstermek mümkündür.          tam fonksiyonunun 
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büyüme mertebesi, (3.7) de hesaplandığı üzere,         olup bu değer       

aralığında olduğundan Wright fonksiyonu sonsuz sayıda sıfıra sahiptir.  

(ii) Ayrıca, Wright fonksiyonu tam fonksiyon olduğundan, Hadamard çarpım teoremi 

gereğince, Lemma 4.3.1 deki gibi bir sonsuz çarpım temsiline sahiptir.  

(iii) Bu sonsuz çarpım temsilini kullanarak, 

     
    

       
 

 

 
 

    
    

       
 

 

 
 ∑

  

         
 

   

 (4.50) 

elde edilir. (4.50) eĢitliğinin her iki yanının diferansiyelini alırsak 

 

  
.
    

    

       
/   

 

  
  ∑

         
 

(         
 )

 

   

          

bulunur.       ve reel   değerleri için, yukarıdaki eĢitliğin sağ tarafı negatif bir reel 

sayı olduğundan (               )     açık aralığındaki reel değerler için   arrtıkça 

    
       oranı    dan    a azalan bir fonksiyondur. Bu halde,     

  fonksiyonu      

fonksiyonunun ardıĢık iki sıfırı arasında sadece bir kez sıfır değerini alır. Böylelikle 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

Açıkça görülebileceği üzere              fonksiyonu   sınıfına ait değildir. Bu 

halde, öncelikle bu fonksiyonu normalize etmeliyiz. AĢağıdaki gibi tanımlanan ve   

         fonksiyonundan türetilen  

        (                )
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fonksiyonlarının her biri   sınıfına aittir. Elbette, Wright fonksiyonunu daha baĢka 

Ģekillerde normalize etmek mümkündür. Ancak, literatürde Bessel fonksiyonları için 

yukarıdaki normalizasyonlara benzer fonksiyonlarla çalıĢıldığından dolayı bizde bu üç 

fonksiyon üzerinde çalıĢmaya odaklandık. 

4.3.1.     ,      ve      Fonksiyonlarının   mertebeden Yıldızıllık Yarıçapları  

Bu kısımdaki amacımız, normalize edilmiĢ Wright fonksiyonları olan     ,      ve      

fonksiyonlarının yıldızıllık yarıçapları için elde ettiğimiz bazı sonuçları vermektir. Bu 

kısımda ilk olarak,  normalize edilmiĢ Wright fonksiyonlarının   mertebeden yıldızıllık 

yarıçaplarının bazı transandantal denklemlerin çözümleri olduğunu göreceğiz. Daha 

sonra, bu fonksiyonların sıfır mertebeden yıldızıllık yarıçapları için alt ve üst sınırlar 

vereceğiz.  

Teorem 4.3.2 (Baricz et al. 2017)    ,     ve         olsun. Bu durumda, 

a.      fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık yarıçapı   
 (    )         olup, 

       sayısı 

     
                     

transandantal denklemin en küçük pozitif sıfırıdır. 

b.      fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık yarıçapı   
 (    )         olup, 

       sayısı 

     
                    

transandantal denkleminin en küçük pozitif sıfırıdır. 
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c.      fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık yarıçapı   
 (    )         olup, 

       sayısı 

√     
 (√ )            (√ )    

transandantal denkleminin en küçük pozitif sıfırıdır. 

Ġspat          
      ,          

       ve          
       için, sırasıyla, 

   (
      

    
)   ,   (

      

    
)    ve   (

      

    
)    (4.51) 

eĢitsizliklerinin geçerli olduğunu ve bu eĢitsizliklerin her birinin baĢka daha büyük 

disklerde geçerli olamayacağını göstermeliyiz.  

        (                )

 
 

  

                         

                        

olduğunu biliyoruz. Bu fonksiyonların her birinin logaritmik türevi alınırsa 

     
    

       
   

 

 
.
     

    

       
/    

 

 
∑

   

      
    

 

   

 

     
    

       
   .

     
    

       
/    ∑

   

      
    

 

   

  

     
    

       
   

 

 
.√ 

    
 (√ )

    (√ )
/    ∑

 

      
   

   

  

elde edilir.  Ayrıca,     ve     sayıları için   | | ise 
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 | |

  | |
    

 

   
  (4.52) 

olduğunu biliyoruz (Baricz et al. 2014). Bu durumda, her    ,    ,     ve       

| |         için 

| | 

      
  | | 

   .
  

      
    

/  

eĢitsizliği geçerli olur. Böylece 

  .
     

    

       
/    

 

 
  (∑

   

(      
    )

   

) 

                              
 

 
∑

 | | 

(      
  | | )

 
| |    

  | | 

     | | 
 

   

 

  .
     

    

       
/      (∑

   

(      
    )

   

) 

                               ∑
 | | 

(      
  | | )

   

 
| |    

  | | 

     | | 
 

ve 

  .
     

    

       
/      (∑

 

(      
   )

   

) 

                               ∑
| |

(      
  | |)

   

 
| |    

  | | 

     | | 
 

elde edilir ve eĢitlik hali sadece   | |    olduğunda geçerlidir. Bu son eĢitsizlikler 

ve harmonik fonksiyonlar için minimum prensibinden dolayı, (4.51) eĢitsizliklerinin 

geçerli olması için gerek ve yeter Ģart,       ,        ve        sayıları, sırasıyla, 



80 

 

     
    

       
   

     
    

       
        

     
    

       
   

transandantal denklemin kökleri olacak biçimde, | |        , | |         ve | |  

       olmasıdır. Yukarıda verilen son eĢitliklerden 

     
                      

     
                     

√     
 (√ )            (√ )    

elde edilir. Böylece aĢağıdaki ifadeleri ispat etmiĢ olduk: 

   
    

  .
     

    

       
/  

     
    

       
          

   
    

  .
     

    

       
/  

     
    

       
          

   
    

  .
     

    

       
/  

     
    

       
          

    ,     ,     : (        )    reel fonksiyonlarının her biri azalan olduğundan ve 

   
   

           
   

           
   

          

   
        

           
        

           
        

            

limit değerlerinden, (4.51) deki eĢitsizliklerin, sırasıyla,          
,          

 ve                

         
 için geçerli oldukları elde edilmiĢ olur. Böylece ispatımız tamamlanmıĢtır. 
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AĢağıdaki teoremde, yukarıda teoremde ele alınan normalize edilmiĢ Wright 

fonksiyonlarının yıldızıllık yarıçapları için bazı alt ve üst sınıflar verilmiĢtir. Bu 

teoremlerde, kolaylık sağlaması bakımından, 

                                  

notasyonunu kullanacağız. Ayrıca, Euler gamma fonksiyonu log-konveks olduğundan, 

      ve       için bu ifadenin pozitif olduğu garantilenmektedir. 

Teorem 4.3.3       için          yıldızıllık yarıçapı, 

                                       

olmak üzere, 

√
      

         
   (    )  √

                   

                
  

√
               

                    

 

   (    )  √
                               

                         
 

eĢitsizliklerini sağlanır (Baricz et al. 2017). 

Ġspat:      normalize edilmiĢ Wright fonksiyonunun yıldızıllık yarıçapı                  

                  fonksiyonunun yıldızıllık yarıçapı ile çakıĢır. Bu halde,     
  

fonksiyonunun ve bu fonksiyonun türevinin sonsuz seri açılımları 
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      ∑
           

         
   

         (4.53) 

 
    

     ∑
                   

         
   

        (4.54) 

Ģeklinde yazılır. Lemma 4.3.1 dikkate alındığında,               fonksiyonu        

Laguerre-Polya sınıfına aittir. Böylece,      fonksiyonunun tüm sıfırları reeldir. Kabul 

edelim ki,        ler      fonksiyonunun sıfırları olsun. Bu halde,      fonksiyonu 

 
                 ∏.  

  

      
 /

   

 (4.55) 

olarak yazılabilir. | |         için, (4.55) ifadesinin her iki yanının logaritmik türevini 

alarak; 

     
    

       
         ∑

   

      
    

   

   ∑ ∑
     

      
    

      

   ∑     
    

   

 (4.56) 

elde edilir. Bu ifadede,    ∑       
   

    dır. Böylelikle, (4.53), (4.54) ve (4.56) 

eĢitlikleri kullanılarak; 

        
              

         
              

      

         
 

olmak üzere 
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 ∑      

   

∑      

   

⁄  (4.57) 

elde edilir. (4.56) ve (4.57) eĢitliklerinin katsayılarının kıyaslanması ile 

           

                 

                       

                             

bulunur. Bu son denklem sisteminin çözümünden  

   
         

      
    

      

 

     

       
 

   

 

    

       
 

ve 

   
      

  

     

       
 

                

                
 

   

 

    

       
 

Rayleigh toplamları elde edilir.   

 
 

        
  

  

    
    {   }       Euler-Rayleigh 

eĢitsizliklerinden yararlanarak  

√
      

         
   (    )  √

                   

                
  

√
               

                    

 

   (    )  √
                               

                         
 

istenilen eĢitsizlikler elde edilmiĢ olur. 
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Teorem 4.3.4       olmak üzere          yıldızıllık yarıçapı için 

√
      

     
   (    )  √

              

         
  

  √
              

             

 

   (    ) 

 √
                       

                                     
 

eĢitsizlikleri sağlanır (Baricz et al. 2017). 

Ġspat: Teorem 4.3.2 (b) dikkate alındığında,     için      fonksiyonunun sıfır 

mertebeden yıldızıllık yarıçapının (        )
 

   denkleminin en küçük pozitif kökü 

olduğu çıkarımını yapabiliriz. Böylece, 

 
        (        )

 

 ∑
           

         
   

    (4.58) 

 yazılır.      fonksiyonunun tam fonksiyonların Laguerre-Pólya sınıfına ait olduğunu ve 

bu sınıfın diferansiyel iĢlemi altında kapalı olduğunu biliyoruz. Bu yüzden,      

fonksiyonu da Laguerre-Pólya sınıfına aittir. Bu halde,      fonksiyonunun tüm sıfırları 

reeldir. Kabul edelim ki;        ler      fonksiyonunun pozitif sıfırları olsun. Bu 

durumda,      fonksiyonunun büyüme mertebesi Wright fonksiyonunun büyüme 

mertebesi ile çakıĢacağından,      fonksiyonunun sonsuz çarpım temsili Ģu Ģekilde 

verilir: 
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            ∏.  

  

      
 /

   

  (4.59) 

ġimdi, (4.59) eĢitliğinin her iki yanının logaritmik türevini alarak, | |         için,         

   ∑       
   

    olmak üzere, 

     
    

       
 ∑

  

         
  

   

  ∑∑
     

      
    

      

 

   ∑∑
     

      
    

      

   ∑     
    

   

  

(4.60) 

elde ederiz. Böylelikle, (4.58) ifadesi göz önüne alındığında, 

   
           

   (        )
        

           

         
  

olmak üzere, 

     
    

       
   ∑       

   

∑     

   

⁄  (4.61) 

bulunur. (4.60) ve (4.61) ifadelerinin katsayıları kıyaslanarak, 

        

             

                  

bulunur. Buradan da  
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ve 

   
       

       
 

  

 

     

             
 

 

 

    

       
 

Rayleigh toplamları elde edilir.   

 
 

        
  

  

    
    {   } , Euler-Rayleigh 

eĢitsizliği kullanılarak 

√
      

     
   (    )  √

              

         
  

√
              

             

 

   (    )

 √
                       

                                     
 

bulunur. Bu ise istenilen sonuçtur. 

Teorem 4.3.5       olmak üzere          yıldızıllık yarıçapı için 

      

     
   (    )  

              

         
  

√
              

             
   (    ) 
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eĢitsizlikleri sağlanır (Baricz et al. 2017). 

Ġspat: Eğer Teorem 4.3.2 (c) de     alınacak olursa,      fonksiyonunun yıldızıllık 

yarıçapının (     (√ ))
 

   transandantal denkleminin en küçük pozitif kökü olduğu 

sonucuna ulaĢılır. Bu sonuçtan hareketle,  

 
        (     (√ ))

 

 ∑
          

         
   

   (4.62) 

fonksiyonunun ilk pozitif sıfırı ile çalıĢacağız. Lemma 4.3.1 ve    sınıfı diferansiyel 

iĢlemi altında kapalı olduğundan,      fonksiyonu Laguerre-Pólya sınıfına ait olduğu 

söylenir. Varsayalım ki;        ler      fonksiyonunun pozitif sıfırları olsun. Bu 

durumda, Hadamard çarpım teoreminden dolayı         fonksiyonu 

 
            ∏.  

 

      
/

   

 (4.63) 

Ģeklinde yazılabilir. (4.63) ifadesinin her iki yanının logaritmik türevini almak suretiyle 

     
    

       
  ∑     

 

   

 | |         (4.64) 

elde edilir. Burada,    ∑       
  

    dır. Ayrıca, (4.62) ifadesinin türevi alınarak, 

   
          

   (        )
    

          

         
 

olmak üzere, 
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 ( ∑    

   

) (∑    

   

)⁄  (4.65) 

yazılır. (4.64) ve (4.65) ifadelerinin katsayılarının kıyaslanmasının sonucunda 

   
     

      
    

      

       
 

     

       
 

ve 

   
      

       
 

     

       
 

      

             
 

Rayleigh toplamları elde edilmiĢ olur. Bu halde,   

 
 

         
  

    
    {   }  

Euler-Rayleigh eĢitsizliği kullanılarak, 

      

     
   (    )  

              

         
  

√
              

             
   (    ) 

 
                      

                                    
 

elde edilir. Bu eĢitsizlikler teoremde ifade edilen eĢitsizliklerdir. 

4.3.2.      ,      ve      Fonksiyonlarının   mertebeden Konvekslik Yarıçapları 

Bu kısımda,      ,      ve      fonksiyonlarının   mertebeden konvekslik yarıçaplarını 

vereceğiz. Ayrıca,      ve      fonksiyonları için sıfır mertebeden konvekslik 

yarıçapları için alt ve üst sınırlar elde edeceğiz. 
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Teorem 4.3.6 (Baricz et al. 2017)    ,     ve         olsun. Bu durumda, 

a.                   olmak üzere,      fonksiyonunun   mertebeden konvekslik 

yarıçapı olan sayı 

  
     

     

    
    

 (
 

 
  )

     
    

       
   

denkleminin en küçük pozitif köküdür. 

b.      fonksiyonunun   mertebeden konvekslik yarıçapı olan sayı 

  
     

     

    
    

   

denkleminin en küçük pozitif köküdür. 

c.      fonksiyonunun   mertebeden konvekslik yarıçapı olan sayı 

  
     

     

    
    

   

denkleminin en küçük pozitif köküdür. 

Ġspat: a.                    olduğu göz önüne alınarak 

        (             )

 
 

 

 (             )
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    (           )

 
 

  

 

yazılır. Bu son ifadenin logaritmik türevini alarak 

    
     

    
    

 
    

     

    
    

 (
 

 
  )

    
    

       
 

  
     

     

    
    

   
     

     

    
    

 (
 

 
  )

     
    

       
 

elde edilir. Ayrıca,         için (4.52) eĢitsizliği kullanılarak, | |    için, 

 
  .  

     
     

    
    

/    (
 

 
  )∑

   

      
    

   

 ∑
   

      
     

   

 (4.66) 

eĢitsizliğini elde ederiz. Ayrıca,           ve | |    olmak üzere 

   (
 

   
)    (

 

   
)   

| |

  | |
 

| |

  | |
 

yazılır (Baricz and Szász 2014). Bu eĢitsizlik yardımıyla ve Lemma 4.3.1 den        ve 

      
  sıfırları arasında       

         bağıntısı olduğundan, (4.66) ifadesinin her             

         
 için,     olması durumunda da geçerli olduğu sonucuna ulaĢılır. Yukarıda 

verilen eĢitsizliklerden,            
   için 

   
    

2  .  
     

     

    
    

/3    
     

     

    
    

 

elde edilir. Öte yandan,         için, 
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Ģeklinde tanımlanan      (        
 )    fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Ayrıca,  

    
      (

 

 
  )∑

        
 

(      
    )

 

   

 ∑
        

  

(      
     )

 

   

 

 ∑
        

 

(      
    )

 

   

 ∑
        

  

(      
     )

 

   

   

olduğundan, bu fonksiyon   (        
 ) için,     olması durumunda da azalan bir 

fonksiyon olur. O halde; 

   
   

             
        

 
           

limit değerlerinden,       için, 

  .  
     

     

    
    

/    

olması için gerek ve yeter Ģart (        
 ) aralığındaki    sayısının 

  
     

     

    
    

   

denkleminin tek kökü olmasıdır.  

b.          olduğundan     
     olur. Ayrıca, bu iki fonksiyonun da büyüme 

mertebesi         olur. Bu durumda,       ler     
  fonksiyonunun pozitif 

sıfırları olmak üzere, Hadamard teoremi yardımıyla 



92 

 

    
     ∏.  

  

      
 /

   

 

yazılabilir. Bu son ifadenin her iki yanının logaritmik türevinden 

  
     

     

    
    

   ∑
   

      
    

   

 

sonucuna ulaĢılır. Bu son elde ettiğimiz ifadeye (4.52) eĢitsizliğini uygularsak, | |    

için, 

  .  
     

     

    
    

/    ∑
   

      
    

   

 

elde edilir. Böylelikle,               için, 

   
    

2  .  
     

     

    
    

/3    ∑
   

      
    

   

   
     

     

    
    

 

yazılabilir. Bu halde, 

          
     

     

    
    

 

biçiminde tanımlanan      (        )    fonksiyonu azalan bir fonksiyon olup, 

   
   

             
        

 
           

bulunur. Sonuç olarak,  
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denkleminin (        ) aralığındaki tek kökü    olur. Bir baĢka ifadeyle, 

  .  
     

     

    
    

/                 
     

2  .  
     

     

    
    

/3    

yazılabilir. 

c.      Wright fonksiyonunun tüm sıfırlarının reel olduğunu kullanarak, Hadamard 

teoremi yardımıyla,  

    
     ∏.  

 

      
/

   

 

elde edilir. Bu son ifadenin her iki yanının logaritmik türevi alınarak; 

  
     

     

    
    

   ∑
 

        
   

 

bulunur.              olsun. Bu durumda, harmonik fonksiyonlar için minimum 

prensibi ve (4.52) eĢitsizliği kullanılarak,      için, 

  .  
     

     

    
    

/    (  ∑
 

        
   

)     
| |  

  (  ∑
 

        
   

) 

    
| |  

(  ∑  
 

        
   

)    ∑
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yazılabilir. Sonuç olarak,  

   
    

2  .  
     

     

    
    

/3    
     

     

    
    

 

elde edilmiĢ olur. ġimdi kabul edelim ki    

 
  

     
     

    
    

   (4.67) 

denkleminin en küçük pozitif köküdür.       için,  

  .  
     

     

    
    

/    

dır. Ġspatımızı tamamlamak için (4.67) denkleminin (        ) aralığında bir tek köke 

sahip olduğunu göstermeliyiz. (4.67) denklemi 

          ∑
 

        
   

   

ifadesine denktir. Ayrıca 

   
   

               
        

         

olur.    fonksiyonu            aralığında azalan olduğundan         denklemi bir 

tek köke sahiptir. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

ġimdi, Euler-Rayleigh eĢitsizliklerini kullanarak      ve      fonksiyonlarının 

konvekslik yarıçapları için bazı alt ve üst sınırlar vereceğiz. 
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Teorem 4.3.7       için      fonksiyonunun konvekslik yarıçapı   (    ), 

(     
    )

 

   denkleminin en küçük pozitif kökü olup   (    ) için 

√
      

     
   (    )  √

              

           
  

√
              

               

 

   (    )

 √
                         

                                          
 

eĢitsizlikleri sağlanır (Baricz et al. 2017). 

Ġspat: Wright fonksiyonunun ve türevinin seri temsilini kullanarak 

        (     
    )

 

   ∑
                

         
   

    

yazılabilir.      fonksiyonu Laguerre-Pólya sınıfına ait olduğundan ve    sınıfı türev 

iĢlemi altında kapalı olduğundan      fonksiyonu da Laguerre-Pólya sınıfına aittir ve 

tüm sıfırları reeldir. Kabul edelim ki;        ler      fonksiyonunun pozitif sıfırları 

olsun. Bu halde Hadamard teoremi yardımıyla      fonksiyonu 

        ∏.  
  

      
 /

   

 

biçiminde yazılabilir. O halde, | |         için 
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   ∑

 

      
    

   

   ∑∑
     

      
    

      

   ∑∑
     

      
    

      

 

   ∑     
    

   

 

(4.68) 

elde edilir. Burada    ∑       
   

    dır. Ayrıca,  

   
                

   (        )
    

                

         
 

olmak üzere 

     
    

       
 ∑       

   

∑     

   

⁄  (4.69) 

yazılabilir. (4.68) ve (4.69) ifadelerinin katsayılarını kıyaslayarak 

   
     

      
    

       

       
 

      

       
 

ve 

   
        

       
 

  

 

    

       
 

   

 

     

             
 

Rayleigh toplamları elde edilir. Son olarak,   

 
 

        
  

  

    
    {   }   Euler-

Rayleigh eĢitsizliği kullanılarak teoremde ifade edilen 

√
      

     
   (    )  √
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√
              

               

 

   (    )

 √
                         

                                          
 

eĢitsizlikleri elde edilmiĢ olur. 

Teorem 4.3.8 (Baricz et al. 2017)       için      fonksiyonunun konvekslik yarıçapı 

  (    ), (     
    )

 

   denkleminin en küçük pozitif kökü olup aĢağıdaki 

eĢitsizlikler sağlanır: 

      

     
   (    )  

              

          
  

√
              

              
   (    )

 
                       

                                       
  

Ġspat: Wright fonksiyonunun tanımından 

 
        (     

    )
 

   ∑
               

         
   

   (4.70) 

elde edilir.      fonksiyonu    Laguerre-Pólya sınıfına ait olduğundan      fonksiyonu 

da    sınıfına ait olur. Bir baĢka ifadeyle,      fonksiyonunun tüm sıfırları reeldir. 

Varsayalım ki        ler      fonksiyonunun pozitif sıfırlarını göstersin, Hadamard 

çarpım teoreminden 
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        ∏.  

 

      
/ 

   

 (4.71) 

yazılır. (4.71) ifadesinin her iki yanının logaritmik türevini alarak, | |         için, 

     
    

       
  ∑     

 

   

 (4.72) 

elde ederiz. Burada     ∑       
  

    dır. Ayrıca (4.70) ifadesinin türevi alınarak 

   
               

   (        )
    

               

         
 

bulunur. Buradan, 

     
    

       
  ∑    

   

∑    

   

⁄  (4.73) 

yazılır. (4.72) ve (4.73) ifadelerinin katsayılarının kıyaslanması ile 

   
     

      
    

       

       
 

     

       
 

ve 

   
       

       
 

     

       
 

       

             
 

Rayleigh toplamları elde edilir.   

 
 

         
  

    
    {   }  Euler-Rayleigh 

eĢitsizlikleri göz önüne alındığında 
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   (    )  

              

          
  

√
              

              
   (    )

 
                       

                                       
 

elde edilmiĢ olur. 

ġimdi, (3.4) deki gibi tanımlanmıĢ Wright fonksiyonu ve (3.3) deki gibi verilmiĢ   

mertebeden birinci tür Bessel fonksiyonu göz önüne alındığında, Wright fonksiyonu ile 

Bessel fonksiyonu arasında 

                                 

bağınıtısını elde etmek mümkündür. Bu bağıntı dikkate alınarak, özellikle     ve      

      alınmak suretiyle, bazı ilginç sonuçlar elde edilir. Bu sonuçlardan bir tanesi 

Baricz et al. (2014) tarafından sunulan Teorem 1 deki sonuçların doğal bir 

tamamlayıcısıdır. Ayrıca        fonksiyonu için elde ettiğimiz sonuç yeni olmasına 

karĢın        ve        fonksiyonları için elde ettiğimiz sonuçların Baricz et al. (2014) 

çalıĢmasında ifade ve ispat edildiği görülebilir. 

Sonuç 4.3.9 (Baricz et al. 2017)     ve         olsun. O halde, 

a.           (             )
 

    fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık 

yarıçapı 

    
      (        )         

denkleminin en küçük pozitif köküdür. 
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b.                            fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık 

yarıçapı 

    
                      

denkleminin en küçük pozitif köküdür. 

c.                    
 

   ( √ ) fonksiyonunun   mertebeden yıldızıllık 

yarıçapı 

 √   
 ( √ )            (√ )    

denkleminin en küçük pozitif köküdür. 

Teorem 4.3.3 de     ve       seçilirse aĢağıdaki sonuçlar elde edilir: 

Sonuç 4.3.10      olsun. Bu durumda, 

√
   

   
   (      )  √

          

             
  

√
           

             

 

    (      ) 

      √
                     

                           
 

elde edilir (Baricz et al. 2017). 
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ġimdi Wright fonksiyonu ile birinci tür Bessel fonksiyonu arasındaki iliĢkiyi kullanarak, 

Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 elde verilen sonuçlarda     ve       alındığında 

elde edilecek sonuçların AktaĢ et al. (2017a, 2017b) tarafından verilen sonuçlarla 

çakıĢtığını göstereceğiz. 

Sonuç 4.3.11      olsun. Bu durumda, 

√
   

 
   (      )  √

           

     
  

√
           

     

 

   (      )  √
                 

             
 

elde edilir (Baricz et al. 2017). 

AktaĢ et al. (2017b) çalıĢmasında verilen                            

normalize edilmiĢ birinci tür Bessel fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu durumda, 

açıkça görülebileceği üzere,                   olduğundan yukarıda verilen 

sonuçlar AktaĢ et al. (2017b) de verilen sonuçlarla çakıĢır. 

Sonuç 4.3.12      olsun. Bu durumda, 

   

 
   (      )  

           

   
  

     √   

√   
   (      )  

               

        
 

elde edilir (Baricz et al. 2017). 
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AktaĢ et al. (2017b) tarafından verilen                  
 

   (√ ) normalize 

edilmiĢ birinci tür Bessel fonksiyonu göz önüne alındığında                   elde 

edilir. Bu halde, yukarıda verilen eĢitsizliklerin AktaĢ et al. (2017b) tarafından verilen 

sonuçlarla çakıĢtığı görülebilir. 

Son olarak, Teorem 4.3.7 ve Teorem 4.3.8 de     ve              olarak 

alınacak olursa aĢağıdaki sonuçları elde ederiz. O halde, aĢağıda elde edilen sonuçlar 

AktaĢ et al. (2017a) tarafından verilen Teorem 6 ve Teorem 7 deki sonuçlarla çakıĢır. 

Sonuç 4.3.13      olsun. Bu durumda, 

√   

 
   (      )   √

          

       
  

√
           

       

 

   (      )  √
                   

                   
  

elde edilir (Baricz et al. 2017). 

Sonuç 4.3.14      olsun. Bu durumda, 

   

 
   (      )  

           

     
  

√
           

     
   (      )  

                 

              
 

elde edilir (Baricz et al. 2017). 
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5. TARTIġMA ve SONUÇ 

Bu çalıĢmanın özünü oluĢturan dördüncü bölümde, ilk olarak, bi-ünivalent 

fonksiyonların bazı yeni alt sınıfları tanımlanmıĢ ve bu alt sınıflara ait fonksiyonların                      

|     |  |       
 | ikinci Hankel determinantı için üst sınırlar elde edilmiĢtir. Son 

olarak, Wright fonksiyonunun geometrik özellikleri ele alınmıĢ ve elde edilen özellikler 

Bessel fonksiyonu için daha önceden bilinen özelliklerle karĢılaĢtırılmıĢtır. 

Bu bölümde, geometrik fonksiyonlar teorisiyle ilgilenen araĢtırmacıların ilgisini 

çekeceğini düĢündüğümüz bazı problemlere yer vereceğiz.  

Birinci tür Bessel fonksiyonlarının özelliklerinin ne kadarının Wright fonksiyonuna 

geniĢletilebileceğini görmek oldukça ilginçtir. Bu tezde, Bessel fonksiyonlarının tam 

olmasından kaynaklanan özelliklerinin Wright fonksiyonuna geniĢletilebileceğini 

gördük. Fakat birinci tür Bessel fonksiyonlarının diğer özelliklerinin de Wright 

fonksiyonuna geniĢletip geniĢletemeyeceğimizi görmek istiyoruz. Bu düĢünceyle bu 

bölümde çalıĢmaya değer olası bazı açık problem ya da soruların kısa bir listesini 

vereceğiz: 

1.   (ya da  ) ya göre        sıfırlarının monotonluğu hakkında ne söyleyebiliriz? Bu 

sorunun cevabı; Wright fonksiyonunun normalize edilmiĢ hallerinin ünivalent 

fonksiyonların belli bir sınıfına ait olacak Ģekilde   ve   parametrelerine gerekli ve 

yeterli Ģartların elde edilmesini mümkün kılmaktadır. Bu tür sonuçlar literatürde var 

olan sonuçları geliĢtirir. 

2. Sabit   değerleri için,   (ya da  ) ya göre        sıfırlarının türevini ifade etmek 

mümkün müdür? Birinci tür Bessel fonksiyonlarının sıfırlarının türevi için Watson 

formülü ve bunun türevi normalize edilmiĢ birinci tür Bessel fonksiyonlarının konveks 

fonksiyonlar sınıfına ait olacak Ģekilde bu fonksiyonların mertebesi ile ilgili gerekli ve 

yeterli Ģartların elde edilmesinde önemli rol oynar (Baricz and Szász 2014). 
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3. Normalize edilmiĢ Wright fonksiyonlarının konvekslik ve yıldızıllık mertebelerini 

elde etmek için sürekli kesirleri kullanmak mümkün müdür? 

Wright fonksiyonu ikinci mertebeden homojen lineer bir diferansiyel denklemin 

çözümü olmadığından yukarıda listelenen soruların her birinin çözümü zor olacağı 

öngörülebilir. Ayrıca Wright fonksiyonunun kuvvet serisi açılımı yapısal olarak Bessel 

fonksiyonunun seri açılımına benzer olmasına rağmen Wright fonksiyonunun 

özelliklerini çalıĢmak çok daha zordur. 
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