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OZET

Doktora Tezi
OZEL UNIVALENT FONKSiYONLAR TEORISINE KATKILAR
Evrim TOKLU

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dal1

Danisman: Prof. Dr. Ekrem KADIOGLU
Ortak Danigsman: Prof. Dr. Arpad BARICZ

Bu tezde esasen bi-iinivalent fonksiyonlarin bazi alt simiflari igin katsay1 problemi ve
Wright fonksiyonunun geometrik 6zellikleri ele alimmistir. Sdldgean tiirev operatorii
yardimryla tanimlanmis bi-iinivalent fonksiyonlarm k-bi-yildizil alt smifi S5 , tanitilmig
ve bu sinifa ait 6zellikler incelenmistir. Ayrica, Chebyshev polinomlar1 kullanilarak

s 0 (4, t) sinifina ait Hadamard carpimi vasitasiyla tanimlanmis fonksiyonlarin ikinci
Hankel determinanti igin {ist sinir elde edilmistir. Daha sonra, Wright fonksiyonlarinin
yildizillikk  ve konvekslik yarigapt bulunmus ve normalize edilmis Wright
fonksiyonlariin sifir mertebeden yildizillik ve konvekslik yaricaplari i¢in bazi alt ve tist
sinirlar elde edilmistir.

2017, 109 sayfa

Anahtar Kelimeler: Bi-iinivalent fonksiyon, Hankel determinant, Chebyshev
polinomlari, Wright fonksiyonu, tam fonksiyonlarin Laguerre-Pdlya sinifi, Euler-
Rayleigh esitsizlikleri.
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In this thesis, we mainly focus on coefficient problem for some subclasses of bi-
univalent functions and geometric properties of Wright functions. k-bi-starlike
functions belonging to the class S; , defined by making use of the Sildgean derivative
operator which are subclasses of bi-univalent functions are introduced and its some
properties are studied. Moreover, upper bound estimate for the second Hankel
determinant for functions defined by convolution belonging to the class Na”“s(/l, t) by
using Chebyshev polynomials are found. Finally, we find the radii of starlikeness and
convexity of the normalized Wright functions. In addition, by using the Euler-Rayleigh
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and convexity of order zero for the normalized Wright functions.

2017, 109 pages

Keywords: Bi-univalent function, Hankel determinant, Chebyshev polynomials, Wright
functions, Laguerre-Pélya class of entire functions, Euler-Rayleigh inequalities.



TESEKKUR

Doktora ¢alismam boyunca, tez konumda c¢aligmami saglayan, 6niimde yeni ufuklar
acan, engin tecriibesiyle calismalarimda etkin katkist bulunan, beni yonlendiren ve

rehberlik eden saygideger danisman hocam,

Sayin Prof. Dr. Ekrem KADIOGLU na;

ortak danmigmanligimi istlenerek, degerli bilgileriyle bana 1sik tutan, her konuda

yardimc1 ve yol gosterici olan,

Sayi Prof. Dr. Arpad BARICZ’e;

ve ayrica bu calismanin olusturulmasinda destegi ve engin bilgisiyle beni yonlendiren,

ilgisini ve i¢ten destegini her zaman yanimda hissettigim,

Sayin Prof. Dr. Halit ORHANa;

tesekkiir ve siikranlarimi sunarim.

Doktora egitimim boyunca her daim beni destekleyen basta esim Alev TOKLU olmak

tizere ¢cocuklarim Efe Kagan ve Egemen Doruk’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Evrim TOKLU
Kasim, 2017



ICINDEKILER

OZET ...ttt i
ABSTRACT <. i
TESEKKUR .....coctiiitiiiieteiiieiss sttt sttt bttt ii
ICINDEKILER ....ooviiecteieietcectete ettt ettt sttt en st en et iv
SIMGELER DIZINI.......cooiiiiiiiiiiirisiiisec e v
SEKILLER DIZINT ..ottt sttt et vii
| R ) 021 1T 1
2. KURAMSAL TEMELLER ..ot 9
2.1, Temel KavramIar..........coooiiiiii s 9
2.2. Analitik ve Univalent FONKSIYONIAr ............ccoeiviiveiirerniiseissersssie s 11
2.3. Univalent Fonksiyonlarm Bazi ARSINIIAIT .........cccoveviicveiiireisiciesseeee e 19
3. MATERYAL ve YONTEM..........coooviminirrieniiieeeeeeeeeeseseess s ses s 28
3.1. Bi-iinivalent Fonksiyonlar ve Alt S1niflart..........ccccooveviiininiiniiic e 28
3.2. Bazi Ozel FONKSIYONIAT ........cvovveviiiveiicieiisesesese et 31
3.3. Tam Fonksiyonlarin Bazi OZelliKIETi ............cccoeevrvriveiiinireriieisicie e 34
4. ARASTIRMA BULGULARI ......cooiiiiiiiiiiiee e 44
4.1.k-bi-y1ldiz1l Fonksiyonlar igin Ikinci Hankel Determinant Problemi .................. 44
4.2. Chebyshev Polinomlarini Igeren Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Belli Alt Smiflar1
Icin Ikinci Hankel Determinantl..........cocvuevcveveeeeeeeeeieieieiseseisisessisesstsssssss e eses s, 55
4.3. Wright Fonksiyonunun Yildizillik ve Konvekslik Yarigaplart .........c.cccccvennennee. 75
4.3.1.f, g, 8p g V€ h, g Fonksiyonlarmin a mertebeden Yildizillik Yarigaplari ...... 77

4.3.2.f, 8, 8p,p V€ hy g Fonksiyonlarinin a mertebeden Konvekslik Yarigaplari ....88

5. TARTISMA Ve SONUC ... ivvieeeereeereeeeereeeeesesesesesesseeessssseesssesassseesseeeseee 103
N N = T 105
10Y/€1570).Y 1 1 SO 110



SIMGELER DiZIiNi

C Kompleks sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

N N = {1,2, ... } dogal sayilar kiimesi

Ny Ny = N U {0}

U, {z € C: |z| < r} seklinde tammlanmis acik disk

u {z € C: |z| < 1} birim disk

ou {z € C: |z| = 1} birim ¢ember

A U birim diskinde tanimlh f(z) = z + ), ;55 a,, z" seklindeki analitik
fonksiyonlarin sinifi

S A sinifindaki iinivalent fonksiyonlarin sinifi

S* A smifindaki yildizil fonksiyonlarin sinifi

S*(a) A smifindaki ¢ mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi

6 A sinifindaki konveks fonksiyonlarin siifi

C(a) A smifindaki @ mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi

72 (f) f fonksiyonunun a mertebeden yildizillik yarigapi

15 (f) f fonksiyonunun a mertebeden konvekslik yari¢api

2] Caratheodory sinifi

o Bi-linivalent fonksiyonlarin sinifi

S Bi-y1ldiz1l fonksiyonlarin sinifi

S;(a) a mertebeden bi-yildizil fonksiyonlarin sinifi

Cy Bi-konveks fonksiyonlarin sinifi

Cy(a) a mertebeden bi-konveks fonksiyonlarin sinifi

argf(z) f (z) fonksiyonunun argtimant

Ref (2) f (z) fonksiyonunun reel kismi1

Imf(z) f (z) fonksiyonunun imajiner kismi1

Hy(n) f(z) € A fonksiyonunun g nuncu Hankel determinanti

D¥(f(2)) f(z) fonksiyonunun k mertebeden Siligean tiirevi

* Hadamard ¢arpim sembolii

['(z) Gamma fonksiyonu



F(a,b;c;z)  Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Jp(2) p mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu
o(p,B,.) Wright fonksiyonu

LP Tam fonksiyonlarin Laguerre-Polya siifi

Vi
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1. GIRIS

Analitik fonksiyonlarin belli alt siniflarinin gesitli geometrik 6zelliklerinin incelendigi
ya da bazi geometrik Ozelliklerle tanimlanmis analitik fonksiyonlarin arastirildig
geometrik fonksiyonlar teorisi Kompleks Analizin en 6nemli dallarindan biridir.
Geometrik fonksiyonlar teorisi, ilk olarak 1851 yilinda G. Bernhard Riemann’in doktora
tezinde ifade ettigi ve “Riemann Donilisiim Teoremi” olarak bilinen teoremi ile ortaya
cikmistir. Riemann Dontisim Teoreminin farkli ifadeleri mevcut olmakla beraber
esasen bu teorem ile D; (D; # C),z diizleminde verilen basit baglantili herhangi bir
bolge ve D,, w diizleminde verilen herhangi bir basit baglantili bélge olmak tizere D,
bolgesini D, bdlgesine resmeden analitik bir f  fonksiyonunun varligi
garantilenmektedir. Ancak Riemann’in verdigi ispatta bir takim bosluklarin olmasi
teoremin 6neminin yirminci yiizyilin baglarina kadar anlasilmasinin 6niindeki en biiyiik
engel olmustur. Bu teoremin tam ispati ilk olarak Constantin Carathéodory (1912)
tarafindan Riemann yiizeyleri kullanilarak verilmistir. Daha sonra meshur matematikgi
Paul Koebe (1912) bu teoremi daha da sadelestirerek, “D = D; # C olmak {izere,
zo €D, f(zy) =0 ve f'(zy) > 0 olmak iizere, D bolgesini U = {z:|z| < 1} birim
diskine resmeden D de analitik ve {inivalent (yalinkat) bir tek f fonksiyonu vardir.”
seklinde ifade ve ispat etmistir. Bir analitik ve tinivalent fonksiyon egriler arasindaki
acilar1 korudugundan konform doniisiim olarak da adlandirilabilir. Riemann doniigiim
teoreminin bu giiglii versiyonu, keyfi basit baglantili bir D bolgesinin U birim diski ile
yer degistirebilmesine olanak saglamakta olup bu durum bir¢ok problemin ¢6ziimiinii
kolaylastirmistir. Ayrica 1914 yilinda Gronwall tarafindan alan teoreminin ispatinin
verilmesi, 1916 yilinda Bieberbach ‘in normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar i¢in
verdigi katsayr tahmini ile geometrik fonksiyonlar teorisi matematigin birgok dalinda
kendisine uygulama alanit bulmus ve ayrica {inivalent fonksiyonlar teorisinin ortaya
c¢ikmasina da vesile olmustur. Tamda bu noktada, c¢alismamiz boyunca sik¢a
deginecegimiz, lnivalent fonksiyonlar teorisinin tarihsel seyri hakkinda birka¢ temel

hatirlatmay1 yapmak oldukga faydali olacaktir.



Bilindigi tzere; z,,z, € D olmak ilizere f(z;) = f(z;) olmasi z; = z, olmasini
gerektiriyorsa bu f fonksiyonunun bu D bdlgesinde iinivalent (veya schlicht) oldugu
sOylenir. Yukarida ifade edilen Riemann Doniisiim Teoreminin bir sonucu olarak D
bolgesi yerine U birim diskini almamizda herhangi bir sakinca olmayacagi, aksine U
birim diskinde ¢alismanin bir¢ok kolayliklar saglayacagi iyi bilinen bir gergektir. Simdi
D bolgesi yerine U birim diskini ele alarak bu ifadeyi geometrik olarak yorumlamak
gerekirse; Eger bir f(z) fonksiyonu U birim diskini, f(U) goriintii bolgesi tizerine bire
bir resmediyorsa bu f(z) fonksiyonunun U birim diskinde iinivalent oldugu sdylenir.
Esasen biz U birim diskinde analitik (regular ya da holomorf) olan univalent
fonksiyonlarla ilgilenecegiz. Sonug olarak, bir f(z) fonksiyonun iinivalent olmast bu
fonksiyonun analitik olmasini beraberinde getirecektir. Fakat bir¢ok durumda f(z)
fonksiyonunun U da bir tek basit kutba sahip olmasina miisaade edecegimiz igin
tinivalentlik tanimina bu terimi dahil etmedik (Eger f(z) fonksiyonu U da {inivalent ise

bu fonksiyon, U birim diskinde, birden fazla kutba sahip olamaz).

Eger bir g(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik ise

9(2) = by + byz + byz? + - = z b, 2" (1.1)

n=0

biciminde U da yakinsak bir Maclaurin seri acilimina sahiptir. Simdi, {inivalent
fonksiyonlar teorisinin temelini olusturacak olan, g(z) fonksiyonun bu temsili hakkinda
su iki soruyu sormak son derece dogaldir. (b,) dizisi verildiginde, bu dizi g(z) nin
geometrik Ozelliklerini nasil etkiler? Ayrica, g(z) nin baz1 6zellikleri verildiginde, bu
ozellikler (1.1) deki katsayilar1 nasil etkiler? Elbette, biz iinivalent fonksiyonlar ile
ilgilendigimizden bu sorulart su sekilde 6zellestirebiliriz: (I) Eger g(z) tinivalent bir
fonksiyon ise, bu durum, (1.1) de verilen, b,, katsayilarinda nasil bir kisitlamaya neden
olur? (1) (1.1) deki katsayilar verildiginde, g(z) fonksiyonunun U da iinivalent olup

olmadigina karar verebilir miyiz?



Simdi (1.1) deki gibi verilen g(z) fonksiyonunu normalize edelim: Kabul edelim ki,
g(2) fonksiyonu U birim diskinde tinivalent olsun. O halde, bu fonksiyona bir sabitin
eklenmesi ya da fonksiyondan bir sabitin ¢ikarilmasi sadece fonksiyonun goriintii
bolgesini degistirir ancak g(z) nin inivalentligine etki etmez. Yani g(z) fonksiyonu
tinivalent kalir. Normalizasyonun ilk adimi olarak, b, keyfi bir sabit oldugundan, (1.1)
deki ifadenin her iki yanindan b, 1 ¢ikarirsak g(z) — by elde ederiz. Ayrica, eger
g'(zy) =0 ise g(z) fonksiyonu z, noktasinin herhangi bir komsulugunda tnivalent
olmayacagindan b; = g'(0) # 0 olur. Boylece, en son elde ettigimiz g(z) — by
ifadesini b, e bolerek f(z) = (g(z) — by)/b, elde ederiz. Kolayca goriilebilecegi
tizere, eger g(z) fonksiyonu U birim diskinde tinivalent ise, o zaman f(z) = (g(z) —

by)/b; fonksiyonu da ayni bolgede iinivalenttir. Boylece, (1.1) deki seri agiliminda

Z—" = a, yazilarak normalize edilmis f(z) fonksiyonunu elde etmis oluruz.
1

Bu ¢alismamiz boyunca, f(0) =0 ve f'(0) = 1 kosulu ile normalize edilmis ve U
birim diskinde analitik fonksiyonlarin sinifini A ile gosterecegiz. Bu halde, A

smifindaki herhangi bir f(z) fonksiyonunun

f(z)=Z+a222+a3Z3+---=Z+zan2n (1'2)

n=2

bigiminde bir seri agilimina sahip olacagi agiktir. Ayrica, U birim diskinde analitik ve
tinivalent fonksiyonlarin sinifini ise § ile gosterecegiz. Kolaylikla goriilebilecegi iizere,
S c A dir. Tim bu agiklamalarin sonucunda, (1.1) deki gibi verilmis bir g(z)
fonksiyonu U birim diskinde tinivalent olsun. O halde, g(z) uygun bir M sayisi ile
carpilarak, |b,| ler keyfi oranda biyiitiilebilir. Fakat normalize edilmis {inivalent
fonksiyonlarin § simifin1 g6z oniine aldigimizda, S sinifindaki her bir f(z) fonksiyonu
icin |a,| < A,, (n > 2) olacak bi¢cimde bir A, sir1 vardir. Esasen, Koebe (1909)
tarafindan bdyle bir 4,, sinirinin varliginin gosterilmesiyle linivalent fonksiyonlar teorisi

yirminci yiizyilin baglarinda sekillenmeye baglamistir. Ardindan Alman matematikgi
Ludwig Bieberbach (1916) tarafindan;



“(1.2) deki gibi tanimlanmis S sinifina ait bir f(z) fonksiyonu igin,

lapl <n,  (n=2) (1.3)
dir.”

olarak verilen, literatiirde “Bieberbach Tahmini” olarak bilinen, bu katsayr problemi
tizerinde bir¢ok matematik¢i kafa yormustur. Bu problemin dogrulugu, n = 2,3,4,5,6
degerleri igin, sirasiyla, Bieberbach (1916), Lowner (1923), Garabedian and Schiffer
(1955), Pederson and Schiffer (1972) ve Pederson (1968) matematikgileri tarafindan
ispat edilmistir. Nihayet 1984 yilinin sonlarina dogru, pek ¢ok matematikg¢iyi yaklasik
olarak yetmis yil mesgul eden Bieberbach tahmini Louis de Branges tarafindan
hipergeometrik fonksiyonlar ve Loewner teorisi kullanilarak ispatlanmis ve boylelikle
bu problem sonlandirilmistir. Ancak, bu problemin ¢oziimiinde kullanilan yontem
tinivalent fonksiyonlar teorisinde farkli problemlerin ortaya ¢ikmasina vesile olmus ve

tinivalent fonksiyonlar teorisi bu yeni problemlerle daha da zenginlik kazanmuistir.

Branges’in  Bieberbach probleminin ¢o6ziimiinde hipergeometrik fonksiyonlari
kullanmas1 ve ayrica hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik fonksiyonlar teorisindeki
baska bazi problemlerin ¢éziimiinde kullanilmaya baslanmasi, pek ¢ok matematik¢inin

bu fonksiyonlar lizerine yogunlagmasina sebep olmustur.

a,b,ce Cvec # 0,—1,—2,... olmak tlizere,

2Fi(a, b;c;z) = Z (a)n(b)nﬁ |z| <1

c n!’
i (©)n

fonksiyonu zA-2)w"@)+(c—(a+b+1)z)w'(z) —abw(z) =0 ikinci
mertebeden hipergeometrik diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olan bu
fonksiyona Gauss hipergeometrik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon ilk olarak L. Euler’in
calismalarinda goriilmesine ragmen C.F. Gauss tarafindan sistematik olarak

sunulmustur. Bu fonksiyonun 6zellikleri ilk olarak L. Fuchs, E.E. Kummer, B.



Riemann, H.A. Schwarz ve F. Klein tarafindan incelenmistir. Ayrica, 1961 yilinda E.P.
Merkes ve W.T. Scott tarafindan bu fonksiyonun iinivalentligi ve yildizillig1 siirekli
kesirler kullanilarak ele alinmistir. 1984 yilinda B.C. Carlson ve D.B. Shaffer
hipergeometrik fonksiyonlar sinifinin @ mertebeden yildizil ve konveks siniflarini
tanitmistir. 1986 yilinda S. Ruscheweyh ve V. Singh a >0, c=a+1ve -1 < pb <
1 + pa sartlar altinda z & zF(a, b; c; pz) fonksiyonunun yildizillik mertebesini
elde etmistir. 1987 yilinda S. Owa ve H.M. Srivastava genellestirilmis hipergeometrik
fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerini inceledi. 1993 yilinda H. Silverman tarafindan

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun yildizillig1 ve konveksligi incelendi.

Son yillarda hipergeometrik fonksiyonlar ile ilgili ortaya konan c¢alismalardan bazilar
(Owa and Srivastava 1987; Ponnusamy and Sabapathy 1997; Dziok and Srivastava
2003; Orhan and Giines 2009; Orhan and Raducanu 2009; Orhan and Raducanu 2010)

seklinde verilebilir.

Birgok 6zel fonksiyon hipergeometrik fonksiyonlarin 6zel halleridir. ik olarak 1732
yilinda D. Bernoulli tarafindan ¢alisilan ancak ismini F.W. Bessel (1734-1846) den alan
Bessel fonksiyonu da hipergeometrik fonksiyonlarin 6zel bir halidir. Bessel
fonksiyonlarinin geometrik 6zellikleri birgok matematikci tarafindan ele almmistir. ilk
olarak 1960 yilinda R.K. Brown, Bessel fonksiyonlarinin iinivalentligini incelemistir.
Ayn1 y1l E. Kreyszing ve J. Todd tarafindan Bessel fonksiyonlarinin tinivalentlik
yaricapt elde edilmigtir. V. Selinger, 1995 yilinda normalize edilmis Bessel

fonksiyonlarinin geometrik 6zelliklerini arastirmistir.

Ozel fonksiyonlarin geometrik dzellikleri {izerine ¢alismalar hala canliligin1 korumakta
olup son zamanlarda ortaya konan ¢alismalardan bazilar1 sunlardir: (Baricz et al. 2014;
Baricz and Szasz 2014; Baricz and Szasz 2015; Baricz and Szasz 2016; Baricz et al.
2016; Baricz and Yagmur 2017; Aktas et al. 2017a, 2017b).

Bu tezde ilk olarak, yukarida bahsedilen ¢alismalardan ilham alarak normalize edilmis

Wright fonksiyonlari igin yildizillik ve konvekslik yarigaplarini elde ettik. Wright



fonksiyonu, (3.3) deki gibi tanimlanmis birinci tiir Bessel fonksiyonun genellestirilmis
bir hali oldugundan Aktas et al. (2017a, 2017b) tarafindan elde edilen sonuglari

genellestirerck ilave yeni bazi sonuglar elde ettik.

Elbette tinivalent fonksiyonlar teorisindeki c¢alismalar sadece 6zel fonksiyonlarin
geometrik Ozelliklerinin incelenmesi ile smirli kalmamistir. Yukarida bahsedilen
tarihsel silire¢ icerisinde bir yandan da iinivalent fonksiyonlar ve alt siniflart {izerine
caligmalar canliligin1 korumus ve bu alanda da ilging sonuglar elde edilerek tinivalent

fonksiyonlar teorisine 6nemli katkilar sunulmustur.

Koebe-1/4 teoreminin bir sonucu olarak, her f €& fonksiyonunun f~1 ters
fonksiyonuna sahip oldugu iyi bilinir. Ancak, f € § olmasmna ragmen, f~1 ters
fonksiyonunun U birim diskinde tinivalent olmasi gerekmeyecegi agiktir. O halde, bir
f € A fonksiyonu verildiginde, hem bu f fonksiyonu hem de f~1 ters fonksiyonu U
birim diskinde tinivalent ise bu f € A fonksiyonuna bi-iinivalent fonksiyon denir. U
birim diskinde tanimlanmis bi-tinivalent fonksiyonlarin sinifi o ile gosterilir. Bu sinif'ile
ilgili ilk ¢alisma Lewin (1967) tarafindan yapilmis ve her f € o fonksiyonu igin
la,| < 1.51 oldugunu gostermistir. Lewin’in bu ¢alismasi birgok matematik¢inin
ilgisini ¢ekmis ve bu yeni snif ile ilgili sonuglar elde etmeye odaklanmislardir.
Ardindan D.A. Brannan ve J.G. Clunie, o smifindaki fonksiyonlar icin, |a,| < V2

tahmininde bulunmustur. 1969 yilinda E. Netenyahu maxse, |a,] =§ oldugunu

gostermigtir. 1985 yilinda D.L. Tan tarafindan, ¢ sinifindaki fonksiyonlar i¢in |a,| <
1.485 elde edilmis olup, bu sonug bi-iinivalent fonksiyonlar i¢in bilinen en iyi sonugtur.
Ayrica, bircok matematik¢i tarafindan, bi-linivalent fonksiyonlarin o sinifi ile ilgili
cesitli alt siniflar tanimlanmis ve Taylor Maclaurin seri agilimindaki ilk iki katsay1 olan
|a,| ve |as| katsayilari igin kesin olmayan sonuglar elde edilmistir. Ancak, n € N\{2,3}

olmak iizere her bir |a,| i¢in katsay1 problemi halen agik bir problemdir.

Bi-tinivalent fonksiyonlarin o smifi lizerine son zamanlarda yapilan g¢alismalardan

bazilar1 sunlardir: (Srivastava et al. 2010; Frasin and Aouf 2011; Magesh and Yamini



2012; Srivastava et al. 2013; Caglar et al. 2013; Altinkaya and Yalg¢in 2014; Orhan et
al. 2015; Srivastava and Bansal 2015; Srivastava et al. 2015; Deniz et al. 2015; Orhan
et al. 2016; Bulut et al. 2017; Orhan et al. 2017a, 2017b, 2017c).

H, (n), (3.2) deki gibi tanimlanmis g nuncu Hankel determinanti olmak tizere
H,(1) = a; — a? ifadesi Fekete-Szegd fonksiyoneli olarak bilinir. Keogh and Merkes
(1969) tarafindan yildizil fonksiyonlarin S* sinifi ve konveks fonksiyonlarin C smifi
icin Fekete-Szegd problemi arastirilmistir. Son zamanlarda pek ¢ok matematikei
tinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflarina ait fonksiyonlarin Hankel determinant1 igin
st sinirlar elde etmislerdir. Bu ¢aligmalardan bazilar1 Ali et al. (2009), Orhan et al.
(2010), Deekonda and Thoutreedy (2015) seklinde siralanabilir. Tlk kez Zaprawa (2014)
tarafindan Fekete-Szegd problemi bi-iinivalent fonksiyonlarin o simniflari igin ele
alimmistir. Ardindan pek ¢ok matematikgi bi-linivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflarina

ait fonksiyonlarin Hankel determinant i¢in iist sinir elde etmeye odaklanmaistir.

Bu tezde son olarak, yukaridaki ¢alismalardan ilham alarak bi-iinivalent fonksiyonlarin
baz1 alt siiflart i¢in H,(2) = aya, — a3 ikinci Hankel fonksiyoneli i¢in iist smir elde
ettik. Esasen, bu calisma ile Deniz et al. (2015) tarafindan elde edilen sonuglari

genellestirdik ve bazi yeni sonuglar elde ettik.

Ozel iinivalent fonksiyonlar teorisine katkilar basligi altinda sunulan bu tez bes ana

boliimden olusmaktadir.

Tezin birinci boliimiinii olusturan giris boliimiinde, tez konusu ile ilgili konular iizerine

diinden bugiine yapilmis calismalar, tarihi bir seyir i¢erisinde verilmistir.

Kuramsal temeller olarak adlandirilan ikinci boliim, tezde kullandigimiz bazi tanim,

teorem ve orneklere ayrilmistir.



Tezin {iglincii bolimiinii olusturan materyal ve yontem boliimiinde, bi-iinivalent
fonksiyonlar, baz1 6zel fonksiyonlar ve tam fonksiyonlarin ozellikleri ile ilgili bazi

Onemli tanim, teorem ve Ornekler sunulmustur.

Aragtirma bulgular1 olarak adlandirilan doérdiincli boliimde, bi-iinivalent fonksiyonlarin
alt siniflari ile ilgili baz1 yeni sonuglar elde edilmistir. Ayrica, normalize edilmis Wright

fonksiyonlarmin yildizillik ve konvekslik yarigaplari hesaplanmustir.

Tezin besinci boliimiinde ise, Wright fonksiyonu ile ilgili bazi problemlerin kisa bir

listesi sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda kompleks fonksiyonlar teorisinde olduk¢a énemli olan ve bu ¢alismamizda

da ¢ok sik faydalanacagimiz bazi tanim, teorem ve 6rneklere yer verilmistir.

Tammm 2.1.1 (r komsulugu) Bir z, € C noktasi verilmis olsun. Bu durumda,

U(zy, 1) = {z € C: |z — zy| < r} kiimesine z, noktasinin r komsulugu denir.

Bu U(zy,r)  kimesine z, merkezli r yaricaph disk adi da verilmektedir.
U(zg,7) ={z € C:|z—2zy] <7}  kilmesine  U(z,, 1) kiimesinin ~ kapanisi,
0U(zy, 1) = {z € C: |z — z5| = r} kiimesine de U(zy, ) nin sinirt adi verilmektedir.
Ayrica, kolaylik saglamasi bakimindan, bundan sonra orijin merkezli r yarigapl diski

U, ile ve orijin merkezli yarigapi bir birim olan diski (birim disk) U ile gosterecegiz.

Tamm 2.1.2 (I¢ nokta) S, C nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. z, € S icin
U(zy,r) € S olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa z, noktasina S kiimesinin bir i¢

noktasi denir.

Tamm 2.1.3 (Acik Kiime) S, C nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. S kiimesinin her

noktasi bir i¢ nokta ise S kiimesine acik kiime denir.

Tamm 2.1.4 (Kapah Kiime) S, C nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Bu S kiimesinin

tiimleyeni agik kiime ise S ye kapali kiime denir.

Tamim 2.1.5 (Baglantih Kiime) S c C verilmis olsun. Eger Sc S; U S,, SN S; # 0,
SNS, #@PveSNS; NS, = @ olacak sekilde C de S; ve S, gibi bos olmayan iki ayrik
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ve agik kiime bulunamaz ise S ye baglantili kiime denir, aksi halde baglantisiz kiime

denir.

Tanim 2.1.6 (Bolge) Kompleks diizlemde bos olmayan, agik ve baglantili kiimeye
bolge denir.

Tammm 2.1.7 (Limit) A € C olmak iizere f:A — C fonksiyonu verilsin. z, € C, A
kiimesinin bir yigilma noktast ve wy bir kompleks sayr olsun. Her € >0 ve
0<|z—2zy| <6 sartim saglayan her z € A igin |f(z) —wy| < & olacak sekilde
& = 8(e) > 0 sayis1 varsa z, z, a yaklasirken f(z) fonksiyonunun limiti w, dir denir ve

bu durum kisaca

lim f(z2) = wy
Z—DZ
seklinde yazilarak gosterilir.

Tamim 2.1.8 (Siireklilik) A c C olmak iizere f: A — C bir fonksiyon ve z, € A olsun.
Her € > 0 ve |z — zy| < § sartin1 saglayan her z € A i¢in |f(z) — f(z,)| < & olacak
sekilde & = 6(zy,€) > 0 sayis1 varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f
fonksiyonu A; c A kiimesinin her noktasinda siirekli ise f ye A; kiimesinde siirekli
fonksiyon denir. Eger, f fonksiyonu A kiimesinde stirekli ise f fonksiyonuna siirekli

fonksiyon adi verilir.

Tamim 2.1.9 (Diferansiyellenebilme) f: A ¢ C — C bir fonksiyon ve z,, A nin bir i¢
noktasi olsun. Eger
(@) = f(20)
lim ———

z-z0  Z — Z
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limiti varsa f (z) fonksiyon z, € A noktasinda diferansiyellenebilir (veya tiirevlenebilir)
denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z = z, noktasinda f(z) fonksiyonunun

tiirevi olarak adlandirilir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Kompleks Analizde 2z, noktasinin bir komsulugundaki tiim noktalarda
diferansiyellenebilen fonksiyonlar ¢ok daha zengin 6zelliklere sahip olduklarindan, bu
tir fonksiyonlarla calismaya odaklanmak oldukc¢a onemlidir. Bir bagka ifadeyle, bir
noktanin komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilen fonksiyonlar Kompleks
Analizin ilgi alamidir. Bu nedenle, asagidaki tanimda ifade edilecegi lizere bu tiir

fonksiyonlara 6zel bir isim verecegiz.

Tamm 2.2.1 (Analitik Fonksiyonlar) f(z) fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin
uygun bir komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z,

noktasinda analitiktir (veya holomorfiktir) denir.

Eger f(z) fonksiyonu bir B bolgesindeki tiim noktalarda analitik ise f(z) fonksiyonu B
de analitiktir denir. Ayrica, bu ¢alismamiz boyunca, (1.2) deki gibi normalize edilmis
analitik fonksiyonlarin sinifint A ile gosterecegiz. Bu halde, A smifinin kiime

gosterimi

A={fif(z) =2+ Z a,2" ve f(2),U da analitik}

nz2

olarak verilir.

Tamim 2.2.2 (Tam Fonksiyon) Tim kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara

tam fonksiyon denir.

Tamim 2.2.3 (Egri) [a, b] € R olmak iizere siirekli bir y: [a, b] — C fonksiyonuna C de

egri denir.
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Bu tanimda a noktasindaki siirekliligin sagdan ve b noktasindaki siirekliligin soldan
oldugu anlasilacaktir. Ayrica y:[a,b] — C fonksiyonunun kurali parametrik olarak
y(t) = x(t) + iy(t) ile verilir. Ayrica, y:[a,b] — C, y(t) = x(t) + iy(t) egrisini
y(t) = x(t) + iy(t), a <t < b ile de gosterebiliriz. Bir egriyi geometrik olarak [a, b]

araliginin y fonksiyonu altindaki goériintiisii olan sekil ile veririz.

y(t) = x(t) +iy(t), a <t < b egrisi verildiginde y(a) ve y(b) egrinin ug¢ noktalar
olarak adlandirilir. y(a) ya egrinin baslangi¢ noktasi, y(b) ye de egrinin bitis noktasi

ad1 verilir.

Tamim 2.2.4 (Kapah Egri) y:[a, b] — C bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y ya kapali

egri denir.

Tamm 2.2.5 (Basit Kapali Egri) Uc noktalarin ¢akismasi hari¢, kendini kesmeyen

egrilere basit egriler denir.

Yani, y(t) = x(t) + iy(t), a <t < b egrisi [a, b) (veya (a, b]) araliginda bire-bir ise
y(t) egrisine basit egri adi verilir. Buradan anlagilacagi gibi egrinin u¢ noktalarinin
cakigsmasi onun basit egri olusunu etkilemez. Bir egri hem basit hem de kapali olabilir.

Boyle egrilere basit kapali egri (veya Jordan egrisi) denir.

Basit kapali y egrisi, kompleks diizlemi biri smirli digeri sinirsiz iki bolgeye ayirir.
Sinirl bolgeye y basit kapali egrisinin i¢i, sinirsiz bolgeye ise y basit kapali egrisinin

dis1 denir.

Teorem 2.2.6 (Cauchy Tiirev Formiilii) f(z), pozitif yonlii basit kapali y cevresi
icinde ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta olsun. Bu

durumda, n = 0,1,2, ... i¢in
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f®™(zy) = n!f @ __,,
Y

2mi ), (z — zy)"*1

olur.

Teorem 2.2.7 (Taylor Serisi) f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik olsun. O halde,

(n)
=Y L (o gy

n=0

serisine f(z) fonksiyonunun z, noktasinin bir komsulugundaki Taylor serisi denir.

Tamim 2.2.8 (Singiiler Nokta) f fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z, noktasina

f fonksiyonunun singiiler (tekil) noktas1 denir.

Bir f(z) fonksiyonunu analitik olmadig1 bazi noktalarin civarindaki halka bolgelerde
seri ile temsil edebiliriz. Dolayisiyla, z,, f(z) fonksiyonu i¢in bir singiiler nokta ise
f(z) fonksiyonunu z, m bir delinmis komsulugunda Laurent serisi olarak bilinen bir

seri ile temsil edebiliriz.

Tammm 2.2.9 (i) f(z) fonksiyonunun A(R;;R;) ={z:R; <|z—zy| <R,} halka

bolgesinde analitik olsun. O halde,

b, n
f(2) = nzlm*';an(z—zo)

serisine f(z) fonksiyonunun z, noktasi civarindaki Laurent serisi denir.

. b o .
(i) Znﬂﬁ Ve Ys0an(z — z)™ serilerine, sirasiyla, Laurent serisinin esas ve

analitik kismi1 denir.
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Singiiler noktalari, ayrik singiiler nokta ve ayrik olmayan singiiler nokta diye iki kisma

ayiririz.

Tamm 2.2.10 (i) z,, f(z) fonksiyonun bir singiiler noktasi olsun. Eger f(z) fonksiyonu
z noktasinin U*(z,,7) = U(zy, 1) — {2,} delinmis komsulugunda analitik oluyorsa z,

noktasina f(z) fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktas1 denir.

(i) zo, f(z) fonksiyonun bir singiiler noktasi olsun. Eger z, noktasinin her U*(z,, 1)
delinmis komsulugunda f(z) fonksiyonunun en az bir singiiler noktasi varsa z,

noktasina f(z) fonksiyonunun bir ayrik olmayan singiiler noktasi denir.

Ayrik singiiler noktalarin uygun bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik
olacagindan Laurent serisine agilabilir. Bu nedenle, biz ayrik singiiler noktalarla
calisacagiz. Ayrica, bu Laurent seri agilimina bakilarak ayrik singiiler noktalar,
kaldirilabilir singtiler nokta, kutup noktas1 ve esas singliler nokta olmak tizere li¢ kisma

ayrilir. Biz burada sadece kutup noktasini verecegiz.

Tamm 2.2.11 (Kutup Noktas1) z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun. Bu
noktanin uygun bir delinmis komsulugunda, f(z) fonksiyonunun Laurent serisini goz
Oniline alalim. Bu serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa z, noktasina f(z)

fonksiyonunun kutup noktasi (veya kutbu) denir.

Tamim 2.2.12 (Meromorf fonksiyon) f(z) fonksiyonunun bir B bdlgesinde kutup
noktalarindan baska singiiler noktas1 yoksa f(z) fonksiyonuna B bolgesinde meromorf
fonksiyon denir.

Teorem 2.2.13 (Maksimum Modiil Teoremi) f(z), B bolgesinde analitik ancak sabit
olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f(z)|, B bolgesinde maksimum deger

alamaz (Ponnusamy and Silverman 2006).
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B, smurl1 bir bolge ve sabit olmayan f(z) fonksiyonu da bu bolgenin sinirinda siirekli

iginde ise analitik olsun. O halde, |f(z)| maksimum degerini B bélgesinin sinirinda alir.

Teorem 2.2.14 (Minimum Modiil Teoremi) f(z), B bdlgesinde sabit olmayan bir
fonksiyon ve her z € B i¢in f(z) # 0 olsun. Bu durumda |f(z)|, B bdlgesinde

minimum deger alamaz.

B siurl bir bolge, f(z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € B igin f(z) # 0 olsun.
Ayrica f(z) fonksiyonunun B bolgesinin iginde analitik, sinirinda siirekli oldugunu

kabul edelim. O halde, |f (z)| minimum degerini B bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 2.2.15 (Schwarz Lemmasi) f(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun.
Eger bu diskte, |f(2)| < 1, f(0) = 0 sartlar1 saglaniyorsa

If(2)] < z| ve [f'(0)| =1

olur. U diskinde sifirdan farkli en az bir z noktasinda f(z) = |z| olmasi i¢in gerek ve

yeter sart |c| = 1 olmak iizere f(z) = cz olmasidir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Simdi, bircok matematik¢i tarafindan detayli bir sekilde incelenmis olan ve bu

calismamiz boyunca sik¢a kullanacagimiz tinivalent fonksiyon kavramina deginecegiz.

Tamim 2.2.16 (Univalent Fonksiyon) f, B c C bdlgesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her bir z,,z, € B i¢in f(z;) = f(z,) olmas1 sadece z; = z, olmasini gerektiriyorsa (
veya z; # z, olmast f(z,) # f(z,) olmasim gerektiriyorsa) f fonksiyonuna B

bolgesinde tlinivalent (yalinkat veya schlict) fonksiyon adi verilir (Duren 1983).

Bu ¢aligmamiz boyunca (1.2) deki gibi normalize edilmis, U birim diskinde analitik ve

tinivalent fonksiyonlarin smifi § ile gosterilecektir. Yani,
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S ={f:U - C: f(2), U daanalitik, iinivalent, f(0) = 0 ve f'(0) = 1}
dir.
Geometrik olarak, bir {inivalent fonksiyon basit egrileri basit egrilere doniistiiriir.

Analitik ve linivalent fonksiyonlar ise basit baglantili bolgeleri basit baglantili bolgelere

resmeder.

Teorem 2.2.17 f analitik fonksiyonu verilmis olsun. Eger f fonksiyonu bir B

bolgesinde tinivalent ise her z, € B igin f'(zy) # 0 dir.

Asagida S sinifina ait baz1 fonksiyon drnekleri verilmistir:

(i) f(2) = Log (g) fonksiyonu U birim diskini {—g <Imz < g} sonsuz seridi iizerine

resmeder.

(i) f(z) = 1ZTZ =z+2z?+z3+ - fonksiyonu altinda U birim diskinin goriintiisii

{w =u + iv: Rew > —1/2} kiimesidir.

(iii) f(z) =— =2z + 23+ z° + - fonksiyonu altinda U birim diskinin goriintiisii

1-2z2

C— {(—00, —%] U E 00)} bolgesidir.
(iv) k(z) = (1_;2)2 =z+2z%>+ 323+ fonksiyonu Koebe fonksiyonu olup bu

fonksiyon tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok dnemli bir yere sahiptir. Bu fonksiyon

altinda U birim diskinin goriintiistinii bulmak i¢in, Koebe fonksiyonunu

=32 |
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seklinde diizenleyelim ve

+z, u,(z) = u?(z) ve uz(2) = i[uz(z) —1]

1
u(z) = 1
diyelim. Bu halde, k(z) = (uz o u; o u;)(z) oldugu kolaylikla goriilebilir. u; Mobius
doniistimii olup U birim diskini, sinir1 imajiner eksen olan sag yar1 diizleme resmeder.
Uy, u; In karesi doniistimii olup sag yari diizlemi negatif reel eksen boyunca uzanan
yarik harig¢ tiim kompleks diizleme resmeder. u; ise, bu son bolgeyi bir birim sola Steler

ve Y4 ile garpar.

=

Sekil 2.1. Koebe fonksiyonu altinda U birim diskinin goriintiisii

f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir komsulugunda iinivalent ise f(z) fonksiyonuna yerel

tinivalent fonksiyon denir.

Teorem 2.2.18 Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel {inivalent olmasi i¢in

gerek ve yeter sart f'(z,) # 0 olmasidir.

f'(zy) # 0 sart1 f(z) analitik fonksiyonunun tinivalent olmasi igin gerekli ancak yeterli
degildir. Bir bagka ifadeyle, eger f analitik fonksiyonu bir B bolgesinde tinivalent ise bu

bolgedeki her bir z, noktasi i¢in f'(zy) # 0 dir. Bu ifadenin tersinin her zaman dogru
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olmasi gerekmez. Asagidaki ornek yerel {inivalent ve tinivalent fonksiyonlar arasindaki

iligkinin anlasilmas1 bakimindan 6nemlidir.

Ornek 22.19 D={z€C:1<|z| <2, 0<argz<3m/2} bdlgesi ve f:D - C,
f(z) = z? fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonu D bolgesinde analitiktir. Ayrica, her
bir zo € D i¢in f'(zy) = 22y # 0 oldugundan f fonksiyonu D bdélgesinde yerel

tinivalenttir. Ancak,
f( 3 4 3 > f( 3 3 ) 9.
—t—i|=f|l——=——=i| =i
V2 22 V2 2v2/ 4

oldugundan f fonksiyonu D bolgesinde iinivalent degildir. Fakat, fonksiyonun tanim
bolgesi D; = {z € C: (Re(z) — 1)? + Im(2)? < i} ={(x,y) ER%:(x—1)2+y2 < i}

almirsa, f(z) = z? fonksiyonu D, bdlgesinde iinivalent olur.

Eger f(z) analitik fonksiyonu bir B bolgesinde yerel tnivalent ise f'(z) tiirev
fonksiyonu z € B noktasinda f(z) fonksiyonunun yerel geometrik davranigini belirler.
|f'(2)| uzunluklar igin yerel biiylime miktarim1 ve argf’(z) ise yerel donme miktarini
verir. Ayrica, f: B — C analitik doniisiimiiniin Cauchy-Riemann denklemlerini sagladig:
gbz oniinde bulunduruldugunda bu déniisiimiin Jacobian determinant1 |f'(z)|? olur.
Teorem 2.2.17 dikkate alindiginda, analitik bir fonksiyonun Jacobian determinantinin
sifirdan farkli olmas1 bu fonksiyonun yerel iinivalent olmasi igin gerek ve yeter sart

olarak verilebilir.

Tanim 2.2.20 (Konform Déniisiim) f: B ¢ C — C siirekli doniisiimii verilsin. Eger bir
Zy € B noktasindan gegen ve aralarinda a agis1 yapan herhangi iki diizgiin y; ve y,
egrilerinin f(y1) ve f(y,) gorilintii egrileri de wy = f(z,) noktasinda aralarinda yon ve
biiyiikliik bakimindan ayni a agist yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, noktasinda bir

konform doniisiimdiir denir.
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Teorem 2.2.21 f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) #0 ise f, z,

noktasinda konform bir doniisiimdiir denir (Duren 1983).

Sonug olarak, bir bolgede analitik ve tinivalent bir fonksiyon konform doniistimdyir.

Tamim 2.2.22 (Riemann Doéniisiim Teoremi) Kompleks diizlemin her basit baglantili
bir D ¢ C bolgesi, U birim diski lizerine konform olarak resmedilir. Ayrica, z, € D
olmak tizere f(zy) = 0 ve f'(z,) > 0 sartin1 saglayan ve D bolgesini U birim diski

tizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir (Duren 1983).

Teorem 2.2.23 (Liouville Teoremi) Tam ve sinirh bir f(z) fonksiyonu sabittir.

2.3. Univalent Fonksiyonlarin Bazi Altsiniflar

Tamim 2.3.1 (Yildizil Kiime) B c C kiimesi verilsin ve w, € B olsun. Bu durumda, her
w € B igin {(1 — t)w + tw,} S B ise B kiimesine w, noktasma gore yildizil (starlike

veya star-shaped) kiime denir.

Yani, B kiimesindeki sabit bir w, noktasini her bir w € B noktasina birlestiren dogru
parcas1 tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye w, noktasina gore yildizil kiime denir.
Bir baska ifadeyle, wy € B noktasindan ¢ikan her bir 151n B kiimesinin sinirin1 bir tek
noktada kesiyorsa B ye yildizil kiime denir. Eger w, noktasi 6zel olarak orijin segilirse,

bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad1 verilir.

Tamim 2.3.2 (Yildizil Fonksiyon) Bir f € § fonksiyonu U birim diskini f(z,) = wy
noktasima gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna z, noktasina gore
yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak, f € S fonksiyonu U birim diskini orijine gore
yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna, kisaca, yildizil fonksiyon denir
(Graham and Kohr 2003).
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Yildizil fonksiyonlarin sinifi S* ile gosterecegiz. O halde, S* siifin1 analitik olarak

asagidaki gibi verebiliriz:

Teorem 2.3.3 f € § fonksiyonu verilmis olsun. f nin yildizil fonksiyon olmasi igin

gerek ve yeter sart

zf'(z)
Re<f(z)>>0, zEU

olmasidir.

Re (Z;;S)) >0 sartin1, arg{f(z)}, arg{z} nin artan bir fonksiyonudur seklinde

geometrik olarak yorumlamak miimkiindiir. Yani, arg{z} arttik¢a arg{f(z)} de artar.

Ayrica, bu sartin saglanmasi f(U) nun yildizil bir bolge olmasini gerektirir ancak f nin

{inivalentligini garanti etmez. Ornegin  f(z) = z? fonksiyonunu ele alalim.

Re (Z}C(S)) =2>0 ve f(0) =0 olmasina ragmen f(z) = z> fonksiyonu U birim

diskinde tnivalent degildir. Ayrica, U birim diskini yildizil bir bdlgeye resmeden
tinivalent olmayan bir fonksiyonun orijindeki tiirevi sifir olur. Sunu da vurgulayalim ki

f(z) =z% ¢ S dir.

Teorem 2.3.4 f(z) fonksiyonu (1.2) deki gibi seri agilimina sahip S* sinifina ait bir

fonksiyon olsun. O halde, |a,| <n,(n = 2,3,...) dir.

Yukarida verilen teorem 1920 yilinda Nevanlinna tarafindan ifade ve ispat edilmistir.
Bu teorem S* smifindaki fonksiyonlar igin Bieberbach tahminin dogrulugunu
gostermesi agisindan son derece Onemlidir. Esasen, bu teoremden sonra Bieberbach
tahminin dogru olduguna dair umutlar artmistir. Ancak, bir Onceki bdliimde
ayrintilartyla ifade edildigi iizere, bu teoremden ¢ok uzun yillar sonra Bieberbach

tahmininin § siifindan fonksiyonlar i¢in de dogrulugu gosterilebilmistir.
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Simdi, S§* smifinin en O6nemli alt siniflarindan biri olan S mertebeden yildizil
fonksiyonlarin sinifi verecegiz. Bu smif, ilk olarak, 1936 yilinda M.S. Robertson

tarafindan ¢alisilmisgtir.

Tanmm 2.3.5 f(z) € S olsun. O halde, 0 < 8 < 1 igin

zf'(z)
Re<f(z)>>ﬁ, z€EU

ise f(z) fonksiyonuna 8 mertebeden yildizil fonksiyon denir.

B mertebeden yildizil fonksiyonlarm sinifint $*(B) ile gosterecegiz. Bu halde, S*(8)

sinifinin kiime gdsterimi

. A (2 (@)
S (ﬁ)—{fes.Re<f(Z)>>ﬁ, zeu}

olur.

Acikca goriilebilecegi tizere, f = 0 i¢in, S*(0) = S* dir. Yani, S*(B) € $*(0) = S~
dir.

Tanmim 2.3.6 (Konveks Kiime) B c C kiimesi verilsin. Her w;,w, € B igin

{tw; + (1 — t)w,} S B ise B kiimesine konveks kiime denir.

Bu tanim geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir: Her wy, w, € B i¢in w; noktasini
w, noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B i¢inde kaliyorsa B ye konveks kiime

ad1 verilir.

Tamm 2.3.7 (Konveks Fonksiyon) Eger bir f € § fonksiyonu U birim diskini konveks
bir kiimeye resmediyorsa bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon adi verilir. Normalize

edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir.
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Asagidaki teorem konveks fonksiyonlarin analitik tasvirini vermektedir.

Teorem 2.3.8 f € C olsun. Bu durumda,
Zf”(Z))
Rel{l+——]>0, ZzEU
( f'(2)

dir.

Teorem 2.3.5 ve Teorem 2.3.8 teoremleri dikkate alindiginda J.W. Alexander tarafindan

verilen asagidaki 6nemli sonucu elde edebiliriz.

Teorem 2.3.9 f: U — C analitik fonksiyon olsun. O halde, f nin konveks olmasi i¢in

gerek ve yeter sart zf” nin yildizil olmasidir.

Asagidaki teorem 1917 yilinda Loewner tarafindan ifade ve ispat edilmis olup
Bieberbach tahmininin konveks fonksiyonlarin C smifi i¢in dogrulugunu gostermesi

bakimindan 6nemlidir.

Teorem 2.3.10 f(z) =z+ Y2 a,2" € C fonksiyonu verilmis olsun. Bu halde,
la,| <1 (n=1.2..)dir.

Bu teorem icin birim diski konveks bir bolgeye resmeden f(z) =é fonksiyonu
ekstremal fonksiyondur. Dikkat edilecek olursa, zf'(z) = ﬁ Koebe fonsiyonudur.

Koebe fonksiyonu S* sinifi igin ekstremal fonksiyondur. Ayrica, f € S (ya da f € S¥)
icin f(U) € U(0,1/4) iken f € C = f(U) cU(0,1/2) dir.

Tamm 2.3.11 f € S fonksiyonu verilmis olsun. Eger, 0 < f < 1 igin,
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Zf”(Z)
Re<1+f,(z)>>ﬁ, zeU

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna S mertebeden konveks fonksiyon denir.

mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi C(f) ile gosterilir.

Konveks fonksiyonlarin sinifi C ile f mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi C(f)

arasinda C(B) € C(0) = C bagntis1 vardir.

Asagidaki teorem, konveks ve yildizil fonksiyon siniflar1 arasinda var olan Alexander
bagmtisinin, [ mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlar sinifi i¢inde gecerli

oldugunu gostermesi bakimindan olduk¢a énemlidir.
Teorem 2.3.12 f(z) € C(B) olmasi igin gerek ve yeter sart zf'(z) € S*(f) olmasidir.

Tim bu incelemelerin 1s1ginda su 6nemli ¢ikarimi yapabiliriz: C, S* ve § fonksiyon

siiflar arasinda C € S* © § seklinde bir kapsama bagintis1 vardir.

Tamim 2.3.13 (Univalentlik Yarigap) f € A fonksiyonu verilmis olsun. f fonksiyonu
U, diskinde tiinivalent olacak sekilde belirlenen en biiyiik p, reel sayisina f

fonksiyonunun tinivalentlik yaricap1 denir.

Tamim 2.3.14 (Yildizilhik Yaricapr) f fonksiyonu (1.2) deki gibi tanimlanmis olsun. O
halde, 0 < B < 1 igin,

zf' (Z))

) >B,  zeU, } (2.1)

rE(f)=sup{r>0:Re<

reel sayisina f fonksiyonunun g mertebeden yildizillik yarigapi denir.
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Bu tanima gore, 73 (f) bigiminde gosterdigimiz bu yarigap w = f(z) € § fonksiyonu
altinda orijine gore yildizil bir bolgeye resmedilen U, ¢emberlerinin r yarigaplar igin
bir iist siirdir. Ayrica, 15(f) = r*(f) reel sayis1, f(U,»(s)) goriintii bolgesi orijine

gore yi1ldizil bir bolge olacak sekilde, en biiyiik yaricaptir.

Tamm 2.3.15 (Konvekslik Yarigapi) f fonksiyonu (1.2) deki gibi tanimlanmis olsun.
O halde, 0 < S < 1 i¢in,

cren ; zf" (2)
13°(f) =sup{r>0: Re| 1+ > P, z €U, (2.2)

reel sayisina f fonksiyonunun f mertebeden konvekslik yarigapi denir.

Yukaridaki agiklamaya benzer olarak: 7q(f) = r°(f) reel sayisi, f(Upcs)) goriintii
bolgesi konveks bir bolge olacak sekilde en biiyiik yarigaptir.

Simdi, tnivalent fonksiyonlar teorisinde olduk¢a Onemli subordinasyon kavramini

verecegiz.
Tanim 2.3.16 f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 U birim diskinde analitik fonksiyonlar olsun.
Eger,
f@=g(w@), (z2I<1)
olmak tizere, w(0) =0 ve |w(z)| < 1 sartlari1 saglayan U birim diskinde analitik

w(z) fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonu g(z) fonksiyonuna subordinedir denir ve

f(2) < g(2) ile gosterilir.

Lemma 2.3.17 g(z) fonksiyonu U birim diskinde iinivalent olsun. Bu durumda,

f(z) < g(z) olmast igin gerek ve yeter sart £(0) = g(0) ve f(U) < g(U) olmasidir.
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S smifina ait olmayan ancak geometrik fonksiyonlar teorisindeki bir ¢ok problemin
¢cozlimiinde oldukca Onemli olan fonksiyon siniflar1 da mevcuttur. Bu fonksiyon

siiflarindan birkag1 agsagida verilmistir.

Tamm 2.3.18 (Carathéodory Sinifi) U birim diskinde p(0) =1 ve Re(p(z)) >0
kosulunu saglayan p(z) =1+ Y,>1Pn2" seklindeki analitik fonksiyonlarin
olusturdugu siifa Caratheodory sinifi ya da g smifi denir (Pommerenke 1975).

z € U olmak tizere f(z) = g fonksiyonu g smifina ait olup, bu fonksiyon U birim

diskini sag yari1 diizleme resmeden konform bir donlisimdiir. g sinifina ait bir
fonksiyonun iinivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z) = 1 + z™ fonksiyonu g sinifina

ait olmasina ragmen n € N,n = 2 i¢in tinivalent degildir.

Lemma 2.3.19 p € % olmak iizere p(z) = 1 + p;z + p,z2 + -+ fonksiyonu verilmis

olsun. O halde,

|pn| S 21 (n = 1,2, ...)

dir (Pommerenke 1975).

Lemma 2.3.20 p € g olsun. O halde, baz1 |x| < 1 ve |z| < 1 igin,

2p, = p? + x(4 —p?)
ve

4ps =pi +2(4 —pDpix —p1 (4 —pDx? +2(4 —pD) (1 — |x|?)z

dir (Grenander and Szegd 1958).
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Tamm 2.3.21 U birim diskinde ¢(0) =0 ve |@(z)| < 1 sartlarin1 saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarinin smifi denir ve Q ile

gosterilir (Graham and Kohr 2003).

 sinifina ait fonksiyonlarla Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi 6nemli

bir bag vardir:

1+ ¢(2)

1_—(/)(2), (p(Z) € Q.

p(z) € p = pl2) =

g smifi ile tinivalent fonksiyonlarin alt siniflar1 arasinda da yakin bir iligki vardir.

Teorem 2.3.22 f(z) analitik fonksiyonunun U birim diskinde yi1ldizil olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

zf'(2)
f(2)

€

olmasidir (Pommerenke 1975).

Teorem 2.3.23 f(z) analitik fonksiyonunun U birim diskinde konveks olmasi igin

gerek ve yeter sart

zf"(2)

e

€

olmasidir (Pommerenke 1975).

Simdi geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan Hadamard ¢arpimi

(ya da konviilasyon) kavramini tanimlayalim.

Tamm 2.3.24 f, g € A fonksiyonlari
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f(z)=z+2anz", g(z)=z+2bnz”

n22 n22

seklinde verilmis olsun. O halde, f ve g fonksiyonlarmin Hadamard ¢arpimi (ya da

konviilasyonu)

(F D@ =2+ ) aphyz"

n=2

seklinde tanimlanir.

Bu tanima gore f * g = g * f olur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde tezin temel kisimlarinin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve
teoremlerin yanmi sira konularin daha iyi anlasilmasini saglayacak bazi 6rnekler

sunulmustur.
3.1. Bi-iinivalent Fonksiyonlar ve Alt Siniflar

Bu kisimda, tezimizde olduk¢a énemli olan, bi-iinivalent fonksiyonlar ve onun bazi alt

siiflarini verecegiz.

Asagidaki teorem 1907 yilinda Koebe tarafindan verilmis ve 1916 yilinda da

Bieberbach tarafindan ispat edilmistir.

Teorem 3.1.1 (Koebe-1/4 Teoremi) f €S ve U birim diski verilmis olsun. Bu
durumda, f(U) D Uy 4 = {w: |w| < 1/4} olur.

Bu teoreme gore, f fonksiyonu (1.2) deki gibi normalize edilmis {inivalent bir
fonksiyon ise bu f fonksiyonu altinda U birim diskinin gériintiisii 1/4 yarigapl Uy /4
diskini ihtiva eder. Bir baska ifadeyle, w & f(U) ise [w| = 1/4 olur. Ayrica, Sekil 2.1

!
incelediginde @ = i sayist kesindir. Ayrica, f € A olmasi durumunda bu teoremin

gecerli olamayacagina dikkat etmeliyiz. Bir baska deyisle, bu teoremde f

fonksiyonunun iinivalent olma kosulu kaldirilamaz.

Yukaridaki teoremde ifade edilen Koebe-1/4 teoreminin bir sonucu olarak § sinifina ait
bir f(z) fonksiyonu f~1(z) ters fonksiyonuna sahiptir. Yani f € S olmak iizere
f~1: f(U) - U ters fonksiyonu

fHF@) =z @ewve f(Fw) = w, (wl <ro(f); ro(F) 27
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seklinde tanimlanir. Ayrica, bazi temel hesaplamalarm sonucunda, f~! ters

fonksiyonunun, w € f(U) olmak iizere,
f7w) =w —a,w? + (2a% — az;)w? — (5a3 — 5aa3 + a)w?* + - (3.1)

seklinde bir seri agilimina sahip oldugu kolayca goriilebilir. Ancak f € § olmasima
ragmen, f~1(z) ters fonksiyonunun § smifindan bir fonksiyon olmasi yani {inivalent
olmasi gerekmez. Hem kendisi hem de tersi U birim diskinde {nivalent olan
fonksiyonlara bi-tinivalent fonksiyonlar diyecek ve bi-iinivalent fonksiyonlarin sinifini
o ile gosterecegiz. o smifindaki fonksiyonlarla ilgili ilk ¢alisma 1967 yilinda Lewin

tarafindan yaymlanmistir. Asagida o sinifina ait bazi fonksiyon 6rnekleri verilmistir.

f1(z) = log (%), f2(2) = z, f3(2) = %, fa(2) = —log(1 — 2).

Yukaridaki fonksiyonlarin her birinin goriintii bolgesinin U birim diskini ihtiva ettigine
dikkat ediniz.

Ancak, Koebe fonksiyonu U birim diskinde iinivalent olmasina ragmen o sinifina ait
degildir. Ayrica asagidaki fonksiyonlarin her biri U birim diskinde {inivalent olmasina

ragmen o sinifina ait degillerdir.

2

91(2) =z X 92(2) =

Z
1—2z%

Yukarida verilen fonksiyonlarin ve Koebe fonksiyonunun goriintii bolgesinin U birim

diskini ihtiva etmedigine dikkat ediniz.

Simdi ¢alismamizda 6nemli bir yere sahip olan bi-linivalent fonksiyonlarin bazi alt

siniflarini verecegiz:
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Tammm 3.1.2 Hem kendisi hem de tersi U birim diskinde yildizil (konveks) olan

fonksiyonlara bi-yildizil (bi-konveks) fonksiyon denir.

Bu c¢alismamiz boyunca, bi-yildizil fonksiyonlarin siifim1 S5 ile ve bi-konveks

fonksiyonlarin sinifini ise C,; ile gosterecegiz.

Tamm 3.1.3 Hem kendisi hem de tersi U birim diskinde g (0 < f < 1) mertebeden

yildizil (konveks) fonksiyonlara g mertebeden bi-yildizil (bi-konveks) fonksiyon denir.

Bu ¢alismamiz boyunca  mertebeden bi-yildizil fonksiyonlarin simifim1 S;(B8) ve S

mertebeden bi-konveks fonksiyonlarin sinifini ise C, (f) ile gosterecegiz.

Simdi calismamizda 6nemli bir yere sahip olan Hankel determinantini tanimlayacagiz.

Tanum 3.1.4 (Hankel Determinanti) n,q € N olmak iizere, herhangi bir f € A

fonksiyonunun H, (n) Hankel determinanti

n n+l n+q-1
a a v a
Hom= % 7 Y@= (32)
an+q—l a‘n+q "' a‘n+2q—2

seklinde tanimlanir (Noonan and Thomas 1976).

Tanimdan kolayca goriilebilecegi iizere

a

a
Hy(1) = |a2 0

a a
— 2 —[72 3 2
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olur. H,(1) ve H,(2) Hankel determinantlari, sirasiyla, Fekete-Szeg6 fonksiyoneli ve
ikinci Hankel fonksiyoneli olarak bilinir. Pek ¢ok matematik¢i tarafindan, iinivalent ve
bi-tinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflarina ait fonksiyonlarin Hankel determinanti

i¢in (6zellikle H,(1) ve H,(2) fonksiyonelleri i¢in ) tist sinirlar elde edilmistir.
3.2. Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Tanim 3.2.1 Rez > 0 olmak lizere

(0e]

I'(2) =Je"ttz"1dt

0

fonksiyonuna gamma fonksiyonu adi verilir.
Bu tanimda gegen integral ikinci tiir Euler integrali olarak bilinir.

Tanim 3.2.2 (Pochhmmer (Apell) sembolii) I', gama fonksiyonunu gostermek iizere

n € Nyg,a € Cvea # 0,—1, -2, ... olmas1 durumunda

_Tla+n) 1, n=0
(a)n_W_{a(a+1).--(a+n—1), n#0

seklinde tanimlanir.

Eger a ve (a+n) negatif tamsay1 ise (a), = limtﬁolﬂgfz:—z:)t) formiili gegerlidir.

Pochhammer sembolii i¢in (a),4+1 = (a + n)(a), esitligi her zaman saglanir.

Tamm 323 z(1-2u"(z2)+(c—-(a+b+1)z)u'(z) —abu(z) =0 ikinci
mertebeden hipergeometrik diferansiyel denkleminin a,b,c € C,c # 0,—1,—-2,... ve

(a),, Pochhammer sembolii olmak lizere,
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(@n(b)nz"

F(ap}bPC;Z) = ZFl(a"b; G Z) = n'(c)
: n

n=0

, lz| <1

seklindeki 6zel ¢oziim fonksiyonuna Gauss hipergeometrik fonksiyonu ad1 verilir.

Tamm 3.2.4 p,q = 1 sartin1 saglayan birer tam say1, ay,ay, ..., y; by, b, ..., by birer

kompleks say1 ve her k € {1,2, ..., q} i¢in by, # 0,—1, —2, ... olmak iizere

(a)n(az)y - (ap)n z"
F,(a,a,,..,a,;by,by,..,b,;2) = s
p q( 1,a; ps D1, D2 q ) L (b1)n(b2)n - (bg)n n!

fonksiyonuna genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon adi verilir.

Tamim 3.2.6 (Bessel Fonksiyonu) p, reel ya da kompleks bir say1 ve z € C olmak iizere

z?2u"(z) + zu' (2) + (2% — pHu(z) = 0

ikinci mertebeden homojen diferansiyel denklemine Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin bir 6zel ¢6ziimii olan

(_1)71 7\ 2N+Dp
Ip(2) = Z nT(p+n+1) (E) (3.3)

nz0
fonksiyonuna ise, p mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu adi verilir.

Tamim 3.2.7 (Mittag-Leffler Fonksiyonu) z € C olmak {izere,

Zn
=3 e re( >0
a(2) 0F(noz+1) @ e(@) >
n=
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fonksiyonuna Mittag-Leffler fonksiyonu denir.

Mittag-Leffler fonksiyonu genellestirilerek
Zn
=) —,a,fECR >0,R >0
Fap(®) Zor(m 5y @B € CRe(@) > 0,Re()
nz

seklinde de verilebilir. Bu da genellestirilimis Mittag-Leffler fonksiyonu olarak bilinir.
E,(z) fonksiyonu 1903 yilinda Mittag-Leffler tarafindan tanimlanmis ve galisilmistir.
E,(z) fonksiyonunun genellestirilmis bir hali olan E, z(z) fonksiyonu ise 1905 yilinda

Wiman tarafindan ¢alisilmistir.

Not 3.2.8 Asagida verilen ifadeler Tanim 3.2.7 nin dogrudan bir sonucudur

O By = 1l <1,
(i @ =¢,
(i Faa () = By (2).

Simdi, birinci tiir Bessel fonksiyonu ile yakindan iligkili olan ve E.M. Wright (1933)
tarafindan ¢alisilan Wright fonksiyonunu tanimlayacagiz. Bu ¢alismamizda Aktas et al.
(2017a, 2017b) tarafindan birinci tip Bessel fonksiyonu igin elde edilen sonuglari
genellestirerek Wright fonksiyonu i¢in benzer sonuglar elde ettik. Bu bakimdan, asagida
tanimlayacagimiz ve ilerleyen kisimlarda da bazi temel Ozelliklerini sunacagimiz

Wright fonksiyonu olduk¢a 6nemlidir.

Tanmim 3.2.9 (Wright Fonksiyonu) p > —1 ve z, € C olmak iizere
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n

d(p,B;2) = Z - (3.4)

n!T(np + B)

nz=0

6zel fonksiyonuna Wright fonksiyonu denir (Gorenflo et al. 1999).

Bu fonksiyon, esasen, p > 0 i¢in Wright tarafindan boliintiilerin asimptotik teorisi ile
ilgili arastirmalariyla iliskili olarak tanimlanmist1 (Wright 1933). Ayrica 6nemli bir not
olarak, p > —1 i¢in Wright fonksiyonunun bir tam fonksiyonu oldugunu vurgulayalim.
Dolayisiyla tezimizin bazi kisimlarinda tam fonksiyonlar teorisindeki bazi 6zellikleri

Wright fonksiyonuna uygulayacagiz.

Not 3.2.9 (3.3) ve (3.4) csitlikleri goz Oniine alindiginda, v mertebeden birinci tip

Bessel fonksiyonu ile Wright fonksiyonu arasinda

-V

b (1,1/ +1; —%22) = (%) J,(2) (3.5)

iligkisi oldugu kolaylikla goriilebilir. Bundan dolay1 ¢(p,;z) Wright fonksiyonu,

Jv(2) Bessel fonksiyonunun genellestirilmis hali olarak diistiniilebilir.
3.3. Tam Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri

Bilindigi iizere tiim kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon
denir. Bu kisimda tam fonksiyonlarla calisacagiz ve asagidaki ii¢ soruya cevap

arayacaglz:

1. Bir tam fonksiyon nerede sifir olur? (z,), C de limit noktasina sahip olmayan
kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda, sadece bu dizinin terimlerinde sifir
olan bir tam fonksiyon vardir. Aslinda, bu istedigimiz fonksiyonun insast Euler’in

sinmz i¢in verdigi ¢arpim formiiliinden esinlenerek olusturulmus olsa da bu kisimda
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ilave bazi diizenlemeler gerekmektedir. Bu diizenlemeleri Weierstrass kanonik ¢arpim

teoreminde gorecegiz.

2. Tam fonksiyonlarin sonsuzdaki biiylimesi nasildir? Burada, konular su 6nemli ilke
ile kontrol edilmektedir: bir fonksiyon ne kadar biiyiikse, o kadar ¢ok sifira sahip
olabilir. Bu durum polinomlarda kendini agik¢a gostermektedir. Cebirin temel
teoreminden, derecesi d olan bir P polinomunun sifirlarinin sayisi tam olarak, P nin

biiytime mertebesindeki iis olan d dir. Yani;

sup |P(z)| = R, R — oo.
R

|z|=

Bu genel ilkenin tam hali, bu kisimda verecegimiz, Jensen formiiliinde bulunmaktadir.
Bu kisimda sunulan teoremlerin ¢ogunun merkezi olan bu formiil, bir diskte bir
fonksiyonun sifirlarinin sayisi ile bu disk tizerinde fonksiyonun (logaritmik) ortalamasi
arasindaki yakin iliskiyi gostermektedir. Aslinda, Jensen formiilii bu kisim igin bir

baslangi¢ noktasi olusturmaktadir.

3. Tam fonksiyonlar sifirlar1 vasitasiyla ne dlgiide belirlenebilir? Bir tam fonksiyon
sonlu bir (iistel) biiytime mertebesine (growth order) sahipse, o0 zaman bu tam fonksiyon
sifirlar1 vasitasiyla belirlenebilir. Bu iddianin tam hali ileride verecegimiz Hadamard

carpim teoremidir.

Teorem 3.3.1 (Jensen Formiilii) f(z) fonksiyonu |z| < R de analitik olsun. Kabul
edelim ki, f(0) # 0 ve ry, 1y, ..., 1, ler |z| < R diskinde f(z) fonksiyonunun sifirlarinin
azalmayan bir dizi olarak diizenlenmis modiilleri olsun. Eger 7, < r < 1,,, ise, bu

durumda,

27T
*f(0 1 .
logm = Ef log|f (re?)| de.
0

Ty Ty
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Jensen formiild, bir fonksiyonun modiilii ile fonksiyonun sifirlarinin modiilii arasindaki
iliskiyi verir. Ayrica, Jensen formiili bir analitik fonksiyonun biiylimesini bu
fonksiyonun bir disk igerisindeki sifirlarinin sayisi ile iligskilendirmemize imkéan

vermektedir.

Simdi, bir tam fonksiyonun biiylime mertebesi kavramini tanmimlayalim: f bir tam

fonksiyon olsun.

If(2)] < e, |z| =7 >,
olacak sekilde pozitif bir A sayisi varsa f fonksiyonu sonlu biiyiime mertebesine sahiptir
denir. Ag¢ik¢a goriilecegi iizere, bu esitsizlik belli bir A i¢in dogruysa A’ > A i¢in de

dogrudur. Boylelikle, bu esitsizligi saglayan sonsuz ¢coklukta 4 > 0 sayis1 vardir.

Bu A larin alt simirina f fonksiyonunun biiyiime mertebesi denir ve genellikle p ile

gosterilir. Yani, p = infA dir. O halde, € > 0 verildiginde
If@Dl<e™,  lzl=r>r
olacak sekilde bir r, sayist vardir. Bu ise, r — 400 i¢in M(r) > e"”"* iken
M) =maxlf (D] <e™™, 1>

olmasin1 gerektirir. Boylelikle, r — +oo i¢in

loglog M (r loglog M(r
glog ()<p+€Ve glogM(r)

> —
logr logr p—¢

oldugundan
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y loglog M (r)
= limsup ——
PN logr

yazilir.
Ornegin F(z) = e®” fonksiyonun biiyiime mertebesini elde edelim. z = x + iy denilirse

|F(z)| = eRe(e) = ge™cosy < g™ < g€
elde edilir. Boylece
M@) = e
yazilir. Bu durumda,

loglogM(r) 7

— 00 (r - )

logr ~logr
olur. Bu halde F(z) fonksiyonunun biiyiime mertebesi p = oo dur.

Eger bir tam fonksiyonun Kuvvet serisi biliniyorsa, bu fonksiyonun biiyiime mertebesi

katsayilara bagh bir formiil ile de verilebilir.

Teorem 3.3.2 f(z) = Xps0 anz™ tam fonksiyonunun biiyiime mertebesinin p olmasi

i¢in gerek ve yeter sart

nlogn )

= limsu (—
P P\ Zloglan]

n-—-+oo

(3.6)

olmasidir.

Simdi, bu teoremin uygulamasina doniik baz1 6rnekler verecegiz.
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Ornek 3.3.3 (i) f(2) = Zml%, (k > 0) fonksiyonunu ele alalim. Ag¢ik¢a goriildiigi

uzere
1
a, = m
dir. O halde,
Y nlogn
p = limsup 1
n—-oo — log (W)
i nlogn
h lfqn—?ogp knlogn
d 1
Tk
bulunur.

(i) Simdi ise, (3.4) deki gibi tanimlanmis Wright fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda,

acikeca goriilebilecegi tizere

1
I = I'(na + B)

dir. Bu halde, n! =T'(n + 1)

logT'(bn + ¢)
im———==»b
n-o  nlogn

oldugu goz dniine alindiginda Wright fonksiyonunun biiylime mertebesi
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) nlogn
p = limsup 1
e = (| e )
n!'I'(na + B)
) nlogn
= limsup
n-oo log(n!T(na + B)) 3.7)
I nlogn
= limsu
n—>oop log(T(n + 1)) + log(I'(na + B))
1
T 1l+ta

olarak bulunur.

Teorem 3.3.4 Eger f tam fonksiyonunun biiyiime mertebesi p ise f’ fonksiyonunun

biiylime mertebesi de p olur.

Tamim 3.3.5 k negatif olmayan bir tam say1 olmak tizere

11—z k=0

E(z; k) ={

1 2 1 k

E(z; k) fonksiyonu sonsuz ¢oklukta sifirlara sahip olan bir tam fonksiyonun ¢arpimsal

halini temsil etmektedir.

Teorem 3.3.6 (Weierstrass Carpim Teoremi) a, = 0,a4,a,, ..., a,, ... kompleks
sayilarin C de y18i1lma noktas1 olmayan bir dizisi olsun. Bu durumda, sifirlar1 sadece bu

dizinin terimleri olan en genel tam fonksiyon

F(z) = eM@zm H E(ai: kn) (3.8)

nz1
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olur. Burada m > 0, a, = 0 terimindeki sifirlarin katliliginin derecesi (ki bu dizinin kag

kn+1 L
| serisinin

teriminin sifir oldugu anlamini da tasir); k,, ler de her z € C i¢in }},,;5¢ ai

yakinsakligin1 saglayacak negatif olmayan tam sayilar ve h(z) keyfi bir tam

fonksiyondur (Gonzalez 1992).

Tamim 3.3.7 Y01 — B serisi yakinsak olacak bigimde negatif olmayan k tam sayilari

|k+1
varsa, bu k tam sayilarinin en kiigiigiine, (a,) dizisinin ve dolayisiyla da

[lhs1 E (az—n ; k) sonsuz carpiminin ranki denir. Eger boyle bir k sayisi bulunamiyorsa,

bu ¢arpimin ranki sonsuzdur diye sylenir.

Ayrica, k sonsuz ¢arpimin rankini géstermek iizere, her n icin, k,, = k alinirsa sonsuz

carpim [[,51 E (aZ—n ; k) bigciminde yazilabilir. Bu tlirden sonsuz carpimlara diizgiin

carpim adi verilir. Tim bu agiklamalar 1s181inda, eger (a, ) kompleks say1 dizisinin ranki

k olarak alinacak olursa (3.8) esitligi

F(z) = eh@zm 1_[ (1 _ _> eazn ;(an) +"‘+%(ain)k

nz1

bigiminde yeniden yazilabilir. Ayrica, ranki k olan dizgin carpimi

P(z) =[lp1 E (ai; k) ile gosterecek olursak, yukaridaki son esitlik
F(z) = e"?2zmPp(2)
bi¢giminde daha kisa olarak diizenlenebilir.

Teorem 3.3.8 (Hadamard Carpim Teoremi) F(z) tam fonksiyonunun mertebesi sonlu

bir p sayis1 olsun. O halde, h(z) fonksiyonu der[h(z)] < p olacak sekilde bir polinom,
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m = 0, F(z) fonksiyonunun orijindeki sifirinin katliligi ve k, P(z) ¢arpiminin ranki

olmak iizere k < p igin, F(z) tam fonksiyonu

F(z) = eM@zmp(z)

z
= gh@m 1_[ E(—;k)
an

n=1

seklinde yazilir (Gonzalez 1992).

Ornegin f(z) = sin(rz) fonksiyonunun sonsuz ¢arpim temsilini Hadamard teoremini
kullanarak elde edelim. Bunun i¢in oncelikle f(z) fonksiyonunun biiyiime mertebesini
bulalim

inz —inz
e —e

f@)=—7—

oldugundan |f(z)| < e™?! olur. Bu halde f fonksiyonunun biiyiime mertebesi p < 1
dir. z =ix (x € R) alinacak olursa f fonksiyonunun biiyiime mertebesinin p =1
oldugu goriilir. Bu durumda, Hadamard teoremi geregince der[h(z)] <1 dir. Bir
bagka ifadeyle, h(z) = a + bz seklinde bir polinomdur. Ayrica her birn € Z iginz = n

ler f fonksiyonunun sifirlarin1 gostermek tizere

sin(mtz) = eh(@y 1_[ (1 - %) e_% (1 + %) e%

n=1

olup, buradan

22) (3.9



42

elde edilir. Bu halde e"® ¢ift fonksiyon olup e®*t? = e=bZ dir. O halde, e2?% = 1

olacagindan b = 0 dir. (3.9) ifadesinin her iki yaninin z — 0 i¢in limiti alinacak olursa

h(z)

e® = mr ve dolayisiyla e = 1 elde edilir. Sonug olarak

2

sin(nz) = nz 1_[ <1 — %)

n=1

bulunur.

Teorem 3.3.9 Sonlu biiyiime mertebesine sahip bir tam fonksiyonun biiylime mertebesi

tam say1 degilse bu fonksiyon sonsuz ¢oklukta sifira sahiptir.

Ormegin, p >0 icin (3.4) deki gibi tanimlanmis Wright fonksiyonunun biiyiime
mertebesinin 1/(1 + p) oldugu (3.7) de elde ettik. Bu halde Teorem 3.3.9 un bir sonucu

olarak Wright fonksiyonu sonsuz ¢oklukta sifira sahiptir.
Simdi, bu ¢alismamizda olduk¢a 6nemli olan Euler-Rayleigh esitsizliklerini verecegiz.

Kabul edelim ki f(z) fonksiyonu

f@=1+) az (3.10)

k=1

bigiminde seri agilimina ve Y|z, |~ < oo olmak iizere

f(2) = l_[ (1 - %) (3.11)

k=1

seklinde sonsuz ¢arpim temsiline sahip olsun. O halde, (3.11) ifadesinin her iki yaninin

logaritmik tiirevi alinarak |z| < z; i¢in, S, = Yx>1 25+ olmak lizere



elde edilir. Yukaridaki esitligin sag ve sol yanindaki ifadelerin katsayilarinin

kiyaslanmast ile S,, toplaminin a, terimleri cinsinden elde edilebilecegi agiktir. Ornegin

dir.

Lemma 3.3.10 (Euler-Rayleigh Esitsizlikleri) Kabul edelim ki (3.10) daki gibi

tanimlanmis f(z) tam fonksiyonun tiim y;, sifirlar1 i¢in

0<y; <y, <

1
olsun. O halde, S," <y; < SS" (n=1,2,..) esitsizlikleri gecerlidir (Ismail and
n+1

Muldoon 1995).

Son olarak, calismalarimizda ¢ok onemli bir yere sahip olan tam fonksiyonlarmn LP

Laguerre-Pdlya sinifin1 tanimlayacagiz.

Eger, ¥(x) reel tam fonksiyonu, ¢,8,x, €R, @ =0, m € NU {0} ve Y5 X% <

olmak tizere,

X _x
W(x) = cxMe ax +Bx 1_[ (1 + —) e Xk

X
k=1 k

seklinde ifade edilebiliyorsa bu y(x) tam fonksiyonu LP Laguerre-Pdlya sinifina aittir
denir (Dimitrov and Cheikh 2009).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. k-bi-yildizil Fonksiyonlar i¢in Ikinci Hankel Determinant Problemi

Tamim 4.1.1 (Sélidgean Tiirev Operatorii) f(z) € A ve k € N, = N U {0} olsun. Bu

durumda, D*: A — A Sildgean tiirev operatorii

D°f(2) = f(2);
D'f(2) = Df (2) = zf'(2);

DXf(z) = D(D¥'f(2))

seklinde tanimlanir.

Bu tanima gore f € A olmak tizere f(z) =2z + Y,52a,2" icin Sidldgean tiirev

operatori

D¥(f(2)) =z + Z n*a,z"

n22

olarak verilebilir.

Tamm 4.1.2 f(z) € o fonksiyonu verilmis olsun. g(w) = f~1(w) olmak iizere

k+
Re (D 'f(@)

W>>ﬁ; 0<p<1lzelU

ve

° Dk+1g(W)
e< D¥*g(w)

>>ﬂ; 0<B<lLwelU

sartlar1 saglaniyorsa f € o fonksiyonu S mertebeden k-bi-yildizil fonksiyonlarin

So 1 (B) smifina aittir denir.
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Yukaridaki tanimda k = 0 almarak S;,(8) = S;(f) ve k=1 almarak S;,(f) =
Cy(B) elde edilir.

Bu ¢alismadaki amacimiz, k-bi-yildizil fonksiyonlarm S , (8) sinifina ait herhangi bir
f fonksiyonu verildiginde, DY Sildgean tiirev operatoriinii  kullanarak,

H,(2) = a,a, — a3 fonksiyoneli i¢in bir iist sinir elde etmektir.

Teorem 4.1.3 S, (f) (0 < p < 1) smmifina ait bir f fonksiyonu verilmis olsun. Bu

durumda, k = 1, 2, 3 i¢in

aya, — a3 <

(1-p)? (ﬁ 3.2’<.M2)

22k 32k a 32k_N

vek=0vek >4 (k €N)igin

|{(1 —B)? 2k 5k '
32RF15K (N +6.2°*M + 3.2°%), [ €]0,p1]

a,a, —aj| < (1— B)? <22k 3.0k M2

k 22k 32k - 32k N )! B € (ﬁ]’.' 1

dir. Burada
M = 6% + 2.32k — 23k — gkp,
N =16.3%%. (1 — p)?(3.2F + 22k — 3k+1) — 6.3%23k(1 — B) + 3.25k — 8.22k32k

ve

B

k
3.0k+5 4 92k+5 _ 93kgl-k _ 39 gk+1 _ (%) \9.2%k ¥ p2k+732k } pk+732k — 128.33k+1
= 2(3_2k+4 + 22k+4 _ 16.3k+1)
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dir (Orhan et al. 2017b).

Ispat: f € S} (B) olsun. O halde, p,q € o ve g = f~* olmak iizere

Dk+1f(Z)

D) =+ (1-B)p(2)
Dk+1g(2) B )
m—ﬁﬂ'( - B)q(2)

(4.1)

(4.2)

esitlikleri gegerlidir. Bazi temel hesaplamalarin ardindan, (4.1) deki ifadenin

katsayilarinin kiyaslanmasi ile

2ka2 =1 -Bp1,

2.3%az — 2%aj = (1 - Bp.,

3.4ka, + 23%a3 — 3.6%a,a; = (1 — B)ps

ve (4.2) denkleminin katsayilarinin karsilastirilmasi sonucunda da

—2%a, = (1 - Bqs,

(4.3% — 22K)a2 — 2.3ka, = (1 — B)qy,

(6.6% — 23 — 15.4%)a3 + (15.4% — 3.6%)a,a; — 3.4%a, = (1 — B)qs

elde edilir. (4.3) ve (4.6) denklemlerinden

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)
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P1=—q (4.9

ve

1-pB
Zk

a, = D1 (410)

bulunur. Ayrica (4.7) esitliginden (4.4) esitligi ¢ikarilip elde edilen ifade de (4.9) ve

(4.10) degerleri yerine yazilacak olursa

_(1_3)2 2 1_B
3= 7o P17 743k

(P2 — q2) (4.11)

elde edilir. Son olarak (4.8) esitliginden (4.5) esitligi ¢ikartilip gerekli islemler
yapildiginda

3k+1_22k 1 — 3 51_ 2 1—
= : 3.24)k( 2 pi+ (8_65) p1(p2 — q2) + T,rkﬁ(ps —q3) (412

bulunur. (4.10), (4.11) ve (4.12) esitlikleri yardimiyla

(1 _ ﬁ)4(3k+1 _ 22k _ 32k) (1 _ ﬁ)S )

aya, —aj| < |- 352k P + g1k P1 (P2 — q2)
(1-p)? (1-p)? (4.13)
+ Wﬁ(m —q3) — “16.9% (P2 — 92)*

elde edilir.

Ayrica, Lemma 2.3.20 den faydalanarak
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4 —p?
P2 —qz; = 1(x—y)
3 2
pi (4—-pips (4—-pdps
ps—%:?"'T(x‘H’)——( 2 +y?) (4.14)
4 —pi

+

5 [ = 1x1)z = (1= yI*)w]

esitliklerini elde ederiz. (4.14) de elde edilen ifadeler (4.13) de yerine yazilir ve tiggen

esitsizligi kullanilacak olursa

1— 2
aya, —aj| < (67’37‘) 1(4 —p?)
(1 3)4(3 Zk 22k _ 3k+1) (1 _ ﬁ)Z .
( 3.25k HEVRL ) !

(1-p)? ,4—-pi (1- ﬁ)3 —p

1-p)? ,4-p7 (A -Pp)? ,4-pi
(1-pB)?(4—-pd?
eoe 3 (xl+ 1y’

bulunur. p €  oldugundan |p;| < 2 dir (Pommerenke, 1975). g sinifi rotasyon altinda

invaryant oldugundan p € [0,2] alinabilir. Ayrica,n = |x| < 1ve u = |y| < 1i¢in

(1 _ ﬁ)z 32k + 22k _ 3k+1 1 p3
=T1(P)=3_27 (1-p)? ok +2 P4—7+2P =0

1-p*p*(4-pH 1 1-p
T =T() = 22k+2 (3 2% T g3k ) =0
1—B)2p(4 — p? 2
_Ty(p) = a-p p2(4 235 ) — )
1—B)%(4
T4:T4(P)_(16fk) ( 4}9 ) >0

olmak tlizere
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aa,— a3l STy + M+ WT + % + uH)Ts + (n + w)?Ty = G(n, 1)

yazilabilir.

Simdi, G(n,u) fonksiyonunun [0,1] x [0,1] kapali bolgesinde maksimum degerini
bulmaliyiz. p € [0,2] igin T3 < 0 ve T3 + 2T, > 0 oldugundan, G, G,, — G/, < 0 elde
edilir. Boylece, G fonksiyonu bu bolgenin i¢inde bir yerel maksimuma sahip olamaz. Su

halde, simdi bu bolgenin sinirinda G fonksiyonunun maksimum degerini arastirmaliyiz.

n=0ve 0<u<1 (benzer sekilde u=0 ve 0<n<1) igin, G(O,u) = H(u) =
(T3 + T)u? + Tou + T, elde ederiz. Bu halde iki durum sdz konusudur.

1. Durum: T3+ T, =0 olsun. 0 < u <1 ve herhangi bir sabit p (0 <p < 2) igin
H'(u) = 2(T3 + T,)u + T, > 0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu demektir ki; H(u)
fonksiyonu artandir. Bdylece, sabit bir p € [0,2) i¢in, H(u) fonksiyonu maksimum
degerini u = 1 olmasi durumunda alir. O halde, max H(u) = H(1) =T, + T, + T3 +
T, elde edilir.

2. Durum: T3 + T, < 0 olsun. Bu halde, 0 < u < 1 ve herhangi bir sabit p (0 < p < 2)
ig:in, TZ + 2(T3 + T4_) 2 0 Oldugundan, T2 + 2(T3 + T4) < 2(T3 + T4_)‘u + T2 < T2 dll‘
Boylece H'(u) > 0 bulunur. Su halde, sabit p € [0,2) i¢in, H(u) fonksiyonu

maksimum degerini 4 = 1 de alir.

Ayrica, p = 2 i¢in

Gl = (4.16)

(1 _ ’B)Z (1 _ '3)2(3216 + 22k _ 3k+1)
3.23k ( 22k—4 + 4)
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elde edilir. 1. ve 2. durumlar ile (4.16) denklemini goz Oniine aldigimizda, 0 < u < 1
ve herhangi bir sabit 0<p<2 i¢cinn, max Huw =H) =T, + T, + T3+ T,

sonucunu elde ederiz.

n=1 ve 0<u<1 (benzer olarak u=1 ve 0<n<1) igin, kolayca elde
edilebilecegi tizere G(1,u) = F(u) = (T3 + T)u? + (T, + 2Tu+ T, + T, + T3 + T,
dir. Bu halde, T3 + T, iin yukaridaki durumlarina benzer bir inceleme yapilacak olursa,

p €10,2] i¢in H(1) < F(1) oldugundan, max G(n,u) = G(1,1) dir. Boylece, G
fonksiyonu bu kapali bolgedeki maksimum degerini n =1 ve u=1 de alr.
K:[02] - R

K(p) =maxG(n,u) = G(1,1) =T, + 2T, + 2T; + 4T, (4.17)

fonksiyonunu tanimlayalim. Yukarida elde ettigimiz T, T,, T3 ve T, degerleri (4.17) de

tanimlanan K fonksiyonunda yerine yazilacak olursa

(1-p)2 N . M , 2%
48_23k32kp +32k2k+1p +32k

Kp) =—%

bulunur. Varsayalim ki; K(p) fonksiyonu maksimum degerini p € [0,2] nin ig

bolgesindeki bir noktada alsin. Bu halde, basit bazi temel hesaplamalarin sonucunda

L. a-p:, N ., M
K'(p) === (12.23k32kp +2k32kp>

12.2kMm
N

kritik

elde ederiz. K'(p) = 0 denirse, bu K fonksiyonunun p,, = 0 ve pp, = [—

noktalarini elde ederiz. Her k € N ve her § € [0,1) i¢cin M nin pozitif bir reel sayi
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oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde, simdi N sayisin1 yorumlamaliyiz. N =0

denkleminin koklerinden birinin

3_2k+5 + 22k+5 _ 23k+131—k _ 32.3k+1
By = 2(3.2k+4 4 22k+4 _ 16 3k+1)
2.3—2k\/24k+734k — 27k+432k+1 _ § 26k32k+3 + 25k+433k+2 + 23k+734k+1 _ 92k+735k+1
2(3_2k+4 + 22k+4 _ 16_3k+1)

oldugu gosterilebilir. Baz1 uzun hesaplamalardan sonra, g € [0,1) ve k =1,2,3,4,5
icin N sayisinin negatif bir reel sayr oldugu goriilebilir (Bakiniz Sekil 4.1). Ancak,
elbette k > 6 (k € N) ve baz1 B € [0,1) degerleri i¢in N nin daima bir negatif reel say1

olmayacagi gosterilebilir.

¥

Sekil4.1. k =1,2,3,4,5ve g € [0,1) i¢in N bir negatif reel sayidir.
Yukaridaki agiklamalar 1s181nda asagidaki degerlendirmeleri yapmak miimkiindiir.
Oncelikle, k = 1,2,3 olmas1 durumunu ele alalim. Bu durumda, her B € [0,1) igin,

M >0 ve N<O0 olur. Her g €[0,1) ve k =1,2,3 igin py, <2 ve K"(p,,) <0

olacagindan, K (p) maksimum degerini p = p,, noktasinda alir. Yani,

1— 2 22k MZ
gggng(p)=K(poz)=—( sz) < )
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dir. Sonug olarak, K(0) < K(2) < K(po,) oldugundan max K(p) = K(p,,) elde edilir.

Simdi ise k = 4,5 durumlarim irdeleyelim. Bu durumda, baz1 § € [0,1) i¢in po, = 2
bulunur (Bakiniz Sekil 4.2). Ayrica, Sekil 4.2 de de goriilecegi iizere, k > 3 (k € N) ve
baz1 B € [0,1) degerleri i¢in py, = 2 ya da p,y, < 2 dir. Tiim bu agiklamalarin sonucu

olarak asagidaki iki durum incelenmelidir.

Sekil 4.2. k > 3 ve baz1 € [0,1) degerleri i¢in po, = 2 ya da p,, < 2

1. Durum: Eger B € [0, 5,] ise, bu durumda, p,y = 2 olur. Yani, po,, (0,2) araligmin
disindadir. Bu nedenle, K fonksiyonu [0,2] araliginda artan oldugundan, K fonksiyonu

maksimum degerini p € [0,2] arali§inin sinirinda yani p = 2 noktasinda alir. Boylece,

(1-p)?

2k 5k
§EEIEEF§;(A/4‘€i2 M+ 3.2 )

max K(p) = K(2) =
0<p=<2

yazilir.

2. Durum: B € (By,1) oldugunda, py, < 2 oldugunu gostermek kolaydir. Yani, py,
noktast [0,2] kapali araligmin igine diismektedir. K" (po,) < 0 olacagmndan, K (p)

fonksiyonu maksimum degerini p = p,, noktasinda alir. Boylece,
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(1-p)%[22k 3.2kM?
max K(p) = K (Po.) =z |32 — 32y~

elde edilir.

Son olarak, k > 6 ve k = 0 olmasi durumlarini inceleyelim. Bu durumda, f € (f;1,1)
icin N ifadesinin bir negatif reel say1r oldugu gosterilebilir (Bakimiz Sekil 4.3).

Dolayisiyla, po, bir reel sayidir. Su halde, yine ii¢ durum s6z konusudur.

Sekil 4.3. k > 6 nin baz1 degerleri i¢in hem p hem de 8 gosterilmektedir.

1. Durum: B € [0,B;) ise N = 0 olur. Dolayisiyla, p € (0,2) igin K'(p) >0 dir. K
fonksiyonu (0,2) agik araliginda artan oldugundan K maksimum degerini p € [0,2]

araliginin sinir1 olan p = 2 noktasinda alir. Boylece,

1-p) 2k 5k

elde edilir.
2. Durum: B € [By, 1] ise po, = 2 dir. Yani, p,, noktasi (0,2) araligmin disindadir. K

fonksiyonu [0,2] araliginda artan oldugundan, K maksimum degerine p € [0,2]

araliginin sinir1 olan p = 2 noktasinda ulasir. O halde,
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_ p)2
max K(p) =K(2) = 1d-5)

0sp=2 3arrigee N+ 6.22KM + 3.25%)

bulunur.

3. Durum: Eger f € (f81,1) ise py, < 2 oldugunu dolayistyla py, noktasmin [0,2]
araligimm icinde yer aldigim géstermek kolaydir. K (po,) < 0 oldugundan, p = p,,

icin K (p) nin maksimum degeri elde edilmis olur. Boylelikle,

max K(p) = K(po,) =

0<p<2 22k 32k - 32k

(1 - p)? <ﬁ 3.2kM2>

sonucuna varilir. Boylece Teorem 4.1.3 {in ispati1 tamamlanmis olur.

Son olarak Teorem 4.1.3 de k = 0 ve k = 1 6zel degerlerine karsilik gelen durumlari

sirastyla ele alacagiz. Asagida verilen sonuglar bununla ilgilidir.

Sonug 4.1.4 (1.2) deki gibi tanimlanmis bir f fonksiyonu S; () sinifina ait olsun. Bu
halde

( —B)? —V

J MT[’))(AL/;Z —-88+5), PE€ [O,W)
aza, —aj| < 1382 — 148 — 7 29 —\/137

L(l_ﬁ)2<16[32—26ﬁ+5>' Y

dir (Deniz et al. 2015).

Sonug¢ 4.1.5 (1.2) deki gibi tanimlanmis bir f fonksiyonu C,(f) smifina ait olsun. Bu
halde

(1-p)% 58%+8B — 32
24 “3B2—3B—4

a,a, — a3 <
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dir (Deniz et al. 2015).

4.2. Chebyshev Polinomlarini Iceren Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Belli Alt Siniflar

Icin Ikinci Hankel Determinanti

Bu kisimda Chebyshev polinomlarini kullanilarak Hadamard carpimiyla tanimlanmis

fonksiyonlarn V¥ 0 (A4, t) smifin1 tanimlayacagiz ve bu smifa ait fonksiyonlarin

|aya, — a3| ikinci Hankel determinant icin iist siir elde edecegiz.

Bilindigi tizere Chebyshev polinomlar1 matematigin birgok dalinda, o6zellikle
uygulamali matematikte, ¢ok dnemli bir rol oynamaktadir. Esasen dort ¢esit Chebyshev
polinomu olmasina karsin biz bu g¢alismamizda birinci ve ikinci tir Chebyshev
polinomlarini ve bunlara ait bazi1 temel 6zellikleri verecegiz. Birinci ve ikinci tiir
Chebyshev polinomlarini, sirasiyla, T,(x) ve U,(x) ile gosterecegiz. Chebyshev
polinomlar1 ile ilgili daha detayli bilgi i¢cin Doha (1994) ve Dziok et al. (2015)

calismalar incelenebilir.
Birinci ve ikinci tiir Chebyshev polinomlari, x € (—1,1) olmak iizere,

T.(x) = ( ) U () = sin[(n + 1)arccosx] B sin[(n + 1)arccosx]
" (x) = cos(narccosx), L(x) = Sin(arecosd) — ——

olarak tanimlanir. Simdi ikinci tiir Chebyshev polinomunun iirete¢ fonksiyonu olan

1
) =Ty te(z)eeu

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Eger t = cos 8, 8 € (—n/3,m/3) denirse,
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G(tz) =1+ Zsm(n+1)0 n

sin @
n=1

=14 2cosfOz+ (3cos?6 —sin?0)z? + -, (zeW
elde edilir. O halde, U,,(t) ikinci tiir Chebyshev polinomunu gostermek tizere
1
G(t,z)=1+U,(t)z+ U,(t)z? + U3 ()23 + -+, t € (5, 1),2 €U (4.18)

elde edilir. Ikinci tir Chebyshev polinomunun tammmindan U,(t) = 2t oldugu

goriilebilir. Ayrica ikici tiir Chebyshev polinomlari arasinda

Un41(t) = 2tUp, (t) — Up_,(2), (n €N)

yineleme (rekiirens) bagintis1 oldugundan

U,(t) = 2t, Uy(t) = 4t% —1, Us(t) = 8t3 — 4¢, ... (4.19)

oldugu kolayca goriilebilir.

Chebyshev polinomlarina iliskin yukaridaki 6nemli hatirlatmalar1 yaptiktan sonra, bu

kisimdaki ¢calismamizda 6nemli yeri olan

Z<1+r)5 1 p
1-7) 1-72%

£ = |

0

1
=z+522+§(252+1)z3+--- (4.20)

=z+an(5)zn, ZeWUs=1)

n=2
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fonksiyonunun ele alahm (Trimble 1975). Dikkat edilecek olursa § = 1 i¢in zf{ (2)
fonksiyonu Koebe fonksiyonu oldugundan tim f5 fonksiyonlari U birim diskinde

konveks ve linivalenttir.

Simdi (1.2) deki gibi seri agilimima sahip analitik f(z) fonksiyonunu ve (4.20) de

tanimlanan f5(z) fonksiyonlariin

hs@) = (F+ ) (D) = 24 ) anby(®) 2" = (f5 * 9)(2) (4.21)

n=2

Hadamard ¢arpimini g6z 6ntine alalim.

Tamm 4.2.1 ,6§ > 1, u>0vet € (1/2,1] olmak iizere (4.21) deki gibi tanimlanmis
hs € o fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda, ks = hz' fonksiyonu (3.1) deki gibi

bir seri agilimina sahip olmak iizere, her z,w € U igin,

u u-1
(1-21) (h‘sz(z)) + Ah%(2) <h5z(z)> < G(zt) (4.22)
ve
ks (ks
(1 —,1)< " > +/1k5(z)< " ) < G(w,t) (4.23)

subordinasyon sartlar1 saglaniyorsa hs fonksiyonu VX 0 (4, t) smifina aittir denir.

Acikga goriilebilecegi tizere § = 1 igin NM*'(A,t) = N (4, t) elde edilir. M (A1)
smifi Bulut et al. (2017) tarafindan ¢alisilmistir.

Simdi MV} 0 (4, t) smifinin baz alt siniflarini verecegiz:
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Uyar1 4.2.2 (i) § = 1, u =1 igin N,”' (A, t) = B, (A, t) siufi elde edilir. Eger f € ¢

fonksiyonu B, (4, t) simnifina aitse, g = f~* olmak iizere
(1- /’1)@ +Af'(2) < G(z,t)
(1- /’1)%‘”) +1g'(w) < G(w, t)

sartlar1 saglanir. B, (4, t) sinifi Bulut et al. (2017) tarafindan ¢aligiimistir.

(i) =1, A=1 i¢in Naﬂ’l(l, t) = BL(t) asagidaki kosullar1 saglayan bi-Bazilevi¢

fonksiyonlariin siifi elde edilir:

f(2)

u—1
f'(@) <T> <G(z1),

u—1
g'(w) <%W)> < G(w,t).

(i) § =1, u=1, 1 =1 ig¢in, asagidaki kosullar1 saglayan f € o fonksiyonlarindan
olusan V"' (1,t) = B, (t) sifi elde edilir.

f'(z) <G(z1),
g' (w) < G(w,t).

(iv) 6 =1, A=1, u =0 icin, asagidaki kosullar1 saglayan f € o fonksiyonlarindan
olusan V> (1,t) = S,*(t) siufi elde edilir.

'@ cn,
Z

wg'(w)

< G(w,t).
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Teorem 4.2.3 (4.21) deki gibi verilmis hg € o fonksiyonu V¥ '8(/1, t) smifina ait olsun.

Bu durumda,

(p(27,1), x1=0vey, =0

36t?2 <0 <0

. | @+ 1)2A+ w2 X =Trexz =
a,a, — az| < < 362
,0(27,t) ¢, >0 <0
A {(262 MEEIGYURER )} = B L
\ max{@(py, t), p(27,t)}, x1<O0vey,>0

olur. Burada p, = /% dir. Ayrica,
1
X1+ 9%

$(21) = 6555 1 20) (267 + DG+ AT AT )

N UZ(t)
(262 + 1)2(24 + 2

27 x2
¢(po,t) = — 3 2 2 : 2 4
8x16(63 +26)(26%2+ 1)2(BA+uw)(2A+ w21+ )
N U7 (t)
(262 + 1)2(2A + n)?

ve

Qs = —UF(®)(BA+ w){3(26% + 1)*(u* 4 3u — 4) + 546(5° + 26)}
+18(26% + 1)2(A + w)3U5(t)

olmak tlizere
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x1=18A+ p)3B6(62 +28)(A + w)BA+ 1) — (262 + 1)2(2A + w2 UE(t)
—9(A+ w)?A+ WU ()[(BA + u)(86* — 462 + 5)UA(t)
+4(26% + 1)*2A+ WA + U (O] + (24 + )2 U, ()|, (D)

ve

X2 = A+ W24+ p)(BA + w)(86* — 46 + 5)U3 ()
+(A+ pUZ()(2(26% + 1222+ w)? — 126(6% +28) (A + (B + )
+4(26% + 1)?2(A+ w21+ w)2U, () U, (t)}

seklinde tanimlanmaktadir (Orhan et al. 2017c).

Ispat: hs € M ‘8(/1, t) ve ks = hy' fonksiyonu (3.1) deki gibi bir seri agilimina sahip

olsun. O halde, p, q € o fonsiyonlari

1+ u(z)

p(z) = o - 1+ pz+pz% +pgz3 + - (4.24)
ve
qw) = 1t—zg:3 =1+ qw+ qw? + qgzw3 + - (4.25)
olmak tzere
hs@\ ., (hs@\
(1- /1)( p ) + Ah5(2)< . ) = G(t,u(2)) (4.26)
ve
s\, (ks
(1- /1)( ~ ) + Aks(z)< — ) = G(t,v(w)) (4.27)

yazilir. (4.24) ve (4.25) ifadelerinden
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1 1 2 3
u(z) = gg; el E<P1Z + (Pz —%1> z* + (P3 —Dip2 t %) z3 + ) (4.28)

ve

-1 1 2 3
SOh o U Gy L CRITRyERR I

elde edilir. Bulunan bu (4.28) ve (4.29) ifadeleri, (4.18) de verilen G(t, z)
fonksiyonunda kullanilacak olursa

2
G(t,u(z)) = - Ulz(t) p1Z + I—Ul(t) (pz — p_1> + 10) pfl z?

2 2 4
Uy (1) pi\ Ux(®) pi
+ l 12 <P3 — PPz + Il + 24 pi\p2 — 71 (4.30)
Us(t
RN

ve

G(t,v(w)) =1+ Ulz(t) qw + lUl(t) <q2 — q_1> + U2(0) qfl w?

2 2 4
U, (t) q;\ . U (t) q;

+l 12 <q3—q1q2 + +qu1 62— (4.31)
U (t

+ 3§)qflw3+m

bulunur. (4.26) ve (4.30) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde

(A + p)azb,(6) = UlT(t)PL (4.32)
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21,2 2
@t 0 asty(@ + G- 05O B0 (5, B+ 2052

— _ 31,3
(3 + ) [a4b4(6) + (4 = 1)y ayhy (8)bs(6) + LD 62)(a2b2 (5))l

(4.34)
Uy (£) pi\ , Ua(®) pi\  Us(®)
= 12 <P3—P1P2+Il + 24 D1 Pz‘?l + 38 pi
ve (4.27) ile (4.31) esitlikleri goz oniine alindiginda
U, (£)
~(A+ wazb;(6) = ——as, (4.35)
a3b(8) U, (t) at\ , U2(8) ,
QA+ (u+3)————ashs(O)|=—— |\~ |+ —,—ai, (4.36)
asb3(6)
(32+ 1) [(u + 4)a205b(8)b3(8) = (u + ) +5) ——— - a4b4(a)]
(4.37)
Uy (t) g\ , Uz(®) qi\ , Us(®)
= 12 (%“h‘h"‘zl + 24 71 ‘h‘?l + 38 @
elde edilir. (4.32) ve (4.35) denklemlerini kullanarak
b1 = —q1, (4.38)
__U® 439
L 439

bulunur. Ayrica (4.33) ve (4.36) denklemleri birbirinden ¢ikarilir ve elde edilen ifadede
(4.38) ve (4.39) degerleri yerine yazilirsa



63

3 uf(t) , . Ui(®)

_ _ 4.40
207+ 1|20+ 02" T P2 1) (4.40)

as

elde edilir. Son olarak (4.34) ve (4.37) esitlikleri birbirlerinden ¢ikarilip elde edilen
denklemde (4.38), (4.39) ve (4.40) degerleri yerine yazilacak olursa

. 3 I(Ul(t) —20,() + Us(®)  (W® +3pu— 4)Uf’(t)> s
4

~ 53+ 26 831+ 1) 8A+p: 7

Uy (t)
G+ (p3 — q3) (4.41)

5Uf(t)
TG+ i+
U, (t) — Uy (t)

p1(P2 — q2)

437+ ) p1(p2 + q2)
bulunur. Boylece
) Uy (£) 23,5 (t) .
aa, — az| = p1
965(26% + 1)2(63 + 26)(BA + w)(A + n)*
QU2(t)
s (2 — 02)*

T 16(262% + 1)2(21 + p)?
3U; (1) (U, (t) - Uy (1))
86(83 + 28)(A + w(BA+ )
3U7(t)
T 850% + 20)(A + DGA+ )
U3 (£)(15(26% + 1)? — 366(8°% + 28))
326(6% 4+ 26)(26%2 + 1D)2(A + w)?(2A + )

pi(p2 + q3) (4.42)

p1(p3 — q3)

Pf (P2 — q2)

oldugu goriilebilir. Yukarida (4.42) denkleminde verilen A; , 5(t)
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Dy s () = 18(28% + 1D2(A + )3 (UL () — 2U, (1) + U3 (1))
— U3 B+ w)(3(26% + 1)?(u? + 3u — 4) + 546(8% + 26))

seklinde tanimlanmustir.

Ayrica Lemma 2.3.20 ve (4.38) esitligi kullanilarak, |x| <1, |y| <1, |z| <1 ve

|lw| < 1 olmak tizere, baz1 x, y, z ve w degerleri i¢in,

_4-pi

P2z =— (X =), (4.43)
e i 4.44
p2+q;=pit+ > (x+y), (4.44)
3 2 2
pi (A -pip (4 —pip
P3_Q3=71+—21 1(x+y)——41 1(x2+y2)
(4.45)
4 —p? X X
+ (A= [x|?)z— 1= [y[*)w]

2

olur. Yukarida elde ettigimiz (4.43), (4.44) ve (4.45) degerleri (4.42) de verilen ikinci

Hankel fonksiyonelinde yerine yazilir ve liggen esitsizligi uygulanirsa

W ps(t) = 18(26% + 1)2(A + w)3U5(t)
— U3 B+ w)(3(26% + 1)?(u? + 3u — 4) + 546(8% + 26))

olmak tzere

2| < Uy ()|, ()] . UL (t)p: (4 — pi)

%1 =966(5° + 26)(262 + 12GBA+ WA+ )+ P T 88(6% + 20)(A + (A + )

(15(26% + 1)2 - 368(8° + 268)) U3 ()p? (4 — p?) 3U; (U, (t)pf (4 — p?)
646(63 + 26)(26% + 121+ w)?*(2A + p) 166(6% 4+ 28)(A+ w32+ w)

|a2a4 -

(lxl+1yD
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UfWpfe-p)  3UF(pG@-pD)
326(6° +20)(A+ W(BA+p) 166(6% + 28)(A + W(BA+ )

9UZ (t)(4 - p?)?
64(262% + 1)2(21 + p)?

(xI? + Iy?)

(Ix] + lyD?

elde edilir. g smifi rotasyon altinda degismediginden, genelligi bozmadan,

p1 = p € [0,2] alinabilir. Boylece y; = x| < 1vey, = |y| < 1i¢in

B U; ()| Q,,5 @] 4y 3U7 ()p(4 — p?) -0
T 968(83 4 28)(262 +1)2(31+ (A + w4 P 85(63+2)(A+w(BA+p) —
_ [(15(26% + 1)2 — 366(6° + 26))UZp? (4 — p?) 3U, () U, (t)p% (4 — p?) =0
2 = 645(6° + 26)(20% + 1)2(21 + 1) 166(63 + 20)(A+ WGBA+ | =
_ 3UfWp( - 2)(4 - p?)

T 32663 + 200 A+ WBA+ )

__ ROE-p

= 64262 + 122A+ )2 =

Kq

olmak lizere

aya, — a3l < kg +x(y1 +v2) s +vE) H k(v +¥2)? =P (a,v2)

elde edilir. Simdi S = {(y1,72):0 <y, <1, 0 <y, <1} kapal karesini g6z Oniine
alalim. O halde, p € [0,2] i¢in, S kapali karesinde ¥ (y4,y,) fonksiyonunun maksimize

etmeliyiz. t € (%, 1) ve p € (0,2) igin, k3 < 0 ve k3 + 2k, = 0 oldugundan, y4,y, € S

1¢in,
2 2 2
Yy v Vyay, — (lpym) =4(K3 + K4)° — 4Ks = dis3(Kk3 + 2K,) <O

elde ederiz. Bu halde i fonksiyonu S karesinin i¢ bolgesinde yerel maksimuma sahip

olamaz. Simdi § karesinin sinirinda 1 fonksiyonunun maksimumunu arastiralim.
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y1=0ve0<y,<1(yaday,=0ve0 <y; <1)i¢in

Y(0,72) = d(y2) =Ky + Ky2 + (3 + K4)V22

bulunur. Bu halde iki farkli durum karsimiza g¢ikar. Simdi bu durumlar1 ayr1 ayr ele

alalim.

1. Durum: k3 +x, =0 olsun. O halde, 0 <y, <1, 0<p<2 ve %<t<1 icin

@' (o) = 2(k3 + Ky4)y, + k5 > 0 olur. Yani, ¢(y,) artan bir fonksiyondur. Boylece

¢ (y,) fonksiyonu maksimum degerine y, = 1 noktasinda ulasir ve

maX(({b(Vz)) =¢(1) =Ky +K; + K3+ Ky

olur.

2. Durum: k3 + k, < 0 olsun. Bu durumda, 0 <y, <1,0<p <2 ve %< t <1 igin

K, + 2(k3 + k,) = 0 olacagindan, k, + 2(k3 + k4) < 2(k3 + K4)Y, + Ky < Ky oldugu
g6z Oniine alarak, ¢'(y,) > 0 olur. Boylelikle ¢p(y,) fonksiyonu maksimum degerine

¥, = 1 de ulagr.

Simdi ise y; =1ve 0<y,<1(yaday,=1ve 0<y,; <1) olmasi durumunu ele

alalim. Bu durumda,
Y(1,v2) = VY(12) = (3 + k)ys + (16, + 2K) Y2 + Ky + Ky + K3 + Ky
elde edilir. k3 + K, icin yukarida verilen durumlar dikkate alindiginda

max ¥(y,) = Y(1) = ky + 2k, + 2k5 + 4K,
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olur.p € (0,2)vet € (%, 1) igin ¢(1) < W(1) oldugundan, S karesinin sinirinda

max(l/)(]/l, )’2)) =y(1,1)

bulunur. Boylece, S kapali karesinde, 1) fonksiyonu maksimum degerini y; =1 ve

y, = 1 de alir.
Simdi, t nin sabit degerleri i¢in
p(p,t) = maX(¢(Y1:V2)) =9y(1,1) = Ky + 2K, + 2K3 + 4Ky (4.46)

¢:[0,2] » R fonksiyonunu tanimlayalim. &y, k,, k3 Ve k, degerleri (4.46) da

tanimlanan ¢ fonksiyonunda yerine yazilacak olursa

x1= 184 + w)3(38(83 + 28) (A + ) (3L + ) — (282 + 1)2(2A + W2 U2(¢)
—9(A+ w224 + WU, (O[(3A + 1) (88* — 462 + 5)U2(t)
+ 4262+ 121+ WA + WU, (O] + (24 + w)2U, (0|, ()],

Xz = A+ WA+ ) (BA+ w)(88* — 46> + 5)U (t)
+(A+pUZ()(2(26% + 1)2(2A + w)? — 126(63 +28) (A + (B + )
+4(26% + D*(A + w) (24 + w)?* U (DU, (1)}

olmak tlizere

xap* + 36x,p*
966(63 +26)(26%2+1)2(BA+ w)2A+ u)?(A + p)*
N UL (L)
(262 + 1)2(22 + p)?

p(p,t) =
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elde edilir. ¢(p,t) fonksiyonunun maksimum degerini p € [0,2] nin i¢ noktasinda

aldigini varsayarsak, bir dizi hesaplamalar sonucunda,

", 0) = xap° + 18x,p
PP = 508(6°5 + 26)(262 + 1234 + W) (2A + )2 (A + p)*

bulunur. Bu halde, y; ve y, asagida verilen durumlarina bagli olarak ¢'(p,t)

fonksiyonunun isaretini incelemeliyiz.

(1) x; = 0 ve y, = 0 olsun. Bu durumda, ¢'(p,t) = 0 olur. Boylece ¢(p, t) artan bir

fonksiyondur. Boylece

max{p(p,t):p € (0,2)} = ¢(27,1)

yr X1 +9x:2
65(63+26)(26%2+1)2(BA+ w)RA+ w)?(A + u)*
N 9UZ (¢)
(262 + 1)2(21 + p)?

(4.47)

elde edilir. Bir basa ifadeyle
max {max{w(h,yz): 0<y,y,<1}:0<p< 2} =@(27,1)

oldugu goriiliir.

(2) x1 <0 ve y, <0 olsun. Bu durumda, ¢'(p,t) < 0 olup ¢(p,t) fonksiyonu (0,2)

araliginda azalan bir fonksiyondur. Bu halde

_ U (1) (4.48)
(262 + 1)2(22 + p)?

max{@(p,t):p € (0,2)} = ¢(0%,t) = 4K,

olur.
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(3) x1 >0 ve y, <0 olsun. Bu halde p, = /_1;"2, ¢@(p,t) fonksiyonunun Kritik
1

noktasidir. Po € (0,2) olmak iizere @' (py,t) > 0 oldugundan, p, noktasi ¢ (p,t)
fonksiyonunun yerel minimum noktasidir. Yani, ¢(p,t) fonksiyonu yerel maksimuma

sahip olamaz.

(4) x1 <0 ve y, >0 olsun. O halde, p, noktast ¢@(p,t) fonksiyonunun Kritik
noktasidir. pg € (0,2) olmak tizere ¢ (py,t) < 0 olacagindan p, noktasi ¢(p,t)
fonksiyonunun yerel maksimum noktasidir. Yani, ¢@(p,t) fonksiyonu maksimum

degerini p = p, noktasinda alir. Bir bagka ifadeyle

27 x3
(p(pol t) S 3 2 2 2 2 4
8x10(83+26)(26%2+1)2(BA+ w)R2A+ w?*(A+ )
N 9UF (t)
(262 + 1)2(2A + n)?

olmak lizere
max{¢(p,t):p € (0,2)} = ¢(po, t) (4.49)

dir.

(4.47), (4.48) ve (4.49) dikkate alindiginda Teorem 4.2.3 ispatlanmis olur.

Simdi Teorem 4.2.3 de A, u ve 6 nin bazi degerleri i¢in elde edilen bir kisim sonuglari

verecegiz.

Teorem 4.2.3 de u = 1 alinacak olursa asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.2.4 (4.20) deki gibi tanimlanmis hgs € o fonksiyonu 8BS (A, t) smifina ait olsun.
O halde,
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(9(27,1), Yo = 0vey, >0
36t2
2 (262 + 1)2(2A + )%’ X3<0vey, <0
a,a, — az| < 3 36:2
max{(zsz +1)2(22 + M)Z"/’(Z 't)}' X3 > 0vex, <0
\ max{@(py, t), p(27,t)}, X3 <0vey,>0

olur. Burada p, = /‘1;“ ve x3 = xi(Au=1,8;), xa = xs(4u = 1,8;¢t) olmak
3

uzere

(2-8) = X3+ 9%,
PLe vt = 65063 + 26)(26% + 123+ D22 + D2(A + 1)*
N UZ(t)
(262 + 1)2(24 + 1)?

27x2
¢ (Do, t) = = 3 2 2 - 2 4
8x30(63+26)(262+1)?2(BA+1)(2A+1)2(A+ 1)
N U7 ()
(262 + 1)2(22 + 1)?

elde edilir (Orhan et al. 2017c).

Teorem 4.2.3de A = 1 ve u = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.2.5 (4.20) deki gibi tanimlanmis hs € o fonksiyonu 8BS (t) smifina ait olsun. O
halde,

1
(27,0, S <t<t
p(po,t), te<t<l1

a,a, — a?| <

olur. Burada
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_3t%((26% + 1)?) — t(58* + 287 + 2)

9(2°,0) (62 + 2)(26° + 8)2 '

(mnr) . _ gmnr
Viaboiaen 88 = Vg oyer

=m(26% + 1)? + nt(a + bt* + ct*) + rt?(d + et? + ft*)

olmak iizere
(3,1,-1) 2
0(po, t) = -t <V(4,20,—3);(22,40,64))
0r - —
5(26% + 1)2(8% +28) (V173 5 soen + 6LIE(56% + 262 +2) — (282 + 1)?)
N 4t*
(262 + 1)?

olarak tanimlanmistir. Ayrica, t, degeri, A=pu=1 ve % <t<1l iin, y; =0

denkleminin kokiidiir (Orhan et al. 2017c).
Sonug 4.2.5 de § = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.2.6 (4.20) deki gibi tanimlanmis hs € o fonksiyonu B, (t) smifina ait olsun. O
halde,

1
t2(1—-t?), 5 < t < to,
t(260t* + 84t3 — 139t? — 18t +9)
8(18t3 + 42t%2 — 17t — 9) ’

A,ay — a§| <

ty, <t <1

olur. to, =0.603615 degeri, A=1, §=1, u=1 ve <t <1 igin, y; =0
denkleminin kokiidiir (Orhan et al. 2017a).
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Ispat: Teorem 4.23de 6 = u =21 =1 alinir ve - Lot 15

icin y; >0, y, <0;

7+V1561
84

<t <ty =0.603615 i¢in y; >0, y, >0; o, <t <1igin y; <0, x>0

oldugu goz oniine alinir ve Sekil 4.4 incelenirse

( 4t2 . 1 7 + V1561
| max ,<p(2 D e=027,1), <t —
2 84
aya, —a3| < { ~ 7 ++V1561
| p(27,0), —gz i<ty
\max{g(po, 1), 9(27, )} = @(Po, ), ty, <t <1
ve
2 1 2 1 <
) t“(1 —t2), §<t_t01
204 = 85| = (2604 + 84¢% — 139¢2 — 18¢ + 9) s
8(18t3 + 42t2 — 17t — 9) -l
elde edilir.
':'.E._-
vl -

i W2 H=t(1- 1)
oal / I.

o £ t[2sortsas 138l 13 1)
| = — = —
'l\____‘_,-r“” — P BB 4426717 1-8)

S T 442

/
|

Sekil44.6 = pu=21=1i¢in (2~ t) ve @ (po, t) fonksiyonlarinin durumu

Simdi, Teorem 4.2.3 de A = 1 ve u = 0 alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz:
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Sonug 4.2.7 (4.20) deki gibi tanimlanmus hs € o fonksiyonu S2%(t) sinifina ait olsun.
O halde,

1
(p(z_i t)l E <t< t02
(@0, t), to, <t<1

a,a, —a?| <

elde edilir. Burada

_ 8t2((26% + 1)? — 6t2(6% — 1)?)

27t ’
P (263 +6)%(62 + 2)
V(—z,—1,1) 2
<p(p t) = t( (—2.10,1);(23.20,56))
(\l] - —
8(26% + 1)%(63 + 26) (VE4,£E;:§§:(23,20,56) — 8t|6t2(6% — 1)2 — (262 + 1)2|)
N 9t?
(262 + 1)2

ve ty, degeri, A=1, u=10ve % <t <1 ig¢in, y; = 0 denkleminin kokiidiir (Orhan et

al. 2017c).
Sonug 4.2.7 de § = 1 alinacak olursa asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.2.8 (4.20) deki gibi tanimlanmis hs € o fonksiyonu S;(t) simifina ait olsun. O
halde,

( 8t2 1 7 + V401
—_—, <t —
@y — & 4 3 2 44
ara = 2, t2+t—11t%)% 7 ++/401 it
3(—4 — 7t + 22t2)’ 44

elde edilir (Orhan et al. 2017a).
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Ispat: Teorem 4.2.3de § = 1 = 1 ve u = 0 olarak segilsin (ya da Sonu¢ 4.2.7de § = 1

segelim). Bu durumda, > <t<1 igin y,>0; 3 <t<T""2% dcin x; >0 ve
7+4‘:01 < t < 1igin y; < 0 olur. Bu halde
( 1 7 + /401
@(27,1), S<t<——F7—
— g2 4 2 44
a,a, —as| <
7 ++v401
Lmax{<p(po,t),<p(2‘,t)}. —  <t<1
olup, Sekil 4.5 dikkate alindiginda
( 8t2 1 7 + V401
— —<ts——
s — a?| < 4 3 2 44
y 2y t@He-11E2 74 VET
L 3(—4 — 7t + 22t2)’ 44
elde edilir.
i |
\ {"‘.’f{{ 24
— _ 5t
1;:_-———-“"___ — dlpot=t _3:—4—'t—]]t::|
:_n_\_‘.""'\-ul:.|.|..|.|.|.|||.|.|
\2.5 0.7 0.8 0.0 1.0
y
|

Sekil4.5.6 =1, A=1veu=0icin ¢(27,t) ve ¢(po, t) fonksiyonlarinin durumu
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4.3. Wright Fonksiyonunun Yildizillik ve Konvekslik Yaricaplar:

Bu kisimda (3.4) deki gibi tanimlanmis Wright fonksiyonunun geometrik 6zelliklerini
ele alacagiz. Asagida verilen Lemma 4.3.1 bu kisimdaki ¢alismalarimizin temelini

olusturmasi bakimindan olduk¢a énemlidir.

Lemma 4.3.1 (i) Eger p >0 ve f >0 ise z+ 4,5(z) = ¢(p, B, —z*) fonksiyonu

tamami reel olan sonsuz sayida sifira sahiptir.

(i) A5 pn » ¢ (p, B, —2*) fonksiyonunun n yinci sifirmi gostermek iizere,

@6~ =] | (1 - )
p.Bn

n1

Weierstrass carpimi  gegerli olup bu carpim kompleks diizlemin kompakt alt

kiimelerinde diizgiin yakinsaktir.

(i) Ayrica, W, 3(z) = zP1, 5 (2) olmak iizere, $ppn ile W, » fonksiyonunun n yinci
sifirin1 gosterelim. Bu durumda, l}%,ﬁ fonksiyonunun ardisik iki pozitif sifir1 arasinda

A

o, fonksiyonunun yalmz bir pozitif sifir (ya da ¥, g fonksiyonunun pozitif reel sifir)

vardir. Bir bagka ifadeyle, bu fonksiyonlarin sifirlari arasinda
o1 < Aop1<Cppa<lAppz <
esitsizlik zinciri gegerlidir (Baricz et al. 2017).

Ispat: (i) Fonksiyonun sifirlarinin reel oldugunu Baricz and Singh (2017) galismasina

benzer yaklasimlar kullanarak gostermek miimkiindiir. ¢(p,,.) tam fonksiyonunun
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biiyiime mertebesi, (3.7) de hesaplandig1 iizere, (1+ p)~! olup bu deger (0,1)

araliginda oldugundan Wright fonksiyonu sonsuz sayida sifira sahiptir.

(if) Ayrica, Wright fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan, Hadamard ¢arpim teoremi

geregince, Lemma 4.3.1 deki gibi bir sonsuz ¢arpim temsiline sahiptir.

(iii) Bu sonsuz ¢arpim temsilini kullanarak,

Y (2) AL 2(2) 2
n=1 Bn

W,5(2) z Ayp(z) z

elde edilir. (4.50) esitliginin her iki yaninin diferansiyelini alirsak

i(q’é.ﬁ(z)>__£_zz 2 + 25 pm rEA,
- 2 2 p,6.n
dz LI{o_ﬁ»(z) z £ (Zz _ Ag,ﬁ,n)

bulunur. p, 8 > 0 ve reel z degerleri i¢in, yukaridaki esitligin sag tarafi negatif bir reel
say1 oldugundan (Ap_ﬁ,n, Ap_ﬁ_nﬂ),n € N agik araligindaki reel degerler i¢in z arrtik¢a
‘Pp’,ﬁ/‘}'p,ﬁ orani +oo dan —oo a azalan bir fonksiyondur. Bu halde, W[;'ﬁ fonksiyonu 4, 5

fonksiyonunun ardigik iki sifir1 arasinda sadece bir kez sifir degerini alir. Boylelikle

ispat tamamlanmis olur.

Acikga goriilebilecegi iizere z — ¢ (p, B, —z?) fonksiyonu A smifina ait degildir. Bu
halde, oncelikle bu fonksiyonu normalize etmeliyiz. Asagidaki gibi tanimlanan ve

¢(p, B,.) fonksiyonundan tiiretilen

|~

fos@ = (ZT(BYD (0, B.~2D))F,
o2 = 2L (BYD(p, B, ~2),
hp,ﬁ(z) = ZF(,B)(b(p' ,8' _Z)'
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fonksiyonlarmin her biri A sinifina aittir. Elbette, Wright fonksiyonunu daha baska
sekillerde normalize etmek miimkiindiir. Ancak, literatiirde Bessel fonksiyonlari i¢in
yukaridaki normalizasyonlara benzer fonksiyonlarla ¢alisildigindan dolay1 bizde bu {i¢

fonksiyon tlizerinde calismaya odaklandik.

4.3.1. fpg: 9pp V& h, g Fonksiyonlarimin @ mertebeden Yildizilhk Yarigaplar

Bu kisimdaki amacimiz, normalize edilmis Wright fonksiyonlari olan f, g, g, 5 Ve h, g

fonksiyonlarmin yildizillik yaricaplari igin elde ettigimiz bazi1 sonuglar1 vermektir. Bu
kisimda ilk olarak, normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin a@ mertebeden yildizillik
yari¢aplarinin bazi transandantal denklemlerin ¢oziimleri oldugunu gorecegiz. Daha
sonra, bu fonksiyonlarin sifir mertebeden yildizillik yaricaplari i¢in alt ve {ist sinirlar

verecegiz.
Teorem 4.3.2 (Baricz et al. 2017) p > 0, 8 > 0 ve a € [0,1) olsun. Bu durumda,

a. f,p fonksiyonunun a mertebeden yildizillik yarigapr 77 (fp'ﬁ) =X, olup,

X, p,1 SAYISI

25 (r) — (@ — 1)BA,p(r) =0
transandantal denklemin en kiigiik pozitif sifiridir.

b. g,p fonksiyonunun a mertebeden yildizillik yarigap: rg(gp’ﬁ) = Y51 Olup,

Vp,p,1 SAYISI

T, 5(r) — (@ — DA, () =0

transandantal denkleminin en kii¢iik pozitif sifiridir.
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C. h,p fonksiyonunun a mertebeden yildizillik yarigap: r;(hpﬁ) = Z, 51 olup,

Zp 1 Say1sl

Vit (VF) = 2(a = DAy g(VF) = 0
transandantal denkleminin en kiigiik pozitif sifiridir.

ispat z € 'uxp‘ﬁ'1 (fpp): Z € ‘pr'ﬁ‘l(gp_ﬁ) Ve z € ‘uzp‘ﬁ'1 (hy,p) i¢in, sirastyla,

Re (%) > a, Re (%) > a veRe (Zséij)) >« (4.51)

esitsizliklerinin gegerli oldugunu ve bu esitsizliklerin her birinin bagka daha biiyiik

disklerde gecerli olamayacagin1 géstermeliyiz.

|~

fos@ = (ZT(BYB (0, B.~7D)),
o2 = 2L (BYD(p, B, ~2),
hop(2) = ZD(B)B(p, B, ~2),

oldugunu biliyoruz. Bu fonksiyonlarin her birinin logaritmik tiirevi alinirsa

zfp”ﬁ(z) P l(z’lfo.ﬁ(z)> _ 1 _l 272
B

fop@ 2y 5(2) YAy —
29,p(2) <Z/1’ ﬁ(z)> ~ 272
9p.5(2) -t Ao,5(2) ! nzﬂlzﬁn—zz'
zhyp(2) _ 1( ;),ﬁ(\/_)>

h,p(z) 145 ‘/Eap,ﬁ(\r) ;,15[3”

elde edilir. Ayrica, z € C ve 8 € R sayilari igin 8 > |z| ise
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|| R(
0—|z| -z

) (4.52)

oldugunu biliyoruz (Baricz et al. 2014). Bu durumda, her p >0, § >0, n €N ve
|z| < 4,5 i¢in

|z|? R ( z? )
—_ e ———
Aopn = 1212 Aopn = 7"

esitsizligi gecerli olur. Boylece

prg(2)>
L (fpﬁ(z) Re Z ﬁn—zz)

y 2122 lzlfy p(zD)
- B n=1 (A;.B,n - |Z|2) o821 '

29,5z 272
Re(M):l_Re@ )
gp'B(Z) n=1 Pﬁn —Z )
21z lzlg, Uz
Li(22,,—1217)  gpp(lzD)

>1-—-

ve

zh;,_ﬁ(z)>_ B z
Re<—hp,ﬁ(z) =1 Re(Z pﬁn Z)>

n1
z |z| _ |Z|h;,,ﬁ(|z|)
nx1 (Apﬁn |Z|) hp,ﬁ(|Z|)

=>1-

elde edilir ve esitlik hali sadece z = |z| = r oldugunda gegerlidir. Bu son esitsizlikler
ve harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibinden dolayi, (4.51) esitsizliklerinin

gegerli olmasi igin gerek ve yeter sart, x, 5 1, ¥, 5,1 V€ 2, g 1 sayilari, Sirasiyla,
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hop@ _ T Thy()
g @ " g )

transandantal denklemin kokleri olacak bigimde, |z| <x,p51, 12| <y,p51 Ve |z]| <

Zp, g1 olmasidir. Yukarida verilen son esitliklerden

A, 5(r) — (@ — DB, p(r) =0,
2, 5(1) — (@ — D, p(r) =0,
Vi (VF) = 2@ = Dy s (F) = 0

elde edilir. Boylece asagidaki ifadeleri ispat etmis olduk:

. prl,ﬁ(Z)) r Tfp',[;(r) _
At Re <f,,,ﬁ @)= T, e
. Zg’p,ﬁ(z)> _ 7”9,'3,[3(7”) _
zler%tfr ke < 9op(@) ) gop() Go.p (),
_ Zh;_ﬁ(z) B rh;_ﬁ(r) B
- Re < g @) ) =) e

F

0,80 Gp.py Hp g (O, Ap_ 3’1) — R reel fonksiyonlarinin her biri azalan oldugundan ve

lrlgol F,p(r) = lrlgol Gop(r) = lrlgol Hyp(r)=1

. ,l}glﬁ‘l Fop(r) = ,1}1%,1 Gpp() = ,1}1%’1 H,p(r) = —

Zz€EU ve

limit degerlerinden, (4.51) deki esitsizliklerin, sirasiyla, z € ‘prlﬁll, Yopi

Z € uzp g icin gecerli olduklari elde edilmis olur. Boylece ispatimiz tamamlanmastir.



81

Asagidaki teoremde, yukarida teoremde ele alinan normalize edilmis Wright
fonksiyonlarmin yildizillik yarigaplart i¢in bazi alt ve iist siniflar verilmistir. Bu

teoremlerde, kolaylik saglamasi bakimindan,

Agp(p, B) = al(B)T(2p + B) — bI'%(p + B)

notasyonunu kullanacagiz. Ayrica, Euler gamma fonksiyonu log-konveks oldugundan,
a>b > 0vep,B > 0icin bu ifadenin pozitif oldugu garantilenmektedir.

Teorem 4.3.3 p, B > 0 i¢in 7*(f, ) yildizillik yarigapz,

Epp = (B+2)’T(BITBp + BA2p+2)p+4(p, B)

olmak iizere,

/Hp+m . BB+ 2)I(p+p)T(2p+p)
(B+2)r(B) <7 (fp'ﬁ) < \/ Ag+2)2,p+4(p0, B) ’

jﬁﬂp FOTQP 4R _ L jzmp + BT + B)A 42y 544(0, B)
2

F(B)Ap+2)2,p+4(0, B) BB +6)*(p+ BT (2p+B)+Eyp

esitsizliklerini saglanir (Baricz et al. 2017).

Ispat: fp,p normalize edilmis Wright fonksiyonunun yildizillik  yarigap:
W, 5(2) = zﬁlp,ﬁ(z) fonksiyonunun yildizillik yarigapr ile cakisir. Bu halde, ‘P/;,B

fonksiyonunun ve bu fonksiyonun tiirevinin sonsuz seri agilimlari
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an N ED"Cn+B) s
Yop(2) = ¥, 5(2) = 2, T (np + ) z2tA-1 (4.53)

, ED"@Cn+pCn+p-1) , o
Ypp(2) = z n!T'(np + B) Zm (4.54)

n=0

seklinde yazilir. Lemma 4.3.1 dikkate alindiginda, z — Zl_BYp“g (z) fonksiyonu LP
Laguerre-Polya smifina aittir. Boylece, Y, g fonksiyonunun tiim sifirlari reeldir. Kabul

edelim ki, €, g, ler Y, g fonksiyonunun sifirlari olsun. Bu halde, Y, s fonksiyonu

2
LAY, 5(2) = fzF~" ﬂ(l ~ ) (4.55)

no1 pBin

olarak yazilabilir. |z| < £, g, i¢in, (4.55) ifadesinin her iki yaninin logaritmik tiirevini

alarak;
zY, 5(2) 72 4 2k+2
p.B _ _ —
T~ B D=2 =) ) e =) ™ (wse)
p.B n=1 PhBn n=1k=0 PBN k=0

elde edilir. Bu ifadede, yx = Yns14,%, dir. Boylelikle, (4.53), (4.54) ve (4.56)

p.Bm
esitlikleri kullanilarak;
B ,@n+B)2n+p—1) . im (2n+pB)
n=(=1) n!T(np + B) ve va = (=1) n!'T(np + B)

olmak tzere
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zY! 2 (2)
p.B - 2n 2n
Y, @ nZOfnZ / ;”nz (4.57)

elde edilir. (4.56) ve (4.57) esitliklerinin katsayilarinin kiyaslanmasi ile

(B =Dy =$o

(B = Dvi = 2x1vp = &1

(B —1Dva — 2x1vs — 2x2v0 = 2

(B —1)vs — 2x1vy — 2x2v1 — 2X3V0 = 3

bulunur. Bu son denklem sisteminin ¢éziimiinden

_GEOrE)  _(B+2F TR p+4 T
METToAR 0 BT T g T2+p) B T2+ B

ve

_(B+2? B B+DPE+DEBE) F+6 TR
BZTTp2 T3(p+B) 2B (p+BT2p+B) B TGBp+p)

1

Rayleigh toplamlar1 elde edilir. )(;E < {’531 < Xx—k, (k € {1,2} i¢cin) Euler-Rayleigh
" k+1

esitsizliklerinden yararlanarak

F(p+8) \ BB +2)I'(p + BIT(2p + B)
(G arg <70 < j Bpraypea0B)

jﬁr% IR B jwr(p + BT3P + B)A 42y, 544(0, B)
P,

F(B)Ag+2)2,5+4(0, B) BB+ 6 (p+BT(2p+p)+Epp

istenilen esitsizlikler elde edilmis olur.
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Teorem 4.3.4 p, B > 0 olmak iizere 7*(g,,z) yildizillik yarigapi igin

Fe+p) _ . 30(p + BIT(2p + B)
s < o) <] BosB)

[P+ p) Lo
F(B)bos(p, B) e b

2I'(p + BT (Bp + B)Ags(p, B)
IT(BITBp + B)Aes(p, B) + 7T3(p + BT (2p + B)

esitsizlikleri saglanir (Baricz et al. 2017).

Ispat: Teorem 4.3.2 (b) dikkate alindiginda, @ = 0 icin gp,p fonksiyonunun sifir

mertebeden yildizillik yaricapinin (z/lp,ﬁ (z)) = 0 denkleminin en kii¢iik pozitif kokii

oldugu ¢ikarimini yapabiliriz. Boylece,

(4.58)

~ o (-D"2n+1) 2n
Yo p(2) = (Z’lpﬁ(z)) - i n!T(np + B) z

yazilir. A, p fonksiyonunun tam fonksiyonlarin Laguerre-P6lya sinifina ait oldugunu ve
bu sinifin diferansiyel islemi altinda kapali oldugunu biliyoruz. Bu yiizden, ¥,
fonksiyonu da Laguerre-Pélya sinifina aittir. Bu halde, 1, s fonksiyonunun tiim sifirlart
reeldir. Kabul edelim ki; y,z, ler i,z fonksiyonunun pozitif sifirlari olsun. Bu
durumda, ¥, fonksiyonunun biiylime mertebesi Wright fonksiyonunun biiyiime
mertebesi ile cakisacagindan, 1, s fonksiyonunun sonsuz carpim temsili su sekilde

verilir;
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2

(B, p(2) = ﬂ <1 - f ) (4.59)

nz1 yp,ﬂ,n

Simdi, (4.59) esitliginin her iki yaninin logaritmik tiirevini alarak, |z| <y, icin,

8k = Xn=1Y,, lzgkn olmak iizere,

W p(2) z 2z _ Z Z z%k+1
Iljp,ﬁ(z) - > z? - y;f,ﬁ,n - >1 k= yj%-'-nz
nx1 n=1 k=0 (4.60)
S2k+1
= _222 2k+2 225k+122k+1
k=0 n=1 /PN k=0
elde ederiz. Boylelikle, (4.58) ifadesi géz oniine alindiginda,
(—D™"(2n + 3) (—D"2n+1)
a, = ve b, =
"ol F((n+1)p+ﬁ) " nlT(np+pB)
olmak tizere,
lpp ﬁ(z)
ZZ a 2n+1/z b, 7 461
Dop@ e (461)

n=0

bulunur. (4.60) ve (4.61) ifadelerinin katsayilar1 kiyaslanarak,

81bo = ag
62b0 + 61b1 == a1
63b0 + 62b1 + 61b2 = az

bulunur. Buradan da
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_3® B ST®)
RYCET )N 2 T2(p+p) T(2p+p)

ve

_27T%(B) 45 r(B)
T T3p+p) 2T(p+RT2p+p)

r'(p)
I'Bp +p)

7
2

1

Rayleigh toplamlar1 elde edilir. S;E < )/pzﬁ 1 < (;i, (k € {1,2}), Euler-Rayleigh
" k+1

esitsizligi kullanilarak

Fp+B) 3I'(p + BT (2p + B)
3@y ) < j Bos(B)

RN CRT) B
T(B)des(p, B) S

< 2I'(p + BITBp + B)Ag5(p, B)
IT(BITBp + F)Aes(p, B) + 713 (p + BT (2p + B)

bulunur. Bu ise istenilen sonugtur.

Teorem 4.3.5 p, B > 0 olmak iizere r*(h, z) yildizillik yarigapr i¢in

Fp+p) | 2I'(p + P)T2p + B)
o <) <5 Gp)
r2(p+Mr2p+p)
j Bhesp.p) < o)

< T(p+ BITBp + B)Asz(p, B)
F(BIT(Bp + B)Ago(p, B) + 2I'%(p + BIT(2p + )
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esitsizlikleri saglanir (Baricz et al. 2017).

Ispat: Eger Teorem 4.3.2 (c) de @ = 0 alinacak olursa, h, g fonksiyonunun yildizillik

yarigapinin (zlp, B (\/E)) = 0 transandantal denkleminin en kiigiik pozitif kokii oldugu

sonucuna ulasilir. Bu sonugtan hareketle,

D"(n+1)

~ 2~ 4.62
e n!T'(np + B) z (4.62)

Qpp(2) = (le.ﬁ (\/E)), =

fonksiyonunun ilk pozitif sifir1 ile ¢alisacagiz. Lemma 4.3.1 ve LP sinifi diferansiyel

islemi altinda kapali oldugundan, Q, ; fonksiyonu Laguerre-Pélya smifina ait oldugu
soylenir. Varsayalim ki; o,5, ler Q,s fonksiyonunun pozitif sifirlar1 olsun. Bu

durumda, Hadamard ¢arpim teoreminden dolayr Q, z(z) fonksiyonu

r(ﬁ)np,,g@:l_[(l— - ) (463)

g,
n=1 p.Bm

seklinde yazilabilir. (4.63) ifadesinin her iki yaninin logaritmik tiirevini almak suretiyle

'(l, (Z)
p.B E k
e = z", IZI < O, 4_6[
Qp,ﬁ (Z) k2011k+1 p.5,1 ( )

elde edilir. Burada, 1, = Ynz1 0, g,n dir. Ayrica, (4.62) ifadesinin tiirevi alinarak,

. =D'"(n+2) _=D"(n+1)
“nr((m+1)p+B)’ " nlT(np+p)

Cn

olmak iizere,
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Q@) _
0, = ( chz )/(Z d,z" ) (4.65)

yazilir. (4.64) ve (4.65) ifadelerinin katsayilarinin kiyaslanmasinin sonucunda

_ _2T(B) __ATEB) 3T(B)
TETerp TPTTI0Ap) T@p+A)

ve

_ %) 2r(®) or?(B)
=30 +8) " TGp+p8) Tp+HI2p+h)

1

Rayleigh toplamlari elde edilmis olur. Bu halde, 77,? <0g,p1 < nn—k, (k € {1,2})
k+1

Euler-Rayleigh esitsizligi kullanilarak,

T'(p+p) 2I'(p + BT (2p + B)
T@ <7 (hp'ﬁ) < Ay3(p, B) ’

F2(p+pr2p+p)
\/ F'(B)A43(p, B) <r (hp,ﬁ)

I'(p+L)TBp + ,B)A43(P B)
F(B)F(Sp + B)Ago(p,B) + 2I'3(p + B)T(2p + f5)

elde edilir. Bu esitsizlikler teoremde ifade edilen esitsizliklerdir.

4.3.2. fp 8+ 9pp Ve h, g Fonksiyonlarimin a mertebeden Konvekslik Yarigaplar:

Bu kisimda, f, 5, 9,5 Ve h, g fonksiyonlarinin @ mertebeden konvekslik yarigaplarini
verecegiz. Ayrica, g, Ve h,p fonksiyonlari igin sifir mertebeden konvekslik

yarigaplari i¢in alt ve iist sinirlar elde edecegiz.
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Teorem 4.3.6 (Baricz et al. 2017) p > 0, 8 > 0 ve a € [0,1) olsun. Bu durumda,

a. W,z(2) = zP1, 3(2) olmak iizere, f, 5 fonksiyonunun a mertebeden konvekslik

yarigapi olan say1

rLP" r 1 ¥ o (r
1+ ﬁ()+( 1)—p'ﬁ()—

q’”ﬁ(?") E_ qu,ﬁ(r) B

denkleminin en kii¢lik pozitif kokiidiir.

b. g, fonksiyonunun a mertebeden konvekslik yarigap1 olan say1

rgp B (T)
gp,ﬁ (T')

T —

denkleminin en kii¢lik pozitif kokiidiir.

C. h, g fonksiyonunun a mertebeden konvekslik yarigap1 olan say1

h”B(T)

14— e

denkleminin en kiigiik pozitif kokiidiir.

Ispat: a. W, 5(2) = zP4, 3(2) oldugu goz Sniine alinarak

|-

fop(@ = (2PT(B)2,5(2))

'%Ir—x

= (r®¥ep@)°,
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1 i
=N OGO

fp,,ﬁ(z) = B

yazilir. Bu son ifadenin logaritmik tiirevini alarak

o) W@ (1 )00
fop@ W@ \B T ¥yp(2)
zf,5(2) 4 ZLP”ﬁ(Z) N (1 B 1) 2%, 5(2)

@ W@ BT ) W,,0

1+
elde edilir. Ayrica, 8 € (0,1] i¢in (4.52) esitsizligi kullanilarak, |z| = r i¢in,

Re<1+Z_f pp:((ZZ))> _(__ ) Z

(4.66)
n>1(pﬁn n>1{p[>’n_ 2

esitsizligini elde ederiz. Ayrica,a > b > 0, z € C ve |z| < b olmak iizere

2 z |z| ||
a:Re(a_Z)_Re(m) Zaa—lzl ~b—|z]

yazilir (Baricz and Szasz 2014). Bu esitsizlik yardimiyla ve Lemma 4.3.1 den {,, 5, Ve
{ppn sifirlart arasinda {5, <{,pq bagmtisi oldugundan, (4.66) ifadesinin her

Z € ‘U(;Bligin, B > 1 olmasi durumunda da gegerli oldugu sonucuna ulasilir. Yukarida

verilen esitsizliklerden, r € (0, ;), 1) igin

_ z pﬁ(z)>} T pﬁ(r)
zler%{r {Re (1 + fp,ﬁ(z) 1+ fp,ﬁ(r)

elde edilir. Ote yandan, g € (0,1] igin,
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fpp(T)
fp’,ﬁ (r)

up‘ﬁ(r) =1+

seklinde tanimlanan u, p: (0, ¢ ,')' 3’1) — R fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Ayrica,

1 47”52[311 47"5’2/371
ul’ (T'):— ~-1 p.b, _ pP.p,
G (ﬁ )Z (¢ pn - rz)z Z (€2 - Tz)z

n=1 n=1

4r{> 4r{’?
< Z % — Z % <0
nz1 ((p,ﬁ,n r rz) (Zp,ﬁ,n r rz)

nz1

oldugundan, bu fonksiyon r € (O, ¢ ;I),B,l) icin, f > 1 olmasi durumunda da azalan bir

fonksiyon olur. O halde;

lri{% u,p(r) =1, ligr; Uy p(r) = —o
p.B1

limit degerlerinden, z € U, igin,

z p,,lﬁ(z)>
Re <1 + fp,,ﬁ(z) >a

olmasi icin gerek ve yeter sart (O, ¢ ;)' B.l) araligindaki r; sayisinin

r n (r)
1+ —f"ﬁ =a
fo8(T)

denkleminin tek koki olmasidir.

b. g,z € LP oldugundan gl'), g € LP olur. Ayrica, bu iki fonksiyonun da biylime

mertebesi (p + 1)~ olur. Bu durumda, 9, gnler g,z fonksiyonunun pozitif

p.Bn

stfirlar1 olmak iizere, Hadamard teoremi yardimiyla
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yazilabilir. Bu son ifadenin her iki yaninin logaritmik tiirevinden
29, 5(2)

14+ 2P0 2 5

9p.5(2) o l9p pn =

sonucuna ulagilir. Bu son elde ettigimiz ifadeye (4.52) esitsizligini uygularsak, |z| =r

i¢in,
z (z
Re<1+ Ipp )> Z _
9p8(2) n>1’9pﬁn

elde edilir. Boylelikle, 7 € (0,9, 43 ) igin,

zg) 5(z r r
inf {Re 1+—‘g,”’ﬁ() Z . =1+ 9pp (™)
z€Uy 9p5(2) 9 - 9p5()

n=1 an

yazilabilir. Bu halde,

rg ;;', B (r)

v,p(r)=1+—
PP 9,5

bi¢iminde tanimlanan v, g: (0,9, 4,) — R fonksiyonu azalan bir fonksiyon olup,

lrig)l V(M) =1, lli9r,nﬁ Vpp(1r) = —o0
p.B.1

bulunur. Sonug olarak,
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rgp B (T')

1+———=
gp,ﬂ (T')

denkleminin (0,9, 5 1) araligindaki tek kkii 7, olur. Bir baska ifadeyle,

z z z z
Re<1+ gpﬁ( )>>a, z €U, ve inf {Re<1+ gpﬁ( )>}
gp,lg(z) ZEUTZ gp,ﬁ(z)

yazilabilir.

C. App Wright fonksiyonunun tiim sifirlarinin reel oldugunu kullanarak, Hadamard

teoremi yardimiyla,

7 Z
pp(?) = l_[ <1 - Tp,Bm)

n=1

elde edilir. Bu son ifadenin her iki yaninin logaritmik tiirevi alinarak;

h” (Z) 7
B z nz1 Tp,ﬁ,n z

bulunur. r € (0,7,p34) olsun. Bu durumda, harmonik fonksiyonlar igin minimum

prensibi ve (4.52) esitsizligi kullanilarak, z € U, igin,

zh! 5 (2) z z
Re<1+,’)¢> = Re 1—2— > min Re 1—2—
h;, 5(2) LiTppn—Z |z|=r Tppn — 2

nz1

r rhy g (1)
in(1- Y Rt ) 1- YT D
z|=r e Tppn — TpBn r 0.8 r

nz1
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yazilabilir. Sonug olarak,

zh} 5 (z rh) 5 (r
inf {Re <1 4 Pos®@ )>} =14 s
z€U, h, 5(2) i)

elde edilmis olur. Simdi kabul edelim ki 75

rh;,’,ﬂ (r) B

= 4.67
e a (4.67)

1+

denkleminin en kii¢lik pozitif kokiidiir. z € U,, icin,

zh! ,(z
Re <1 + ﬂ) >a
hp'ﬁ(z)

dir. Ispatimizi tamamlamak icin (4.67) denkleminin (O, Tp’ﬁ‘l) araliginda bir tek koke

sahip oldugunu gostermeliyiz. (4.67) denklemi

Wv(r)zl—a—z;:o

nz1 topn =T
ifadesine denktir. Ayrica
limw,(r)=1—a >0, lim w(r) = —oo.
70 T7Tp 81

olur. w,, fonksiyonu (0,7, z,) araliginda azalan oldugundan w, (r) = 0 denklemi bir

tek koke sahiptir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Simdi, Euler-Rayleigh esitsizliklerini kullanarak g,z Ve h, g fonksiyonlarinin

konvekslik yarigaplari i¢in bazi alt ve {ist sinirlar verecegiz.
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Teorem 4.3.7 p,f>0 i¢in g,p fonksiyonunun konvekslik yarigapt r¢(g, ),

(29;,5(2)) = 0 denkleminin en kiigiik pozitif kokii olup (g, ) igin

Fp+p) . M(p+ BIC(2p + p)
Ir(p) <7 (gp'ﬁ) < \/ Ag1,25(p, B) ’

+|I2(p + B)T(2p + B) <r(g0)
I'(B)Ag125(p, B) 9o

2I'(p + p)T'(3p + ,B)A81,25(P'ﬁ)
F(BITBp + B)A1asge75(0, B) + 4913 (p + FIT(2p + B)

esitsizlikleri saglanir (Baricz et al. 2017).

Ispat: Wright fonksiyonunun ve tiirevinin seri temsilini kullanarak

(-D"2n+1D?*1P) ,,
n!T'(np + B) z

0,3(2) = (Zg['),ﬁ(z)), =1+

nz1

yazilabilir. g, s fonksiyonu Laguerre-Pélya sinifina ait oldugundan ve LP sifi tiirev
islemi altinda kapali oldugundan ©, z fonksiyonu da Laguerre-Pélya sinifina aittir ve
tiim sifirlar1 reeldir. Kabul edelim ki; ¢, 5, ler ©,; fonksiyonunun pozitif sifirlari

olsun. Bu halde Hadamard teoremi yardimiyla ©, 5 fonksiyonu

2
0,0 =[] (1- )

nz1 p.Bn

bigiminde yazilabilir. O halde, |z| < ¢, g 1 i¢in
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0,5(2) _ —ZZ— _ —ZZZ Z2k+1 _ ZZZ 42k+1
2k+2 2k+2
O0.5(2) Cp pn z* =1 k50 Sp.Bm k=0 n=1 oA (4.68)
— _ZZ K.k+122k+1
k=0
elde edilir. Burada Ky = Y16, 35 dir. Ayrica,
(=1)™(2n + 3)*T(B) (-D"(2n + 1)*T(B)
= , 1, =
= T((n+ Dp+p) " n!T(np + B)
olmak iizere
0,5(2)
Op’ﬁ (Z) — z n22n+1/z T,z (469)
PR nz0 n=0

yazilabilir. (4.68) ve (4.69) ifadelerinin katsayilarini kiyaslayarak

) L8t 251(R)
T+ p) 2T TI2(p+p) T@p+p)

ve
729T3(B) 49 T(B) 675 r2(p)
K3 = — -
T+ p) 2TBp+p) 2 Tlp+PBTr2p+p)
Rayleigh toplamlar elde edilir. Son olarak, K k< gp p1<—— , (k€{1,2}) Euler-

Rayleigh esitsizligi kullanilarak teoremde ifade edilen

)

Fp+p) . M(p+ BIL(2p + p)
org) <" es) < j 81250, )
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R PTG D) 7°(9p.)
I'(B)Ag1,25(0, B) Gp.p

< 2I'(p + p)I'(3p + ﬁ)Asl,zs(P'ﬁ)
TF(B)TBp + B)A14sg675(p, ) +49T3(p + BT (2p + )

esitsizlikleri elde edilmis olur.

Teorem 4.3.8 (Baricz et al. 2017) p, B > 0 icin h, g fonksiyonunun konvekslik yarigap1

rc(hp,,;), (Zhl',,ﬁ(z)) =0 denkleminin en kiicik pozitif kokii olup asagidaki

esitsizlikler saglanir:

Frp+p) . 4T'(p + B)T(2p + B)
4T (B) 4 (hp'ﬁ) < A169(p, B) ’
2(p+Prp+p) .
j (Dbioao ) Loh)

< T'(p+BTBp + B)A6o(p, B)
8I3(p+ BT (2p + B) + 2I'(BIT(Bp + B)As227(p, B)

Ispat: Wright fonksiyonunun tanimindan

(=D"(n + D*I'(B) o

n!'T(np + B) (4.70)

w,p(2) = (zh}'o’ﬁ(z)), =1+

nz1

elde edilir. h, g fonksiyonu LP Laguerre-Pdlya sinifina ait oldugundan w,, g fonksiyonu
da LP smifina ait olur. Bir bagka ifadeyle, w, s fonksiyonunun tiim sifirlar1 reeldir.
Varsayalim ki 0,53, ler w,p fonksiyonunun pozitif sifirlarini gostersin, Hadamard

carpim teoreminden
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o =] | <1 - szﬁn> (4.71)

nz1

yazilir. (4.71) ifadesinin her iki yanmin logaritmik tiirevini alarak, |z| < @, g, i¢in,

w,p(2) Z tesig 4.72)

wpp(2) e
elde ederiz. Burada py = Y1 Q;,’f;,n dir. Ayrica (4.70) ifadesinin tiirevi alinarak

(=1D)™(n + 2)°T(B) A (=D"(n + 1)°T(B)
n!'T((n+Dp+p)’ " n!T'(np + p)

n:

bulunur. Buradan,

wﬁiﬁg zt Y s,z @73

n=0

yazilir. (4.72) ve (4.73) ifadelerinin katsayilarinin kiyaslanmasi ile

_ 4T _1er*(g) I
T+ T2 +p TRo+H)

ve
_64T°(B) + 8I'(B) 54T2(B)
BTGB TG+ B T+ AT +H)
Rayleigh toplamlar1 elde edilir. ,uk <0pp1 < , (k € {1,2}) Euler-Rayleigh

esitsizlikleri g6z Oniine alindiginda
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Frp+p) . 4T(p + BIT(2p + )
4T (B) <7 (hp'ﬁ) < A160(0, B) ,
2o+ pIr2p+p) .
\/ I'(B)A160(0, B) <7 (hp'ﬁ)

< I'(p+BTBp + BA169(p, B)
8I3(p + BT (2p + B) + 2T (BFITBp + B)Aszz27(p, f)

elde edilmis olur.

Simdi, (3.4) deki gibi tanimlanmig Wright fonksiyonu ve (3.3) deki gibi verilmis v
mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu goz oniine alindiginda, Wright fonksiyonu ile

Bessel fonksiyonu arasinda

Aivi1(@) = (A, v+1,-2%) =27Y7,(22)
bagmitisint elde etmek miimkiindiir. Bu baginti dikkate alinarak, ozellikle p = 1 ve
B = v + 1 alinmak suretiyle, bazi ilging sonuglar elde edilir. Bu sonuglardan bir tanesi
Baricz et al. (2014) tarafindan sunulan Teorem 1 deki sonuglarin dogal bir
tamamlayicisidir. Ayrica f .4, fonksiyonu i¢in elde etti§imiz sonu¢ yeni olmasina

karsin g; 41 V€ hy,41 fonksiyonlar igin elde ettigimiz sonuglarin Baricz et al. (2014)

calismasinda ifade ve ispat edildigi goriilebilir.

Sonuc 4.3.9 (Baricz et al. 2017) v > 0 ve a € [0,1) olsun. O halde,

1
a fivi1(@) = (T(v + 1)zJ,(22))™*v fonksiyonunun a mertebeden yildizillik
yarigapi

2z3,(2z) + (1 —a(v +1))J,(22) = 0

denkleminin en kii¢lik pozitif kokiidiir.
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b. g1y4+1(2) =T(w+ 1)z'77J,(2z) fonksiyonunun a mertebeden yildizillik

yarigapi

2zJ,22)+ (1 —a—-v)J,(2z) =0

denkleminin en kiigiik pozitif kokiidiir.

C. hiyiy1(2) =T+ 1)21%{]1,(2\/5) fonksiyonunun a mertebeden yildizillik

yarigapi
2z, (2Vz) + 2 = 2a —v)J,(Vz) = 0

denkleminin en kii¢lik pozitif kokiidiir.

Teorem 4.3.3de p = 1 ve f = v + 1 segilirse asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug¢ 4.3.10 v > —1 olsun. Bu durumda,

vl _ (ivns) < (v+2)(v +3)
v+3 " Vi V3 + 7v2 + 15v + 13’

4\/(1/+1)3(v+2) e ()

v3+7vZ +15v + 13

2(v+3)(v3 + 7v2 + 15v + 13)
<(v+1) = Z 3 >
v> + 15v4 + 80v3 + 222v4 + 319v + 196

elde edilir (Baricz et al. 2017).
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Simdi Wright fonksiyonu ile birinci tiir Bessel fonksiyonu arasindaki iligkiyi kullanarak,
Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 elde verilen sonuglarda p = 1 ve f = v + 1 alindiginda
elde edilecek sonuglarin Aktas et al. (2017a, 2017b) tarafindan verilen sonuglarla

cakistigini gosterecegiz.

Sonug¢ 4.3.11 v > —1 olsun. Bu durumda,

v+1
3

< r*(gl,v+1) <

3w+ 1D)(v+2)
4v+13 '’

slv+1)2(v+2) . v+1DW+3)4v+13)
wrz <)< e e 19

elde edilir (Baricz et al. 2017).

Aktas et al. (2017b) calismasinda verilen z & ¢@,(z) =2'T(v + 1)z J,(2)
normalize edilmis birinci tiir Bessel fonksiyonunu goz oOniine alalim. Bu durumda,
agikga gorilebilecegi tizere, ¢,(2z) = 2g;,4+1(2z) oldugundan yukarida verilen
sonuglar Aktas et al. (2017b) de verilen sonuglarla ¢akisir.

Sonug¢ 4.3.12 v > —1 olsun. Bu durumda,

v+1
2

v+DVv+2
Vvv+5

2v+1D(v+2)
v+5

v+1DWw+3)(v+5)
vZ 4+ 8v + 23

<1*(hyy1) <

)

<1*(hyye1) <

elde edilir (Baricz et al. 2017).
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Aktas et al. (2017b) tarafindan verilen ®,(z) = 2'T(v + 1)21_;(71, (vz) normalize
edilmis birinci tiir Bessel fonksiyonu goz oniine alindiginda &,,(4z) = 4h, ,,,,(z) elde

edilir. Bu halde, yukarida verilen esitsizliklerin Aktas et al. (2017b) tarafindan verilen

sonugclarla ¢akistig goriilebilir.

Son olarak, Teorem 4.3.7 ve Teorem 438 de p=1ve f=v+1(v>—1) olarak
aliacak olursa asagidaki sonuglari elde ederiz. O halde, asagida elde edilen sonuglar

Aktas et al. (2017a) tarafindan verilen Teorem 6 ve Teorem 7 deki sonuglarla ¢akisir.

Sonug¢ 4.3.13 v > —1 olsun. Bu durumda,

\/v+1< C( )<3 v+1DW+2)
3 T G1v+1 56v + 137

o120 +2) aons) < (v + 1)(v + 3)(56v + 137)
56v + 137 ¢ \Jiv+1 2(208v2 + 1172v + 1693)

elde edilir (Baricz et al. 2017).
Sonug¢ 4.3.14 v > —1 olsun. Bu durumda,

v+1 4v+1)(v+2)
c
7 < () <—— o

v+ 1D2(v +2)
7v + 23

wv+1DW+3)(7v+ 23)
2(9vZ + 60v + 115)

<1(hyyy1) <

elde edilir (Baricz et al. 2017).
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu c¢alismanin 6ziinii olusturan dordiincii  boliimde, ilk olarak, bi-linivalent
fonksiyonlarin bazi yeni alt siiflar1 tanimlanmis ve bu alt siniflara ait fonksiyonlarin
|H,(2)| = |aya, — a3| ikinci Hankel determinant: igin iist smirlar elde edilmistir. Son
olarak, Wright fonksiyonunun geometrik 6zellikleri ele alinmis ve elde edilen 6zellikler

Bessel fonksiyonu i¢in daha 6nceden bilinen 6zelliklerle karsilastirilmistir.

Bu boliimde, geometrik fonksiyonlar teorisiyle ilgilenen arastirmacilarin ilgisini

cekecegini diisiindiigiimiiz bazi problemlere yer verecegiz.

Birinci tiir Bessel fonksiyonlarinin ozelliklerinin ne kadarimin Wright fonksiyonuna
genisletilebilecegini gormek oldukea ilgingtir. Bu tezde, Bessel fonksiyonlarinin tam
olmasindan kaynaklanan oOzelliklerinin Wright fonksiyonuna genisletilebilecegini
gordiik. Fakat birinci tiir Bessel fonksiyonlarinin diger oOzelliklerinin de Wright
fonksiyonuna genisletip genisletemeyecegimizi gérmek istiyoruz. Bu diisiinceyle bu
boliimde g¢alismaya deger olasi bazi1 agik problem ya da sorularin kisa bir listesini

verecegiz:

1. B (ya da p) ya gore A, g, sifirlarmin monotonlugu hakkinda ne sdyleyebiliriz? Bu
sorunun cevabi; Wright fonksiyonunun normalize edilmis hallerinin {inivalent
fonksiyonlarin belli bir simifina ait olacak sekilde p ve B parametrelerine gerekli ve
yeterli sartlarin elde edilmesini miimkiin kilmaktadir. Bu tiir sonuclar literatiirde var

olan sonuglar1 gelistirir.

2. Sabit n degerleri icin, § (ya da p) ya gore A, g, sifirlarinm tiirevini ifade etmek
miimkiin miidiir? Birinci tiir Bessel fonksiyonlarinin sifirlarimin tiirevi i¢in Watson
formiilii ve bunun tiirevi normalize edilmis birinci tiir Bessel fonksiyonlariin konveks
fonksiyonlar siifina ait olacak sekilde bu fonksiyonlarin mertebesi ile ilgili gerekli ve

yeterli sartlarin elde edilmesinde 6nemli rol oynar (Baricz and Szasz 2014).
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3. Normalize edilmis Wright fonksiyonlarinin konvekslik ve yildizillik mertebelerini

elde etmek igin siirekli kesirleri kullanmak miimkiin miidiir?

Wright fonksiyonu ikinci mertebeden homojen lineer bir diferansiyel denklemin
¢oziimii olmadigindan yukarida listelenen sorularin her birinin ¢6ziimii zor olacagi
ongoriilebilir. Ayrica Wright fonksiyonunun kuvvet serisi a¢ilimi yapisal olarak Bessel
fonksiyonunun seri ac¢ilimina benzer olmasma ragmen Wright fonksiyonunun

Ozelliklerini ¢calismak ¢ok daha zordur.
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