T.C.
ERZINCAN BINALI YILDIRIM UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

p? MERTEBEDEN BAZI HALKALARIN PELL POLINOMLARI VE
PERIYOTLARI

Devran CiFCI

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

ERZINCAN
2018

Her Hakki Sakhdir.



Kabul ve Onay Sayfasi

Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU danigsmanhginda, Devran CIFCI tarafindan hazirlanan
bu calisma 16/07/2018 tarihinde asagidaki jiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda

Yiiksek Lisans Tezi olarak oybirligi (3/3) ile kabul edilmistir.

Baskan : Dog. Dr. Ceren Sultan ELMALI Imza: M

Danisman  : Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU Imza: %%/Z
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Israfil OKUMUS Imza:
Yukaridaki sonug Enstitii Yonetim Kurulunun Li /€& /2019 tarih ve‘:)t?'.'./...‘j ....... say1l

karari ile onaylanmistir.

F3—

Prof. Dr. Mustafa Fatih ERTUGAY
Enstitii Mudiirt

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildirislerin, sekil ve tablolarin kaynak
olarak kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



Bilimsel Etige Uygunluk Sayfasi

“p? Mertebeden Bazi Halkalarin Pell Polinomlari ve Periyotlari” isimli “Yiiksek Lisans”
tezim tarafimca intihal tespit programi ile incelenmistir. Buna gore tezimde bilimsel etik

ihlali ve intihal olarak nitelendirilebilecek herhangi bir durum olmadigim taahhiit ederim.

Bu ¢aligmadaki tiim bilgilerin, akademik ve etik kurallara uygun bir bigimde elde edildigini;
ayni zamanda bu kural ve davraniglarin gerektirdigi gibi, bu ¢alismanin 6ziinde olmayan tiim

materyal ve sonuglari tam olarak aktardigimi ve referans gosterdigimi beyan ederim.
16/07/2018

Devran CIFCI

|\



OZET

Yiksek Lisans Tezi

p? MERTEBEDEN BAZI HALKALARIN PELL POLINOMLAR VE PERIYOTLARI

Devran CIFCI

Erzincan Binali Yildirrm Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danmigman: Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU

Bu ¢aligmada, x? = 2x + 1 olmak iizere m modiiliine gore Pell polinomlarinin dizileri
olusturulmustur ve bir¢ok dzellik verilmistir. Bu dizilerin periyodik oldugu gosterilmistir ve
periyotlart hesaplanmistir. Pell polinomlar1 kompleks sayilar halkasinda tanimlanmigtir.
Ayrica R, 2 gerenli bir halka ve (@, ) ise bu R halkasinin geren bir ¢ifti olmak tizere Pell

polinom tipli orbitler P(Ifxl ) (x) tanimlanmustir. p? mertebeden 2 gerenli sonlu halkalarin Pell

polinom tipli orbitleri olusturulmustur ve periyotlart hesaplanmaistir.
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ABSTRACT

Master Thesis

PELL POLYNOMIALS OF SOME RINGS OF ORDER p? AND THEIR PERIODS

Devran CIFCI

Erzincan Binali Yildirim University
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Yasemin TASYURDU

In this paper, the sequences of the Pell polynomials are obtained according to modulo m
where x2 = 2x + 1 and various properties of these sequences are introduced. It is shown that
these sequences are periodic and their periods are obtained. It is defined the Pell polynomials
to the ring of complex numbers. Also, the Pell Polynomial-type orbits P(lfx,ﬁ) (x) = {x;} are
defined where R be a 2-generator ring and (a, ) is a generating pair of the ring R. The Pell
Polynomial-type orbits P&ﬁ) (x) in finite 2-generator rings of order p? are obtained and their

periods are introduced.
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1.GIRIS

Birgok farkli disiplinlerden bilim insanlarinin ve diisiiniirlerin birbirlerinden binlerce
kilometre uzakta, onlarca asir Otede olsalar bile ortaklasa yaptiklar1 caligmalar,

insanogluna neyin gilizel goriindiiglinii gostermek amaciyla bazi formiiller {izerine

olmustur. Bu formiillerin en etkili olanlarindan birinin kokii olan %ﬁ irrasyonel

sayisina “Altin Oran” denir. Bu oran antik ¢agdan beri matematikgilerin, fizikgilerin,
filozoflarin, sanatcilarin ve hatta miizisyenlerin ilgilendigi bir konu olmustur. Genellikle
Yunanca’da kesmek anlamina gelen kelimenin bas harfi olan 7 karakteri ile gosterilen
ve degeri 1,61803... olan bu say1 altin ortalama, altin bdliim, altin kesit, ilahi (kutsal)
oranti, Fibonacci sayis1 ve Phidias ortalamasi seklinde de adlandirilir. Bu oran, bazen
ozelliklerini inceleyen matematik¢i Phidias’in adinin ilk harfi olan ¢ ile gosterilse de
daha yaygin olarak 7 ile belirtilir. Altin oran ve Fibonacci sayilarini, diinyanin yedi
harikasindan biri olarak kabul edilen Piramitlerde, Antik Yunan sanatg¢ilarinin ortaya
koymus oldugu eserlerinde, Ronesans sanatgilarinin tuvallerinde, bitkilerin biiyiimeleri
ve bazi belli katilarin kristalografik yapilarindan veri tabanlarinda arama yapmak i¢in
yazilan bilgisayar algoritmalarinin gelistirilmesine kadar ¢ok genis uygulama

alanlarinda rastlanir.

Fibonacci ismi ile taninan Leonardo Pisa 13. yiizyilda yasamis italyan matematikgidir.
Fibonacci tarafindan yazilan Liber Abaci adli eserde Edward Lucas gordiigii bir
problemdeki 0,1,1,2,3,5,8, ... dizisinin her bir terimine Fibonacci sayis1 ve diziye

Fibonacci dizisi adini verdi.

Fibonacci sayilarinin 6zellikleri uzun yillardir incelenmektedir. Bu sayilar n > 2 olmak

izere f, = 0, f; = 1 i¢in
fa = fa-1+ fa-z

rekiirens bagintisi ile tanimlandi (Vorobyov, 1976 ve Vajda, 1989).

Silvester Q = H (1)]

Fibonacci dizisinin 6nemli 6zelliklerini elde etmistir (Silvester, 1979).

matrisini kullanarak, Fibonacci dizisinin matris gosterimini ve



Fibonacci dizisi ve onun baglantili oldugu yiliksek mertebeli diziler (tribonacci,

quatranacci, k-nacci) genellikle tamsayilar dizisi olarak gosterilir.

Fibonacci dizileri gibi rekiirans baginti ile tanimlanabilen Lucas, Pell, Pell-Lucas,
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerinin 6zellikleri ve uygulamalar ile ilgili

bir¢ok ¢aligma vardir (Koshy, 2001).

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarini tanimlanmis ve bu sayilarin 6nemini, birbirleri
arasindaki iliskiyi vermistir. Ayrica, bu dizilerin bazi 6zellikleri de elde edilmistir

(Koshy, 2001).

Horadam, 1965 yilinda yaptig1 calismasinda Horadam dizisini tanimlamis ve
tanimlanan dizinin genel 6zelliklerini incelemistir (Horadam, 1965). Daha sonra Pell ve
Pell-Lucas say1 dizilerini tanimlamis ve sirastyla bu dizinin terimlerine Pell sayilari,
Pell Lucas sayilart adin1 vermistir. Pell sayilarinin genel formiiliinii ve karekteristik

koklerini sunmustur. Ayrican = 2 i¢in Py = 0, P; = 1 olmak {izere

Py =2P; 1+ Py

rekiirens bagintisi ile tanimlan Pell sayilarinin M = (i (1)) irete¢ matrisini kullanarak,

Pell dizisinin matris gosterimini ve Pell dizisinin 6nemli 6zelliklerini elde etmistir

(Horadam, 1971).

Melham, Pell ve Pell-Lucas sayilarinin sagladigi bazi esitlikleri vermis, Fibonacci ve

Pell sayilarini igeren toplam formiilleri elde etmistir (Melham, 1999).

Kalman ve Mena, ¢alismalarinda ikinci dereceden rekiirans dizileri {izerinde belli sartlar
altinda Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas sayilarii tanimlamislar ve bu sayilarin
Binet formiilleri ve matris temsilleri ile ilgili inceleme yapmislardir (Kalman ve Mena,

2003).

Kilig¢ ve Altinkaynak genellestirilmis k-mertebeli Pell sayilarimin k-dizileri iizerinde
calismislar ve bu dizilerin terimlerinin toplamin1 veren bir algoritma gelistirmislerdir

(Kilig ve Altinkaynak, 2006).



Cerin ve Gianella Pell sayilarinin ¢ift ve tek ¢arpimlarinin toplamlari, ¢ift ve tek kareleri
toplamlari, cift, tek ve ardisik toplamlar i¢in agik formiiller vermislerdir (Cerin ve

Gianella, 2007).

Falcon ve Plaza Fibonacci sayilarinin yeni bir genellestirilmesi olarak k-Fibonacci say1
dizisini tanimlamiglar ve bu tanimlanan dizinin, klasik Fibonacci ve Pell sayilarmin

genellestirilmesi oldugunu gostermislerdir (Falcon ve Plaza, 2007).

Lee ve Cho Pascal matrisinin, Fibonacci matrisinin ve Pell matrisinin

genellestirmelerinden bahsetmislerdir (Lee ve Cho, 2008).

Fibonacci ve diger diziler iizerine c¢alismalar sunulduktan sonra say1 dizileri diger

matematikgiler tarafindan farkli yonlerde gelistirildi ( Lii ve Wang, 2007).

Say1 dizilerinde oldugu gibi polinom dizileri iizerinde de bircok calisma vardir. Ilk
olarak Fibonacci polinomlari 1883 yilinda Belgikali matematik¢i Charles Catalan ve
Alman matematik¢i Jacobsthal tarafindan calisildi. Catalan tarafindan ¢alisilan
Fibonacci polinomlart daha sonra 1966 yilinda Swamy tarafindan gelistirildi (Koshy,
2001). Ayrica 1963 yilinda Bryd tarafindan Fibonacci tipi polinomlarin bir yenisi
literature eklendi. Bryd tarafindan tanimlanan polinom bugiin Pell polinomu olarak
adlandirilmaktadir (Bryd, 1963). Fibonacci polinomu olarak kabul edilen polinom ise
Catalan tarafindan tanimlanmis olan polinomdur. Daha sonra tiim bu farkli

tanimlamalar Fibonacci ve Lucas tipi polinomlar olarak adlandirildi.

Horadam ve Mahon Pell, Pell-Lucas polinomlarin1 tanimlamis, Pell, Pell-Lucas
polinomlarmin genel formiiliinii ve karekteristik koklerini vermistir. Pell ve Pell-Lucas
polinomlarinin {irete¢ matrisi ve agik for formlarini tanimlamistir. Ayrica Pell ve Pell-

Lucas polinomlar1 arasindaki bazi esitlikler vermistir (Horadam ve Mahon, 1985).

Fibonacci dizileri ile ilgili yapilan g¢alismalarin ¢ogu gruplar iizerinedir. Fibonacci
dizileri gruplarda ilk olarak 1960 yilinda Wall tarafindan devirli gruplarda c¢aligildi
(Wall,1960). Knox ise dihedral gruplardaki k-nacci Fibonacci dizisinin periyodunun

2k + 2 ye esit oldugunu gosterdi (Knox, 1992).



Halkalarda Fibonacci dizileri ilk olarak 1970 da Decarli tarafindan calisildi. Keyfi bir
halka tizerinden genellestirilmis Fibonacci dizisinin tanimi verildi (Decarli, 1970). R,
0zdes elemanli bir halka olmak tizere R nin elemanlarindan olusan dizi {M,,} oldugunda
My, M, Ay, ve Ay R nin keyfi elemanlar1 olmak tizere {M,} dizisinin elemanlari

sirastyla
MTL+2 = Aan+1 + AOMTI. n 2 0 ( 1.1)

ile tanimland1 (Decarli, 1970). R halkasi tamsayilar kiimesi olmak tizere (1.1)’in 6zel
durumlan ele alindi (Buschman 1963; Horadam 1961; Vorobyov 1963). Wyler ise
birimli, degismeli 6zel bir halka iizerinde (1.1) dizisini ¢alist1 (Wyler, 1965).

Mertebesi p? olan birimli halkalarin ve cisimlerin Fibonacci dizileri olusturuldu ve

periyotlar1 hesaplandi (Tasyurdu ve Giiltekin, 2013).

Birimli keyfi bir halka tizerindeki {F,} Fibonacci dizilerinin periyotlar1 hesaplandi ve

Tridiagonal matrisi verildi (Tagyurdu ve Dilmen, 2017).

Sunulan bu tezde Pell polinomlarmin dizileri x? = 2x + 1 olmak {izere m modiiliine
gore olusturuldu ve periyodu elde edildi. Kompleks sayilar halkasinda Pell polinomlari

tanimlandi. Ayrica (a,f) bir R halkasiin geren bir ¢ifti olmak {izere P(’;B)(x) Pell

polinom tipli orbitler tammlandi. p? mertebeden bazi halkalarin Pell polinom tipli
orbitleri, 6zellikleri ve bircok sonug elde edildi (Tasyurdu, Cifci ve Deveci, 2018). Bu

amagla kuramsal temeller adini alan ikinci béliimde temel kavramlar verildi.

Calismamuz ti¢iincii boliimiinde ilk olarak Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal
ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerine ait baz1 6n bilgiler verildi. Fibonacci, Lucas, Pell,
Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, polinomlar1 detayli bir seklide verildi ve
bilinen indirgeme bagntilar1 goz Oniine alinarak bu polinomlarin Binet formiilleri,
urete¢ fonksiyonlar1 verildi. Daha sonra bu polinomlara ait bazi teoremlerden ve
sonuglardan bahsedildi. p asal say1 olmak iizere Fine tarafindan ¢alisilmis mertebesi p?
olan biitlin sonlu halkalarin siiflandirilmasi verildi. Halkalarda Fibonacci ve Pell say1

dizileri ile ilgili baz1 tanim, teorem ve sonuglar verildi.



Tezin dérdiincii béliimiinde ilk olarak x? = 2x + 1 olmak iizere m modiiliine gore Pell
polinomlarmin dizisi olusturuldu ve 6zellikleri incelendi. Bu dizinin periyodik oldugu
gosterildi ve periyodu hesaplandi. Periyodun kolay bir sekilde hesaplanmasina olanak
saglayan sonuglar teoremlerle verildi. Daha sonra Pell polinomlar1 kompleks sayilar
halkasinda tanimlandi, iirete¢ matrisi ve Ozellikleri teoremlerle verildi. (a,f) bir R

halkasmin geren ¢ifti ve R de 2 gerenli bir halka olmak {iizere P(Ifl,ﬁ)(x) Pell polinom

tipli orbitler tanimlandi. p? mertebeden 2 gerenli bazi halkalarin Pell polinom tipli

orbitleri olusturuldu ve periyotlar1 hesaplandi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde ¢alismamiz siiresince kullandigimiz bazi temel kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1: Kiime, ayirt edilebilecegini diislindiigiinliz belirli nesnelerin toplulugudur

(Bayraktar, 1996).

Tanmm 2.2: A X B nin bos olmayan her alt kiimesine A dan B ye bir baginti denir

(Calhalp, 2001).

Tanmm 2.3: f, A dan B ye bir bagint1 olsun. V a € A i¢in a ya f ile baglh B de bir ve
yalniz bir eleman bulunabilirse, f ye A dan B i¢ine bir fonksiyon veya (doniisiim) denir

(Calhalp, 2001).
Tamim 2.4: A X A dan A ya bir fonksiyona A da bir ikili islem denir (Callialp, 2001).

Tamim 2.5: Uzerinde ikili islemin tanimlandigi kiimeye cebirsel yapi adi verilir ve
genellikle (G, o) ile gosterilir. Tanimdan anlasilacagi gibi (G, 0) cebirsel yap1 ise G, o0

islemine gore kapalidir. Yani her a, beG i¢in aobeG dir (Bayraktar, 1996).

Tamm 2.6: G bos olmayan bir kiime ve *,G de bir ikili islem olsun. (G,*) cebirsel

yapist asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir.

i. *, G de bir ikili islemdir.
ii. * igleminin G de birlesme 6zelligi vardir. Yani, Va,b,c € G igin,
ax(bxc)=(axb)*cdir.
iii. * isleminin G de birim eleman1 vardir. Yani, Va € G i¢in, axe =exa =a
olacak sekilde 3e € G vardir.
iv. * igleminin gore G deki her elemanin tersi vardir. Yani, Va € G igin,

axa !=a"1xa=eolacak sekilde a1 € G bulunabilir (Callialp, 2001).

Tammm 2.7: (G,*) bir grup veVa,b € G i¢cin axb =b*a degisme Ozelligi de
saglaniyorsa gruba, degismeli grup veya abelyen grubu denir (Callialp, 2001).



Tanim 2.8: G sonlu bir kiime ise (G,*) grubuna sonlu grup denir ve eleman sayisina da

grubun mertebesi denir (Callialp, 2001).

Tamm 2.9: (G,") bir grup olmak tizere H , G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. G
deki grup islemine gore H kiimesi bir grup teskil ediyorsa H ye G nin altgrubu denir ve

(H,) < (G,") veya H < G ile ifade edilir (Bayraktar, 1996).

Tanmm 2.10: G bir grup olmak iizere G de G = {a™ : n € Z} olacak sekilde bir a
eleman1 varsa o zamansa G grubuna devirli grup denir. Boylece a elemanma G nin

tireteci denir ve G = (a) seklide gosterilir (Tasg1, 2007).

Tamim 2.11: G bir grup, H < G ve a € G olmak lizere
aH = {ah: h € H}

kiimesine H’ nin G’deki a’ y1 kapsayan sol yan kiimesi ve
Ha ={ha: h € H}

kiimesinede H’ nin G’deki sag yan kiimesi denir. Burada hemen belirtelim ki G

grubunun a elemanina aH ve Ha yan kiimelerinin temsilci elemani denir (Tasc1, 2007).
Teorem 2.12: N, G grubunun bir alt kiimesi ise asagidaki onermeler birbirine denktir.

i. Herg € G,hern € N i¢cin gng™! € N dir.

ii. Her g € G i¢cin gNg c N dir.

iii. Her g € G i¢cin gNg = N dir.

iv. Her g € G i¢in gN = Ng dir (Bayraktar, 1996).

Tamm 2.13: Teorem 2.12 de denk kosullarindan birini saglayan G nin bir N alt grubuna

normal alt grup denir ve N < G ile gosterilir (Tas¢1, 2007).

Tanmim 2.14: (G,) bir grup ve S de G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun S yi ihtiva
eden G nin biitiin normal alt gruplarinin ara kesitine S nin normal kapanisi1 denir ve S ile

gosterilir (Callialp, 2001).

Tanim 2.15: N < G olsun. G nin N ye gore sag (veya sol) denklik siniflart kiimesi G /N
ile gosterilir (Callialp, 2001).



Tamm 2.16: (G,.) ve (H,*) iki grup f:G — H bir fonksiyon olsun. Va,b € G igin
fx.y)=f(x) = f(y)isef ye G den H ye bir homomorfizma denir
(Calhalp, 2001).

Tamim 2.17: (G,0) ve (G',0") iki grup ve ®@:G — G' birebir ve tizerine bir doniisiim

olsun. Her a, b € G igin
®(aob) = d(a)o’ ®(b)

oluyorsa bu @ doniigiimiine izomorfizm (esyapt doniisiimii) denir. G = G’ olmasi

halinde ®: G — G izomorfizmine ise G nin otomorfizmi adi verilir.

Sayet ®: G — G' bir izomorfizm ise G ve G' ye izomorf denir ve G = G’ ile ifade edilir

(Bayraktar, 1996).

olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan (R, +.-) cebirsel yapisina bir halka denir.

i. (R, +), bir degismeli gruptur.
ii. "« " igleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

iii. - " iglemini " + " islemi {lizerinde sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir:

Va,b,c € Rig¢ina(b + c) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc (Callialp, 2001).

Tamim 2.19: (R, +,7) bir halka olmak iizere her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir n
pozitif tamsayis1 varsa bu 06zelligi saglayan en kiiciik pozitif n tamsayma halkanin
karakteristigi denir. Eger boyle bir pozitif tamsayr yoksa R halkanin karakteristigi
sifirdir denir. Halkanin karakteristigi kisaca Kar(R) ile gosterilir (Tas¢1, 2007).

Tanim 2.20: (R, +,-) bir halka olsun.

i. R halkasindaki carpma isleminin 06zdes eleman1 varsa yani V a € R i¢in
1z.a = a.1; = a olacak sekilde R de 1j ile gosterilen bir eleman varsa (R, +,) ye

birim elemanli halka denir.



ii. (R, +,") halkas1 halkas1 ¢arpma islemine gore degismeli ise yani her a,b € R igin

ab = ba oluyorsa (R, +,") ye degismeli halka denir.

iii. (R, +,-) halkasmin " + " iglemine gore 6zdes elemanini O ile (bu elemana halkanin

sifir elemanida) denir (Bayraktar, 1996).

Tamm 2.21: (R, +,-) bir halka ve x € R olsun. x in R de ¢arpma islemine gore tersi
varsa x € R de aritmetik birim denir. Aksi halde x e R de aritmetik birim degildir denir

(Tasc1, 2007).

Tanim 2.22: R bir halka ve @ # S € R olsun. R deki islemlere gore S alt kiimesi kendi
basina bir halka ise S ye R halkasinin bir alt halkas1 denir (Callialp, 2001).

Tamm 2.22: (R,+,”) bir halka olsun. Katsayilart R de olan tim f(x) = Y-, a;x!
polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir ve R[x] kiimesi sirasiyla asagidaki gibi
tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleriyle birlikte bir halkadir. Bu halkaya R halkasi

tizerinde polinomlar halkas1 denir.
f(x) =3",a;xt, f(x) = XM, bixt olmak iizere f(x), g(x) € R[x] icin
i fOO) +g(0) = G (@ + b

il. f(x).g(x) =X axt, ¢ = Z§'=0 ajb;_;

dir (Tase1, 2007).

Tamm 2.23: Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemanmin ¢arpma
islemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir ve genel olarak F ile

gosterilir (Tase1, 2007).



Tanim 2.24: F bir cisim ve S € F olsun. S kendi basina F cismindeki islemlere gore

bir cisim ise S ye F nin bir alt cismi denir (Callialp, 2001).

Tanim 2.25: (G,-) bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin her elemani S
nin elemanlariin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa
S kiimesi G grubunun gerenlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir (Dummit ve Foote,

2004).

Tamim 2.26: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki bagintilar
denir (Dummit ve Foote, 2004).

Tamim 2.27: F bircisimve a;; € F (1 < i <m, 1 <j < n) olmak iizere

al 1 alZ aln
aZl a22 aZn
aml amZ ° amn

seklindeki bri diktortgen tabloya matris denir (Tasg1, 2011).

Tamm 2.28: n X n tipindeki tridiagonal matris

a,; 4y
Gy Gy Ay
A(n) = a,, a,

a(n—l)n

an(n—l) nn

seklinde tanimlanir (Koshy , 2001).
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Teorem 2.29:

A(n) = Az,  dsg

a(n—l)n

an(n—l) a

nn

matrisi tridiagonal matrislerinin bir ailesi olmak iizere A(n) matrislerinin

determinantlari
det(A(l)) = all

det( A(2)) = az2a11 — Az1045

det( A(n)) = apy det( A(n — 1)) — anm-1)amn-1)n det( A(n — 2))

dir (Cahill vd., 2002).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1
dizilerine ait bazi1 6n bilgiler verilmistir. Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal,
Jacobsthal-Lucas polinomlar1 detayli bir seklide sunulmustur ve bilinen indirgeme
bagintilar1 goz Oniine alinarak bu polinomlarin Binet formiilleri, geren fonksiyonlar1 ve

bazi1 6zellikleri verilmistir.

3.1. Pell Sayilar ve Dizileri

Say1 dizilerini tanimlamanin yollarindan biri rekiirans bagintilar1  kullanmaktir.
Rekiirans bagintilar dizinin her bir teriminin kendisinden 6nceki terimlere bagli olarak

ifade edilmesiyle olusan bagintilardir.
Tamm 3.1: v € Z* olmak lizere a4,4s, ..., a, € Rve a, # 0 olsun. Hern > r
Uy = AqlUp_1 + AUp_5 + -+ + AU,y (3.1)

seklinde tanimlanan bagintiya sabit katsayili lineer homojen rekiirans baginti denir.
Uy, Uq, -, Ur_1 baslangic kosullart ile bu homojen lineer rekiirans bagintisini saglayan

{u,,} dizisine ise lineer rekiirans dizisi denir (Everest vd., 2003).
Ozel olarak Tanim 3.1 de r = 2 alinirsa u, ve u; baslangic kosullar1 i¢in
un = aluo + a2u1

bagmtisi ile tanimlanan {u,} lineer rekiirans dizisinin 6zel durumu olan Pell dizisi {P,}

sOyle tanimlanir.

Tamm 3.2: PB,, Pell dizinin n. terimi, Py = 0 ve P; = 1 baslangi¢ sartlar1 i¢in Pell
dizisi
P, =2P,_ 41+ P,_,, n=2 (3.2)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Horadam, 1965).
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Benzer diistince ile Tanim 3.1 in bazi1 6zel durumlari olan Fibonacci {f,}, Lucas {L,},

Pell-Lucas {Q,}, Jacobsthal {J,} ve Jacobsthal-Lucas {j,} say1 dizileri asagidaki gibi
tanimlanir (Koshy, 2001 ve Horadam, 1971).

ii.

iil.

iv.

vi.

uy =0, uy =1 ve a; = a, =1 olarak alimirsa {u,} dizisi Fibonacci sayi
dizisine dontsiir ve {f,} seklinde gosterilir. Bu dizinin her bir terimine de
Fibonacci sayis1 denir.

Uy =2,u; =1vea; = a, =1 olarak alinirsa {u,,} dizisi Lucas say1 dizisine
dontsiir ve {L,} seklinde gosterilir. Bu dizinin her bir terimine de Lucas sayisi
denir.

uy =0, u; =1vea; =2, a, =1 olarak alinirsa {u,} dizisi Pell say1 dizisine
dontsiir ve {B,} seklinde gosterilir. Bu dizinin her bir terimine de Pell sayisi
denir.

Uy =2, u; =2 ve a; =2, a, =1 olarak alinirsa {u,,} dizisi Pell-Lucas sayi
dizisine doniisiir ve {Q,,} seklinde gosterilir. Bu dizinin her bir terimine de Pell-
Lucas sayis1 denir.

uy =0, u; =1 ve a; =1, a, = 2 olarak almirsa {u,} dizisi Jacobsthal sayi
dizisine dontsir ve {J,} seklinde gosterilir. Bu dizinin her bir terimine de
Jacobsthal sayis1 denir.

uy=2,u; =1ve a; =1, a, = 2 olarak alinirsa {u,,} dizisi Jacobsthal-Lucas
say1 dizisine doniigiir ve {j,} seklinde gosterilir. Bu dizinin her bir terimine de

Jacobsthal-Lucas sayis1 denir.

Tablo 3.1. Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizilerinin ilk

terimleri

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89
L, 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199
P, 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741
J. 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 683
jn 2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025 2047
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fn, n Fibonacci sayisini; P, n Pell sayisini; L,, n Lucas sayisini; Q,, n Pell-Lucas
sayisini; [, Jacobsthal sayisint ve j,, Jacobsthal-Lucas sayisint gostermek iizere bu

sayilar arasinda bazi iligkiler

o Lyp=fo1+fon

* Ly = forz = fa—

* fon = faln

o furr = Lefy+ (“D oy
o Lj-5fi=4C-D"

* SEy=Lpg+Llpy

_ Ppy1+Ppq
Qn = Zerittens

o Qri=2P+(-D"
* jn=Jn+1+2/n1
* jnJn=Jon

seklindedir (Renault, 1996; Koshy, 2001).

Bir say1 dizisinin terimleri, rekiirans bagintisin1 kullanilarak elde edilebilecegi gibi
genel formiil olarak bilinen Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Binet formiilii bir
dizinin herhangi bir terimini, kendisinden Onceki tiim terimlerin bilinmesine gerek
kalmadan kolay bir sekilde bulunmasimna olanak saglar. Ornegin, Pell dizisinin 100.
terimini hesaplamak i¢in dizinin rekiirans baginti kullanilirsa, kendisinden 6nce ilk 99
terimini hesaplamak gerekmektedir. Ancak dizinin rekiirans bagmtist yerine Binet
formiili kullanilirsa bu dizinin 100. terimi i¢in ilk 99 terimi hesaplamaya ihtiyag
duyulmamaktadir. Bu formiilii elde etmek, dizinin rekiirans baZintisn1 ¢ézmeye

dayanmaktadir.
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Simdi Pell dizisinin Binet formiilleri verilecektir. Tanim 3.1 in 6zel durumu olan Pell
dizisinin
B, =2P, 1+ P,_,
rekiirans bagmtisinda B, = x™ yineleme bagmntis1 kullanilirsa
P,=2P,_ 1+ P, = x" =2x""1+x"2
= x2=2x+1
elde edilir. Bulunan
x?—=2x—-1=0

denklemine Pell dizisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin kokleri o ve

olarak alinirsa
a=14+V2 ve B=1-12

olarak bulunur. Bu kokler arasinda

a+p =2
af = -1
a—f =22

esitlikleri vardir. a ve 8, x? — 2x — 1 = 0 karakteristik denklemin kokleri ve A, B sabit

katsayilar olmak tizere
B, = Aa™ + Bp"
seklindedir. Buradan n = 0 ve n = 1 igin
Ph=0=A+B
Py =1=Aa+ Bf
1

olup lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden A = ﬁ ve B = — i olarak bulunur.
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Bulunan A ve B degerleri
P, = Aa™ + Bp"

denkleminde yerine yazilirsa

formiilii elde edilir. Bu formiile Pell dizisinin Binet formiilii denir (Horadam, 1971).

Benzer sekilde Fibonacci {f,}, Lucas {L,}, Pell-Lucas {Q,}, Jacobsthal {J,} ve

Jacobsthal-Lucas say1 dizileri dizilerinin Binet formiilleri ve karakteristik kokler

sirastyla
_a'—=p" _1++5 _1-+5
=== *=—% Ve B=—3
1++/5 1-+5
Ly,=a"+pB" a= > ve = >

Q,=a"+ 8% a=1+V2 ve B=1-+2

an_ﬁn

a—p "’

a=2 ve B=-1

Jn =
jp=a*+pY a=2 ve p=-1
seklinde elde edilir (Koshy, 2001 ve Horadam, 1971).

Urete¢ foksiyonlar1 lineer homojen rekiirans bagmtilari ¢dzmek ic¢in en Onemli

yontemlerden biridir.

Tamm 3.3: {a,, a4, a,, ... } bir reel say1 dizisi olsun. n = 0 olmak iizere

g(t) =ay+ a;t+a,t? .. (3.3)

ifadesine {a,,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir (Koshy, 2001).
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Simdi Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu verilecektir.

Teorem 3.4: n > 0 icin P,, Pell dizinin n. terimi olmak {izere Pell dizisinin iireteg

fonksiyonu

X

g(x)=1_2x_x2

seklindedir (Horadam, 1971).

Ispat: Esitlik (3.3) den

g =) R
n=0

yazabiliriz. Buradan

g(x) =Py + Pyx + Pyx® + -+ Byx™ + - (3.4)
—2g(x)x = —2Pyx — 2P;x? — 2P,x3 — -+ — 2P, x"*1 — ... (3.5)
—g(x)x? = —Pyx? — Pjx3 — Pyx* — - — P x"t2 — . — ... (3.6)

(3.4), (3.5) ve (3.6) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
g(x)(1 —2x —x%) = Py + Pjx — 2Pyx

elde edilir. Py = 0, P; = 1 baslangi¢ sartlar i¢in esitlik (3.2) yani P, = 2P,,_1 + P,,_»
bagintis1 kullanilirsa Pell dizisinin tirete¢ fonksiyonu
g =7

— 2x — x?

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanur.
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Benzer sekilde sirastyla Fibonacci, Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
say1 dizilerinin iireteg¢ fonksiyonlar1 asagidaki gibi elde edilebilir.

X

i g0 =i, fur =

1—x—x2
. 2—x
iil. g(x) =200 Lpx" = 1-x—x2
LXX3 2_2x
iii. g(x) = Xnto Qux" = ——

iv. g(x) = Xmo Jux" = (1 —x —2x*)71
V. g(xX) =300 jux" =1 +4x)(1 —x —2x*)71

Pell dizilerinin terimlerini elde etmenin bir bagka yolu iirete¢ matrisini kullanmaktir.
Pell dizilerinin terimlerinin yani Pell sayilarmin iirete¢ matrisi asagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 3.5: n € Z* igcin M = (i (1)) olmak tizere

seklindedir (Ercolano, 1979).

Ispat: Ispat: tiimevarim yontemini kullanarak yapalim. Yani her n dogal sayis1 icin

P P
A4n =:( n+1 n )
f% Pn—l

esitliginin saglandigin1 gosterelim. n = 1 i¢in
(2 1\ _ (P P
M= (1 o) B (P1 PO)
seklinde olup esitligin dogru oldugu goriiliir. n = k i¢in esitligin dogru yani

Peri P
Mk:(k+1 k)
Py Py

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim.
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Buradan

k_ (2 1\(Pks+1 Pk)_<2Pk+1+Pk ZPn+Pk—1>_ ka1
MM _(1 0)(Pk Prq) Pyiq Py =M

bulunur ki bu dan = k + 1 i¢in dogru oldugunu gésterir. Ispat tamamlanir.

Say1 dizilerinin birgok genellestirmeleri elde edilmis ve elde edilen bu dizilerin

ozellikleri incelenmistir. Bu 6zelliklerden biri, say1 dizilerinin periyodudur.

Tamim 3.6: Belli bir noktadan sonra grup elemanlarinin dizisi sabit bir alt dizinin

tekrarindan olusuyorsa grup elemanlarinin dizisine periyodik denir (Knox, 1992).

Tanmm 3.7: Periyodik dizide tekrarlanan alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin

periyodu denir (Knox, 1992).
Ornegin;
X0, X1, X2, X3, X4, X5, X1, X2, X3, X4, X5, +-
dizisi baglangi¢ elemani olan a elemanindan sonra periyodiktir ve periyodu 5 tiir.

Tanmm 3.8: Diziyi, ilk k elemani tekrarlanan bir alt dizi olusturuyorsa diziye k

periyotlu basit periyodik dizi denir.
Ornegin;

Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X0, X1, X2, X3, X4, X5, X5 ---
dizisi 7 periyodu ile basit periyodiktir (Knox, 1990).

fn, Fibonacci dizisinin n. terimi ve f, =0, f; = 1 baslangi¢c degerleri olmak iizere

Fibonacci dizisinin
Foppr=F+Fq nz1

bagmtis1 kullanilarak her bir f,, sayisi m modiiliine gore indirgenip periyodu elde
edilmistir. Bu periyot Wall sayisi olarak adlandirilir ve k = k(m) ile gosterilir (Wall,
1960).
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Ornek 3.9: f, = 0, f; = 1 icin {f,,} dizisi
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55,89, 144, 233,377,610,987, 1597, ...
olarak yazilir. {f;,} dizisinin her bir eleman1 mmodiiliine gore indirgenirse,

i. m = 3 ise Wall sayis1 8 dir ve k(3) = 8 olarak yazilir. Asagidaki gibi goriilebilir.

n 12345678910...
fomod3 1120221011...

il. m = 4 ise Wall sayis1 6 dir ve k(4)=6 olarak yazilir. Asagidaki gibi goriilebilir.
n 12345678910...
famod4 1123101123...

iii. m = 5 ise Wall sayis1 20 dir ve k(5)=20 olarak yazilir. Asagidaki gibi goriilebilir.

n 1234567891011121314151617 18192021222324
fomod5 11230331404 432022410112...

Simdi k(m) nin bilinen bazi1 6zellikleri asagidaki teoremler ile verildi.
Teorem 3.10: m > 3 icin k(m) ¢ifttir (Wall, 1960).
Ornek 3.11: m = 2 igin
0,1,1,0,1, ..
olup Wall sayis1 k(2) = 3 olup tek sayidir. m = 3 igin
0,1,12,0,2,2,1,0,1, ...

olup Wall sayis1 k(3) = 8 olup ¢ift sayidir. Benzer sekilde devam edilerek k(5) = 20,
k(6) = 24 oldugu goriiliir.
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Teorem 3.12: {f,,} dizileri basit periyodiktir (Wall, 1960).

Ispat: {f,,} dizileri sonlu sayida m? ciftlerinden olustugundan elemanlar1 tekrar eder.

Buradan Fibonacci dizisinin tanimini kullanirsa

foc1=fasr—

dir.

Bu bagint1 ile

fer1 = for1
ft = fs(modm)

olup
ferri— [t = fse1— S
fte1 = fs-1

elde edilir. Buradan ayni oranda indisleri arttirarak veya azaltarak elde edilen dizinin

elemanlarinin ayni1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla

ft—l—s+2 = fs—l—s+2
fe—s+1 = f1

ve

ft-1-s+1 = fs—1-s+1
ft—s = fO

dir. Buradan

fec1 = fs—1s ft—2= fs—2o oo frest1 = f1o fies E o

olur. Boylece diziler periyodiktir ve ispat tamamlanir.
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Tamim 3.13: n > k olmak lizere k-adim Fibonacci dizisinin n. terimi fn(k) ile gosterilir

ve
£ =3k £ & (3.7)
olarak tanimlanir. Burada 1 < i < k i¢in fi(k) =0 ve fk(k) = 1 dir. Diger taraftan
£ — £ (o m)
olmak iizere bu diziyi m modiiliine indirgeyerek
fle,m) = (™, gom, L pEm |y
seklinde tekrar eden bir dizi elde edilebilir. Buradan
flem) = (£, (5™, . 1E™) = 00,..,1)
elde edilir. Bu ise (3.7) bagintisi ile aynidir (Lii ve Wang, 2007).
Teorem 3.14: f(k, m) periyodik bir dizidir (Lii ve Wang, 2007).
Ispat: S, = {(aj,a,,...,a;) : 0 < a; <m—1}olsun. |S,| = m* olup sonludur. Yani

(k,m) (k,m) (k,m) (k,m)
fu+1 v+1 v Ju+tk v+k

olacak sekilde u = 0 i¢in v > u sayis1 vardir.

Tanim 3.13 den

k-1
() _ (l)
fn+k - Z fn+j
j=0
olup
k-1
(k) _ (k) _ (k)
fn — In+k n+j
j=1
dir.
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Buradan

(km) _ c(km) (km) _ (km) (km) _ (km) (km) _ (km)
fu — Jv rJu-1 — Jv-1 Ju-2 T Jv=2 = J2 - Jv—u+2
ve
(km) _ p(km)
fl — Jv—u+1

dir. Bu ise f(k, m) dizisinin periyodik bir dizi oldugunu gosterir. (Lii ve Wang, 2007).
Ornek 3.15: k = 4 adim igin
s(4,3) =(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1, ...)

dizisi ele alinirsa her 26 terimde bir baslangi¢c elemanlariyla tekrar eder. Dolayisiyla

h,(3) = 26 dir.
Sonug 3.16: Fibonacci dizileri arasinda
Fyn) = 0(modn)
Fray-1 = Fray+1 = Fry+1 = 1(modn)

denklemleri mevcuttur (Renault, 1996).

3.2. Pell Polinomlar ve Dizileri

Polinomlardan olusan dizilerde say1 dizilerinde oldugu gibi rekiirans bagintilar

kullanilarak tanimlanabilir.

Tanmm 3.17: B,(x), n. Pell polinomunu ve Py(x) = 0, P;(x) = 1 baslangi¢ sartlari

olmak iizere Pell polinomlar1
Pyi2(x) = 2xPpiq (x) + Py (x), nz2 (3.8)

indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Horadam ve Mahom, 1985).
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(3.8) esitiligi kullanilarak olusturulan Pell polinomlarinin ilk birkag¢ terimi

Py(x) =0
Pi(x)=1
Py(x) = 2x

Py(x) = 4x% +1
Py(x) = 8x3 + 4x
Ps(x) = 16x* + 12x%2 + 1

Pg(x) = 32x° + 32x3 + 6x

seklindedir.

Pell polinomlar dizisinin negatif indisli terimleri ise
P,(x) = (_1)n+1Pn(x) (3.9)

esitligi ile elde edilebilir (Kalman,1982). (3.9) esitligi kullanilarak olusturulan Pell

polinomlar dizisinin negatif indisli terimlerinin ilk birka¢ terimi
n=1icin P_.;(x) =(CD*PKx)=1

n=2 icin P_,(x)=(=1)?*"'P,(x) = —2x

n=3icin P_3(x)=(—-1)3"1P;(x) = 4x%2 + 1

n=4 icin P_,(x) = (—1)*"'P(x) = —8x3 — 4x

n=>5 igin P_s(x) = (=1)5*1P;(x) = 16x* + 12x%2 + 1

seklindedir.
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Benzer disiince ile Fibonacci polinomlar1 {f,,(x)}, Lucas polinomlar1 {L,(x)}, Pell-
Lucas polinomlar1 {Q,(x)}, Jacobsthal polinomlar1 {J,(x)} ve Jacobsthal-Lucas
polinomlari {j,, (x)} polinomlar1 asagidaki gibi tanimlanir.

fn(x), n. Fibonacci polinomu fy(x) =0 , fi(x) =1 igin baslangi¢ sartlari

olmak tizere Fibonacci polinomlari

n=?2

fa(x) = xfr1 () + fra(x),
indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Koshy, 2001).
ii.  L,(x), n. Lucas polinomunu Ly(x) = 2 ve L;(x) = x baslangi¢ sartlart olmak
tizere Lucas polinomlar1

Lo(x) = xLp_1(x) + Lp_p(x), n=2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Koshy, 2001).

ii. Q,(x), n. Pell-Lucas polinomunu Qy(x) = 2 ve Q;(x) = 2x baslangi¢ sartlari
olmak {izere Pell-Lucas polinomlari

n=2

Qn(x) = szn—l(x) + Qn—2 (x),

indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Bryd, 1963).

Jn(x), n. Jacobsthal polinomunu J,(x) =0 ve J;(x) =1 baslangi¢ sartlari

iv.
olmak tizere Jacobsthal polinomlari
Jn() = Jnoa () + xJpp(x), n=2
indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Koshy, 2001).
V.  jp(x), n. Jacobsthal-Lucas polinomunu j,(x) =2 ve j;(x) =1 baslangig

sartlar1 olmak {izere Jacobsthal-Lucas polinomlari

jn(x) = jn—l(x) + ijn—z(x), nz=2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Koshy, 2001).
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fn(x), m Fibonacci polinomunu; PB,(x), n Pell polinomunu; L,(x), n Lucas
polinomunu; Q,, (x), n Pell-Lucas polinomunu ve f,,, n Fibonacci sayisini; B,, n Pell
sayisint; L,, n Lucas sayisimt ve @Q,, n Pell-Lucas sayisim1 gostermek iizere bu

polinomlar ve sayilar arasinda bazi iligkiler

e B()=48
e Q,(1)= Qn
e (3=t
ACE
« R()= A

seklindedir (Koshy, 2001; Horadam ve Mahon, 1985).

Teorem 3.18: Pell polinomunun acik formu

n-1/2
n—i—1 n-2i-1
P.(x) = Z ( l_ ) (2x) ,n>1 (3.10)

i=0
seklindedir (Horadam ve Mahon, 1985).

Ispat: Ispati tiimevarim yontemi kullanarak yapabiliriz. n =1 ve n = 2 igin (3.10)
esitliginin sagladigi acik olarak goriiliir. n = k i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edip
n = k + 1 i¢in dogru oldugu gosterelim. Tiimevarim prensibinden ve Tanim 3.17 den

Ppey1(x) = 2xP(x) + P_1(x)

L(k-1)/2] l(k-2)/2]

N i o
i=0

i=0

elde edilir. Ispatin devami icin k nmn tek ve ¢ift sayr olma durumlari ayri ayr

diistiniilmelidir.
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[k olarak k y1 cift say1 olarak alalim. k = 2t olmak iizere (n ; 1) + (Z B i) = C})

Pascal formuliinden

t—1 -1
2t—i—1 . 2t—i—2 .
=3 (7t G (T o
i=0 i=0

_ (Zto_ 1) (22)% + (Ztl_ 2) (2x)262 + (th_ 3) (2x)20* ..+ (t ! 1) (2x)2

(5w (e ()

(Zt _ i) (2x)2t-2

l

t
;
L(k)/2]

> (o

i=0

elde edilir. Dolayisiyla k ¢ift sayist i¢in ispat tamamlanir. Benzer ispat k 1n tek sayi
durumlar icin de yapilabilir. Sonu¢ olarak k nin hem tek hem de c¢ift say1 olma

durumlar i¢in saglandigindan ispat tamamlanir.

Ornegin, Teorem 3.18 nin bir uygulamasi olarak n > 5 igin

2

o= ("7 ) o

0
- (ot (o + (oo

=16x*+12x%+1

olup diger yandan
P5(x) = 2xP,(x) + P5(x)
=2x(8x3 +4x) +4x* +1
=16x*+8x% +4x? + 1
=16x*+ 12x* + 1
olur.
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Dolayistyla

2

4—i |
Py(x) = 16x* + 1202 + 1 = Z ( i ) (2x)+2

0

olup Teorem 3.18 nin saglandig1 goriiliir.

Pell polinomlarinin terimleri tanimi kullanmadan, genel formiil olarak bilinen Binet
formiili kullanilarak da elde edilir. Binet formiilii, polinom dizisinin herhangi bir
terimini bulurken kendisinden Onceki tiim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan

bulmamiza olanak saglar.

Teorem 3.19: n > 0 olmak tizere {P,(x)} Pell polinomlar dizisinin n. terimi

_ ) — ()
a(x) — p(x)

Fu(x)

seklindedir (Horadam ve Mahon, 1985).
Ispat: P,(x) = t" yineleme bagmtis1 Tanim 3.17 deki Pell polinomlarmin
Pz (x) = 2xPpiq () + By (%)
rekiirans bagimtisinda kullanilirsa
Ppio(x) = 2xPyiq(x) + Py(x) = t"F2 = 2xt™t1 4+ ¢
= t"(t?) = t"(2xt + 1)
=t?=2xt+1

elde edilir. Bulunan Pell polinomlarinin x? — 2tx — 1 = 0 karakteristik denkleminin

kokleri a(x) ve B(x) olarak alinirsa

ax)=x+Jx?+1vef(x) =x—+x2+1

dir.
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a(x) ve B(x), x?—2tx—1=0 Kkarakteristik denklemin kokleri ve A, B sabit

katsayilar olmak tizere bu karakteristik denklemin genel ¢oziimii
P,(x) = Aa™(x) + BB™(x)
seklindedir. Buradann = 0 ve n = 1 i¢in
Py(x)=0=A+B

Pi(x) =1=Aa(x) + Bp(x)

) . . 1
up 1 Kl o A=
olup lineer denklem sisteminin ¢dziimiinden 2B

bulunur. Bulunan A ve B degerleri
B, (x) = Aa™(x) + BS™(x)
denkleminde yerine yazilirsa

a"(x) — B"(x)
a(x) = B(x)

P(x) =

ve B =

——r
a(x)=B(x)

olarak

formiilii elde edilir. Bu formiile Pell polinomlarinin Binet formiilii denir. Dolayisiyla

ispat tamamlanur.
Denklemin kokleri arasinda

a(x) + B(x) = 2x

a(x) —B(x) =2Jx?+1
a(x)p(x) = -1

esitlikleri vardir.
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Benzer sekilde sirastyla Fibonacci, Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

polinomlariin Binet formiilleri ve karakteristik kokleri

"G = " Va? +4 ~VxZ+ 4
fo(x) = aagg — g(go; a(x) = % ve fx)= #
LG = a0 + GO a0 = T = “Z’CZH ve By =itV t4 sz2+4

Q,(x)= a™(x)+ L) alx)=x++x?+1 ve PLx)=x—-—+x?>+1

_at—-pr _1+V1+8x _1-+v1+8x
Jn(x) =~ a()=——"—— ve p)=—7"—
W@ =G e )= e gy =

sekilde elde edilebilir (Koshy, 2001; Horadam ve Mahon, 1985).
Simdi Pell polinom dizilerinin tirete¢ fonksiyonu verilecektir.

Teorem 3.20: n > 0 icin P,(x), Pell polinomlar dizinin n. terimi olmak iizere Pell

polinomlar dizisinin tirete¢ fonksiyonu

90 = 1—2xt —t2
seklindedir (Koshy, 2001).
Ispat: Esitlik (3.3) den

9O =) RO"
n=0

olup asagidaki esitlikler yazilabilir:

g(@t) = Py(x) + Py(x)t + P, (x)t? + - + B (x)t™ + - (3.11)
—2xg(t)t = —2xPy(x)t — 2xP; (x)t? — 2xP,(x)t3 — --- — 2P, t"+1 — ... (3.12)
—g(O)t? = —Py(x)t* — Py (x)t3 — P,(x)t* — -+ — B ()t 2 — oo — (3.13)
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(3.11), (3.12) ve (3.13) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
g@®) (1 = 2xt — t2) = Py(x) + Py (x)t — 2xPy(x)t

elde edilir. Py(x) =0 , P;(x) =1 baslangic sartlart icin esitlik (3.8) yani
P, (x) = 2xP,_1(x) + P,_,(x) bagmtst kullanilirsa Pell polinomlarinin dizisinin

iirete¢ fonksiyonu

‘g(x)=1—2xt—t2

olarak bulunur. Béylece ispat tamamlanur.

Pell polinomunun iirete¢ fonksiyonunda x = > almirsa Fibonacci polinomunun {lireteg

fonksiyonunu elde edilir.

Pell polinomlar dizisinin negatif indisli terimleri, esitlik (3.9) kullanilmadan Pell
polinomlarmin Binet formiilii kullanilarak da elde edilebilir. Pell polinomlarinin Binet

formiilinden

a"(x) - B"(x)
a(x) = B(x)

P—n(x) =

dir. Ayrica a(x)B(x) = —1 oldugundan

(=B)"(x) = (=a™(x)

S e TS
DM@ - )
2 — B

= (-1D)"1P,(x)
olup
Pp(x) = (=)™ P (x)

esitliginin saglandig goriiliir (Horadam ve Mahon, 1985).

31



Asagidaki teorem Pell polinomlarinin dizilerinin terimlerininin matris yardimiyla

gosterimini ifade etmektedir.

2x 1

Teorem 3.21: P = ( 1 0

) ise n = 0 olmak tizere

= () a)

dir (Horadam ve Mahon, 1985).

Ispat: Ispati tiimevarim ydntemini kullanarak yapalim. Yani her n dogal sayis1 i¢in

= () Aaco)

esitliginin saglandigini gosterelim. n = 1 igin

P(x) Pi(x)
P (21x (1)) y (Pi(;c) P;(fc))

seklinde olup esitligin dogru oldugu goriiliir. n = k i¢in esitligin dogru yani

_ (Pey1(x)  Pr(x)
d k‘<Pk<x) Pk_l(x)>

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gdsterelim. Buradan

Prii(x)  Pr(x)
PPt = (le (1))( Il;kéxj)c Pk:’(;))

_ (2ka+1(x) +Pr(x) 2xPi(x) + Pk—1(x)>
Pyi1(x) Py(x)

— Pk+1

bulunur. Buise n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Ispat tamamlanur.

32



Teorem 3.21 den

Pm+n —

pmpn (3.14)

elde edilir. Her m, n dogal sayisi i¢cin m yi sabit tutup n ye gore timevarim yontemi ile

esitliginin saglandig goriilebilir. Gergekten Teorem 3.21 den

 (Prni® Pa(@)
d ‘(Pm(x) Pm_1<x>)

dir. n = 1 i¢in esitligin dogru oldugunu yani
Pm+1 — PmPI

oldugunu gosterelim. n = 1 igin

mp1 _ [Pme1 () Bp(x) P,(x) P;(x)
- _<Pm(x) Pm_l(x)><P1(x) Po(x))

Prni1(x)  Pp(x)
Pméxj)c Pm—lj(cx)) <i (]j)

(
(Pm+1(x) + B, (x) Pm+1(x)>
Pn(x) + Py () Bp(x)

(Pm+2(x) Pm+1(x)>
Pm+1(x) Pm(x)

— Pm+1
seklinde olup esitligin dogru oldugu goriiliir. Esitligin n = k i¢in dogru yani

mpk _ Py i1 (X) Py (%)
PPt = ( Py (%) Pm+k—1(x))

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
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Buradan

pmk+l (Pm+1(x) Pr(x) )(Pk+2(x) Pk+1(x)>

Py (x) Ppy_1(x)

=(Pm+k+2(x) Pm+k+1(x))
Priks1(X)  Prgr—1(x)

esitlik n = k + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.22: n > 1 i¢cin

Py 1(0)Pry1(x) = B (x) = (="
dir (Horadam ve Mahon, 1985).

2x 1

Ispat: Teorem 3.21 den P = ( Y .

) olmak lzere

n _ Pn+1(x) Pn(x)
2 —(Pn(x) Pn_l(x))

olup det P = —1 dir. Buradan

Pnyq(x)

(=)™ = (detP)™ = det(P") = P, (x)

oldugundan
Py (0)Ppy1(x) = B (x) = (=D"
bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Teorem 3.23: m>1,n > 1igin
Pram(x) = Po_q (0)Bn (%) + Py (X) Py g (%)

dir (Horadam ve Mahon, 1985).
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Ispat: Teorem 3.21 den

n+m _ Ppyme1(x) Py ()
F a (Pn+m(x) Pn+m—1(x)>

Ve

npm _ Pryq (%) P,(x) Ppy1(x) Pr(x)
i _< Pn(x) Pn—l(x))( Pm(x) Pm—l(x)>

_ (Pn+1(x)Pm+1(x) + P,(X)Pr(x)  Ppy1(0)Bp(x) + Pn(x)Pm—l(x)>
T \B(0)Ppy1(x) + Py (B (x)  Py(x) P (x) + Py (%) Py (%)

yazilabilir. Esitlik (3.14) den P™*™ = P"P™ olup elde edilen iki matrisin esitliginden
Prym(X) = Pr_1(0) By (%) 4 Py (%) P ()
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Sonug 3.24: 2xP,,,(x) = P2, ,(x) — P?_, dir (Horadam ve Mahon, 1985).
Ispat: Teorem 3.23 de n = m alinirsa
2xPon () = 2xPpn 1 (X)
= 2x(Py-1 (0P, () + Py () Py (1)

= zxpn(x)(Pn—l(x) + Pn+1(x))
= (Pn+1(x) - Pn—l(x))(Pn—l(x) + Pn+1(x))

= Pl (x) — Pi_ (%)

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Sonug 3.25: P,,.1(x) = PZ,;(x) + B?(x) dir (Horadam ve Mahon, 1985).
Ispat: Teorem 3.23 de m = n + 1 alinirsa
Ppins1(x) = Pooq () Ppy1(x) + Py() Pry2 (%)
elde edilir.
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Tanim 3.17 den

Py_1(x) = Ppyq1(x) — 2xB,(x)
olup
Pyns1(x) = Pro1(X)Pry1(x) + By (x) Py (%)
= (Ps1(6) = 2xP (%)) Py (%) + Py () (P (x) + 2Py 11 (x))
= PFy1(x) = 2xP, (X) Py 1 (%) + B (%) + 2B, (%) Py g (%)

= P71 () + B? (x)
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

{B,(x)} Pell polinomlarinin dizisinin terimleri Tridiagonal matrisinin determinanti

kullanilarakta elde edilebilir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 3.26: n >0 igin A, n X n tipindeki {B,(x)} Pell polinomunun tridiagonal

matrisi olsun. Bu matrisin i. satir ve j. siitunundaki girdisi a;; seklide olmak lizere A

matrisi
2x, i=j
Q= 1, j=i+1
Y -1, j=i-1
0, Aksi halde
icin
22X 1 0 0
-1 2x 1
0 -1
A=
.10
: -1 2x 1
O 0 _1 2x‘n><n

olup det(4), A, (x) seklini gostermek tizere
detA = P, ,(x)

dir. (Horadam ve Mahon, 1985).
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Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim metodu kullamlarak yapilabilir. Yani her n dogal

sayisl i¢in
det(4) = Ap(x) = Ppyq(x)
esitliginin saglandigini gosterelim. n = 1 igin
A =[2x] ve A, (x) = 2x

olup P,(x) = 2x oldugundan esitlik dogrudur. n = k i¢in esitligin dogru oldugunu
kabul edip n = k + 1 i¢in saglandigini gosterelim. Yani

Ap(x) = Py (x)
olup
Api1(x) = Py (x)

oldugunu gosterelim. Minorler ile determinantlarin hesaplanmasi yontemi birinci satira

gore acilirsa
Apyq () = 2xDp (x) + Ag—1(x)
elde edilir. Buradan Tanim 3.16 dan kullanilirsa
Apyq () = 2xDp (x) + Ag—1(x)
= 2xPy1(x) + Pp(x)
= Pyi2(x)

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
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3.3. Halkalar
3.3.1. Halkalarin temsilleri

Bu béliimde B. Fine tarafindan calisilmis p? mertebeden ve p asal olmak sart1 ile biitiin

sonlu halkalarin siiflandirilmasi verilmistir.

Tamim 3.25: (R, +,7) sonlu bir halka olmak iizere (R, +) degismeli sonlu toplam grubu

devirli gruplarin direk carpimidir. Bu devirli gruplar sirasiyla m,,m,, ..., m; 1nci
mertebeden xq, X5, ..., X gerenlere sahip oldugunda halkanin yapisi cfj €], olmak

uzere

dir. Burada x;x; ¢arpimlarinin sayisi k? tane ve cfj sabitlerinin sayis1 ise k3 tanedir

(Fine, 1993).

Sonlu bir halkanin yapisini, grup teorisi kullanilarak sunulmustur. Sonlu bir R
halkasinin temsili, bagintilar ile R toplamsal grubunun xq,x,,...,X; gerenlerinden
olusur. Bu bagntilari = 1,2,...,k , j=1,2,...,k, t=12,..,k ve cl-tj € Z, olmak

tizere iki tiptir;

i mx; =0

il ;5 = Mg cfix,

dir.

R halkas1 yukaridaki bagintilar sagliyorsa temsili

k

_ _ _ t :
R = (x1,x2, oo, X | Myx; = 0, = Z Cijxe, i =1,2, v k)

t=1
seklindedir (Fine, 1993).
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Ornegin 4. merteben sonlu (Z,, +,") halkast i¢in
(X1, %5 | 21 = 2x, = 0,12 = 0,x,% = X0, X1 Xy = XX, = X1)
yazilir (Fine, 1993). Gergekten (Zy, +) = Z, + Z, olup
o(x;)=m; =2
0(x,) =my, =2
dir. Dolayisiyla i = 1,2 i¢in
2x; =0
2x, =0

dir. k = 2 olmak iizere i = 1,2, j = 1,2, t = 1,2 icin cl-tj Z, olup

yazilir.

(R, +,") bir halka ve (R, +) bir degismeli grup olmak iizere grup olma sartlar1 dikkate

aliarak x;x, = x; i¢in

X2X1 = X1
XoXy = X3
X1X1 = X1

elde edilir.
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Dolayisiyla (Z,4, +,7) halkasinin temsili
<x1, xZ | 2x1 = sz = O,xlz = 0, sz == xz,xlxz == xel = x1>
seklinde oldugu goriildii.
Teorem 3.26: izomorfizm farkiyla, C,, devirli toplamsal grubu ile (R, +,") halkalarmin

sayist m nin bolenlerinin sayisi ile verilir. Ozellikle m nin her bir d béleni i¢in g, Cp,

nin toplamsal bir gereni olmak iizere R; halkasi
Ry ={g|mg =0,g° = dg)
olur. Farkli d degerleri i¢in bu halkalar izomorf degildir (Fine, 1993).

Asagidaki teoremde Fibonacci dizisinin uygulamasinin yapilacagi p? mertebeden 11

tane halkanin temsili verilmistir.

Teorem 3.27: p asal say1 olmak iizere mertebesi p? olan izomorfizm farkiyla 11 tane
halka vardir. Bunlar asagidaki temsillerle verilir.

i. Birimli halkalar

A={a|p*a=0a"=a)=1Zy

B=(a,B|lpa=pB=0,a’=ap?*=Baf =Ba=0)=L,+17Z,
C=(apf|pa=pf=00a>=0p%=paf=qfa= a

D, p? mertebeden sonlu cisim olmak iizere

{ (a,B| pa=pp=00a®=ap?=jaaf =p Ba=p)

_ _ p # 2icinj, Zpde kare degil

D =GF(p?) = k(cz,b|2a:z,3:o,oﬂ:oc,ﬁ2 =B +B af =p pa=p)
p=2

dir.

40



il. Birimli olmayan halkalar

E ={a|p*a=0,a%=pa)
F =(a|p*a=0,a®=0) = C,2(0)

G=(a,ﬁ|pa=pﬁ=0,a2=a,,82=ﬁ,a,8=a,,8a=ﬁ)
H=(a,f|pa=pB=0a’=ap?=paB=pFa=a)
I=(a,p|pa=pB=00a*=0,p*=p,af =pa=0)=7Z,+C,(0)

J={a,flpa=pp=00a’=paf =0)
K=(a,f|lpa=pB=0,a®>=p?>=0)=C, xCy(~0)

dir (Fine, 1993).

G(0), degismeli G grubu igin toplamsal G gruplu ve asikar ¢arpimli halkayi

gostermektedir.
3.3.2. Halkalarda say1 dizileri

Bu boliimde halkalarda Fibonacci ve Pell say1 dizileri ile ilgili bazi tanim, teorem ve

sonuglar verilmistir.

Tanmim 3.28: R birim elemanli bir halka olmak tizere {M,,}, R nin elemanlarinin dizisi
olsun. My, M;, A ve B ise R nin keyfi elemanlar1 olmak tizere {M,,} dizisinin elemanlar1

sirastyla

Mn+2 - BMn+1 + AMn ,n 2 0 (315)
bagintisi ile tanimlanir (Decarli, 1970).
Tanmm 3.29: {F,} dizisi (3.15) bagintisinin 6zel hali olsun. F, = 0 (halkanin sifir1),

F; = 1 (halkanin birim elemani), A ve B ise R halkasinn keyfi elemanlar1 olmak tizere

{E,} dizisinin elemanlari sirasiyla
F,.» =BF,,;1 +AF, , n=>0

bagintisi ile tanimlanir (Decarli, 1970).
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Teorem 3.30:

Foy2 = BFyy1 + AR,
ise

Foi2 = FuaB + FA

dir (Decarli, 1970).

Ispat: Ispati tiimevarim yontemini kullanarak yapalim. n > 0 igin
Foi2 = BF4q + AR,

ise
Foi2 = FupaB+ B A

oldugunu gosterelim. Ilk olarak n = 0 igin

FZ - BFl + AFO
dir. Buradan
Fz == BF]_ + AFO
= B1+ A0
=1B + 04
=FB+ F,A
olur. Yani
F2 - F]_B + F()A
dir.
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n = k i¢in dogru yani,
Fiy2 = BFyyq + AFy
ise
Fry2 = Fy1B+ F A
oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani
Fry142 = BFgy141 + AFpqq
Fy+3 = BFyiz + AFy4q
i¢in
Fy+3 = Fg2B + F 114
oldugunu gostermeliyiz. Kabuliimiizden

Fy+3 = BFy42 + AFy4q
= B(F,y1B + F A) + A(BF, + AF,_,)
= B(Fy 1B + FiB) + A(FiB + F_,A)
= B(F41B) + B(F,A) + A(F,B) + A(F,_,A)
= (BFy41)B + (BF)A + (AF)B + (AF,_1)A
= (BFx4+1)B + (AF)B + (BF)A + (AF_1)A
= (BFy,; + AF)B + (BF, + AF,_1)A

= Fg12B + Fr 14

elde edilir. Dolaysiyla

Fy+3 = BFyy2 + AFyiqise Fyi3 = F2B + FieyqA

olup ispat tamamlanur.
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Tanim 3.28 den F, 5, Fy4 3, Fpyq Ve F, 45 asagidaki gibi yazilabilir.

Foy2 = BFpyq + AF,
Fry3 = BFy42 + AFpiq
= B(BFn41 + AE,) + AFyq4
= B%F, .1 + BAE, + AF, .,
Fpia = BFyi3 + AFy 4
= B(B?F,,, + BAE, + AF,,,) + A(BF,,, + AE,)
= B3F, ., + B?AFE, + A;AF, ., + ABF, ., + A%E,
Foys = BFyyq + AFpy3
= B(B3F,,, + B?AE, + BAF,,,; + ABF, ., + A%E,)) + A(B*F,.1 + BAE, + AF,,1)

= B*F,,, + B3AF, + B2AF,., + BABF,,, + BA®F, + AB?F, ., + ABAF, + A*F,,,

yazilabilir. Benzer sekilde k > 6 i¢in F,,, F,, ve F,,, 1 e bagl olarak ifade edilebilir.

Ornek 3.31: p asal say1 olmak {izere a ve 8 elemanlari ile gerilen 9. mertebeden birimli

halka

G=(a,plpa=pp=0a’=ap?=paf=afa=f)

olsun (Fine, 1993).

Simdi Tanim 3.29 u kullanarak Ornek 3.31 de verilen 9. mertebeden halkanin Fibonacci

dizisi olusturalim.
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Fy =0, F, = 1olmakiizere A = a ve B = b igin

Fry2 = BFyyq + Aoy

bagintis1 kullanilirsa halkanin Fibonacci dizisi

Fo =0,

F, =1,

F,=p1+a0
= £,

F; =0+ al
=p*+a=Bf+a

Fy=B(B+a)+ap
=pB%*+ pa+ap
=fta+ta
=p+2a

Fs=B(B +2a) +a(f +a)
=BB+a+a)+ap+a?
=p*+PBa+Pa+a+0
=ft+a+a+taa
=p +3a
=B

Fs = BB + a(B + 2a)
=p*+a(B+a+a)
=B +aBf +a*+a?
=f+a+0+0
=f+a

dir. Buradan
0,1L,B8,B+ap+2app0+aq,..

seklindedir.
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Dolayistyla

{(E}=1{0,1,8,8+ap +2a,pB,8 +a,..

dir.

Sonuc¢ 3.32:
i Fop1Fnoy — BY = Fa1AF,_ 1 — B AF,

ii. Fn_an+1 - FnZ = Fn—lAFn—l - Fn—ZAFTl n 2 1

(Decarli, 1970).

Ispat: i. Teorem 3.30 dan
E, = BF,_, + AF,_,
Foy1 = BB+ Fy_ 1A
dir. Buradan
Fry1Fnoy — B = (BB + Fo_1A)Fy — Fy(BFy_y + AF, )
= FBFy_1 + Fy 1AF, 1 — F,BF, 4y — B AF,
= Fn1AFy 1 — B AF,

olup istenilen elde edilir.

ii. Teorem 3.30 dan

Fny1 = BF, + AFy4
F, =F,_ 1B+ F, ;A

dir.
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Buradan

Fp1Fns1 — Ff = Fu_1(BE, + AFy_y) — (Fy_1B + F,_,A)F,
= Fn1BF, + Fy1AFy 1 — Fy1BE, — F AR,
= Fy1AF, 1 — Fy AR,

olup istenilen elde edilir.
Asagidaki teoremde {M,} dizisi ve bu dizinin 6zel hali olan {F,} dizisi arasindaki
iliskileri verilmistir.
Teorem 3.33:
Mpyr = EAMy 1 + FrpiM,  n 21, r=0

(Decarli, 1970).

Sonug 3.34:
M, = EM, + F,_1AM, ,n=>1

(Decarli, 1970).

Ispat: Teorem 3.33 denn > 1,7 > 0 olmak iizere

My r = BEAMy_y + Fr My
dir. Burada n ile r yer degistirirse

My n = F)AM,_q + F i M,

elde edilir. n yerine n — 1 alinip r = 1 olarak segilirse
Myin-1 = Fp 1AMy 1 + Fy_ 114 M;
Miyn-1 = Fno1AMy 4 + B, M,y
M, = F,_1AM, + F,M,
M, = F,M, + F,_ 1AM,

elde edilir.
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Teorem 3.33 den {F,} dizisi

Foir =FKAF,  +F.1F, n=1 (3.16)
dir. (3.16) bagintisinda n yerine n + 1 ve r yerine n alinirsa
Fovivr = BiAFni1-1 + FryiFrn
Fov1en = FRAE + Fpy1Fria
Fpni1 = B AE, + Ff

elde edilir.

Teorem 3.35:
FoFnir — Fnorbn = B RAF,y — Fy 1 AR F, nz1r=>1

(Decarli, 1970).

Ispat: (3.16) bagmtisindan n > 1 igin
Foyr = FAFy 1 + FrpFy
oldugunu biliyoruz. Burada n yerine r + 1 ve r yerine n — 1 alinirsa
Foyr = BRAFy 1 + FrpFy
=Fy 14F 10+ Foo11Frpa
= Fy1AF + B Fryq
olup
Foyr = Fp1AE + ByFrygq (3.17)

elde edilir.
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Halkanin ¢arpma igleminin birlesme 6zelligi, (3.16) ve (3.17) bagintilar1 kullanilirsa

Fn(Fr+1Fn) = (FnFr+1)Fn

Fn(Fr+1Fn + FAF, 1 — FrAFn—l) = (FnFr+1 + Fy1AF — Fn—lAFr)Fn

Fy (E’AFn—l = Fr1 By — E‘AFn—1> = (FnFr+1 + F1AF — Fn—lAEF) Fy

Fnyr Fnyr

Fy(Fuyr — BAF,_1) = (Fpyr — Fa i ABDF,
FoFnyr — BEAFy 1 = Foo By — By 1 AEE,
FoFnir — Fporby = BBAF, 1 — Fy 1 ARF,

olup istenilen elde edilir.

3.3.3. p? Mertebeden birimli, sonlu halkalarin Fibonacci dizileri ve periyotlari

Bu boliimde Fine’in smniflandirmis oldugu p? mertebeden birimli olan halkalardan

asagidaki gibi
A={(a|p*a=0a"=a)=1Zy
B=(a,plpa=pB=0,a’=ap?*=Baf=Ba=0)=L,+7Z,
C={(a,plpa=pp=00a®=0p"=paf=apfa= a)

temsillere sahip olan halkalarin Fibonacci dizilerinin periyotlart verilmistir. Burada ve
A, B birim elemanli bir halkanin keyfi elemanlar1 ve halkanin sifir eleman1 0, birim
elemant 1 olmak iizere F, =0, F; = 1 i¢in DeCarli’nin birimli halkalar {izerinden

tanimladig1
Foiz = BFpyq + AF,
bagintis1 kullanilarak A, B ve C halkalarinin Fibonacci dizileri olusturulmustur.

A halkasinmn periyodu h,(p?), B halkasinin periyodu 2 ve C halkasinin periyodu ise

keyfi elemanlarina bagl olarak p ya da 2p dir (Tasyurdu and Giiltekin, 2013).
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Teorem 3.36: Herhangi p asal sayis1 i¢in a elemant ile gerilen p? mertebeden halka
A={a|p*a=00a"=a)=1Z,
olsun. Bu halkanin  Fibonacci  dizisinin  periyodu  h,(p?) dir. Yani
P(4; a,a) = hy(p?) dir (Tasyurdu and Giiltekin 2013).
Ispat: Tanim 3.29 dan F, = 0, F; = 1 olmak iizere A = a, B = « igin
Fnyz2 = BFpy1 + AF,

bagintisi kullanilirsa A halkasinin temsilinden

Fy=0,

F, =1,

F, =al+ a0
= a,

F; =aa+al
=a’+a
=a+t+a
= 2a,

F, = aQa) + aa
=a(a + a) + a?
=a’+a’*+a?
= 3a?
= 3a,

Fs = aBa) + aRa)
=ala+a+a)+ala+a)
=a’+a’+a’®+a’+a?
= 5a?

= 5a,

E, :an(2)’

— @)
Fn+1 =a n+1°
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Farz = a(f5ha) + a(£)

=a|lat+a+--t+a|talatat..+a

£ £
2 2
= funa® + fia?
) 2
n+1a + f( )
@ @
- ( n+1 + f )
@)
= Jn+2¢% s

olup
(2) 2 (2
01, 2a 3a,5a,8a,13¢, 21, 34¢, ..., a, [ 10 [, .

dizisi elde edilir. n > 2 i¢in f, ) , 2-adim Fibonacci dizisinin n. sayist ve Fy = 0, F; = 1
olmak tizere olusan bu dizinin her bir F, elemam fn(z)a seklindedir. Yani her bir F,
elemaninin katsayisi fn(z) dir. Buradan bu FE, elemaninin katsayilar1 arasinda n > 2 i¢in

bagintis1 vardir. Dizinin periyodu F, elemaninin katsayisi olan fn(z) sayis1 yani p asal

sayisina gore belirlenir. Simdi p asal sayisina gore dizinin periyodunu belirleyelim. p >

2
2 igin fn(z’p ) = fn(z) (modp?) olmak iizere n = 2 igin bu dizinin her bir E, eleman

f(Z,PZ)

a seklindedir. Olusan bu dizinin elemanlarinin katsayilar1 arasinda n > 2 igin
2 2
f(Zp ) 0, f(Zp ) = 1 olmak tizere

f(ZP) f(Zp) f(sz)

bagintis1 vardir. Yani katsayilar f(2,p?) dizisinin elemanlaridir. Teorem 3.14 den
f(2,p?) dizisinin periyodu h,(p?) oldugundan bu dizinin periyodu h,(p?) dir. Yani
P(4; a,a) = h,(p?) dir.
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Teorem 3.37: Herhangi p asal sayis1 i¢in a ve 8 elemanlar ile gerilen p? mertebeden

halka
B={(a,f|pa=pB=0,a’=ap?*=paf=Ppa=0)=Z,+17Z,

olsun.  Bu  halkanin  Fibonacci  dizisinin  periyodu 2  dir.  Yani

P(B;a,B) = P(B; B, a) = 2 dir (Tagyurdu and Giltekin, 2013).

Ispat: Tanim 3.29 dan F, = 0, F; = 1 olmak iizere A = @, B = B i¢in
Fri2 = BF41 + AR,

bagintis1 kullanilirsa B halkasinin temsilinden

Fo=B(a+p) +ap
= Ba + B*+ap
=0+p+0
=B,

Fs = BB+ ala+B)
=p*+pB*+ap
=f+a+0
=a+p,

Fo =pla+p)+ap
= Pa+ B* + ap
—0+B5+0
=B,
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F; = BB +ala+p)
=B*+p* +ap
=f+a+0
=a+p,

E, =8B,

Fpyp=a+pB,

Fpyz =pla+pB) +ap
= Pa+ p*+ap
=0+L£+0
=’3,

Fuiz = BB + ala + p)
=B +a*+ap
=f+a+0
=a+p,

olup
0,1,8,a+p6,Ba+p,...86a+p,..

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin
tekrarindan olusuyor. Dolayisiyla B halkasimnin Fibonacci dizisi periyodiktir. Tekrar

eden alt dizinin eleman sayist1 2 oldugundan bu halkanin periyodu 2 dir. Yani
P(B;a,B) = 2 dir.
Benzer olarak Tanim 3.29 dan F, = 0, F; = 1 olmak lizere A = b, B = «a igin

Foy2 = BFy4q1 + AR,

bagintisi kullanilirsa B halkasinin temsilinden

F, =0,

F, =1,

F, = al+ B0
= a.
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F; =aa+p1
=a’+p
=a+p,

F, =ala+p)+ fa
=a’+af + pa
=a+0+0=a,

Fs =aa+ f(a+p)
=a’+ fa+ B2
=a+0+p
=a+p,

Fe=a(la+p)+ pa
=a’+af + pa
=a+0+0
=a,

F, =aa+ B(a+p)
= a? + Pa + p?
=a+0+p
=a+p,

F, =a,

Fppp=a+p,

Fpyz =ala+p) + pa
=a’+af + pa
=a+0+0
=a,

Fpyz = aa + p(a + B)
=a’+ fa+ B>
=a+0+p
—a+p.

olup
01, a,a+p,aq,a+p,...,a,a+p, ..

dizisi elde edilir.
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Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin tekrarindan olugsmaktadir.
Dolayisiyla B halkasinin Fibonacci dizisi periyodiktir. Tekrar eden alt dizinin eleman
sayist 2 oldugundan bu halkanin periyodu 2 olarak bulunur. Yani P(B; S, a) = 2 dir.
Sonug olarak P(B; a,b) = P(B; B,a) = 2 dir.

Teorem 3.38: Herhangi p asal sayisi i¢in a ve 8 elemanlar ile gerilen p? mertebeden
halka
C=(a,B | pa=pB=0a?2=0,2=b,af =a,fa=a )
olsun. Bu halkanin Fibonacci dizisinin periyodu p ya da 2p dir. Yani P(C; a, ) = p ve
P(C; B,a) = 2p dir (Tasyurdu and Giiltekin, 2013).
Ispat: Tanim 3.29 dan F, = 0, F; = 1 olmak iizere A = a, B = f§ i¢in
Foy2 = BFyy1 + AR,

bagintisi kullanilirsa € halkasinin temsilinden

Fo =0,

F, =1,

F, =1+ a0

F; = +al
=p%*+a
=B +a,

F, =B(B+a)+ap
= Ba+ p% + apf
=at+f+a
=f+ 2a,

Fs =B(B+2a)+a(lf +a)
= B% +2Ba + af + a?
=f+2a+a+0
=p + 3a,
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Fg =B(B+3a) +a(f + 2a)
=pB+at+ta+a)+aB+a+a)
= pB* + Ba+ pa+ pa+af +a’+a?
=f+a+a+ta+a+0+0
=f + 4a,

Fpo=+n—4%a,
Fpi=B+Mn—-3)a,
EF, =B+ (n—=3)a)+alf+n—4Da)

=p%+ ,B((n —3a) +af + a((n — 4Ha)

=,B+B<a+a+-~-+a>+a+a<a+a+---+a>

n-3 n—4
=B +Ba+pa+-+pa+a+a*+a*+-+a?

=f+at+ta+-+a+0+0+-+0

n-—2

=b+(n-2)a,

olup
01,8 B8+apf+2ap+3a..,.0+(n—4a,B+n—-3)a B+ (1n—-2a,..

dizisi elde edilimis. Bu dizinin her bir (n + 2). eleman1 n € N i¢in 8 + na seklindedir.
Bu elemanin a teriminin katsayilart ardigik dogal sayilar ve § teriminin katsayisi 1 dir.
Dizinin periyodu a teriminin katsayist olan temsildeki p asal sayisina gore belirlenir.
Simdi p asal sayisini ele alarak dizinin periyodunu belirleyelim. Halkanin temsilindeki

bagintilar kullanilirsa dizinin her bir eleman1 p > 2 i¢in

_(B , n=p
3+na‘{ﬁ+ux, n=t

olur. Olusan bu dizide p = 2 i¢in kalan sinifinda p tane eleman oldugundan dizinin
periyodu p dir. Dolayisiyla € halkasinin Fibonacci dizisinin periyodu p dir. Yani
P(C:a,B) = p dir.
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Benzer olarak Tanim 3.29 dan F, = 0, F; = 1 olmak lizere A = [, B = «a igin
Foy2 = BFyy1 + AR,

bagintis1 kullanilirsa € halkasinin temsilinden

Fy, =0,

F, =1,

F, =al+po0
=a,

F; =aa+f1
=a’+p

F, =af + fa
=a+a
=2a,

Fs =aa)+ BB
=a(a+ a) + B2
= 2a? + p?
=0+5.
=ﬂ’

Fo =af+pQ2a)
=a+ f(a+a)
=a+ fa+ fa
=ata+ta
= 3a,

Fpn =na,

Fonyr =8,
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Foni2 = af + p(na)

=a+,8<a+a+---+a>

n
=a+pfa+pa+-+pa

=a+at+--+a
n+1

=(n+1a

olup
01,a,B,2a,B,...,na,B,(n + 1Da, ...
dizisi elde edilir. Fy = 0, F; = 1 olmak iizere m € Z* i¢in bu dizinin her bir n. elemani

F_{ma , n=72m
nl B, n=2m+1

seklindedir. Halkanin dizisini

Oﬂlﬂg’éfzﬁ’éfs‘-‘gfg""'@'El'(n+1)“’ é )
Ao By A1 By Az 72 An By An+1 Bp+1

olarak alalim. Yani A, ve B, gibi iki diziye aywalim.p asal sayisina gore dizinin
periyodunu belirleyelim. 4,, dizisinde p = 2 i¢in kalan sinifinda p tane eleman vardir.
B, dizisinde ise § elemant p tane olup C halkasinin Fibonacci dizisinin periyodu 2p dir.

Yani P(C; B, @) = 2p dir. Sonug olarak P(C; a,8) = p ve P(C; B, @) = 2p dir.
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3.3.4. p* Mertebeden sonlu cismin Fibonacci dizisi ve periyodu

Bu béliimde Fine’in siiflandirmis oldugu 11 tane p? mertebeden halkalardan

((@p; pa=pB=00a®=ap?=jaaf =p La=p)
p# 2iginj, [ dekare degil

(a,B;2a=2B=0,a?=a,p?=a+B,af = B,Pa=p)
p=2

F(p*) =

temsiline sahip olan cismin Fibonacci periyodu verilmistir. Burada ve A, B birim
elemanli bir halkanin keyfi elemanlar1 ve halkanin sifir elemani 0, birim eleman1 1

olmak iizere Fy = 0, F; = 1 i¢in DeCarli’nin birimli halkalar tizerinden tanimladigi
Foi2 = BF4q1 + AR,

bagintis1 kullanilarak periyodun temsilde verilen j sayisina gore degismistir.

Teorem 3.39: Herhangi p asal sayisi i¢in @ ve 8 elemanlar: ile geren p? mertebeden

cisim
( (@B pa=pp=0a=ap=jaap=ppa=p)
GF(p2)=J p#2iginj, U dekaredegil
L(a,ﬁ;ZazZﬁzO,az=a,/32=a+ﬁ,a/3=ﬁ,ﬁa=ﬁ)
p=2

olsun. Tanim 3.29 dan Fy = 0, F; = 1 olmak lizere A, = a, A; = f i¢in
Friz = A1Fpyq + Aok

bagimtist kullanilirsa GF (p?) cisminin Fibonacci dizisi;
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i.j=p—1icin
0! a!ﬁ! Olﬁﬁjaﬁ Oﬁjaljﬁl Oljﬁl a' 0; alﬁl OI

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 12,

il.j =p—2i¢in
0,a,b,(j+ 1,0, +Da,(j+ 1)b,a,0,a,b,(j + 1a, ...

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 8,

iii. j = p — 3 i¢in
0,a,B,(j+ Da,(G+2)B,a,0,a,B,( + Da, ...

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 6,

iv.j=p—4ise

0,8 (+Da (+2)p Ak + Da, 2k + DB, (j — (4k — 1))a, (j — (2k — 2))B,
k=1

Ao

(4k + Da, 2k + DB, — (4k — 1)a, (j — 2k = 2))B, ..., (4k + Da, (2k + 1)B,
k=2 k=r
Ao

G—@k—-1)a (j— 2k —2))8,(4k + Da, 2k + 1)B, (4k + Da, 2k + 1B, ...,
k=r k=r+1
A

(4k + Da, Rk + DB, (j — (4k — D), (j — 2k — 2))B, (4k + Da, 2k + 1B,
k=s k=s k=s+1
Aq Az

(4k + Da, 2k + DB, ..., (4k + Da, 2k + Db, 0,1, 8, + Da,...
k=t

A

olup periyodiktir ve periyodu 4p dir ( Tagyurdu ve Giiltekin, 2016).
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Ispat: Tanim 3.29 dan F, = 0, F; = 1 olmak iizere A4y = a, A; = S igin,n =0
Fry2 = A1Fpiq + Aoy
bagintis1 kullanilir.

i. mod(p) periyodu gore asagida gosterildigi gibi Ay, A1, A, As,++, sonlu alt dizilerini

kabul edelim. ¢ = 1:

Olalﬁlolﬁ)_jalOljaljﬁloljﬁlalolalﬁlol"'

Ao Ap A Az

olup

jo = B? jap = B*B = jp = p°
oldugu kullanilirsa

O)alﬁlolﬁ)ﬁzl0)ﬁ21ﬁ3101ﬁ31alolalﬁ

Ao Aq Az A3

elde edilir. Her bir A; alt dizisi @ = 3 terim igerir ve sadece bir tane sifir vardir. i > 1

icin her bir A4; alt dizisi Aq 1n bir carpanidir ve p modiiliine agagidaki esitlikler saglanir:

A = ﬁAo
A, = ﬁon
Az = ﬂng

Any =B 14
An =.8nA0

Burada A,,_; deki son terim ", A, m i¢indeki son terim S, A son terim f* =a =1
yani B nin mertebesi 4 tiir. A; dizilerinin sayis1 f = 4 olup Fibonacci dizisi basit

periyodiktir ve periyodu a. 8 = 3.4 = 12 dir.
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iil. mod(p) periyodu gore asagida gosterildigi gibi Ay, A1, A, Az, -+, sonlu alt dizilerini

kabul edelim. o = 1:
0,a,b,(j+ 1, 0,(j +Da,(j+ 1b,a,0,a,b,(j + 1a, ...
olup
ja=p%jap = p*B = jp = B> jp* = 4a = f*,4af = 4p = p°,..(j + DB = pP
alinirsa

Ol a,ﬁ,ﬁp—l,o,ﬁp—l’ﬁp’ﬁzp—z = a'O' a'ﬁy

Ao A

elde edilir. Her bir A, alt dizisi @« = 4 terim igerir ve sadece bir tane sifir vardir. Her bir

A; alt dizisi Ay m bir ¢carpanidir ve p modiiliine asagidaki esitlik saglanir:
A =p" 4,

Burada A, daki son terim SP~1, A; deki son terim f??~2 = a =1 yani 8 nin sirasi
2p — 2 dir. A; dizilerinin sayis1 f = 2 olup periyod «.f olur. Dolayisyla Fibonacci
dizisi basit periyodiktir ve periyodu a. f = 3.4 = 12 olur.

ili. j = p — 3 i¢in

0,0, 3, + Da,(j+2)B,a,0,a,B, ...

Ao

A, alt dizisi sadece a = 6 terim icerir ve sadece bir tane sifir vardir. Dolayisiyla

Fibonacci dizisi basit periyodiktir ve periyodu a. f = 1.6 = 6 olur.

iv. mod(p) periyodu gore asagida gosterildigi gibi Ay, A4, A,, As,+++, sonlu alt dizilerini
kabul. ¢ = 1:

0,apB, G+ Da, (+2)B, 4k + Da, 2k + DB, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))B,
k=1

(4k + D, 2k + DB, (j — 4k — 1)),  — Rk — 2))B, ..,0,a, 5, ...
k=2

ve
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0,a,6,(+ Da,(+2)B, (4k + Da, Rk + DB, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))B,

k=1

Ao

(4k + Da, Rk + DB, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))B, ..., (4k + Da, 2k + 1B,

k=2 k=r
Ao

(— ¢k —1)a, (j— 2k —2))B,(4k + Da, 2k + 1)B, (4k + Da, 2k + 1), ...,
k=r k=r+1
A

(4k + Da, 2k + DB, (j — (4k — D)a, (j — 2k — 2))B, (4k + Da, 2k + 1)B,

k=s k=s k=s+1
Al AZ

(4k + Da, 2k + DB, ..., (4k + Da, 2k + 1)b,
k=t

A

(G — ¢k —-1)a (j— 2k =2))8,(4k + a, 2k + 1),
k=t k=t+1
Az

(4k + Da, 2k + DB, ..., (4k + Da, 2k + 1)b

k=u

Az
0,a,...

Her bir A; alt dizisi p terim igerir ve sadece bir tane sifir vardir. 1 <n <3 i¢in j =

4k —1, E;p =0, Fppyq = (j — (2k — 2))3 alinirsa

Fap = 0,Fipr1 = &, Fapyr = B, ...

elde edilir. Bu yilizden Fibonacci dizisi basit periyodiktir ve periyodu 4p dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. m Modiiliine gore Pell Polinomlar:

Bu boliimde Py(x) = 0 ve P;(x) = 1 olmak iizere Pell polinomlarinin
Ppia(x) = 2xPny (x) + By(x) nz=0

rekiirans bagmntis1 x? = 2x + 1 olacak sekilde m modiiline gore indirgenerek elde

edilen Pell polinomlarinin
{B,(x)(mod m)} = {Py(x)(mod m), P,(x)(mod m), ... P;(x)(mod m), ... }

dizisi olusturuldu. Bu dizinin periyodik oldugu gosterildi ve periyodu belirtildi. Ayrica
p;’ler farkli asal sayilari icin m = []_; p;%, (t = 1) olmak iizere {P,(x)(mod m)}
dizisinin periyodunu kolay bir sekilde hesaplayabilmemize olanak saglayan toremler

elde edildi.
Bu ¢alismada {P,(x)(mod m)} dizisinin periyodu hP® (m) ile gosterildi.

Teorem 4.1: {P,(x)(mod m)} dizisi basit periyodiktir (Tasyurdu, Cif¢i ve Deveci,
2018).

ispat: S = {a;x + By, ayx + B,| 0 < a4, ay, By, B, < m — 1} olsun. Buradan |S| = m*
tir. {P,(x)(mod m)} dizisinde birbirini takip eden ve olusabilecek farkli ¢iftlerin sayisi
m* tanedir. Bu ise {P,(x)(mod m)} dizinin periyodik oldugunu gésterir. Dizi periyodik

ise I > j olacak sekilde i ve j dogal sayilar1 mevcut olup
Piy1(x)(mod m) = Pj,,(x)(mod m)
P2 () (mod m) = Py, (x) (mod m)
dir. Tanim 3.17 den
Py (x) = Py () — 2xPy_4 (%)

oldugu gortiliir.
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Diger taraftan
P;(x)(mod m) = P;(x)(mod m),
olup buradan

P;_1(x)(mod m) = P;_;(x)(mod m),

P;_(x)(mod m) = P;_,(x)(mod m),
Pi_j1(x)(mod m) = P;(x)(mod m),

P;_j(x)(mod m) = Py(x)(mod m).

dir. Boylece dizinin periyodik oldugu ispatlanmis olur.

Ornegin, {P,(x)(mod 3)} dizisi

{0, 1, 2x, 2x+2, 2x+1, 0, 2x+1, x+1, 2x, 2,0, 2, x, x+1, x+ 2, 0,
x+2,2x+2,x1,01,..}

seklinde olup periyodu 20 dir. Yani h?®)(3) = 20 dir.
P;j girdileri Pell polinomlar1 olmak tlizere A = [Pi j] matrisi verilsin. A(mod m) ise A
matrisinin her girdisinin m modiiliine gore indirgenmesi olmak {izere

A(mod m) = (P;;(mod m))

olarak yazilabilir. (A),, = {(A)"(mod m)| n = 0} olsun. gcd(detA,m) =1 ise (A),,

bir devirli gruptur.

(P),, kiimesinin mertebesi |[(P),,| olmak {izere Teorem 3.21 den detP = —1
oldugundan her pozitif m tamsayisi igin bu kiime devirli bir gruptur. x? = 2x + 1

olarak almirsa her p asal sayis1 i¢in AP (p) = |(P)p| oldugu goriiliir.

Teorem 4.2: p;’ler farkli asal sayilar olmak iizere m = [['_,p;%, (t=1) ise
hP®) (m)=lem[hP® (p, 1), P® (p,©2), ..., RPP) (p,ee) | dir (Tasyurdu, Cifci ve
Deveci, 2018).
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ispat: hP®(p;), {P,(x)(mod p;%i)} dizisinin periyodunun uzunlugu oldugundan
{P,(x)(mod p;%)} dizisi k.h"@(p,%), (k € N) uzunlugundaki bloklardan sonra
tekrar eder. Ayrica h*®(m), {P,(x)(mod m)} dizisinin periyodu oldugundan her i
degeri i¢in {P,(x)(mod p;%1)} dizisi h"®(m) uzunlugunda tekrar eder. Bu ise
RP@ (m) degerinin k. hP® (p,%) lerden olustugunu gosterir. Dolayisiyla h?® (m),

hP @) (piei)l{; (ufi) lerin en kiigiik ortak katina esittir. Boylece ispat tamamlanir.
Omegin, {P,(x)(mod 2)} ve {P,(x)(mod 6)} dizileri sirasiyla

{0,1,0,1, ...}
ve

{0,1,2x,2x + 5,2x + 4,3,2x + 4,4x + 1,2x,5,0,5,4x,4x + 1,4x + 2,3,4x + 2,
2x +5,4x,1,0,1, ...}

seklindedir. Boylece h"®(2) = 2 ve h*®(6) = 20 elde edilir. Ayrica h*®(3) = 20
olup h*®(6) =lem[hP ™ (2), RP*)3] oldugu goriiliir.

Teorem 4.3: h*® (p) = h?® (p*) olacak sekilde p bir asal say1, u ise en biiyiik
tamsay1 olsun. Buradan her v > u sayisi i¢in  hP® (p¥) = p?"*h?@(p). Ozel olarak
hP@) (p) #= hP® (p?) ise her v = 2 i¢in  APX (p¥) = p? 1hPX)(p) olur (Tasyurdu,
Cifci ve Deveci, 2018).

Ispat: k pozitif bir tamsayr ve I ise 2 x 2 tipinde bir birim matris olsun.
(PP = [(mod p**1) ise (PY)P"P P = [(mod p*) dir. Bu ise h*® (p¥) nin
hPOO (pk+1) boldiigiinii gosterir. Ayrica (P)R @) = + (ql(’j) p*) olmak iizere

yazildiginda binom genisleme ile

=

O (pk i
(PP @ )p = (1 + ql(';) p¥ ) Z ql(';) p = I(mod p**?)

i=0

elde edilir. Bu ise h* @ (pk*1) in hP®) (pk). p boldiugiinii gosterir.
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Ayrica hP®) (p*+1) = PO (pk) yada hPX (pk*1) = PO (pk).p olabilmesi igin
gerek ve yeter sart p ile bolinmeyen bir qu;) nin  mevcut olmasidir.

hP@) (p¥) #= hP®) (p¥+1) oldugunda p ile bolinmeyen bir qi(fj.ﬂ) vardir. Bdylece

RP@ (put1) £ hP (p¥+2) elde edilir. u iizerinden tiimevarim metodunu kullamilarak

ispat tamamlanir.

Ornegin, {P,(x)(mod 4)} = {0,1,2x,1,0,1, ...} oldugundan h*® (4) = 4 tiir. Ayrica
hP@)(2) = 2 olup APX(4) = 2. AP (2) esitliginin saglandig: goriiliir.
4.2. Kompleks Sayilarda Pell Polinomlar:

Tanim 4.4: Kompleks sayilar kiimesinde Pell polinomlarinin dizisi

P, =11 n=1, 4.1)

{0, n=0,
20+ 1P, +P,_, n=2.
olarak tanimlanir (Tasyurdu, Cif¢i ve Deveci, 2018).

N:(2(1+1) 1

1 O) olmak tizere n = 1 igin Teorem 3.21 den

v~ (

olarak yazilabilir. Esitlik (3.8) de x = 2(i + 1) olarak secilirse (4.1) deki dizinin elde

ﬁn_1> (4.2)

]
S i
AN

edildigi aciktir. Kompleks sayilar kiimesindeki Pell polinomlarinin dizisi m modiiliine

gore indirgenirse tekrar eden
{B,(mod m)} = {Py(mod m), P,(mod m), ..., P;(mod m), ... }

dizisi olusur. h®(m), C kompleks sayilar kiimesinde Pell polinomlarinin dizisini m
modiiliine gore indirgeyerek elde edilen {P,(mod m)} dizisinin periyodunu ve [{N),,|

ise m modiiliine gore matrisi ile indirgenmis (N),,, devirli grubun mertebesini gosterir.
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Buradan, h®(m) periyodu ve {N),, devirli grubu i¢in sonuglar bir 6nceki boliimde elde

edilmis sonuglara benzerdir.
h®(m) ile K™ (m) degerleri her zaman esit olmayabilir. Ornegin, {P,(mod 2)} ve
{P,(x)(mod 2)} dizileri sirasi ile

0,1,0,1,0,1,0, ...

0,1,0,1,0,1,0, ...

seklindedir ve buradan h®(2) =3 , h"®(2) =3 esit iken {P,(x)(mod 4)} ve
{P,(mod 4 )} dizileri sirasi ile

0,1,2x,1,0,1, ..
0,1,2( +1),1,2( + 1)1, ...

seklindedir. Buradan h®(4) =2 ve hAP™(4) =4 olup h®(4) # hP®(4) oldugu

gortliir.
4.3. Bazi1 Sonlu Halkalarda Pell Polinomlari

Bu boliimde Fine’in siniflandirmis oldugu p? mertebeden 11 tane halkadan

B=(a,B;pa=pB=0,a?=qa,p?>=p,af =Pa=0)="7Zp+Zp
C=(aplpa=pB=00a®=0,p*=paf=afa=a)
H=(ap|pa=pB=00a’=ap?=paf=ppa=a)
I=(a,p|lpa=pp=00a%=0p>=paf =pa=0)=Zp+C,(0)
J=(a,plpa=pp=00a’=paf=0)

temsillerine sahip halkalarin Pell polinom tipli orbitlerinin periyotlar1 hesaplandi.

Periyotlarin hesabinda kullanilan tanim asagida verilmistir.
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Tamim 4.5: R, 2-gerenli bir halka ve (a, 8) ise R halkasinin bir geren ¢ifti olsun. (a, )

nin P(’fl,b)(x) = {x;} Pell polinom tipli orbiti x, = a , x; = 8 olmak lizere
Xn+1 = 2PxXn + Xpg, N 21
olarak tanimlanir. Benzer olarak (8, @) nin P(};;’a) (x) = {x;} Pell polinom tipli orbiti

X9 = B, x; = a olmak iizere

Xnt1 = 20Xy + X1, =1
olarak tanimlanir ( Tagyurdu, Cif¢i ve Deveci, 2018).

Onerme 4.6: 2-gerenli sonlu bir halkanin bir Pell polinom tipli orbiti periyodiktir

(Tasyurdu, Cifci ve Deveci, 2018).

ispat: R, 2-gerenli sonlu bir halka ve n, R nin mertebesi olsun. R nin elemanlarindan
n? tane farkli ikili olustugu igin ikililerden en az biri Pell polinom tipli orbitte iki defa

goriiliir. Buradan alt diziler ikilileri takip eder. Dizi tekrarl oldugu i¢in periyodiktir.
Bu galismada PP, 4)(x) ile P{y z)(x) dizisinin periyodu gosterildi.

Tamm 4.7: R halkas1 2-gerenli sonlu bir halka olsun. Eger R halkasinin her eleman
dizide goriilecek sekilde R halkasinin Pell polinom tipli orbiti varsa o halde bu halka
dizilendirilebilir Pell polinom tipli halka olarak adlandirilir (Tasyurdu, Cif¢i ve Deveci,
2018).

Simdi Teorem 3.27 deki B, C, H, I ve ] halkalarinin Pell polinom tipli orbitlerinin
periyotlar1 verilecektir. Periyotlar hesaplanirken R, 2-gerenli bir halka ve (a,f), R
halkasinin bir geren ¢ifti olmak {izere Tanim 4.5 de verilen P(’fl’ ) (x)i¢in xg = a, x; =

B olmak {izere
Xn1 = 2BXn + Xp_1, n 21
bagint1 ve P&;‘a) (x) i¢in xq = B, x; = a olmak tizere

Xpe1 = 20X, +Xp_q, =1

bagintis1 kullanilarak B, C, H, I ve ] halkalarinin Pell polinom tipli orbitlerinin

dizileri olusturuldu.
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B halkast igin P(lfxﬁ)(x) ve P(%'a)(x) orbitlerinin periyodu k(p), C halkast i¢in
P(fx‘ 5 (%), P(Cﬁ‘a) (x) orbitlerinin periyodu sirasiyla k(p) ve 2p, H halkasi i¢in P{CI(, 5 (x)
ve P(Ifg'a)(x) orbitlerinin periyodu k(p), [ halkas1 i¢in P(Iaﬁ)(x) ve P(Iﬁ,a)(x)

orbitlerinin periyodu 2, J halkasi i¢in P(]ﬁ, @) (x) orbitinin periyodu 2p olarak hesaplandi.

Onerme 4.8: p # 2 asal sayis1 icin a ve 8 elemanlari ile gerilen p? mertebeden halka
B=(a,B;pa=pB=0a?=ap?>=p,af =Pa=0)="7Zp+Zp

olsun. P&ﬁ)(x) ve P([;}'a)(x) Pell polinom tipli orbitlerinin periyodu k(p) dir
(Tasyurdu, Cifci ve Deveci, 2018).

Ispat: Tanim 4.5 deki P(%,a) (x) Pell polinom tipli orbitini diislinelim. P(Bb'a) (x) dizisi

Xo =P,

X, = a,

X, =2a+f,
x; = 5a,

x4 = 12a + B,
x5 = 29q,

xg = 70a + B,
x; = 169a,

Xon = Pona + B,

Xon+1 = Poans1@,

Xon+2 = 20Xp41 + Xop
= 2a(Pzn41a) + B + Py
= 2Pyp1a? + B + Pypa
=2Pyp1a+ B+ P
= (2Pn41 + Pop)a + B

= Pyp2a + B,
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Xon+3 = 2QXop12 t Xoptq
= 2a(B + Pzn42a) + Popyq
= 2af + Ppni20® + Pypyi
= Poni2@ + Popyr

= (Pypt2 + Papi1)a

= Pypisa

seklinde olur. P, bilinen 2-adim Pell dizisinin n. terimini gdostermek iizere yukaridaki

dizi kullanilarak
{B + Pya,Pia,B + P,a, Pz, ... ,B+ Py, Popy1, B+ Popintt, Popisat, ... }

dizisi olusturulur. Simdi p sayisina gore bu dizinin periyodunu tanimlayalim. Bu dizinin
her bir x, elemaninin a teriminin katsayisi bilinen Pell dizisinin terimidir. Boylece
dizinin periyodu P, bilinen 2-adim Pell dizisinin n. terimi olan a teriminin katsayisi ile

tanimlanir. k(p) bilinen Pell dizisinin periyodu olmak iizere PP([;M) (x) = k(p) olur.

Benzer sekilde P& p)(x) nin ispat1 da tamamlanur.

Onerme 4.9: p # 2 asal sayisi i¢in a ve 8 elemanlart ile gerilen p? mertebeden halka

H=(a,p|pa=pB=00a’=ap’=paf=ppa=a)
olsun. P(Ha' p) Ve P(I-é,a) Pell polinom tipli orbitlerinin periyodu k(p) dir (Tasyurdu, Cif¢i
ve Deveci, 2018).

Ispat: Tanim 4.5 deki P(%‘a) (x) Pell polinom tipli orbitini diislinelim. P&’;,a) (x) dizisi

Xo = B,

X =a,

X, = 2a + B,
x3 = 5a + 20,
x4 = 12a + 50,

x5 = 29a + 120,
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x7; = 169a + 700,
xg = 408a + 1690,

Xn = Pya + Pn_4P,

Xnt1 = Popra + BB,

Xntz = 2QXp41 + Xy
= 2a(Ppy1a + Pof) + Pha + Py_qf
= B2af + Pyy12a® + P4 B + B
= P20 + P20+ P,_1f + P
= (2P + P-1)B + (2Pyyy + B)a
= PpiaB + Priaa,

Xn+3 = 20Xpn4p + Xnyq
= 2a(Pyy1B + Ppi2a) + P + Ppyaa
= Ppi12af + Pip2a? + B + Py
= Pny12B + Ppyp2a + By + Ppiq
= (2Ppy1 + PP + (2Pryz + Py

= Ppi2f + Prisa,
seklinde olur. P, bilinen 2-adim Pell dizisinin n. terimini gostermek iizere yukaridaki
dizi kullanilarak
{Pya + P_,B,Pia+ PyB, P,a + P, ...,Bya + P_1B, Ppira + BB, ... }

dizisi olusturulur. Bu dizinin ardisik iki terimi P,_; + P, ve P, + P,,,«a dir. Esitlik
37den P,,_1f + B,a = f ve B, + P, = a olmak iizere

Po_i=1veP 1 =1
yazilir. Buradan P&I;,a) (x) dizisi periyodik olup PP(%,a) (x) = k(p) dir.

Benzer sekilde P(IZZ‘ p)(x) Pell polinom tipli orbitinin ispati da tamamlanabilir.
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Onerme 4.10: p herhangi asal sayis1 i¢in @ ve § elemanlar ile gerilen p? mertebeden
halka

C=(a,,8|pa=p,8=0,a2=0,ﬁ2=,8,aﬁ=a,ﬁa=a)

olsun. P(fx‘ p(x) ve P(%,a) (x) Pell polinom tipli orbitlerinin periyotlar1 sirasiyla k(p) ve
2p dir (Tagyurdu, Cif¢i ve Deveci 2018).

Ispat: Tanim 4.5 deki P 4 (x) Pell polinom tipli orbitini diisiinelim. P(3 ;) (x) dizisi

Xo = B,
X1 =aq,
x, =,
X3 = 3a,
X4 =P,
x5 = 5a,
X =,
x; =7a,
xg = f,
Xon = P,

Xone1 = (2n+ Da,
Xoptz = 2AXynsq1 + Xon = a[Cn+ Da]+ B =2Cn+ Da?+p =4,

Xons3 = 20Xop42 + Xoper = 2aB + 2n+ Da =2a+ 2n+ 1)a = (2n + 3)a,

seklinde olur. P, bilinen 2-adim Pell dizisinin n. terimini gdstermek tizere yukaridaki

dizi kullanilarak

{B,a,B,3a,B,5a,B,7a, B, ..., 3,(2n+ Da, B, 2n + 2)a ... }

dizisi olusturulur.
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Bu dizinin her bir x,, elemant

x _{ B n=2m
" l2m+ Da n=2m+1

seklindedir. Dizisinin periyodunu p asal sayisinin belirledigi agiktir. p > 2 modiiliine

gore kalan elemanlar p tanedir ve [ ise p kez tekrarlanir. Dolayisiyla P(Cﬁ’a) (x) dizisi

periyodik olup periyodu PP(%,a) (x) = 2p dir.

P(Ca' )(x) Pell polinom tipli orbit tarafindan olusturulan dizi ise ng,ﬁ)(x) Pell polinom
tipli orbit tarafindan olusturulan diziye benzedigi agik¢a goriiliir. Dolasiyla P(Ca'ﬁ)(x)

Pell polinom tipli orbit periyodiktir ve PP(Ca, 5 (xX) = k(p) dir.
Onerme 4.11: p # 2 asal sayis1 i¢in a ve B elemanlari ile gerilen p? mertebeden halka
I=(a,B|pa=pB=0a*=0,p2=p,af =Pa=0)=7Zp+C ,(0)

olsun. P(Ia, p(x) ve P(Iﬁ‘a) (x) Pell polinom tipli orbitlerinin periyotlar1 2 dir (Tasyurdu,
Cifci ve Deveci, 2018).

Ispat: Tanim 4.5 deki P(Iﬁja) (x) Pell polinom tipli orbitini diisiinelim. P(Iﬁ'a) (x) dizisi

Xo = B,
X =a,
X, =P,
X3 =a,
X4 = B,
Xs = a,
Xon = B,
Xon+1 = @,

Xon+z = 2@Xpnp1 + Xon = 2a(@) + B = a® + B =B,

Xont3 = 20Xzp12 + Xony1 = 2a(f) + a = a,

seklinde olur.
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P, bilinen 2-adim Pell dizisinin n. terimini gostermek iizere yukaridaki dizi kullanilarak
f,a,B,ap«...B¢«..}
dizisi olusturulur. Dolayisiyla P(’ﬁ,a) (x) dizisi periyodik olup PP(Iﬂ’a) (x) = 2 dir.

P(’a’ p)(x) Pell polinom tipli orbit tarafindan olusturulan dizi ise P(lfx,ﬁ)(x) Pell polinom
tipli orbit tarafindan olusturulan diziye benzedigi agikca goriiliir. Dolayisiyla P(Ia, 5 (x)

Pell polinom tipli orbit periyodiktir ve PP(Ia’b)(x) = 2 dir.

Onerme 4.12: p herhangi asal sayis1 igin @ ve § elemanlari ile gerilen p? mertebeden

halka
J=A{a,B |pa=pB=0,a*=p,af =0)

olsun. P(Jﬁ’ @) (x) Pell polinom tipli orbit periyodiktir ve periyodu 2p dir (Tasyurdu, Cifci
ve Deveci 2018).

Ispat: Tanim 4.5 deki P(][),‘ «) (%) Pell polinom tipli orbitini diistinelim. P(]ﬁ‘ o) (%) dizisi

xo =P,
X, =a,
X2 =3P,
X3 =a,
x4 =50,
X = a,
X6 = 7P,

Xon = 2n+ 1),
Xon+1 = @,
Xongz = 20Xop4q + Xop = 2a(@) + 2n+ 1D =28+ (2n+ 1) = (2n+ 3)B,

Xons3 = 20Xp42 + Xoper = 2a(2n+2)f+a =2af(2n+2) + a = «,

seklinde olur.
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P, bilinen 2-adim Pell dizisinin n. terimini gostermek iizere yukaridaki dizi kullanilarak
{B,a,38,a,56,a,7B, ..., 2n+ 1)B,a ...}
dizisi olusturulur. Bu dizinin her bir x,, elemani1

X ={(Zn+1)m n=2m
" a n=2m+1

seklindedir. Dizisinin periyodunu p asal sayisinin belirledigi agiktir. p > 2 modiiliine

gore kalan elemanlar p tanedir ve [ ise p kez tekrarlanir. Buradan P(]ﬁ‘a) (x) dizisi

periyodik olup periyodu PP(]ﬁ’ @) (x) = 2p dir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada, halkalarda Pell polinomlar1 ve 6zellikleri incelendi. Bazi sonlu halkalarin
Pell polinomlar1 olusturuldu ve periyotlar1 elde edildi. Ayrica Pell polinomlar1 C sayilar
kiimesine genisletildi. (a, ) bir R halkasinin geren bir ¢ifti ve R de 2 gerenli bir halka

olmak {tizere P&ﬁ) (x) Pell polinom orbit tanimlandi. Baz1 p? mertebeden 2 gerenli

halkalarin Pell polinom tipli orbitleri olusturuldu ve periyotlar1 hesaplandi.
Oneri olarak, bu calismada elde edilen tiim sonuglar Lucas polinomlari, Pell-Lucas

polinomlart ve Jacobsthal polinomlar1 gibi ikinci dereceden polinom dizileri i¢in de

incelenebilir.
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