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SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

v : Her
€ : Elemamdir
R : Reel sayilar kiimesi
f : f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi
f! : f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi
Fih : f Fonksiyonunun Tersi
I : R de bir arahk
I° I ninigi
11¢)! : Gudunova-Levin Fonksiyonlar Sinifi
P : P- Fonksiyonlar Sinifi
L(a, b} : [a, b]araliginda integrallenebilen fonksiyonlarnn kiimesi
p : Beta Fonksiyonu
r : Gamma Fonksiyonu
1&s : Sol Tarafl: Riemann-Liouville Kesirli integrali
1b- : Sag Tarafli Riemann-Liouville Kesirli integrali
sup A : A’ min Supremumu
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P-FONKSIYONLAR ICIiN BAZI KESIiRLi INTEGRAL
ESITSIZLiKLERI

OZET

Bu tez calismasinda, literatiirde daha &nce verilmis olan bazi 6zdeslikler ile Hélder
ve Power mean integral esitsizlikleri de kullanarak p-fonksiyonlar igin bazi yeni
kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Bu amagla, oncelikle tezin giris
bdliimiinde esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlar, integral esitsizlikleri, kesirli
tiirev, kesirli integral ve bazi fonksiyon siniflarin hakkinda kisa bir bilgi verdikten
sonra, kaynak arastirmas: boliimiinde konveks fonksiyonlarla ilgili tanim, teorem,
drnek ve ozelliklere yer verildi. Yine bazi fonksiyon simflar (Godunova-Levin
Fonksiyonu, P-fonksiyon) tamimlandi. P-fonksiyonu igin Hermite-Hadamard
Esitsizligi teoremi ispatland:. Son olarak Gamma ve Beta fonksiyonlan tanimlanarak,
Sarikaya M.Z. ve arkadaslari tarafindan konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard kesirli integral esitsizligi verildi. Materyal ve yontem bé&liimiinde ise
arastirma bulgulan kismindaki ispatlarda kullanilan bazi esitsizliklere ve dzdesliklere
yer verildi. Aragtrma bulgulan béliimiinde, p-fonksiyonlar simifi igin kesirli
integraller yardimiyla bazi yeni esitsizlikler elde edildi.

Anahtar kelimeler: P-Fonksiyon, Kesirli integral Esitsizlikleri, Hermite
Hadamard’n Esitsizlik Teoremi
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SOME FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES FOR
P-FUNCTIONS

SUMMARY

In this thesis, some new fractional integral inequalities for p-functions have been
obtained by using some identities previously given in the literature with Holder and
Power mean integral inequalities. For this purpose, firstly, in the introduction part of
the thesis, after giving a brief information about inequality theory, convex functions,
integral inequalities, fractional derivative, fractional integral and some function
classes, definition, theorem, sample and features related to convex functions were
included in the source research section. Again, some function classes (Godunova-
Levin Function, P-function) were defined. Hermite-Hadamard's Inequality Theorem
for P-function has been proved. Finally Hermite-Hadamard fractional integral
inequality was given for convex functions by Sarikaya M.Z. and his colleagues. In
the section on materials and methods, some inequalities and identities that used in the
proofs of the research findings were included. In the research findings section, some
new inequalities were obtained with the help of fractional integrals for the class of P-
functions.

Keywords: P-Function, Fractional Integral Inequalities, Hermite-Hadamard’s
Inequality Theorem
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1.GIRIS

“Esitsizlik™ kelimesi matematikte iki farkli miktar arasindaki farkhlig: ifade eder ve
bu iki miktar arasinda oran kurmak igin kullanilir. Modern matematikte esitsizlik her
alanda &nemli bir rol oynamaktadir. Ornegin, esitsizlik sayesinde fizik, miihendislik
gibi birgok bilimsel alanda yeni uygulamalar ortaya ¢ikmistir. Bu nedenle bircok
aragtirmacinin dikkatini ¢ekmis ve diger bilim dallanyla iligkili olarak giiniimiize
kadar gelmistir. Esitsizlik teorisinin temeli 18 ve 19. yiizyillarda K. F. Gauss (1777-
1855), A. L.Cauchy (1789-1857) ve P. L. Chebyshev (1821-1894) gibi
matematikgiler tarafindan atildi. Daha sonraki yillarda esitsizliklerin Snemi gittikge
artth ve H. Poincare (1854-1912), A. M. Lyapunav (1857-1918), O. Hélder (1859-
1937) ve J.Hadamard (1865-1963) gibi iinlii matematikgilerin dikkatini ¢ekti. Bu
alamin matematigin bir bransi olarak gelismesi 1934°te G. H. Hardy, J. E. Littlewood
ve G.Polya tarafindan “Inequalities” adli ¢aligmayla gerceklesmistir [1]. Diger
matematikgiler tarafindan gelistirilen bu teorik temeller, bircok yeni esitsizligin
bulunmasina ve matematigin matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik
teorisi gibi degisik alanlannda ilging uygulamalara &nciiliikk etmistir. Bununla birlikte
Beckenbach ve Bellman'n 1965°te yazdifin "Inequalities” [2] adli eser ve
Mitrinovic'in 1970’te yazdigi "Analytic Inequalities" adh eseri de styleyebiliriz [3].
Bu ii¢ temel kaynagin yam sira Mitrinovi¢ ef al. (1993) tarafindan “Classical and
New Inequalities in Analysis” [4], Pachpatte (2005) tarafindan ‘“Mathematical
Inequalities” [S] ve son yillarda Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P.
Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek gok kitap, makale

ve monografl kaleme alinmistir.

Konveks fonksiyonlarin baslangicy 19. yiizyilin sonlan olarak gosterilmektedir.
Konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 willarinda J.L.W.V.

Jensen tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’in bu &ncii ¢alismalarindan sonra konveks



fonksiyonlar teorisinin hizhi bir geligme gésterdigi kabul edilmektedir. Sadece
konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri igeren ilk kaynak ‘‘Convex Funtions:
Inequalities™ [6] 1987 yilinda J.Pedarié tarafindan yazilmistir. Ayrica Roberts and
Varberg (1973), Pecari¢ er al. (1992), Niculescu and Persson (2006) gibi
matematikg¢iler konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgili ok sayida ¢alisma

yapmuslardir. Yapilan ¢aligmalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

Esitsizlik teorisiyle iliskili olan konvekslik kavrami ile esitsizlik birlikie ele
alindiginda bir¢ok ¢alisma ve integral esitsizlikleri elde edilmistir. Bunun en Snemli
drneklerinden biri Ekim 1881 yilinda Hermite’in (1822 - 1901) Journal Mathesis adl)
dergiye gonderdigi orijinal haliyle asagida yer alan konveks fonksiyonlar icin

Hermite — Hadamard esitsizligidir.

Sur deux d’une integrale définie. Soit f(x) une fonction qui varie toujours dans le

meme sens de x= a; x=b; On aura les relation

b
-0 (52 f Fdx < (b -T2
ou bien
b

suivantque la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavité vers 1'axe des

abceisses.’

Bu esitsizlik hakkinda giiniimiize kadar birgok ¢alisma yapilmigtir. Bu ¢alismalarin
biiyiik bir biliimii S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis
olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” [7] adli

kaynakta bir araya getirilmigtir.

Hermite-Hadamard Esitsizligi, geometrik yorumu ve uygulamalar konveks
fonksiyonun ilk temel sonucudur. Cogu matematik¢i farkh konveks fonksiyon

siflari  (quasi-konveks fonksiyonlar, Godunova-Levin sinifi, log-konveks, p-



konveks fonksiyonlar, s-fonksiyonlar vb.) ve &zel ortalamalari (p-logarithmic
ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar vb.) icin bu 6nemli teoremi

uygulamaya, genigletmeye, sadelestirmeye ve genellestirmeye ¢aligmaktadir.

Son yillarda klasik konvekslik tanimindan daha genel konveks fonksiyon tiirleri
olusturulmaktadir.  Bunlardan biri 1978 yilinda  Breckner tarafindan
“Stetigkeitsaussagen fiir eine klasse verallgemeinerter konvexer funktionen in
topologischen linearen Raumen” [8] adli caligmasinda tamimlanan s-konveks
fonksiyonlardir. s-konvekslik ile ilgili bazi &zelliklere Hudzik ve Maligranda
tarafindan yazilan “Some remarks on s -convex functions” [9] adli galismada yer

verilmistir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlan ilk olarak Liouville tarafindan ortaya
konuldu, Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami *‘Tiirev ve integraller sadece
tamsayilar icin var midir 7’ sorusundan yola ¢ikilarak ortaya kondu. 17. yiizyildan
itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bircok matematikginin,
kesirli mertebe i¢in diferansiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan &ncii

cahsmalariyla gelismeye baslamistir.

Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari i¢in bircok ¢alisma
olmasina ragmen herhangi bir monografi yayinlanmamistir. Bu bosluk S.G. Samko
ile A.A. Kilbas ve O.1. Marichev tarafindan doldurulmustur [10]. Kesirli tiirev ve

kesirli integral kavramlari ile ilgili genis kapsamli bir monografi yayinlanmistir.

Son yillarda, Dragomir ve arkadaglar: tarafindan [11] de p-fonksiyon tanimini vermis
ve bu fonksiyon sinifi igin Hermite Hadamard esitsizliklerini vermistir. Bu tez
calismasinda fonksiyonlarin bu sinifi igin bazi kesirli integral esitsizlikleri elde

edilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlar

Tamm 2.1.1. /, R’de bir aralik ve f:1 = R bir fonksiyon olmak {izere ¥ x,y € I ve
t € [0,1] icin;
fax+ (A -0)y) <tfXD)+ (A -)f ()

kosulunu saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger esitsizligi x # y
ve t € [0,1] igin kesin ise f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [12].

Eger t € [0,1] kapali arah@indaki u¢ noktalan disarida birakirsak, o zaman

konveks fonksiyon kosulunda " < " yerine " < " gelir, yani;
flex+ Q=) <tfQ)+ A -fY)
olur. Bu fonksiyona kesin konveks denir.
flx+ (1 -8)y) Stf(x) + (1-f ()

esitsizliginin tersi ahinirsa, f fonksiyonuna I # @ i¢in konkavdir, denir.

Ornek 2.1.1. fiISR-R, f(x)=]|x| fonksiyonu [ iizerinde konveks

fonksiyondur.

Sekil 2.1.1, Araliklar tizerinde konveks fonksiyon (f(x) = |x|)




Konveks fonksiyonun geometrik yorumu Sekil 2.1.2” deki gibidir:

v

fib) {b.b})
g} 4} I(b)
f{ta+{1-t)b)

{a fa)
1(a} : 3

L 4

a aH{igp b

Sekil 2.1.2. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak; f fonksiyonunun ta + (1 — t)b noktasinda almis oldugu deger,
(a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarini birlestiren dogru pargasinin ayni noktada almis
oldugu degerden her zaman daha kiigiiktiir. Yani bu iki noktay: birlestiren kiris her
zaman egrinin [a, b] araliginda kalan kisminin iizerindedir. Konkav fonksiyon igin

kiris egrinin [a, b] araliginda kalan kisminin altindadr.

Teorem 2.1.1. I bir agik aralik, f: | = R ve ikinci mertebeden tiirevleri alinabilen bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde f konvekstir ancak ve ancak her xe! igin

ffx)zo0.

Ornek 2.1.2. f(x) fonksiyonu (—co, ©0) araliginda f(x) = e* olsun. Bu taktirde

f'"(x) = e* > 0 olur. Bdylece f konvekstir. Orta nokta konveksligi ile



1 1 1
ezt g g +Ee3’

elde edilir. Eger a ve b, (0,o0)da keyfi iki say1 olmak iizere a = e* ve b = ¢¥

olarak segilirse

ﬁEs%@+m

aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi elde edilir. Bu durumda verilen esitsizlik, e*

fonksiyonunun konveksligini genellegtirir.

Ornek 2.1.3. xe(0,00) i¢in g(x) = Inx fonksiyonunu ele alalim. Burada g"'(x) =

—xiz olur ki bu da g fonksiyonun konkav oldugunu gésterir. Tamm 2.1.1° e gére f

kesin konveks, g kesin konkavdir. Yukaridaki verilenlere gére e* * in tersi lnx
. ; 1 . .

fonksiyonunu ele alalim. Burada g’ (x) = -= olur ki bu da g fonksiyonun konkav

oldugunu gosterir. Tanim 2.1.2° e gore f kesin konveks, g kesin konkavdur.

Yukandaki verilenlere gére e* *

in tersi {nx fonksiyonunun konkav olmasi tesadiif
degildir. Eger f kesin monoton artan ve konveks ise f~! , fonksiyonun tersi,
konkavdir. Bu durumu gistermek amaciyla, x ve y, f nin deger kiimesinden alinan
keyfi iki nokta ise x = f(a) ve y = f(b) olacak sekilde a, b vardir. Bu taktirde, f

nin konveksliginden

8f(@) + (1 —6)f(B) = F((1 — B)a + 8b) (2.1)

olur. f monoton artan oldugundan, f~! fonksiyonu da monoton artandir. O halde

(2.1) esitsizligine £~ uygulanirsa
flOx+(1-80)y)=2(1-8a+8b=(1-8)f"1(x)+6f(y)

elde edilir ki bu da bize £~ fonksiyonun konkav oldugunu gasterir.

Konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri:

i. Kapali bir aralikta tamiml: konveks fonksiyon sinirlidir.

ii. Agik bir aralikta tamimh konveks fonksiyon siireklidir.



jii.

iv.

vi.

vii.

g:R — R azalmayan konveks fonksiyon ve h: R — R konveks fonksiyon
olsun. Bu taktirde; f:R >R f(x) = (goh)(x) bileske fonksiyonu da
konvekstir.

fiR->R,j=123...k, ktane konveks fonksiyonlar olsun. Bu
taktirde;

=

f)=) afik), ;20 (=123..k)

/=1
fonksiyonu da konvekstir.

f:1 = R konveks fonksiyon ise, /? de kalan herhangi bir [a,b] kapah
aralifinda Lipschitz sartim saglar. Bu nedenle, f fonksiyonu [a,b]
araliginda mutlak siirekli ve ° siireklidir.

f:I - R fonksiyonu ! agik araliginda konveks ise bu aralikta sayilabilir
bir E kiimesi harig f’ mevcut ve siireklidir,

f:1 — R konveks fonksiyon ise I° de f! ve f| tiirevleri mevcut olup, bu

tiirevler artandir.

Teorem 2.1.2. I, R de bir aralik, a < b ve a,b € olmak iizere f:ICSR—-> R

tanim!1 konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b b
P <5 [ e (OO 22)

esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligidir {12].

fspat: f fonksiyonu, I izerinde konveks oldugundan (a, b) aralifinda siirekli ve

[a, b] arah@inda simrhdir. Dolayisiyla f, [a, b] araliginda integrallenebilir. O halde

x=f(ta+ (1-t)b) tf(a)+ (1 -8)f(b)

yazalir. Bu ifadenin her iki yani [0,1] iizerinden t’ye gére integre edilirse

1 1
f f(ta+ (1 - Db)dt < f (t£ (@) + (1 — )f (b))
0 0



1 1
=f(a)fn tdt+f(b)j (1 -t)dt
0

_f@+£(b)
2

elde edilir. Buradan

b b
ﬁf f(x)dx = f (flta+ (1 —)b)dt

olur ki bu (2.2) esitsizliginin sag tarafidir. (2.2)’nin sol tarafimin ispatim verelim.

b
— [ fwax

integralini

b—a

1 b 1 |5 b
—— | f)dx = fode+ | fxdx (2.3)
b- afa [L fﬂTb I

seklinde yazip x = a + t(b — a)/2 degisken degistirmesi ile ilk terim

a+b

=z b—a? t(b—
fz fx)dx = af f(a+ ( a))dt
a 2 a 2
seklinde elde edilir. Daha sonra x = b — t(b — a) /2 degisken degistirmesi ile ikinci
terim
b b—a f° t(b—a) b—a ! t(b—a)
s O = = Lf(b— —=)de = J;f(b— =) ae

seklinde elde edilir. (2.3) esitliginde bu sonuglar yazilip ve konveksligin tanim

uygulanirsa



ﬁff(x)dx=%£[f(a+t(b;a))+f(b—t(b_a))]dt

2
»[[rac-r ()

elde edilir ve ispat tamamlanir,

2.2. Baz1 Fonksiyon Simiflan

Tammm 2.2.1. (Godunova-Levin Fonksiyonu) f:I — R negatif olmayan fonksiyonu

Vx,y€l,A€(0,1) igin

fAx+(1-1)y) S%-&-%

esitsizligini saghyorsa f’ye Godunova-Levin Fonksiyonu veya Q(I) simifina aittir

denir. Bu tamima denk olarak; eger f € Q(/) veya x,y,z € | ise bu taktirde

fOG=Nx-2)+fN -0 -2+ f(D(z-x)(z-y)20

esitsizligi saglanir [13].

Tamim 2.2.2. (P-Fonksiyon) f:/ — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak fizere

vx,y€l A€ (0,1)icin

fAx+ (1 -y) < f(x) + f()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna P-fonksiyonu veya P(I) simfina aittir

denir [11].

Tanim 2.2.3. ¥ x,y €1,t € [0,1],s € (0,1] i¢in asagidaki kosulu saglayan f:] —» R

fonksiyonu ikinci tiirden s-konveks fonksiyondur [14]:

fA=-Ox+ty) <A -O5F(x) +t5F(¥).



2.3. P-Fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Bu bélimde, Godunova-Levin sinifim kisitlayacagiz ve bu simiftaki Hadamard
esitsizliklerinin net bir versiyonunu kamtlayacagiz. Daha kesin bir ifadeyle, bir
f:1 = R nin negatif olmasi durumunda P(!) simifina ait oldugunu ve tiim x,y € I ve

A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi saglaciZini sOyleriz.
fAx+ (1 -Dy) < f(x) + £() (2.4)

Agiktir ki Q(I) o P(I) ve uygulamalar i¢in P(I}'nin tiim negatif olmayan monoton,

konveks ve yar konveks fonksiyonlar, yani

fAx + (1 = y) < max(f(x), f())

seklinde yeterli negatif olmayan fonksiyonlari icerdigi not edilir [11].

Teorem 2.3.1. (P-Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi) a,b €1 ve a <
b olmak iizere f € P(I) ve f € L,[a, b] olsun. Bu taktirde

b 2 (P
FEF) 55— [ rwa <20@+ron. @9
Her iki esitsizlik de olasidir [11].

Ispat: (24)egorex =ta+(1—t)b,y=(1—tla+thved=1/2

f(a;b) < flat+ (1 = 6)b) + f((1 — tha + tb)

olur. Béylece integralini alarak

)5 [ (a1 -0 )= 2 o

elde edilir ve ilk esitsizlik ispatlanir. ikinei esitsizligin ispati, x = a ve y = b ile (2.4)0

kullanarak ve A'va gore [0,1] dzerinden integral olur.
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(2.5)" teki ilk esitsizlik, (azalmayan)

a+b
0, asx< >
fe) = a+b
1, <x<bh,
2
fonksiyonu ve ikinci esitsizlik (azalmayan)
_ {0, x=a
f(x)—{l, a<x<b

fonksiyonu igin bir esitlige indirgenir. ispat tamamlanir.
2.4. Kesirli integral Egsitsizlikleri

Tantm 2.4.1. (Gamma Fonksiyonu) n > 0 i¢in

oo

r(n) =fx"‘1e"‘dx

0

seklinde tamimlanan fonksiyon Gamma fonksiyonudur. Bu integral n > 0 igin

yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi dnemli ézellikleri agagidaki gibi siralanir:

i. Tn+1)=nl(n)=nl,
@ r@)=ve
i, 22nir()r (n + %) = Var(zn).

. o xP
iv. —dx=T(p)=T1-p) = #

0 1z — 0<p<l,

Tanim 2.4.2. (Beta Fonksiyonu) Re(x), Re(y) > 0 igin

1

B(x,y) = f t*"1(1 - £)Y"1dt

0

11



seklinde tanimlanan fonksiyon Beta fonksiyonudur. Bu integral x > 0 ve y > 0 i¢in

yakinsaktir [15). Beta fonksiyonunun bazi énemli 6zellikleri asagidaki gibi siralanir
[16]:

i. Bxy)=pyx)

.. laxelpq _ py-lge _ [(©_t1
i Blxy)= [/t (1—¢t) dt = [ T dt, xy>0
r(r

ii.  Blx,y) = % x,y >0

. 1

v. ﬁ(l:J’) = ;

v. Blx+ly)=1-B(6y),  xy€(0,m)

ilave olarak 0 < a < 1 olmak iizere, tamamlanmamus Beta fonksiyonu

a

Bla,x.y) = j t*"1(1 — £)¥"dt
0

ile tanimlanir.

Kilbas A.A ve arkadaglar tarafindan sag taraf ve sol taraf Riemann-Liouville kesirli

integrallerinin tammlar agagidaki gibidir [17]:

Tanim 2.4.3. fe L[a,b] olsun. b > a = 0 ile @ > 0 igin j§.f ve J_f sirasiyla sag

tarafli ve sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri asagida gibi tammlanir:

JE F ) = % f k- 0% f(B)dtx > a

ve

1 b
B = s f (¢ — x)*1 f(t)dt, x < b.

Burada I'(a@), Gamma fonksiyonudur.

12



Sarikaya M.Z. ve arkadaslari tarafindan konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard kesirli integral esitsizligi asagidaki gibi verilir [18]:

Teorem 2.4.1. 0 £ a < b, f:[a,b] - R pozitif bir fonksiyon ve fe L[a, b] olsun.

Eger f, [a, b] arahginda konveks ise a > O oldugunda kesirli integraller igin

a+b Ma+1) N fa) + F(b)
f( 2 )Sz(b_a)a Ua+f(b)+h,_f(a)]s_2_

esitsizligi verilir.

Iscan I. tarafindan kesirli integraller yoluyla konveks fonksiyonlar igin Hermite-

Hadamard-Fejér esitsizligi sunulmustur [19].

Teorem 2.4.2. a < b, f :[a,b] —» R bir konveks fonksiyon ve fe L[a, b] olsun. Bu
taktirde w negatif olmayan, integrallenebilir ve #‘ ye gbre simetrik ise yani her x €

[a, b] igin
wx)=w(a+b—-x)

ise @ > 0 oldugunda kesirli integraller igin esitsizlik

b
£ (557) Ugiw(d) + JE-w(@)] < UZ(Fw) () + JE- (Fw) @)
b
<L O e 1) + g wie)

seklinde verilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Holder ve Power Mean Esitsizlikleri

Teorem 3.1.1. (Holder Esitsizligi) a = (aq,..,a,) ve b = (by,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n — lisi olsun. Bu taktirde

olmak iizere
a. p>1ise

1 1
n n F n '6
> a < (Ylar | (Yinr)
k=1 k=1 k=1

b. p<O0veyaqg < Qise

n n % n
Z apby = (Zlaklp) (Zlbqu)
k k=1 k=1

=1

e
q

esitsizlikleri saglanir [20].

Teorem 3.1.2. (integraller icin Hélder Esitsizligi) p > 1 ve % + % =1 olsun. f ve g,

{a, b] arahiginda integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|? ve |g|?, [a,b] arahginda

integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

b 7
( f |g(x)|wx)

-1

b b
[rwgtas < ([ reor ax)

esitsizligi gecerlidir [21].
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Benzer sekilde iki kath integraller i¢in Holder esitsizligi agsagidaki gibi ifade edilir:

E flf(x)g(x)ldmy = (L” flf(x)lpdxdy)% (f: f:lg(x)lqudy)%

Ayrica Hélder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi asagidaki gibi
ifade edilir.

Sonu¢ 3.1.1. (Power Mean Esitsizligi) g = 1 olsun. f ve g, [a,b] arahinda
integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|7 ,[a, b] arahiginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise
1 1
b b =2/ b 7
[ If(x)g(x)lde( [ If(x)ldx) ([ If(x)llg(x)l"dx)

esitsizligi saglanir. Benzer sekilde iki kath integraller i¢in Power Mean esitsizligi
1

fa b f g ldxdy < ( f b f blf(x)ldxdy)l-% ( f ’ f blf(x)llg(x)!"dxdy)a

seklinde verilir.
3.2 Bazi Lemmalar

Lemma 3.2.1. a<b olmak tlzere f:[a,b] > R, (a,b) iizerinde iki kez
tiirevlenebilir fonksiyon olsun. f" € L[a,b] ise kesirli integraller igin asagidaki
esitlik saglanmir [14]:

2970 (a + 1)
(T_[j a+b) fla) +)% a+b +f(b)]

a+b)

S oo (s 5 (e )

15



ispat'

f_f(1—t)a+1[f"(1+t +1;tb)+f”(1;ta+1;’tb)]dt

f(l — t)a+1f"(—a+ b)dt

1-t 1+t
_oadl =
+!(1 H)arif (—2 a+— b)dt L+, (@GD.

olsun. /,"in integrali:

1+t 1-t
(S=a+

I, = f(l—t)““f” _ b)dt

1

21 - e (Ata + L5 Ep)
b—a

1
_ Z(bajal)f(l _ t)a fl(-]%rﬂ-i-%b)dt (32)

2 _qa+bhy 2@+D[ 2 _ja+by 2°*T(a+1)
= f( ) )_ b—a |b—a ( 2 ) (b — a)+? (a+b)f()

—b—af

2 _(a+by 4a+1) _ra+by 2°*T(a+2) ,
( 2 ) B (b -a)? ( 2 ) (b — a)a*? ](a+b) f(a).
1, nin integrali:

1
1~—-¢ 1+t
I, = f (1—t)‘”’1f"( o+ b)dt
2 2
1)

_ 2a-omin(tandity)!

2((1-!-1)1' (1 t)a fr ? ﬂb) d (3.3)

b-a

16



b-a b—a

=i () - () e )

_ 2 , a+b 4(a+1) , a+b 2a+2r(a+2)
- ( 2 )_(b—a)2 ( 2 ) — q)T+2 ](a+b)+f(b)

(3.1),(3.2) ve (3.3)’ iin toplami ve daha sonra her iki tarafin &

lle carptlmasi ile

ispat tamamlanir.
a = 1 igin Lemma 3.2.1 asagidaki sonuca indirgenir.
Lemma 3.2.2. a<b olmak iizere f:[a,b] > R, (a,b) iizerinde iki kez

tirevlenebilir fonksiyon olsun. f” € L[a,b] ise kesirli integraller iin asagidaki

esitlik saglanmir [14]:

—— f Feadx - £(250)

(b‘“)zju—t)Z[f"(l“ +1;tb)+f"(1;ta+1+t b)]ae.

0

Lemma 3.2.3. f:1 € R - R, /9 iizerinde iki kez tilrevlenebilen bir fonksiyon a, b €
I ve a < b olmak iizere f" € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir 0 <1< 1 ve

r = 1 igin asagidaki 6zdeslik saglanir [22]:

! (f; a,a,-}) = A(1 - (1 - 24) (1 - %) b — )2 f'(x)

— 2 - 2
+(r(1+::) 1){(1_ 12+ 0 + L@ LD O)

I'la + 2)

T Tal = D & S f(@ + A= DR (b))

= 22(1 — D)%(b — a)?

17



X

Lot
f ¢ (; - ca) (F"(tx + (1 — Da) + f"(tx + (1 — )b}de
0
dir,burada x = Aa + (1 — A)b olur.
Ispat: integralde kismi integrasyon ve degisken degistirme metodlari kullanilirsa,
1 1 "
f t(; _ t“)f (tx + (1 - Ha)de
[

N a+1-1

=-{1-7) A-Db-0 G-n-a @

1 Ma +2) N
+r(1 - 1)%(b — a)? f(@) - (1=)=+2(p — a)a+zfx'f(a)

olur. Benzer sekilde,

' 1
LN (N _fw  a+i-fF
J; c(;—t )f (tx+ (1 —ta)dt= (1—;)1(b—a)+;{2(b—a)2f(x)

1 r@a+2
Yk -/~ T - gen A1)

olur. Yukandaki iki esitlik degerini ekleyerek istenen sonug elde edilir. r =3 ve 1 =
2 alinirsa
2 2

()= (oo -3 A2

F(a: + 2) i . 3 (b _ a)z 1 1 .
et o @ gy 0} =S5 G-

2

X [ " (taTH’+ (1- t)a) +f"(t#+ (1- t)b]dt]

olur.
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Lemma 3.2.4.r = 1 i¢in
L nl
J, kG-#)
5 r

Ispat: Bu esitlik, belirli integrallerin basit bir hesaplamasindan kaynaklanir [22].

1 ar'(H%) +1 1

3.3. Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilen Esitsizlikler

Teorem 3.3.1. (Ostrowski Esitsizligi) f:/c[0,0) = R, {° ({zerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon, f' € L[a,b] ve a,b € ! igin a < b olsun. Eger
[f'(x)| < M ise

1 (° M [(x—a)®+(b—x)?
-5 [ roa| < e

elde edilir. Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir [23]:

ispat: Bu teoremi ispatlamak i¢in asagidaki esitlik kullambr. f:[a, b]» R
fonksiyonu (a, b) arah@inda diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

X € [a,b] i¢in

b b
£ =5 [ r@ae+ 5= [ p o

()__[t—-a. a<t<xigin
PRYI=1t—b, x<t<bigin

esitligi not edilir. Bu esitlikten

b b
£ -5 [ F@de =5 [ pex 0o

x b
= i . Ua (t=a)f'(t)dt + J; (t— b)f'(t)dt]

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafi mutlak deger iine alinirsa
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b x b
ro -5 [ 10w = || [~ arwas [ c-broa|

olur. integralin mutlak deger 6zelligi kullanilarak

b
f@) -5 [ reoe

x b
< 5| [ - airtac+ [ e-biriad

not edilir. |f'(x)| € M oldugundan

1 b
fo) -5 | ra

x b
SbMTa[L (t—a)dt+J; (t—b)dt]

- (o-3)]

(x —a)? + (b —x)?
S —

elde edilir. ispat tamamlanir [24].

Teorem 3.3.2. (Simpson Esitsizligi) f:[a,b] - R, (a,b) iizerinde dordiincii
mertebeden tiirevi silrekli bir fonksiyon ve [f®|| | = supyeamlf @ )| < o

olsun. Bu taktirde

1[f(a) + f(b) a+b
|§[*—z ]”

= [ ] < s el o - o

elde edilir. Bu esitsizlige Simpson Esitsizligi denir [25].

fspat: Bu teoremi ispatlamak igin asagidaki esitlik kullanilir. f: [a.b] = R, (a,b)
tizerinde dordiincii mertebeden tiirevi siirekli bir fonksiyon ve |If(4)|| o =

SUPxean)|f @ (x)| < o0 olmak iizere

b ath
f S(x) F@D(x)dx = f 2 214 (x —a)? (x _a+ 2b

a

) F®(x)dx

20



b1 2
+L+b24(x b)3(x— ath )f(ﬂ(x)dx (3.4)

not edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip figgen esitsizligi

yapilirsa

b
J' SG) FO(x)dx

f_214 (x - a)® (x _a+ b)f(“)(x)dx

+ L T b)? (x _ax b) FO(x)dx

. { [Formar (s 22 [ by (o225 ")dx]

: +b
3
()]
2880

olur. ilk ve son terimlerden

2y +2b

7) a
f 5 —(x —a)? (x — )f(‘”(x)dx
a

S LT

0
< "];BBIL‘” (b - a)’ (3.5)

olur. Son bulunan esitsizlik Simpson Esitsizliginin sag tarafidir,
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Simdi (3.4) esitligine adim adim kismi integrasyon metodu uygulanirsa

a+b

=z 1 +2b
Lz 52X~ a)3(x—a

b
f S(x) F®)dx| =

) FO (x)dx

+ Lib-2—4(x b)? (x _zat b) FD(x)dx

b b
) -5 -al@ + f®) + [ fdx

- |——(b—a)f( 3:6)

elde edilir. (3.4) esitliginde (3.5) ve (3.6) esitsizlikleri kullanilirsa

b b
|—-(b @f ((572) 36 - i@+ £o) + [ s
2! 2b
= f ’ E(x—aﬁ(x—a+ )f(‘*)(x)dx

+ L ibz_li(x b)3 (x _fex b) F@O(x)dx

B |

<880 Y~ a)?
not edilir. Buradan
by 1 e
‘——(b a)f (557) -5 -l @ + 0] + [ foodx
B Vel %
< 5ggo 0@ a)®

olur. Her iki taraf (b — a)’ya boliiniirse
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AR
2880 9

1 b b 1 b
|§|f(a)-2+f()+2f(a+ )l_b ff(x)dx <

2 —al,

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.33. f:/ € R - R, /9 iizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a, b €
I ve a < b olmak iizere f" € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir 1 € [0,1] ve

r = 1igin |f"], [a, b] iizerinde konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir [22]:

|1 (f; a, A%)| < 22(1 = D)2(b - a)?
X [{(u - Dptyo (a%) + Uy, (a;l;)} |f" (a)]

H{a - 22ms (2.) + s (22 177 01]

Burada

2
1) B ar'(“i) +1 1

dt:”“(“'?‘ at+2  2r

G-
(G-

Ispat: [a, b] tizerinde |f’)’nin konveksligi ve Lemma 3.2.3’ten

3
1 Zar_(“'&') +3 1

tdt = pr (“';) = S@+d 3

l(f;a,i,%)| < 22(1 — D)2(b — a)?
1

X Uo t(%— t“)

" f: t(2-e2)

{tlf" @+ A - olf"(a)l}at

{71+ (1 = 01" (b))t
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< 221 - D206 ~ * [2112 (2,7) £/
i (2) ~ e (a2}t @1 + 17730

< 22(1— 1206 - 0 211 (.2 WIF" @] + (1 = DIF" B}

1
r

#as (3) 2 ()} 07" @1 + 177 @) s 201 - 26 - a7

x[{22 - e (@7) + b (w2 177 @

1 1
{0~ 20m (@3) + (@2} 17031
olur, ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.4. f:1 € R - R, I° tizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a,b €
I ve a < b olmak iizere f'' € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir 1 € [0,1] ve
r=1igin |f"| 7, q > 1igin [a, b] iizerinde konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir
[22]:

1 21
|1 (Fiea2)| < 2 - 220 - 0%, (a,-.p)

X

2 2

{(1 + DIF @I+ (1 - A)If”(b)l"}% N {Alf"(a)lq +(2- A)If”(b)l"}%]

Burada

(a+1)p+1
= (w7.0) = [ (1)
= Uy a.rrp = P B p P

)

o)

o b o) -p(r 2

[
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Ispat: Lemma 3.2.3. ve Halder integral esitsizligini kullanarak

II (f; a,A,-})' < 22(1 = D)2(b — a)?

1

U: ‘ (% - t“) I (tx + (1 — Da)ldt + f

0

t (1 - t") IF"(ex + (1 - t)b)ldt]

r

< A%2(1 - D)3(b - a)?
1 P
t(;—t) dt}
1 1
r p(rl 7
dt} U |f"(tx+(1—t)b|th}‘
]

1
= 1
< 22(1- (b - %, (a2.p)

-1
Q=

r
A

1
{ f IF7"(ex + (1 - t)al"dt}
0

e

1 i .
x U |f"(tx+(1—t)a|"dt} +U |f"(tx+(1—t)b|"dt] . (3.7)
0 0

olur. | f''|7, ¢ > 1 i¢in [a, b] iizerinde konveks oldugundan

1 H — "
([.)j F(tx + (1 — Oal9dt < (1 +DIf" (@) -; (1-DIf (b)lq.(B.B)
o

Alf" (@))% + (2 - DI BT

1
(i) fo IF"(tx + (1 — E)b|9dt < -

(3.9)
olur. (3.7)'da (3.8) ve (3.9)' u yerine koyarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.3.5. f:/ € R — R, /% iizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a, b €
! ve a < b olmak iizere f" € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir A € [0,1] ve
r=1igin |f”|?, g > 1 icin [a, b] lizerinde konveks ise agagidaki esitsizlik saglanir
[22]:
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(o)

< 2201~ 1206 — @7 [fzs (w7.0) ~ (4 - Dz (.70 I @17

1

+(1 = Dt (.9 I &)1’

1

s (2,20 17 @1 + (s (w7.0) = 2 (. 0) 1771 |

Burada

(a+1)p+1
= k(e =T ()
SHnl\aop)= p B a '}

-

)62 )]

’ ’
a

[

(a+1)p+2
) =ha(eg ) = (B +1)
T _#22 alrlp - a ﬁ o ,p

+ 1 (22 p 1)~ g (rn 222 p 1))

¥ r
a

Ispat: Lemma 3.2.3. ve Holder integral esitsizligini kullanarak

|: (f; a,A,%)' < 22(1 - )2(b — a)?

G-

1
¥ Uol ‘ (% - t“) q If7(tx + (1 — t)b)lth]q].

=

1 q
|f"(tx+ (1 - t)a)lth}
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olur. {a, b] iizerinde | f'|?’nun konveks olmasi nedeni ile

[: (f; a.).,%)l < 22(1 — D)3(b — a)?

@)

=110

q
el f" Ol + (1 - t)lf"(a)l‘*)dt}

U

. 1
n { N G-e)| e+ a- t)lf"(b)mdt}q]

< 201 = 206 — 0 [funs (.0 " GO 1

1
(s (7.0) s (a7.9) )17t

+ [#22 (“-%: Q) £ ()1

1
(v (a7.0) e (w3.9) If"(b)i"}q]- (310)

olur,

Teorem 3.3.6. a,b€lvea<b, 1€{0,1] ve r 2 1 olmak iizere f:/ S R-R, |
araliginin igteki /° tizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon olmasini saglayacak

sekilde £ € L{[a,b]) olsun. |f"'| 9, g = 1 igin [a, b] iizerinde konveks ise asagidaki
esitsizlik vardir [22]:

1

| (£:e A-})' < A2(1— )3 (b — @), (a%)

1

x [[(un () = =P (w:3) 1 @1+ 1 = B () 1o}
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i (a7) 1 @1+ (s (@) - A (w3)) lf”(b)l"}a]-

Burada

1

3
1 2ar'(1+5) +3 1

e = g (1) = 25 3L
t= ar 3(a+3) 3r

[¢-e)

Ispat: Lemma 3.2.3. ve ortalama kuvvet integral esitsizligini kullanarak

1

)
at}

|1 (f; a:,/l,%)l < A2(1 = A)2(b — a)? Uol |t (-117— :ﬂ)
11
e

‘ { f e e+ a- t)blﬂdtﬂ.

olur. [a, b] iizerinde |f’|?’nun konveks olmasi nedeni ile
Ly

i t|—— ta)
of ke

< ez (a,2) IF"GOI + (un (27) - a2 (a})) @

L1123

If"(tx + (1 - t)alth}

If"(tx + (1 — t)al%t

< (uu (22) - € - D (a})) F1 @+ (1= D () IF BN 312)

o k-

If"(tx + (1 — £)b|%dt
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<z (a2) IF GO + (uu (27) - a2 (a})) JHOL

< ez (a7 IF" (@)1 + (#11 (27) - o (a})) e (3.13)
olur. (3.10)'u (3.11) ve (3.12)' de yerine koyarak istenen sonug elde edilir.
3.4. S-Konveks Fonksiyonlar icin Elde Edilen Esitsizlikler
Teorem 3.4.1. f:[a,.b]—= R, a<b olacak sekilde (a,b) iizerinde iki kez

tiirevlenebilir fonksiyon olsun. f” € L[a,b] ve |f"| ikinci tiirden s — konveks

fonksiyon ise kesirli integraller icin asagidaki esitsizlik saglanir [14]:

2°1Ir(a + 1) a +b
(b—[j asb) -f(a) +]J, (s +f(b)l )‘
(b - a)? Ms+a+2))_ _, N
< m{e(& a,t) + m} [F7(a) + £ (D)),

burada C(s,a,t) = f01(1 — )3+ (1 — t)dt, dir.

Ispat: Lemma 3.2.1.%i ve | f*|’nin ikinci tiirden 5 — konveks fonksiyon oldugu

kullanthrsa

2e-1r b
—(b(“—ﬂ)[fm ORY +f(b)] - )I

- é?a'fiz)fﬂ o (s o0) e (e )

< (b - a)?
8(a + 1)

f(l t)a+1f"(1+t 1-t
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ot oo (125

Gl a)?
8( +1)

f(1 fa+L f”(1+t +1;tb)|dt

(b ~a)? f( t)a+1

—f.‘ 1+t
" b)ldt
HTCTE

2

< p [[ a-o0 () @i+ () o

1

+ f (1-t)**! [(1

0

1+

Y ipral+ (2 If”(b)l]dt‘

(b —a)?

1 1
=g | @ of (1= 731 + %t + IF"(b)] f (1- 6711 - 1)*de

1 1
+1f"(a) f(l =) (1 - t)*de + | (D) f(l +)* (1 - t)sdt‘
0 0

FMs+a+2)

(b_ )2 H "
[If (@)|C(s, a, t) + If (b)|m

Ms+a+2)

Crarst Ol t)]

+|f (@)

(b -a)? Ir's+a+2) y N
=m{c(5. a, t) +m] [lf"(a) + f"(b)I]

olur ve ispat tamamlanr.
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Teorem 34.2. a<b olmak iizere f:[a,b] > R, (a,b) iizerinde iki kez
tiirevlenebilir fonksiyon olsun. . f" € L[a, b] ve |f"'|7 ikinci tiirden s — konveks
fonksiyon ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglamir [14]:

29-1r 1 b
S FD s +f(b)] &)

(b—a)?

1
1 E " 5+ "
sza_q;_s(aﬂ)(p(aﬂ) —)(c +1) (07" @+ -1y + 177w

1
HIF @I+ |F @) - 1))

Ispat: Lemma 3.2.1., Holder esitsizligi ve | £/|?"nun ikinci tiirden s — konveks

fonksiyon oldugunu kullanarak

29-1P(a + 1) a +b
o [J 2yt () + oo +f(b)] )I

- é’(’a_fiz)f“ o (e o) (e S0

(b-a)z a+1 g
<8(a+1)f(1 e f

(1+t 1-¢

- b)dt

1
-a g ”(l—t 1+t)

———4](1 HErf 2a+2bdt

0

1

L b-a)? 7 L r L1+t 1=ty a
<8t D f“‘t)”‘“”df f|f (Fa+—5b)| a
1]

0
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* (f(l - t)"(““)dt)% (f If" (1 L tb)r dt)%}
J J 2 2

(b—a)? 1
“8(a+1) (p(a +1)+ 1)

{(v @1 f (25 a4 1 oe f () dt)%

0 0

h-11

1
+ (If”(a)l" f (2 a+ 1oy f (2 dt)q}

0 0

1
_ (b=a)? 1 v apos+1 _ q
- born) (& 1) 077 @@ -1 + 1 @yiaye

1
+HIF @I+ IF @I - D

olur ve ispat tamamlanir.

32



4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda, Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.3 de verilen &zdeslikler ile Hoélder ve
Power mean integral esitsizlikleri de kullanilarak p-fonksiyonlar igin bazi yeni kesirli

integral esitsizlikleri elde edildi.

Bu kisim boyunca

I (f; a,A,%) = (1 — (1 — 24) (1 - %) (b — a)?f'(x)

= 2 - N2
+(r(1+:t) 1){(1_ NPT EOPEL (OLIRLY(O

Ma+2
" %a(l —(i)a(z —ye AE-f(@) + (1= ™25 (0))

sembolii kullamlacaktir.

Teorem 4.1. a < b olmak lizere f: [a, b] - R, (a,b) iizerinde iki kez tiirevlenebilir
fonksiyon olsun. f" € L[a,b] ve |f"| P-fonksiyon ise kesirli integraller igin

asagidaki esitsizlik saglanir:

277N (a+ 1 b
—#[f a+b f(a) +]7, a+b +f(b)l a+ )\
(b - a)Z " I
St@sDErnlV @+l

Ispat: Lemma 3.2.1. ve | f”|’nin P-fonksiyon oldugu kullamlirsa;

2970 (e 4+ 1) a+b
W[] atby -fla) +J7 @z +f(b)] )1

3



é‘zafiifa o (e o)+ £ (e o)

(b — a)? asren 1L 1—t
< it +1)f(1 £) 1f( a+— b)dt
(b —a)? peren (1=t 14t
+8(a+1)[(1 0 1f( a+= b)dt

L b-a)? ct)zf(1 pas

=8(a+ 1) fr(a s )|

2

— 12
(b a) f(l )a+1

MTCTE (5 *1;t”)|‘“

(b —a)?

Ss(a+1)[ (=% @] + 1" B)lde

1
+ [a-omnr@l + If"(b)[]dt]
¢

_b-aF a)?

=iarplf @+ IF @l f (1-)**1dt

(b-
4(a + 1)(a +2)

[l @@ + £ @]

olur ve ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2. a < b olmak iizere f:[a, b] = R, (a,b) iizerinde iki kez tiirevlenebilir
fonksiyon olsun. . f" € L[a,b] ve [f"|? P-fonksiyon ise kesirli integraller icin
asagidaki egitsizlik saglanir:

2°°1Ir(a + 1) a+b
W[] axb) -f(a) +J7, (s +f(b)] )‘

—q)? 2 -
e ) (o« 2
1
() )]

ispat: Lemma 3.2.1., Holder esitsizligi ve |f”|Tnun P-fonksiyon oldugunu
kullanarak

2¢-11 1 b
e s ra 41 - +f(b)] =)

[ fr o (e 50 e )

(b — a)? ael en
s 8(a+1)j(1 O f

(1+t +1—t
2

1
b—a 1-t 1+t
_ a1l
+4f(1 t)f(2a+2b)dt
1]

-1
=

TS . P
0
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1 L

* (f(l - t)”(““)dt)a (fl |f" (1 LNk tb)lq dt)q
J 2 2

0

1
(b-a)? 1
=Bla+D (p(a D+ 1)

1

(@i« | (B3 )
1
4] If”(b)l")q]

+(r (5

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.3. a < b olmak iizere f: [a, b] = R, (a, b) Gizerinde iki kez tiirevlenebilir
fonksiyon olsun. |f”[ € L[a,b] ve |f"[? P-fonksiyon ise kesirli integraller igin

asagidaki esitsizlik saglanir:

2°r(a + 1) a +b
W[J atb) -fla) +J, (s +f(b)] )|

1 1
e - 23

(e o]

Ispat: Lemma 3.2.1., power mean esitsizligi ve |f”|9’nun P-fonksiyon oldugunu
kullanarak

2°°Ma + 1) a +b
W[] ath)” fla)+]7, (st +f(b)] )|

[em oo (e 25 5) (e 22
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(b —a)?
“8(a+1)

f(l oot fr(rla s b ar

1
-a e ,,(l—t 1+t)
—4f(1 £ f 2a+2bdt
0

G-ay|f | T
= m f(l = t)(a"'l)dt

0

2y

1 q
1+t 1—¢t |7
(f(l—t)("“’ f"( e+ b)| dt)

0

1 1
+| (- t)(““)dt)
i

o) e b))

1
(et svor)]

afe

1

q
L(1=t 1+t y(?
f(z a+t— b)ldt)

1
(J(l - t)(a-l-l)
1]

ispat tamamlanir.

Teorem 4.4. f:] € R > R, 1Y iizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a, b € I
ve a < b olmak iizere f” € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir A € [0,1] ve r 2

1igin |[f”|, [a, b] iizerinde P-fonksiyon ise asagidaki esitsizlik saglamr:

I (f; a,/l,;_l-)l < 22(1 = 2)2(b — a)?

X @IF GOl + £ @]+ 1 6D ()

a7



< 32(1 - (b — @@ + 17" Gy ()

[lG-)

ispat: [a, b] tizerinde |f"'| P-fonksiyonu, Lemma 3.2.3.’ten

Burada,

ar'(“%) +1 1
a+2  2r

1

dt = py, (a,;) =

|1 (f; a,)l,%)' < 22(1 - A)2(b — a)?

r

x [ | (- @) 0eor+ r@ide + ) (G- 0o + If"(b)I}dt]

= 221~ 26 ~ @P2IF" (O + @I + |76 (7
ofur. x = la + (1 — A)b oldugundan

F"CN =1f"Aa+ QA -Db ) < |f"(a)l + 1" (b)]

esitsizligini de kullanirsak

[ (77| £ 3226 - 226 - @707 @1 + 177 )t ()

olur. Ispat tamamlanir.
Sonug 4.1. Teorem4.4ter =1ved = %allnlrsa

ez 1)
(f!alzl

_a 1 [f(@+f(B)] 2°°2T(a +2)
—E'.f(X)+§.l > ]—

atb—aye  UF-f@ +J5f(B)]

b —a)?
s ( lﬁa) 2.0 GO+ IF" @1 + 1" (B) i}y (e, 1)
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3
< 7g- (= )2 {f" (@) + If"(B) }uas (. 1)

esitsizligi saglanir.
Ozel olarak x = E:—b alinirsa asafidaki Simpson tipli esitsizlik elde edilir:

(o)
lalzl

b 20-2[(qg + 2)
) + f(b)] Ct(b— {.’(f&b) f(a) +.’(a+b) f(b)}

%. [f(a) + 2af (a ;
<7 6- a2 f2.|r (S30)| + 1 @1+ 17O s, D

3
< 12 (0= a2 {f" @] + If" (0)u1a(a, 1),

burada y,,(a, 1) = ﬁ, dir.

Teorem 4.5. f:1 € R — R, 1° iizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a,b € |
ve a < b olmak iizere f" € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir A € [0,1] ve r >
ligin |[f"] 9, q > 1 igin [a, b] iizerinde P-fonksiyon ise asagidaki esitsizlik saglamir:

1

(raadfs2a-sr0-and (oL

1 1
x {21 @I + £ I + (" @10 + 21" B)19)e],

burada
{(a+1)p+1
[RG-)f =) - e (24
A r = Haq a!er - a a .‘P
+1 +1
e o B )< o2 )
dir.
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Ispat: Lemma 3.2.3. ve Hélder integral esitsizligini kullanarak

|1 (f,- a,A,%)| < 22(1 — A)2(b — a)?

1

Uﬂl t (%- t“) If"(tx + (1 — Ba)ldt + fo t (% - t“) IF"Ctx + (1 — t)b)|dt]

< 22(1 — 2)%(b — a)?

1 P
t(;—t) dt}
1
P 1 7
o {[[1ec @ oo ]

4]
1

= 1
< 2(1 - D26 - 2%, (,.p)

=

1 7
{ f If"(tx + (1 — t)alth}
0

r
{f

11

-e)

=
q

1 % 1
b U |f”(tx+(1—t)a|‘7dt] +U |f”(tx+(1—t)b|th} , (41
0 [

olur. |f"1%, g > 1 igin [a, b] lizerinde P-fonksiyonu oldugundan
1
@) f If"(tx + (1 = al9dt < |f"(@)1? + | f" (09,
[}]
1
@ [ 1"+ (- 0plode < @I+ G,
0

olur. x = Aa + (1 — )b ve | f"'|? nun P-fonksiyon oldugundan
IF7G)N =1f"(Aa+ QA -D)B)7 < |f" @)+ |f" (b7

esitsizligini de kullanirsak
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1
(i) f F7(tx + (1= alfdt < 20" @17 + "B, (4.2)
0

1
@) [ 1@+ Q-oblde I @I+ 2AFGI 43)
0
olur. (4.1)'de (4.2) ve (4.3)' ii yerine koyarak, istenen sonug elde edilir.

Sonug 4.2. Teorem4.5ter=1ved = -3- alinirsa

1
ez
_a 1 [f(a) + f(b)] 2°7%T(a+2) a a
-2 ) +5.[ ! ] L U @) + I )

1 5
< 1_6(b - a)z'#gl (a1, p)

1 i
x [@1F @10+ £ @)1 + (@)1 + 218 @)1

esitsizligi saglanir.

Ozel olarak x = a—:b alinirsa asagidaki Simpson tipli esitsizlik elde edilir:

1
1(fioz1)
1 a+b 1 2%(a+2) (,, a
=7 [f(a) + Zaf( > ) +f(B) _w-{](azﬁ)_f(a) +](#)+f(b)}

1 1
< Té(b - a)z'ﬂg1(a' lsp)

1 1
x [{21f" (@19 + ")} + {If"(@)|* + 2|f"(b)l"}5]-
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Burada p,,(a,1,p) = %[ﬁ (pTﬂ,p + 1), dir.

Teorem 4.6. f:1 € R — R, I° iizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a,b € I
ve a < b olmak iizere f”' € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir 1 € [0,1] ve r =

ligin |f"| 9, q > 1igin [a, b] iizerinde P-fonksiyon ise agagidaki esitsizlik saglanir:

[ (read)

,12(1 - A)Z(b - 2 1
< =2
(p+1)? °

1

9 Ya
a

1 1
x |2l @17 + IF" @)1 + (@1 + 21" w)1 |

}-—ta

Ispat: Lemma 3.2.3. ve Holder integral esitsizligini kullanarak

|1 (f; a,A,%)' < 22(1 - D)*(b — a)?
<)
([

olur. [a, b] iizerinde | f'|? p —fonksiyonu olmasi nedeni ile

q 0
If'(tx+ (1 - t)a)l"dt}

i

q q
If(tx+ (1 - t)b)lth}

—

|1 (f; a,il,%)l < 22(1 — A)2(b — a)?

1 1
__ta

1 =t i q
X [{fﬂ tpdt}p Uo i If"(tx+ (1 - t)alth}q
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o=

(e

=1 - ay? {J: |1_ a

r

111 q 'q!'
U ——tT |f"(tx+ (1 - t)bl‘idt}
0 T

1
T 34
o}

1 1
X ({21 @17 + |f" (BN +{If" (@) + 2|f”(b)|"]5]

1
(p+1)7

de kullanirsak istenen sonug elde edilir.
1
Sonu¢ 4.3. Teorem4.6’'ter =1ved = 3 alimirsa

(o)

1 [f(a) + f(b)] 2°72T(a+2)
E‘[ 2 l_ a(b — a)®

L+ U2 £(a) +J% F(B))

1
bh— 2 1 E
16(p +1)p V°°

1 1
x|c2lr @I + £ @I + (@1 + 218" @1

esitsizligi saglanir.

Ozel olarak x = a—:b alinirsa asagidaki Simpson tipli esitsizlik elde edilir:

(e )

b 2921 (q + 2
- %. [f(a) + 2af (= er )+ f(b)] - ﬁ)— {jfﬂ)_f(a) g f (b)}

2
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e

a2 1 o
S(b—a)l{f |1_ta|th}q
16(p + 1)7 0

1 1
x [ @ + 1" B9 + {If"(@)|? + 2If”(b)l"]3].

Teorem 4.7. f:1 € R — R, [? iizerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon a,b € [
ve a < b olmak iizere f'' € L[a, b] olsun. Bu taktirde, herhangi bir A € [0,1] ve r >
1 igin |f”|? ,9>1 i¢in [a,b] izerinde P—fonksiyon ise asagidaki esitsizlik

saglanir:
[1 (r a,A,%)l < (1 — D2(b — @)%y, (a%)
x [l @i + 1@ + @i + 215 @1
burada
(142
[hE-eamnn (o) -2
dir.

ispat: Lemma 3.2.3 ve power mean integral esitsizligini kullanarak

1
t(z-e%)
r
L

IF"(tx + (1 — t)a)lth}q

1

|I (f:a,/l,%)l < 12(1 - A)%(b - a)z{r dt}i
0

i

+ { j 1 z(}- e )| 1 cex + 1 - t)b)l"dtﬂ
i}

-




< A2(1-2)%(b — a)?puy, (a:%)

1 1
x |1 @e + 17 @)1 + U @I + 217 B)1

oldugu goriiliir.,
Sonu¢ 4.4. Teorem4.7’ter=1ve dl = %allmrsa

()

b 2&-2[' 2
(@) + £( )] - (_“a*)‘a ) U8 fla) + 18, b))

a f

=5.f)+3 I

i 2
= E(b —a)’uy,(a, 1)
1 1
x [€21F" @10+ £ @I + 0 @1 + 217" B)1N]
esitsizligi saglanir.

Ozel olarak x = a—:-ll alinirsa asagidaki Simpson tipli esitsizlik elde edilir:

()

297 (a + 2)
"E’EB_ {j(a-i-b) f(a) +](a+b) f(b)}

=3 [r@+2ar (23 4 rr)

1
< 1_6'(b - a)zﬂn(a- 1)

1 1
x [(21F" @10+ £ I + {1 @1 + 21 w1
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5. TARTISMA VE SONUC

P fonksiyon smifi icin Holder ve power mean esitisizlikleri kullanilarak Hermite-
Hadamard tipli kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Son yillarda Iscan
tarafindan verilen Hoélder-Iscan esitsizligi ve Kadakal ve arkadaslari tarafindan
verilen gelistirilmis power mean integral esitsizligi kullanilarak yeni sonuglar elde

edilebilir.
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