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OZET

P-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN HERMITE-HADAMARD TiP
ESITSIZLIKLER

Ipek AYANA GUVEN

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danisman: Doc¢.Dr. Giiltekin TINAZTEPE
Ocak 2025, 37 sayfa

Konveks fonksiyonlarin 6zelliklerinden biri, fonksiyonun integral ortalamasi i¢in, fonk-
siyonun integral sinirlarindaki degerleri cinsinden alt ve iist sinir sunan Hermite-Hadamard
esitsizligini saglamasidir. Konveks fonksiyonlarin bir genellemesi olan p-konveks fonk-
siyonlar ve tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar i¢in sag ve sol Hermite-
Hadamard tip esitsizlikler literatiirde ifade edilmistir. Bu tezde, bu calismalar derlenmis
ayrica heniiz literatiirde rastlanilmayan ikinci tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizlikler elde edilmistir. Bu sekilde p-konveks
fonksiyonlar i¢in verilen Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin bir araya getirilmesi ve ko-
nunun ilgilileri i¢in bir kaynak olusturulmasi hedeflenmistir.

Calismada sirayla p-konveks fonksiyonlarin temel 6zellikleri, kendisi ve tiirevinin
mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizlikler ve ikinci
tiirev iceren integral Ozdeslikler verilmis, daha sonra integral 6zdeslikler kullanilarak,
ikinci tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tip
esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen bu esitsizliklerde bir p-konveks fonksiyon 6rnegi
konularak bazi1 6zel fonksiyonlar ve ortalamalarla ilgili esitsizlikler uygulama olarak ve-
rilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Beta fonksiyonu, Hermite-Hadamard esitsizligi, Hiperge-

ometrik fonksiyonlar, p-konveks fonksiyonlar, Integral esitsizlikler.
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ABSTRACT
HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR P-CONVEX FUNCTIONS
Ipek AYANA GUVEN
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Giiltekin TINAZTEPE

January 2025, 37 pages

One of the properties of convex functions is that they satisfy the Hermite-Hadamard
inequality, which provides lower and upper bounds for the integral mean of the function in
terms of its valuesat the integral limits of the function. Right and left Hermite-Hadamard
type inequalities have been expressed in the literature for p-convex functions, which are
generalizations of convex functions, and for functions whose absolute value is p-convex.
In this work, these studies were compiled and Hermite-Hadamard type inequalities were
obtained for functions whose absolute value of the second derivative is p-convex, which
have not yet been found in the literature. In this way, it is aimed to bring together the
Hermite-Hadamard type inequalities given for p-convex functions and to create a resource
for those interested in the subject.

In the study, the basic properties of p-convex functions, Hermite-Hadamard inequali-
ties for functions whose absolute value and derivative are p-convex, and integral identi-
ties involving the second derivative are presented. Then, by using these integral identities,
Hermite-Hadamard-type inequalities for functions whose second derivative’s absolute va-
lue is p-convex are derived. In the obtained inequalities, an example of a p-convex func-
tion is provided, and inequalities related to certain special functions and averages are

given as applications.

KEYWORDS: Beta function, Hermite-Hadamard inequality, Hypergeometric functions,

Integral inequalities, p-convex functions.
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ONSOZ

Bu yiiksek lisans tezinin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan,
kendisine ne zaman danigsam bana kiymetli zamanini ayirip sabirla ve biiyiik bir ilgiyle
bana faydali olabilmek icin elinden gelenden fazlasini1 sunan her sorun yasadigimda ya-
nimda olan, gelecekteki mesleki hayatimda da bana verdigi degerli bilgilerden fayda-
lanacagimi diisiindiigiim kiymetli danisman hocam Dog. Dr. Giiltekin TINAZTEPE’ye
tesekkiirii bir borg biliyor ve siikranlarimi sunuyorum.

Lisans ve lisansiistii egitimim sirasinda, bilgileri 1s181inda aydinlandigim tiim hocala-
rima tesekkiir ederim.

Tiim hayatim boyunca her zaman yanimda olan ¢ok degerli annem Hiilya AYANA'ya,
keske bu giinleride gorseydi dedigim babam Ahmet Ali AYANA ve camim kardesim Ber-
kay AYANA’ya icten tesekkiir ederim.

Caligsmalarim sirasinda yardimlarini esirgemeyen ve beni her kosulda destekleyen ca-
nim esim Firat GUVEN’e ve kizima sabir ve anlayislaridan otiirii cok tesekkiir ederim.

Ayrica bu yiiksek lisans tez calismasini kizim Berfin Nare GUVEN e ithaf ediyorum.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “p-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
Tip Esitsizlikler” adli bu calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak
bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini1 gos-

terdigimi beyan ederim.
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Simgeler:
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maks{a,b,c}
C?[a, b]

Lla, b

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Tam sayilar kiimesi

: Negatif tam sayilar kiimesi
: Pozitif tam sayilar kiimesi
:NuU{0}

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi
: n boyutlu Oklit uzay1

: Kompleks sayilar kiimesi

: 2°in tam degeri

: 2°in p-normu

: a, b, ¢’nin maksimumu

: [a, b]’de 1. ve 2. tiirevi olan ve siirekli olan fonksiyonlar kiimesi

: [a, b]’de integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
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GIRIS i. AYANA GUVEN

1. GIRIS

Konvekslik kavrami analiz, geometri ve optimizasyon gibi degisik matematigin dallarini
birbirine baglayan onemli kavramlardan bir tanesidir. Konveks fonksiyonlarin tek mi-
nimum noktaya sahip olmasi, optimal deger aranan kiimenin konveksligi durumu onu
ozellikle maksimum minimum deger hesaplamalarinin temelini olusturdugu optimizas-
yon teorisinde 6nemli bir ara¢ yapmaktadir. Bu yoniiyle onu ekonomiden miihendislige
genis bir disiplin alaninda kullanilir yapmaktadar.

Konveks kiime kavrami reel sayilar lizerinde asagidaki gibi verilir.

B C Rolsun. Her z1, x5 € B ve a € [0, 1] i¢in
ary+(l—a)zy € B

oluyorsa yani z; ile x5 nin konveks kombinasyonunu (o + (1 — «) z3) igeriyorsa B
kiimesi konvekstir denir. Reel sayilarda konveks kiimeler ya tek nokta kiimeleri ya da

araliklardir. Sabit bir  ve y noktasi icin
{z:z=ax1 + (1 — a)xs,a € [0, 1]}

ile gosterilen noktalar kiimesi geometrik olarak z; ve x5 ’yi1 birbirine baglayan dogru iize-
rinde kalan noktalar kiimesidir. Dolayisiyla konveks kiime i¢in, icerdigi herhangi iki nok-
tay1 birbirine baglayan dogru parcasinin da icinde kaldig1 kiimelerdir denebilir.

Konveks fonksiyon, konveks kiime tizerinde tanimlanir.

B, R™ de bir konveks kiime ve f : B — R olsun. Her 21,22 € B ve a € [0, 1] i¢in

flaz+ (1 —a)z) <af (1) + (1 —a) f(z2) (1.1)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Yukaridaki tanim geometrik olarak bir fonksiyon egrisi tizerinde alinan iki noktay1
birlestiren dogrunun, noktalarin apsisleri ile olusan z = az; + (1 — «) 25 noktalarinin
goriintiisiiniin iistiinde kalmas1 anlamina gelir.

Bilim insanlar1 bu kavrami zamanla genellestirmislerdir. Bu genellestirmelerde farkli
yollar izlemislerdir. Bu yollardan biri i¢ yaklasim yolu olup bu yaklasimda geometrik bir
bakis agis1 kullanilarak yukarida tanimi sunulan klasik konveks kiime ve fonksiyon ta-

niminda verilen noktalar1 birbirine baglayan dogru parcgasi yerine bir parametreye bagl

1



GIRIS i. AYANA GUVEN

egri kullanilmasidir. Zayif konveks, orta konveks, metrik konveks, geodezik konveks kii-
meler ile B-konveks, cesitli anlamlarda (birinci, ikinci, ti¢iincii ve dordiincii) s-konveks,
istel, harmonik, logaritmik konveks kiime ve fonksiyonlar bu metodla iiretilmis kiime ve
fonksiyonlar altinda sayilabilir (Tanriverdi 2022).

Son yillarda bu sekilde bir¢ok yeni konveks fonksiyon tiirii elde edilmis olup bunlar-
dan biri de p-konveks kiime ve fonksiyonlardir. Literatiirde ¢esitli p-konveks fonksiyon
kavrami yer almaktadir. Burada kastedilen Sezer vd. (2021) tarafindan verilen p-konveks
fonksiyondur.

p-konveks bir kiime, p, 0 (0 hari¢) ile 1 (dahil) arasinda bir reel say1 olmak iizere

icinde bulunan her x; ve x5 noktasi ve « € [0, 1] i¢in onlar1 baglayan «’ya bagh
{z 2= ara + (1-— a)%xg,a e o, 1]}

noktalarini (egri parcasin veya x; ile 2o nin p-koveks kombinasyonunu) igerir. Diger ta-
raftan p-konveks bir kiime iizerinde tanimli bir fonksiyonun egrisi iizerinde alinan (x4, f(x1))
ve (z, f(x2)) i¢in, bu noktalar: birbirine baglayan a%f(xl) +(1— oz)% f(x2) egrisi her
degeri icin karsilik gelen f (a%xl + (1 - a)% T9)’nin ustiinde kaliyorsa f fonksiyonu p-

konveks olur. Kisaca p-konveks fonksiyonlarda (1.1) esitsizligi
1 1 1 1
f (0“’1‘1 +(1—a)r $2> <arf(z) 4+ (1 —a)r f(z2)

olacaktir. Tam tanimi bir sonraki boliimde verilecektir.

Konveks fonksiyonlarin 6nemli 6zelliklerinden bir tanesi Hermite-Hadamard esitsiz-
ligi olarak adlandirilan isimleri verilen matematik¢iler tarafindan tanimlanan konveks
fonksiyonun integral ortalama degeri icin alt ve iist sinir belirleyen estsizligi saglama-

sidir. Bu esitsizlik f : [z1, x2] — R ile verilen konveks bir fonksiyon i¢in

; ( ;xg) S / Fayde < L@ S@)

2

seklinde ifade edilir. Literatiirde soldaki ve ortadaki terim arasinda esitsizlik sol Hermite-
Hadamard esitsizligi; sagdaki ve ortadaki terim arasindaki esitsizlik ise sag Hermite-
Hadamard esitsizligi olarak adlandirilir.

Bir¢ok yazar yeni konvekslik tiirleri i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin nasil ifade
edilecegine dair aragtirmalar yapmiglardir. Bu ¢aligmalarin bir kismi Pearce ve Drago-

mir (2002)’den goriilebilir. p-konvekslik ile ilgili ¢calismalar da bunlar arasinda yer alir.

2



GIRIS i. AYANA GUVEN

Eken vd. (2021) p-konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizliklerini elde et-
mis, Sezer (2021) tiirevi p-konveks fonksiyonlar icin sag ve sol Hermite-Hadamard tip
esitsizlikleri, birinci tiirev iceren integral 6zdeslikler kullanarak elde etmistir. Literatiirde
ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlarla ilgili bir ¢alisma yapilmamis oldugu gozlemlen-
migtir. Bu caligmada Eken vd. (2021) ve Sezer (2021) tarafindan verilen sonuglar 6zet-
lenmis ayrica ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlar i¢in sag ve sol Hermite-Hadamard tip
esitsizlikler elde edilmistir. Bunun i¢in literatiirde ikinci tiirevle ilgili integral 6zdeslikler
kullanilmigtir. Daha sonra elde edilen esitsizliklerde p-konveks fonksiyon ornekleri ko-
nularak, beta, hipergeometrik fonksiyon genellestirilmis integral fonksiyonu igeren esit-
sizlikler elde edilmis ve ayn1 zamanda aritmetik ortalama, kuvvet ortalamasi ile Stolarsky

ortalamasi ile ilgili esitsizlikler uygulama olarak verilmistir.



KAYNAK TARAMASI I. AYANA GUVEN

2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde p-konveks fonksiyonlar ile onlarin bazi 6zellikleri verilecek, kendisi p-konveks
fonksiyonlar ve daha sonra tiirevi p-konveks olan fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tip
esitsizlikler sunulacak, daha sonra ikinci mertebeden tiirev iceren bazi integral 6zdeslikler
ile bulgularda kullanilacak baz esitsizlikler sunulacak ve son olarak bazi 6zel fonksiyon-

larin tanimlari hatirlatilacaktir.

2.1. P-Konveks Fonksiyonlar

Tanmim 2.1. (Sezer vd. 2021)U C R"ve 0 < p < 1 olsun. Eger \’ 4+ P = 1 kosulunu

saglayan \, p > 0 sayilari ve Vx,y € U icin
A+ py €U

oluyorsa U, R"’de p-konveks kiime olarak adlandirilir.

Tanim 2.1’de p = (1 — NP )% yazilirsa p-konveks kiime tanimi su sekilde de verilebilir:
Ve,y € Uve X € ]0,1], )\x+(1—)\p)%y€U

Bu tanimdan da anlasilacag iizere p = 1 i¢in konveks kiime elde edilir. Ayrica sifir
iceren veya sifir1 bir sinir noktasi olarak kabul eden herhangi bir reel say1 aralifinin bir
p-konveks kiime oldugu aciktir. Diger taraftan konveks kiimelerin, icerdigi tiim noktala-
rin konveks kombinasyonunu da igermesi 0zelligine benzer sekilde asagidaki sekilde de
konveks kiime tanimi verilebilir:

UCR,0<p< 1lve zq,29,...,2, € U olsun. Eger katsayilart \; € R, ve
A+ XN+ + AP = Tise My + Aoxe + ... + Ay, vektor toplamina 4, za, ..., T, € U
" nun p-konveks kombinasyonu denir. Bir A C R” kiimesi, ancak ve ancak elemanlarinin

tiim p-konveks kombinasyonlarini iceriyorsa p-konveks bir kiime olur (Sezer vd. 2021).

Tamm 2.2. (Sezer vd. 2021) U C R™ ve f : U — R bir fonksiyon olsun. Eger
epif = {(55704) ceR"™ 2 cUacR,f(r) < a}

ile belirtilen kiime p-konveks kiime ise o zaman f, p-konveks fonksiyon olarak adlandirilr.
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Asagida p-konveks fonksiyonun Tanim 2.2°dekine denk olan ve literatiirde daha ¢ok

kullanilan bir karakterizasyonu sunulmustur.

Teorem 2.3. (Sezer vd. 2021) U C R" bir p-konveks kiime ve f : U — R olsun. O zaman
f’nin p-konveks kiime olmast i¢cin gerek ve yeter kosul \’ + P = 1 esitligini saglayan her

A\, > 0ve her x,y € U igin

[ Oz +py) <A (z)+ pf (y)

olmasidrr.
Ornek 2.4. (Sezer 2021)f : [0,00) — R, f (x) = a2 bir p-konveks fonksiyondur:

Yukaridaki 6rnek bu calismada en ¢ok faydalanilacak 6rnek olup bunun haricinde
asagidaki fonksiyonlar da birer p-konveks fonksiyon olarak literatiirde sunulumustur.

U C R” bir p-konveks kiime ve £ € R olsun. Eger f : U — R fonksiyonu
f (1,29, ...;x,) = k(x1+ 29+ ... + x,) olarak tammlanirsa f, p-konveks bir fonksi-

yondur. Ayrica

h(z1, 29, . 20) = |2, = (i: |{Ei|q> ‘1 , 1<q
i=1
ve
(1,2, ..., ) = ||z]|, = maks {|x1], |xa], ..., |za| }
seklinde tanimlanan h, ¢ : U — R fonksiyonlar1 birer p-konveks fonksiyondur.
Teorem 2.5. (Sezer vd. 2021) Eger f : U C R"™ — R fonksiyonu p-konveks bir fonksiyon

ve g : R — R artan p-konveks bir fonksiyon ise, o zaman g o f : U — R bir p-konveks

fonksiyondur.

Ornek 2.6. Yukaridaki teoremde f ve g, Ornek 2.4 te verilen fonksiyon alinir ve n ikiden
biiyiik pozitif bir tamsayt olmak iizere teorem n — 1 defa uygulamirsa k(z) = 2" in de bir

p-konveks fonksiyon oldugu goriiliir.

2.2. P-konveks Fonksiyonlar Icin Hermite-Hadamard Tip Esitsizlikler

Eken vd. (2021) tarafindan p-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizlik-

ler verilmistir. Bunlar asagida sunulmustur.
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f : Ry — R, integrallenebilen bir p-konveks fonksiyon, a,b € R, ve a < b olsun.

Bu durumda Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi verilir:

0(a.b.p) = p [bf(b) + af(a)] + [bf (@) + af(B)] B (—, —)

olmak tizere

b

1.4,,.(a+D 1 1
2 f( 2% ) < b_a/f(l')dl' < mé’(a,b,p)

a

Ayrica ayni kogullar altinda

/Olf((l —t)%aﬂ%b) [1—1—(1—157’)%_11&%} dt < (1+ 5(1 l)) <M)

p p'p

olur. Burada beta fonksiyonunun tam deger fonksiyonu cinsinden iistten sinirlanmasini

kullanarak 4 o2y (2
HE(EDEON
b(p) =1+
o3 [E]

olmak iizere

/O1 f ((1 —t)ra+ t%b> [1 +(1- tp)%*ltﬂ dt < (p) {M]
elde edilir. .
integralinin sonlu olmasi durumundaa

b - ” / flz)de < 1%3 at 7 o7 f(x)da + 0T 7 7 f(2)dz

olur.

Ilaveten f’nin azalmayan bir p-konveks fonksiyon olmasi durumunda

f(c;;_f) < O/f<a2tb[t+(1—tp)i])dt
< 11/1f 1—tp)Pa+tb) [1+(1—tp)* L= l]dt

0
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veE

ile

~
/N
%}w‘i
NSy
N—
|

fo (“*b [t +(1- t)%D dt
o f (a4 b1 - )
22— [f(a) + f(b)].

1
27 (p+1)

IN

IN

esitsizlikleri sunulmustur.

2.3. Tiirevi P-konveks Olan Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tip Esitsizlikler

Literatiirde tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar i¢in asagidaki sag ve sol
Hermite-Hadamard tip esitsizlikler, Sezer (2021) tarafindan verilmistir.
fR=>R,a,beR,,a<b, feCR)vel|f'| €L[—b,b] bir p-konveks fonksiyon

olsun.

‘f(a);f /f

pi(x,y) = |y[(Tlyl + 3[z[), pa (2, y) = |2[ (|| + 3ly[) ve v(a,b) = py(a,b) [f'(b)| olmak

uzere

‘f(a);f b_a/ ‘e

(lal + [BI)* (If (@] + £ 'O)1)

3
p+1)(b—a)

[01(a, b) |/ (0) + 1 (b, a) | £ (a)]]

= 12( 2)
1 W1+ b)) B

g —ay el 1D (af O+ [bf (@D AC )
1 12

+ o=y B o] BC )

® =

Ayrica s > 1 ve |f']” € L[—b,b] olmasi durumunda, x(a,b,s) = (|f'(a)|” + |f'(0)|")

olmak tizere

IGES LR L o < )(pfl)i<|a|+|b|>%<a,b,s>

seklindeki sag Hermite-Hadamard tip esitsizlikler verilmistir.

Ayrica asagidaki sol Hermite-Hadamard tip esitsizlikler sunulmustur:
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fR=>Ri,a,beR,a<d, feCR)vel|f'| €L[—b,b] bir p-konveks fonksiyon

b I 1
e R E

~(p+ 10 —a)
y [<3|a|2—i— |b|> )+ 2 +6|2ab|+5b f,(a—2|rb>‘+<|a]+23|b|> ‘f,<b)|]

olsun. Bu durumda

olur. Tlaveten

a+b

pulast) = 2217 @)] + a4 07 (D) 4 2210

PG|+ Bl + D170

w(a,b) = (7|al + |b]) (|a] + |0]) | f'(a)| olmak iizere

pa(a,b) = lal(lal + [b]) |f "(a)] + 2(a” + b°)

b
polast) = (a,8) + 256+ alo] + 58|15 + .0
seklinde tanimlansin. Bu durumda
a+ b / 1 11
= a, b e . W a, b 6 -
e Fa)ds| < gy pa )+ @ A )
1 12
+ Ta /1 N\ a? b _7 - Y

ayrica s > 1 ve |f'|” € L[—b, b] olmasi durumunda da

a-+b a+b a+b
) (e 152 (e
olmak tizere

D - [ s < (2 )i<p6<a,b>+p6<b,a>>

plb—a) \p+1
ile verilen sol Hermite-Hadamard esitsizlikleri saglanir.

E]

pela,b) = (2 la| +

)

2.4. Ikinci Tiirevle Tlgili Baz1 Integral Ozdeslikler

Asagida verilen teoremlerde esitligin sol tarafi, Hermite-Hadamard esitsizligin sirasiyla
sag ve sol parcalar ile ilgilidir. Bu teoremler literatiirde 2. tiirevi klasik konveks veya
s-konveks olan fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin elde edilmesinde

kullanilmiglardir.
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Teorem 2.7. (Niculescu 2006)(Sayfa 53) a,b € R, a < b, f : [a,b] — Rve f € C?[a,]

olsun.

f(a)+f(b) 1 ’ 1 ’ " (b—:c)(a:—a)
5 _b—a/af(x)dx:b—a/af($) 5 dx

(Hussain vd. 2009) ve (Khan vd 2017) yukaridaki esitligi kullanarak ikinci tiirevi
ikinci anlamda s-konveks olan fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag ta-

rafi ile ilgili esitsizlikler elde etmiglerdir.

Teorem 2.8. (Ozdemir vd. 2013) a,b € R, a < bve f : [a,b] — R olsun. Eger f" €
Lla,b] ise

b_%/abf(x)dx—f<a;b> = (b;6a)2 [/Othf" (taTMﬂL(l—t)a) dt
+/01(t—1)2f” <tb+(1—t)a;b) dt}

olur.

(Sarikaya ve Kiris 2015) ve (Ozdemir vd. 2013) yukarida verillen teorem yardimiyla
ikinci tiirevi ikinci anlamda s-konveks olan fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsiz-
liginin sol tarafi ile ilgili esitsizlikler elde etmistir.

Simdi bulgular kisminda gerekli olacak bazi bilgiler ve fonksiyon tanimlar verilecek-
tir. Bunlar icin ayr1 bir alt boliim olusturulmasi gerekli goriilmemistir.

Bulgularda kullanilacak integraller i¢cin asagidaki iki esitsizlik kullanilacaktir.

f :[a,b] C R — R integrallenebilir bir fonksiyon ise

[ rwal< [

olur. Bu esitsizlik integraller i¢in liggen esitsizligi olarak da ifade edilir.

p>1ve % + % = 1 olsun. f ve g, [a, b] aralif1 iizerinde taniml reel fonksiyonlar ve

IfI”, |g|? [a,b] iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere ¢ > 1 ise

INCICE (/abrf<x>|pdx)’l’ (/ab|g<x>rwx);

olur, burada A ve B sabit olmak iizere, yukaridaki esitsizligin esitlik olmast ancak ve
ancak A |f (z)|” = B|g (z)|? olmas1 durumunda gergeklesir. Bu esitsizlik integraller i¢in

Holder esitsizligi olarak bilinir.
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Bulgularin uygulamalarinda karsilasilacak iki 6zel fonksiyon tanimi agagida verilmis-
tir.

m,n > 0 olmak lizere

B (m,n) = /lxml (1—2)" "da
0

ile tamiml1 fonksiyon beta fonksiyonudur.

z € C ve p € N olmak tizere

o0

E,(z)= /x_pe_”dx

1
fonksiyonuna genellestirilmis iistel integral fonksiyonu denir.

c sifir ya da negatif tamsay1 olmayan bir reel say1, a, b € R olsun.

(@Dn=alqg+1)(g+2)---(¢g+n—1)

olmak tizere z € C i¢in

2F1(a,b;C;Z):1+Z%i—T+...

ile ifade edilen (yakinsak olmas1 kosuluyla) fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir.

n=1

|z| < 1 durumu igin seri yakinsak, a + b < ¢ olmasi kosuluyla |z| = 1 i¢in yakinsaktir.
Bunlardan bagka bulgularda karsilasilacagindan bazi ortalama ¢esitleri asagida sunul-
mustur.

a,be R, ,m € Z, ve p € [l,00) olmak iizere

1
a+b a™+bm b9 —a? \ ot
Pm 7b I —— 7b - 71 N
2 ) (CL ) 2 Sq (CL ) <q(b—a))

ile tanimlanan ortalamalar sirasiyla aritmetik, kuvvet ve Stolarsky ortalamas1 (veya ge-

Ala,b) =

nellestirilmis logaritmik orta) olarak adlandirilir.
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3. MATERYAL VE METOT

Kaynak taramas1 boliimiinde verilen p-konveks fonksiyonlar ile ilgili bilgiler ve ikinci
tiirev iceren bazi integral 6zdeslikler bu calismanin materyalini olusturmaktadir. Calig-
mada kullanilan metod temel olarak integralde degisken doniisiimlerine dayanmaktadir.
Integral 6zdesliklerden Teorem 2.7°de x = (1 — t)'/Pa + t'/7b degisken doniisiimii ya-
pilarak ozdeslikteki integral a ve b’nin konveks kombinasyonunu igceren hale (Sonug
4.10) getirilecektir. Teorem 2.8’de verilen 0zdesligin sag tarafindaki terimlerde sirasiyla
v =19+ (1—t)ave r = th+(1—t)“t" degisken doniisiimleri yapilarak integral dzdes-
lik igindeki tiirev f”(z) cinsinden ifade edilecek (Onteorem 4.19), daha sonra elde edilen
yeni 6zdesligin sag tarafindaki terimlerin birinde =z = a(1 — t)% + ‘%bt% ve digerinde

1

r=(1—1t) “T“’ + b doniisiimii yapilarak 6zdeslik a ve %2 i

a+b
S ile

%5 ve b’nin p-konveks
kombinasyonunu iceren hale (Onteorem 4.20) getirilecektir. Daha sonra a ve b’nin pozitif
degerleri icin f”’nin p-konveksligi ile integraller i¢in tiggen ve Holder esitsizlikleri yar-
dimiyla Hermite-Hadamard tip esitsizlikler elde edilecektir. Esitsizlikler a ve b’nin tiim
reel degerleri icin gegerli olacak sekilde genisletilecektir. Elde edilen esitsizliklerde So-
nu¢ 2.6 kullanilarak baz1 ortalamalar ile genellestirilmis iistel fonksiyon, Hipergeomet-
rik fonksiyon, gamma ve beta fonksiyonlar1 gibi 6zel fonksiyonlarla ilgili esitsizlikler
elde edilecektir. Yapilan integral hesaplarinda Wolfram Alpha LLC tarafindan gelistirilen

Mathematica 14.1 destekli bilimsel hesaplar yazilmis websitesi kullanilacaktir.(Wolfram

Alpha 2024)

11
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde kaynak taramasi boliimiinde verilen integral 6zdeglikler materyal metot kis-
minda anlatildig1 sekilde degisken degisimi yardimiyla p-konveks fonksiyon taniminin
kullanilabilecegi forma doniistiiriilecek, bu formda integraller icin iiggen esitsizligi ve
Holder esitsizligi kullanilarak sag ve sol Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler elde edile-
cektir. Ayrica elde edilen baz esitsizliklerde p-konveks fonksiyon oldugu bilinen fonksi-
yon Ornekleri kullanilarak bazi 6zel fonksiyonlarla ve ortalamalarla ilgili sonuclar uygu-

lama olarak verilmistir.

4.1. Ikinci Tiirevi p-konveks Fonksiyonlar Icin Hermite-Hadamard Tip Esitsizlikler
Bu altboliimde ikinci tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar i¢in sag ve sol
Hermite-Hadamard esitsizlikler elde edilecektir.

4.1.1. Sag Hermite-Hadamard tip esitsizlikler

Onteorem 2.7’de verilen integral 6zdesligi ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlar igin kul-

lanilabilecek sekle getirebilmek i¢in asagidaki dnteroem verilecektir.
Onteorem 4.9. o, b sayilari ve f fonksiyonu Onteorem 2.7 deki kogullar: saglasin.
wi(t) =b— (1 —t)ra—trb, ws(t) = (1 —t)ra+trb—a

ve

wy(t) =tr b — (1 —1)» 'a

olmak iizere

/f”(x) b-ole—a), _ %/0 P = £ a -+ £ Bywn () ws (t)ws (t)dt

esitligi saglanir.

Ispat Onteorem 2.7°de = = (1 — t)Y/Pq + tY/Pb doniisiimii yapilirsa z = a i¢in t = 0
ve v = bigin ¢ = 1 oldugu goriiliir. Diger taraftan doz = %(tiflb — (1 - t)%*la)dt,
b—x=b—(b— t)%a ttrver—a= (b— t)%a ttrb—a oldugu dikkate alinirsa istenen
elde edilir. U

12
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Onteorem 2.7 ve Onteorem 4.9’dan asagida sonug olarak verilen esitlik elde edilir.

Sonuc 4.10.

f“’;f“>—bfa[:ﬂxmx SR /'f' )7 a8 bwn (£ (t)ws(t)dt

elde edilir.
Sonug 4.10’u kullanarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.11. 0 < a < bve f : (0,00) — R, f € C?0,b] olmak iizere |f"|, (0,0)

araliginda p-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

R b—a/f ‘ s (@] + 0]

olur.

Ispat Sonuc 4.10’da kullamlmak iizere w (t), w(t), ws(t) ve | f”|’ye ait baz1 bilgileri

elde edilmelidir. Mutlak deger icin ii¢gen esitsizligi kullanilirsa ¢ € [0, 1] igin

()] < ‘b— (1—t)ra— tib

< ‘(1 - t%)b‘ + ’—(1 —t)ra

<a+b, .1

s (1)] < ’(1 —t)ra+trb— a’ < ’((1 ) - 1) a‘ e <ard @2
ve
lws(t)| < |t7 70— (1 —t)ra| < |t 'b| + ](1 — ) 'a (4.3)
oldugu goriiliir. Diger taraftan | f”|’nin p-konveksligi de kullanilirsa
(1= 0Fa+150)] < (1= 1) [ (@) + 67 |£(0) (4.4)

elde edilir. (4.1), (4.2), (4.3) ve (4.4) kullanilirsa

F1((1 = t)pa + trb)wn (ua(tws(t)| < (a+0)* (1= 07 /" (@)] + 5 | (0)])

(a+b)?

m olmak tizere

olur. Bu Sonug 4.10’da kullanilirsa v(a, b, p) =

‘f(&);f(b) N bia/abf(w)dx

< vlan) [ (=08 17@)+ 6170

< vl (170 [ 0= viae+10) [ dar)

13
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ve fol(l — t)%dt = fol trdt = -1 oldugu dikkate alinirsa istenen eitsizlik elde edilmis
olur. 0

Yukarida verilen teorem integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak daha genel bir

hale getirilebilir.
Teorem4.12. 0 < a < b,s > 1ve f: [0,00) — R, f € C?|0,b] olmak iizere | f"|*, (0, D)
araliginda p-konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

OO L [ g ';@?i<priLW@S+f%VZ$

olur.

Ispat Sonug 4.10°da integraller icin Holder esitsizligi, daha sonra (4.1), (4.2), (4.3) ve
fol(l —t)rdt = fol trdt = 47 oldugu gozoniine alinirsa

fla+f) 1 1
5 _b—a/a f(z)dz

3 2p(b — a)

x/o £ = )P a+ byt ()| di

s ([ 170l o)

x(/Wm®w@wﬁwiw)s

w7 ([ (a=0f1r@)

ot [ (D) \s)dt) ><</ (a+b)3)sfldt>

<a+b> p " " s
2p(b — a) (pH) (IF" @) + 1))

olacaktir. U

(1 —t)ra + tvbd)

IN

IA

1
s

(4.5) esitsizliginin sol tarafi | f”(a)| ve | f”(b)| nin maksimumlari cinsinden yazilabilir.

Teorem 4.13. (Bellman ve Beckenbach 1961)(Sayfa 16) s € R, i € {1,2,...,n} olmak

lizere x; pozitif sayilari diisiiniilsiin. Bu durumda

1
1 n s
: s\
5151010 ﬁg x| =maks{zy,xe,...,x,}
i=1
olur.
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Teorem 4.13, Teorem 4.12’de kullanilirsa

lim (|f(@) + £/ (®))* = Jim 2* (\f”< ' + 1770

5—00

)5 — maks{|S"(@)]. |/ ®)]}

olacagindan esitsizligin her iki tarafinda s — oo i¢in limit alinirsa agagidaki sonug elde

edillir.

Sonuc 4.14. a, b, p sayilari ile f fonksiyonu Teorem 4.12’deki kosullart saglasin. Bu du-

rumda

a ’ a ’
MO0 L [ onte] < S mastl @l o)

olur.

Yukarida elde edilen sonuglar sadece a ve b sayilarinin pozitif oldugu durumlar icin
gecerlidir. a ve b nin negatiflik durumlarini icermemektedir. Yukaridaki esitsizlik ispatla-
rindan da goriilecegi lizere sag tarafta integral icerisindeki ifadelerin mutlak degerleri icin
tist sinirlar elde edilmektedir. Sonuclar1 daha genel hale getirebilmek i¢in Sonug 4.10°de
ki integral 6zdeslikte yeralan |wy(t)|, |wa(t)| ve |ws(t)|’nin @ ve b’nin durumlarma gore
ayrica incelenmesi gerekmektedir. Asagida verilen 6n teoremlerde bu yapilacaktir.

Once |w, (t)] igin iist simirlar belirlenecektir.
Onteorem 4.15. a,b € Rvea < b,0 < p < 1vet € [0,1] olsun. w;(t), Onteorem

4.9’deki gibi verilsin.

i)a = 0ise |w(t)] < wi(0)

ii)a#0iset; = (14 ()T T5) 1 olmak iizere
ii-1) 0 < a < bise |wy(t)| < wy(ty)
ii-2) a < b < 0ise [wi ()] <maks{wi(0),wi(t1)[},
ii-3) a < 0 < bise |wy(t)] < wq(0).

Ispat i) a = Oise w(t) = b(1 — t%) ve b > 0 oldugundan w; (t) > 0 ve w}(t) < 0 yani
w1 (t) azalandir. Dolayistyla maksimum degerini 0’da alacaktir. Buna gore ¢ € [0, 1] i¢in
jwi (8)] = w1(t) < wi(0).

ii) Biitiin durumlarda gerekli incelemelerde kullanmak igin w1 () nin tiirevini bulun-
sun:

((1 — )y la— t%‘lb)

wy(f) =

BIH

15
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ve w(t) = 0 denirse t; = <1 + (&) &> - bulunur ki w/(¢)” nin tek kokiidiir.

ii-1) 0 < a < b olsun.

t € [0,t1) ise wi(t) > 0 (yani wy(t) artan) ve ¢t € (1, 1] ise w)(t) < 0 (yani wy(¢)
azalan) oldugundan ¢; degeri yerel bir maksimum degerdir. w(0) = b — a, w(l) = 0
oldugundan ¢ € [0, 1] icin w(t) > 0 olur. Dolayisiyla ¢ = ¢; mutlak maksimum olur.
Buna gore |wy (t)] = w(t) < wi(t;) olur.

ii-2) a < b < 0 olsun.

t € [0,t1) i¢in wi(t) < O (yani wy(t) azalan)’dir ve t € (ty,1] igin wi(t) > 0
yani wy (t) artan oldugundan w(t), t;’de yerel minimuma sahiptir. Diger taraftan w; (0) =

b—a > 0vew(l) =0 oldugundan w;(¢;) < 0 oldugu anlagilir. Dolay1siyla

lwy(t)| < maks{w;(0), |w; (1)}

ii-3) a < 0 < b olsun.
t € 10, 1] i¢in w)(t) < 0 olacagindan w; () kesin azalandir, dolayisiyla ¢ € [0, 1] i¢in
wi (t) > 0 oldugundan
w1 (1) = wi () < wi(0)

bulunur. O

Simdi |wy ()] i¢in tist sinirlar belirlenecektir.

Onteorem 4.16. 0 < p < 1,a,b € Rvea < bvet € [0,1] olsun. wy(t), Onteorem

4.9°deki gibi verilsin.
i)a=0ise |wy(t)| < wg(l)
ii)a#0iset; = (14 ()T =

)1
ii-1) 0 < a < bise |wsy(t)
)
)

olmak iizere
< maks{ws (1), |wa(t1)]},

Wao (tl)

ii-2) a < b < 0ise |wy(t)] <
< wa(1).

|

|
ii-3) a < 0 < bise |wa(t)]
Ispat i) a = 0ise wy(t) = bty ve b > 0 oldugundan ws(t) > 0 ve wh(t) > 0 yani
wy(t) artandir. Dolayisiyla maksimum degerini 1°de alacaktir. Buna gore ¢t € [0, 1] i¢in
|wa(8)] = wa(t) < wa(1).

ii) a # 0 olsun. Gerekli incelemelerde kullanmak i¢in wy () nin tiirevi bulunsun:
w(t) = —ws(t) (4.6)
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ve wh(t) = 0 esitligini saglayan nokta Onteorem 4.15 ii) de verilen ¢; degeridir ve w}(¢)’
nin tek kokiidiir. wy () fonksiyonunun azalanlk artanlik davranist (4.6)’dan dolay1 Onte-
orem 4.15 ispatindaki benzer durumlarin tersine olacaktir.

ii-1) 0 < a < bigint € [0,¢;) ise wi(t) < 0 (yani wy(t) azalan) ve t € (t1,1]
ise wi(t) > 0 (yani w(t) artan) oldugundan ¢; degeri yerel bir minimum degerdir.
w2(0) = 0, we(l) = b —a > 0 oldugundan w(t;) < O olur. Buna gore |wq(t)| <
maks{ws(1), |ws(t1)|} olur.

ii-2) a < b < 0olsun. t € [0, ;) i¢in wh(¢) > 0’dir yani wo(t) artar ve ¢ € (1, 1] i¢in
wh(t) < 0 yani wy(t) azalan oldugundan w(t), to’de yerel maksimuma sahiptir. Diger
taraftan w9(0) = 0 ve wy(1l) = b — a > 0 oldugundan wsy(¢;) > 0 oldugu anlagilir.
Dolayisiyla t € [0, 1] i¢in

|wa(t)| < wa(ty)-

ii-3) a < 0 < bolsun. ¢t € [0,1] icin wh(t) > 0 olacagindan wy(t) artandir, dolayisiyla

t € [0,1] icin wy(0) = 0 oldugundan ¢ € [0, 1] i¢in wy(t) > 0 olur. Buradan
lwa ()] <wa(l) =b—a
bulunur. ]

Simdi |ws(t)] i¢in tist sinirlar belirlenecektir.

Onteorem 4.17. 0 < p < 1, a,b € Rve a < b verilsin. t € [0,1] olmak iizere ws(t),
Onteorem 4.9’deki gibi verilsin.
i) p = 3 ise |ws(t)| < maks{|al,[b]}
ii)p# 1isety = (1+ (—g)ﬁ)*l olmak iizere
ii-1) a < b < 0ise |ws(t)] < —a
ii-2) 0 < a < bise |ws(t)| < b
ii-3) a < 0 < bise |ws(t)| < maks{—a,b,ws(t2)}
ii-4) a = 0 ise |ws(t)] < b

Ispat i) p = 1 icin w3(t) = t(b+ a) — a olur ki w3(t), a +b > O ise artan ve b > a
oldugu dikkate alinirsa w3(0) = —a ve ws(1) = b olusundan |ws(t)| < |b| olur. Diger

taraftan a + b < 0 ise azalan ve b > a oldugu dikkate alinirsa w3(0) = —a ve w3(1) = b
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olusundan |ws(t)| < |a| olur. @ + b = 0 durumunda fonskiyon sabit olup ws(t) = —a

olur. Her ii¢ durumdan |w3(t)| < maks{|a|, |b|} oldugu ortaya ¢ikar.

wi(t) = (% - 1) (lnt%*2 +(1— t)%*2a>

i) p # % icin

olur.

ii-1) a < b < 0ise wj(t) < 0 olur. Bu durumda wj3(t) azalan olacaktir. w(0) = —a ve
ws(1) = b olacagindan |w3(t)| < maks{|a|,|b|} = |a| = —a bulunur.

ii-2) 0 < a < bise w4(t) > 0 olur. Bu durumda wj;(¢) artan olacaktir. w3(0) = —a ve

ws(1) = bolacagindan |ws(t)| < maks{|a|,|b|} = b bulunur.

ii-3) a < 0 < bise w(t) = 0 denkleminin koki £, = (1+ (—g)l—”%)‘l olarak
bulunur. Burada w}(¢) nin [0, 3) ve (¢, 1] arahigindaki pozitif veya negatiflik durumlari
p’nin %’den kiiciik veya biiyiikliik durumuna gore ayri ayr1 incelenmelidir.

Burada p < 3 i¢in wj(¢) nin siirekligi ve w}(0) = (% — l) a < 0 ve to’1n wj(t) nin
[0,1] araligindaki tek kokii oldugu bilindiginden wj(t), [0,t2)’de negatif ve wj(1) =
(z—l) — 1) b > 0 oldugu da gozoniine alinirsa, (3, 1]’de pozitif oldugu goriiliir. Dolayisiyla
p < 3 igin wy(t), [0, t2) de azalan ve (¢, 1]°de artan olacaktir. Buna gére t,, w;’iin bir mi-
nimum noktasidir. ¢ € [0, 1] i¢in ws3(¢) > 0 oldugundan |ws(t)| < maks{ws(0),ws(1)} =
maks{—a, b} olacaktir.

p > 3 i¢in wh(t) nin ¢ = 0 ve ¢ = 1 noktalarinda limit degerlerine bakilirsa

1
lim wy(t) = (— - 1) lim (bt%_2 +(1— t)%_2a) =00

t—0t p t—0+

1
lim wy(t) = (— — 1) lim (bt%_2 +(1— t)%_Za) = —0
t—1- P t—1t

oldugu goriiliir. £5’in wj(¢)’nin [0, 1] araligindaki tek kokii oldugu bilindiginden w}(t),
(0,2)’da pozitif ve (t2,1) arahiginda negatif degerler alacaktir. Dolayisiyla p > 1 icin
ws(t), (0,t2)’de artan ve (t, 1]’de azalan olacaktir. Buna gore to, ws’iin bir maksimum
noktasidir. ¢ € [0, 1] icin w3(t) > 0 oldugundan |ws(t)| < ws(ts) olur.

p > 3 vep < i durumlan birlestirilirse p #  icin |ws(t)| < maks{—a, b, ws(t2)}
yazilabilir.

ii-4) a = 0ise b > 0 ve ws(t) = t7 b olup ¢t € [0, 1] i¢in |w3(t)| < b oldugu goriiliir.
O
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Simdi sag tip Hermite-Hadamard tip esitsizligi ifade edebiliriz.

Teorem 4.18. a,b € R, a < bve f : R — R, f € C?*(R) olmak iizere |f"|, R’de

p-konveks bir fonksiyon olsun.

i) a = 0 iken
z=b
ii) 0 < a < biken
2 =b— bbpllxmaks b—a, b — | ¢ X0
9)Y1i-p)p A
(1+(5)) (1+®)™)
iii) a < b < 0 iken
z:maks{b—a, b— bbp o }X ’ |
1+ (9)=)r <1+(§)%p>
iv)a <0 <biken
iv-1)p # % ise
) b
z=(b—a)"maks{ —a,b,

iv-2)p = % ise

z = (b—a)’*maks{—a, |b|}

olmak iizere

W0 L

z

=30 @I+ 10D

2 b—a

esitsizligi saglanr.

Ispat i) a = 0 durumu incelensin. Onteorem 4.15’den |w, ()| < wy(0) = b, Onteroem

4.16’den |ws(t)] < wy(1) = b ve Onteorem 4.17°den |ws(t)| < b olacag: dikkate aliirsa

[wi(t)] [wa(t)] [ws(8)] < 07
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olur. Bu bulgu Onteorem 4.10°de asagidaki gibi kullanilirsa

fla)+ f(b) 1
2 b—a
1

Sm/ol

1 ) / (=67 1@+ 7 LFO)]) s (8)] s (8) e ()]

= 2p(b—a
< o
~214p)(b—a)

f(z)dx

P =)+ 10)| [wn (1) ()] s (8)| at

(1" (@)l + 1))

elde edilmis olur. Diger verilen durumlar igin |wy(t)|, |w2(#)| ve |ws(#)| igin Onteorem

4.15, 4.16, 4.17°de sunulan uygun iist sinirlar dikkate alinir ve

w1(0) = b—a, wa(l)=b—a, wi(ty) =b—

b
b b
ws(ty) = TG ws(te) =

(1+ @)’ (1+(-pm=)

oldugu gézoniinde bulundurulursa |w, (t)||we ()| |ws(t)| ¢carpimi i¢in i) durumunda ya-

pilana benzer sekilde bir iist stmir bulunur. Bu sinir z sayisi ile gosterilir ve Onteorem

4.10’de benzer sekilde kullanilirsa istenen gosterilmis olur. U

4.1.2. Sol Hermite-Hadamard tip esitsizlikler

Teorem 2.8’da verilen integral 6zdesligi ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlar i¢in kullani-
labilecek sekle getirebilmek i¢in iki degisken doniisiimii kullanilacaktir. Bunun i¢in dnce

asagidaki onteorem verilecektir.

Onteorem 4.19. a,b € R, a < bve f : [a,b] — R olsun. Eger f" € L[a, b] ise
1 b a+b
_— dor —
i [t (450
2

= o—a [/aa;b(x—a)Qf”(:v)dan/l

olur.

Ispat Teorem 2.8'de [, t2f" (t%4 + (1 —t)a) dt integralinde z = % + (1 — t)a

doniistimii yapilirsa t = ﬁ(m —a),dt = ﬁdx, t=0icinz =avet=1icinx = “TH’
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olacagindan

/01 tf <ta;Lb +(1 —t)a> dt = (b—8a)3/a (@ — a)’f" (x) do

elde edilir.
Diger taraftan yine Teorem 2.8°de fol (t—1)%f" (tb+ (1 — t)“f2) dt integralinde x =

tb+ (1 — ) doniigiimii yapilirsa t = - (22 —a —b), dt = 2-dx, t = Oiginx = 23
ve t = 1icin z = b olacagindan
1 b
b 8
/(75—1)2f”(tlH—(l—t)a+ )dt:—3/ (b—2)*f" (x)dx
0 2 (b - (Z) atb
olur. Her iki integral Teorem 2.8’te konursa gosterilmek istenen esitlik elde edilir. U

Simdi asagidaki onteoremde, Onteorem 4.19°de verilen yeni 6zdeslikte tekrar degis-
ken degistirme yapilarak ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlar i¢in uygun hale getirilecek-

tir.

Onteorem 4.20. a,b € R, a < b, f : [a,b] — R olsun.

1 b 1 b1 L
ur(t) = (a1 =) + a; tr —a)?, us(t) = (a; trt—a(l— t)p—1>

ve

oi(t) = (b— (1-0p 22 _tébf, valt) = (bt;—l g a;b)

fonksiyonlari tamumlansin. Eger f” € L[a, b] ise

[ (M) = 2| [ -0+ S e

+ /01 o1 (Boa() £ ((1 N et téb> dt}

olur.

a+b
2

Ispat Onteorem 4.19'de [ (z — a)?f”(z)dx integralinde x = a(1 — t)r + “T“’t% donii-
a+b

simii yapihrsat = Oiginz = a,t = liginr = “2 ve dr = %

(—a (1-t)7 "+ “T”)t%”) dt
oldugu dikkate alinirsa

a+b
2

(x — a)Qf//(x)dSC = /o (a(l — t)% +
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bulunur. Diger taraftan [1., (b—x)2f” (x) dz integralinde = = (1-t)» “T*b—i—t%b doniigiimii
2

. . a+b . . 19 l—la,
kullanilirsat = Oiginz = “32,t = liginz = bve dr = (btp —(I—=t)p g+ b) dt

1
p
oldugundan

/b (b-a)f" () de = /01 <b—(1—t)11’a;b—tib)2f((1—t)ia;b+tib>

atb
1 b
x - (bti‘l (- ) dt.
p

2

Bunlar Onteorem 4.19°de yerine konursa istenen elde edilir. 0

Simdi ikinci tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar icin sol Hermite-

Hadamard tip esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem 4.21. 0 < a < bve f : (0,00) — R, f € C?0,b] olmak iizere |f"|, (0,b)
araliginda p-konveks bir fonksiyon ve k(a,b) = (5a + b)(3a + b) olsun. Bu durumda

w1 (0] < g R (1@ )

v (|7 (“52) |+ 1 o))

Ispat wu (t)us(t) = ¢(t) ve vy (t)va(t) = 3(t) olmak iizere, Onteorem 4.20’den ve mutlak

deger i¢in iiggen esitsizliginden

i [ ()] < ol
a o—a)

x {g(t)f”(a(l —t)r +

/01 (1) f" ((1 _ )t “;b +téb) dtH .

b
ot ti)dt‘

+

[ a0t bl < [0+
veE
[ memr (0-03 52 o) < [t 03 72

olacaktir. Mutlak deger i¢in ii¢gen esitsizligi ve ¢ € [0, 1] i¢in |1 — t|% < 1lve |t|% <1
oldugu kullanilirsa

a+ Sa +b

CL—l—b; b 1
r + a| < 4.7

tr —a

lus (£)] = |a(1 = t)7 + < a1 =t +|
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+b1_ 1_ +b|, 1_ 1_ 3 + b
0] =[50 =07 < [ - < 25
oldugu goriiliir. Benzer sekilde
+b a+ 5b
B G L <22 )
b 1 1 b 3b
()] = [ptr ™ = (1 = 4)p 2 <www*+u—wﬁ*‘“* <22 410
2 2 2
Diger taraftan | f”|’
a+b a+b

frla(l = )7 + “o=tn)| < (1= )3| f(a)] + tv

f”(T)' (4.11)

vE

f”01—o§a;b WO‘g(l—wi

elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.11) kullanilirsa

f// <G—2|-b>‘ tp ’fll( )‘ (4.12)

a+b 1

£ (5a +b)(3a +b)

4
<(a-oplrl+e

wi (£)us () f"(a(1 — )7 +

f%ﬂgfﬂ)

ve (4.9), (4.10) ve (4.12) kullanilirsa

La+b (a+5b)(a + 3b)

4
,(a+Db 1
(%3] + e 1 o)

x(ﬂ—wi

ve fol(l — t)%dt = fol trdt = z% oldugu dikkate alinirsa istenen esitsizlik elde edilmis

v (Bus(t) (1 — 1)

+ﬁm’§

olur. ]

Yukarida verilen teorem integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak daha genel bir

hale getirilebilir.

Teorem 4.22. s > 1,0 < a <b, f:(0,00) = R, f € C?[0,b] olmak iizere | f"|*, (0,0)
araliginda p-konveks bir fonksiyon, k(a,b) = (5a + b)(3a + b) ve

S)l
s

K(s,a,b) = k(a,b)e(a,b, s) + k(b,a)e(b, a, s)

a+b

(et = (I@F + (50
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olsun. Bu durumda

1
s

%a/abf(x)dx—f(&;rb)‘ < 2p(b1_ J (pﬁl) K(s,a,b)

Ispat Onteorem 4.20°de (4.7), (4.8), (4.9) ve (4.10) ile lf>

olur.

a+b 1 a+b|?

—)
+tv [0

F(a(l = )7 + (1= t)7|f"(a)]" + 7 | f(

(vt < a-ole(23)]

ve [ii(1—1t) vt = Jo trdt = -2+ oldugu dikkate alinirsa

1 b a-+b
’m f(iﬁ)diff—f< )‘

a

|

IN

S

< (1-t)

b
fa(1 =) + 25 té)‘ dt

" 1a+b

+ tpb)‘ dt}

o ([ mior ) ([
([ ara)
=l
([

2

W |=

a+bt%>

)]
sd0<5§7<mqwﬁ+
) Gl ()

a7 b(pfl)i(if'%am g >s)i

Ya+5ba+3b [ p . a+b\|’ g
" //bs
| ) ()] o)

bulunur. ]

(a1 = )7 +

IN

dt) )

1a-+b

(1 —t) +trb)

W=

5a +b3a+b
2 2

a+b
2

IA

f"(—=—)

ls)f
s+wf%wf))1

a+5ba-+ 3b
2 2

a+b
2

IN

Yukarida verilen sonuglar a, b € (0, 00) igin elde edilmistir. Bu sonuglar1 genigletebil-
mek i¢in 4.20°deki integral 6zdeslikte yeralan |u, (¢)] ile |uq(t)| ve |v1(t)| ile |v2(t)] nin a
ve b’nin durumlarina gore ayrica incelenerek iist sinirlar bulunmasina calisilacaktir. Ya-

pilan incelelemeler, 0 < —a < b olmasi durumunda her bir fonksiyon i¢in iist sinir ifade
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edilebilecegini gostermistir. Asagida verilen onteoremlerde bu durum igin iist sinirlar elde
edilecektir.

Simdi |u (t)| igin iist sinir belirlenecektir.

B =

. 2
Onteorem 4.23. a,b € Rve 0 < —a < b olsun. uy (t) = <a (1—t)r + aTert% — a) ise

hert € [0,1] igin |uy ()] < wuy (1) olur.

Ispat « ve b iizerindeki kosullardan a < 0, @ + b > 0 oldugu asikardir. u, (¢)’nin tiirevi

alinirsa

dt P

1 b 1 b 1 1
a(l—1t)r + OO _a) (2 —a(l—t)7"
2 2
bulunur. a (1 — t)% + “T*l’t% V= a ((1 - t)% — 1) “—H’t% olarak yazilirsa a < 0,
(1-— t)% < 1vea+b > 0oldugundanhert € [0, 1]i¢ina (1 — t) ““’t%—a > 0 oldugu
L

goriilir. Ayni sekilde ¢ € [0, 1] igin “T*btifl —a(l—=t)»"" > 0 oldugu goriiliir. Sonug

dul(

5~ > 0 olur. Yani u; (¢) artan bir fonksiyondur ve maksimum degerini ¢t = 1

olarak
icin alir. Fonksiyonun pozitif degerli oldugu bilindiginden her ¢ € [0, 1] i¢in |u; (¢)| <
up (1) = (b_T“)2 olur. O

Simdi |uy(t)| igin iist sinir belirlenecektir.

. -1 1
Onteorem 4.24. 0 < —a < b, t, = (1 + (—t) 2P> ve ug (t) = bt —
a(l— t)%fl olarak tamimlansin. Bu durumda t € [0, 1] i¢in

i) p < 5 ise|us (t)| < maks {us (0),uz (1)}

ii) p > 1 ise |uy (t)] < us (t,) olur

Ispat a < 0ve a -+ b > 0 oldugundan u, (t) > 0 olur.

duy (t) (1 a+b,1i, 19
7 _(p 1)( 5 tr " +a(l—1t)

, p’nin degerlerine gore incelenmelidir.

()

oldugundan

p =3 igm up (t) = 32 — g olur. 3a + b < 0 ise uy (t) azalan, up (0) = —a ve
uy (1) = 2t olacagindan |u, (t)| < —a bulunur. 3a + b > 0 ise u, (¢) artan olacagindan
lug ()] < ﬁ’ bulunur. 3a + b = 0 ise uy (t) = —a olur. Buna gére p = 1 igin |u (¢)] <

maks{ a, ““’ elde edilir.
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p > 3 olsun.t — 2 < 0 olacagindan lim u) (t) = +o0 ve lim ) (£) = —oco oldugu
p t—0+ t—1-
dikkate alinirsa us (¢)’nin, (0, ¢,)’da artan ve (., 1) de azalan oldugu goriiliir. Buna gére
us (t), t.’”da maksimuma sahip olur. us (t) pozitif degerli oldugundan |uy (¢)| < ug (t4)
bulunur.
b\ -1

p < 3 olsun. t, = (1 + (- a“’)l*%) icin u) (t) = 0 olur. ) (¢)’nin siirekli
ve t., uy (t)’nin tek kokii olmast ve uf (0) = (}D — 1) a < 0 olmasindan ve uj (1) =
(l — 1> @b > ( olmasindan uy () nin, [0, ,)’da azalan ve (t,, 1]’de artan oldugu anlasi-

p
lir. Buna gore us (t), t.’da minimum deger alir. Her ¢ € [0, 1] igin usy (¢) > 0 oldugundan

lug (t)| < maks{us (0),us (1)} = maks {—a, a4 ;_ b}

bulunur. O
Simdi |vq(¢)| igin tist sinir belirlenecektir.
. ! 2
Onteorem 4.25. a,b € R, 0 < —a < bve vy (t) = <b —(1—t)r =2 — t%b> olarak
p oy -1
tammlansin. t, = <1 +(2%) ‘p> ise t € [0, 1] igin vy (t)| < |vy ()]

Ispat v, (t)’nin tiirevini hesaplanirsa

doy (t) 2 1a+b 1 1ya+b (51
N — o) (-5 b) .
=2 (b i) (-0

b—(l—t)%‘%b—t%b:b<1—t%>—(1—t)%%oluptp <tve(l—t)r <1—t

oldugundan t7 + (1-— t)% < 1 dolayisiyla (1 — t)p <1—tvolurb> ot > oldugu

3=

dikkate alinirsa (1 — t)% otb < (1 - t%) byaniher ¢t € [0, 1]igin b—(1 — ¢)» 232 trh >
0 oldugu goriiliir.
s1(t) = (1 — t)”1 atb 43~ nin isaret durumu incelensin.
d 1 1pa+ b 1,
— =(1—-- 1-1 +tr b ) <0
gu0=(1-2) (A=)
oldugundan s, (¢) daima azalandir. s; (0) = %2 ve s; (1) = —b oldugundan s; (t) = 0

denkleminin ¢6ziimii bulunmalidir. ¢, = (1 + (a +b) ‘p>_ i¢in s; (t.) = 0 oldugu goz
Oniine alinirsa s (¢) nin [0, ¢,) i¢in pozitif ve (t,, 1] i¢in negatif oldugu goriiliir. Sonug
olarak [0, ¢,) i¢in v} () > 0 ve (%, 1] icin v} () < 0 olur. Dolay1styla v; (¢), maksimum

degere sahiptir. vy () > 0 oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in |vy (¢)] < |vy (t.)] bulunur. O

Simdi |ve(t)| igin tist sinir belirlenecektir.
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Onteorem 4.26. a,b € R, 0 < —a < bve vy(t) = btr ' — (1-— t)%fl ot olsun. t € [0,1]

icin vy ()| < b.
Ispat Tiirev hesaplanirsa

d . 1 1 9 l,ga/—i—b
L= (12) (w2 gt o)

olup b > 0 ve 222 > 0 oldugu dikkate alimrsa ¢ € [0,1] igin v} (£) > 0 olur. Buna

gore v (t) artandir. vy (0) = —%2 ve v5 (1) = b oldugundan ¢ € [0,1] igin |vs (¢)] <

maks {|va (0)], vz (1)|} = b olur. O

Simdi | f”| i¢in sol Hermite-Hadamard esitsizlik verilecektir.

Teorem 4.27. a,b € R, 0 < —a < bve f : [-b,b] — Rve |f"| € L[-b,b] olsun. Eger

| "], p-konveks ise
b

= [1@ -1 (55

a

1
b—a)(p+1)

=

X @ul (1)| maks {us (0),ug (1), us (t.)} (

(%50 1)

Ispat Onteorem 4.25 ve 4.26 dikkate alinirsa

1 1

Jueor (a0 5 aie)al < [ Gn ol
7 ((1 ) a;rb +tib) D dt

1
b
gmmw/f(a_mag+ﬁﬁpt
0

oldugu goriiliir. | f” (x)| nin p-konveksliginden yani Teorem 2.3’ten

r(%57)] 1 @)

+uvy (te) b (

X

b b
a0 e st) <o (450 1o
1 1
ve / (1— t)% dt = /t;dt = 5 olduBu kullanilirsa
0 0
/ b b
/ f" ((1 1 +ti”) dh< T < s (a; >‘ - If”(b)|) -
0
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Buradan
1

/vl(t)UQ(t)f”<(1—t);&;b lb)dt < (t )b?<

elde edilir. Diger taraftan Onteorem 4.23 ve 4.24 dikkate alinirsa

(5] o)

Ju@uos (au-0f+ 506 ) d < [ (@l o

1" <a(1—t)§+a;b )D dt

< ug (t)| maks {usg (0),ug (1), us (t.)}

b
"(a(l—t)ll’—l—a; >’dt

X

yazilir. |f” (x)|’in p-konveksliginden

a—l—b

" (a(1—t)i+ >’dt<(1-t>i|f”(a)|+ti "

1 1

ve / (1-— t)% dt = /t;dt = - kullamlirsa

0 0

Jr

dolayisiyla

1 a+b 1 1
( (1—1t)r + 5 )‘dt<p—(|f()|+f

/Ul (t) ug (t) f" ((1 — t)% ¢ —2|— b + tzl’b> dt] < |uy (1) maks{uz (0),us (1), us (t.)}

(i@ e (550)])

elde edilir. 0

4.2. Bulgularla Ilgili Bazi Uygulamalar

Bu boliimde 6nceki boliimlerde elde edilen sol ve sag Hermite-Hadamard esitsizliklerinin
birer tanesinde p-konvex fonksiyon 6rnegi kullanilarak 6zel fonksiyonlarla ilgili esitsiz-

liklerin elde edilebilecegi gosterilmistir.
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Asagida bir sol Hermite-Hadamard esitsizlik kullanilarak beta ve hipergeometrik fonk-

siyonla ilgili bir esitsizlik elde edilmistir.
Teorem 4.28. n € Z*, m = 2" ve
f (m) = 29m® + 354m? + 874m + 648,
g(m) =2°""(m”> + 4m +5)

olmak iizere

1 m+ 3 1
m—_H+g(m)Sﬁ(m+4,m+1)+m+1xgﬂ<— —2,m+2;m+ 3; ) —f(m)
olur.
ispat Teorem 4.21’de t € [0,1) olmak iizere a =t veb =1 ve f(z) = #&12)

almir. —5 <1 oldugu gozoniinde bulundurulursa

1 (1—tm+3 _ (1+t)m+2(m+3)>
(m+1)(m+2)(m+3) 1—t o2

< ﬁ [(Gt+1)Bt+1) ™+ (1 +8)™27™)

+(t+5)E+3) 1+ (1+8)"27™),

1 L—tm3 (146" (m+3)
(m+1)(m+2)(m+3)\ 1-t om+2

1
300!

5t+1)(3t+1) (" + (L+¢)"27™)
+(E+5)(E+3)(1+1+0)"27™)]

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (1 — t)mJrl ile carpilirsa

1
) (m+2)(m+ 3)

[(2+8t+15) (14+ (1+8)"27™) + (15 + 8t + 1) (t™ + (1 +¢)™)27™]

(1=t (1=t =272 (m +3) (1 + )" (1 — )]

(m+1

1
< —
)

—%[16(t2+t+1) (T+6)™27™ + (15> + 8t + 1) t™ + t* + 8t + 15]

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] araligi i¢in ¢’ye gore integrali alinir

1

1
/(1—tm+3) (1—t)mdt:m—+1—5(m+4 m+1),
0
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1
/(1+t)m+2(1—t)m+1dt: 2 xq Fy =2 mA 2m 43 s
m+2 ) 7 72 7
0

/(t2+t+1) (L4+0)"dt =

2"t (3m2 4+ 9m + 8) —m? —4m — 5
(m+1)(m+2)(m+3)

I

1
/ (15¢% + 8t + 1) t™dt =

0

24m? + 82m + 60
(m+1)(m+2)(m+3)

1

58
/(15t2+8t+1) dt = =
0
oldugu dikkate alinir ve yazilirsa
: ! B(m+4,m+1)
—B(m m
(m+1)(m+2)(m+3) [m+1 ’

m+3 1
. - X9 Fi (—m—Q,m+2;m+3;§)]

< 1[96m2+288m+256—24_m(m2+4m+5)
- 2 (m+1)(m+2)(m+3)

24m? + 82m + 60 58
(m+1)(m+2)(m+3)+§}

elde edilir. Her iki taraf (m + 1) (m + 2) (m + 3) ile ¢arpilirsa

1 m+3 1
—_—— 4) — —— X9 Fi | —m — 2 2; 3; =
(m+1) ﬁ(m—i— ) m+2><2 1( m ,m+ 2;m + ,2)
1(2
<303 (29m® + 354m” + 874m + 648) — 2™ (m® + 4m + 5)1
elde edilir. Buradan istenen sonug elde edilir. U

Asagidaki teoremde bir sag Hermite-Hadamard esitsizlik kullanilarak genellestirilmis
tistel integral fonksiyonla ilgili bir esitsizlik, bir sonraki teoremde ayni esitsizlik yardi-

miyla beta fonksiyonu ile ilgili esitsizlik elde edilmistir.

Teorem 4.29. n € Z, m = 2" olsun. Bu durumda

r+1)(x+4 322492 +5
flw) = St DEED
2(x+2)(z+3) 2(x+1)(z+2)
ve
425 + 1825 4+ 242 + 2122 + 72> — 122 — 6
f3(z) =

122 (z + 3)
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olmak iizere

Fo00) B () = | 1 () B () 5 (3B () 4 By ()| < fam).

Ispat Teorem 4.11de f () = %, t € (1,00) olmak iizere a = 1 ve b =t
secilirse
1 {1+tm+2_ 1 — 3 }<( +1)° (1 + ™)
(m+1)(m+2) 2 (1—t)(m+3)] — 2(p+1)(t—-1)

her iki taraf e=™ (¢t — 1) ile ¢arpilirsa

—mt 1 7fm-l—Q 1— tm+3 1 t 3 1 tm —mt
c (L) O] () (i)
(m+1)(m+2) 2 (m+3) 2(p+1)
ve buradan
1 e—mt (tm+3 3 tm+2 4+t — 1) tm+36—mt _ e—mt
(m+1)(m+2) 2 m+3
—mt
< o (1434362 4+ 85 ™ 4 3™ 4 3 4 ¢m3)
2(p+1)
elde edilir. £, ( z) tanimi dikkate alinarak burada her iki tarafin t’ye gore [1, co) araliginda
integrali alinir ve 5 < 1 kullanilirsa,
o —m 1 o0 —m o
/emttdt = Lné—i_)7 /emtdt — 6_7 /xmemzdl_ - E,m (m)
m m
1 1
7 om+2) [ 34 3m2 + 6m + 6
/$26_mxd$_e (m + m+ /x?’e_m’”dx— ™ (m? + 77”:—# m + 6)
m

1 1
[e¢) o)

/xm“emxdx =F_ 1 (m), /xm”emxd:v =F_,,_2(m)

1 1

veE
o)

/x””?’emzd:c =FE_,_3(m)

1
oldugu dikkate alinirsa

1 F (Ems (m) — E_pp_s (m) + %)

(m+1)(m+2)
)

e™ (1 3(m+1) 3(m*+2m+2) m>+3m?>+6m+6
- =+ + + ;

(E_p (m)+3E_p_1 (m)+3E_,_2(m)+ E_,_5(m))

IN

m m2 m3 m

+

N | —
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elde edilir. Burada gerekli diizeltmeler yapilirsa istenen sonug elde edilir. U

Teorem 4.30. n € Z, m = 2" olsun. Bu durumda

m (4m + 9) B (m, m) 9(3m—|—5)5( 1)]

1(2m+1) (2m +3) 4(m+2) 92m )
< m® + 15m* 4+ 90m? + 267m? + 369m + 184
2(m+1)° (m+2)°(m+3)(m+4)

xm+2
(m+1)(m+2)°

Ispat Teorem 4.11°de f (z) = b=1vet € (0,1) olmak iizere a = t ve

% < 1 oldugu g6z Oniine alinirsa

1 14 tm+2 1 — 3 _ 1+ ) (1+t™)
(m+1)(m+2) 2 (1—1t)(m+3) 2(1—1)
Esitsizligin her iki tarafi (1 — t)mJrl ile carpilir ve mutlak deger kaldirilirsa

(m+1) (m+2) 2 ; (m+3

1 ((1 FEY (- )™ (1™ (1 - tm+3>>
)

_ a4t a-—n”
- 2
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] arali§inda integrali alinir ve

1

3 mom o 9m (3m + 5) 1
/(Ht) (1= dt_22m+2(2m+3)(2m+1)ﬁ<m’§)

(m +5) (m? + Tm + 18)
(m+1)(m+2)(m+3)(m+4)

+1)* (1 —t)™dt =

1
LHtm2) (1) dt = —— 3 2
+ ) g TAm 3 m+2)

/1
J

1

/(1—t)m(1—tm+3)dt:m;ﬂ—ﬁ(erS m+1)
0

oldugu gozoniinde bulundurulursa

1

! [%(m+5(m+3m+2))

1 1
T m+3 (m—i—l —B(m—l—S,m—i—l))]
1
2

(m + 5) (m? 4+ 7m + 18) 9m (3m +5) B (m, 3)
(m+1)(m+2)(m+3)(m+4) 2272 (2m+3)(2m+1)
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elde edilir. Burada
m(m+1
D g (m,m),
8(2m + 1) (2m + 3)

(m +2)mf (m,m)
4(2m+1)(2m+ 3)
oldugu dikkate alinirsa istenen elde edilmis olur. U

B(m+3,m+2) =

B(m+3,m+1)=

Sag ve sol Hermite-Hadamard esitsizlikleri kullanilarak bazi ortalar arasi esitsizlik
iligkileri elde edilebilir. Asagida sirasiyla bir sag ve bir sol Hermite-Hadamard esitsiz-
ligi kullanilarak aritmetik, kuvvet ve genellestirilmis logaritmik orta arasindaki esitsizlik

iligkileri elde edilmistir.
Teorem 4.31. a, 0 c R, n € Z,vea+1<bvem = 2" ise

| Pria (a,b) — Smt3 (a,b)| < 8A® (a,b) Py, (a,b) (m +2) (m + 3).

Ispat Teorem4.11’da f (z) = #{ZH) kabul edilsin. Bu durumda her p € (0, 1) i¢in
zﬁ <1lve ﬁ < 1 oldugundan
am+2 + bm+2 1 bm+3 r am+3 b a™ + pm
— < b)) —— 2 3
2 mi3 boa | ST o2 im+3)

yazilabilir. Burada

am+2 + bm+2 b3 _ CL3
24 (a,b) =a+b, Ppis(a,b) = ———— S (a,b) =
<a7 ) a+ ’ +2 ((I ) 2 ) m+3 (a ) (m+3)(b—a)
esitlikleri kullanilirsa istenilen elde edilir. 0
Teorem 4.32. a, 0 c R, , n€Z,vea+1<b ve m=2" ise
‘Sﬂﬁ (a,b) — A™%(a, b)| <4(Z(a,b)+ Z (b,a))
olur. Burada
a+b
Z (a,b) = A(ba,b) A(3a,b) P, | a, 5 )
Ispat Teorem 4.31’nin ispat1, Teorem 4.21 icin uygulanirsa
pmt3 _ gm+3 (a + b)m+2
(m+3)(b—a) (m+ 1) (m+2) 272 (m+1) (m+2)

< ﬁ}% [(5a+ b) (3a + b) (am + (&;b>m>

+ (a + 5b) (a + 3b) ((“;b)mwm)}
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elde edilir. 2A (5a,b) = ba + b, 2A (3a,b) = 3a + b, 2A (a,5b) = a + 5b, 2A (a, 3b) =

a+ 3bile

m at+b\™ m alb\™m
P a7a+b _a + (4£2) P, b7a—|—b :b + (4£2)
2 2 2 2
bm+3 _ am+3
Sz (a,b) =
S T N
esitlikleri kullanilirsa istenilen elde edilir. 0
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, literatiirde p-konveks fonksiyonlar ve tiirevinin mutlak degeri p-
konveks olan fonksiyonlar i¢in sag ve sol Hermite-Hadamard tip esitsizlikler derlenmis
ve bunlara ek olarak literatiirde yer almayan ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard tipi sol ve sag esitsizlikler tiiretilmistir. Bu amagla literatiirde bulu-
nan ikinci tiireve iligkin integral 6zdeslikleri kullanilmistir. Elde edilen esitsizliklerde bazi
p-konveks fonksiyon ornekleri kullanilarak beta, hipergeometrik fonksiyon ve genellesti-
rilmis integral fonksiyonu iceren esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica aritmetik orta, kuvvet
orta ve Stolarsky ortalamast ile ilgili esitsizlikler uygulama olarak verilmistir.

Calismada p-konveks fonksiyonlar icin Eken vd. (2021) tarafindan verilen sekiz ve
tiirevinin mutlak degeri p-konveks olan fonksiyonlar i¢cin Sezer (2021) tarfindan verilen
alt1 esitsizlik sunulmus, ikinci tiirevi p-konveks fonksiyonlar i¢in sag Hermite-Hadamard
esitsizligi ile ilgili dort esitsizlik, sag Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili li¢ esitsiz-
lik bulgu olarak sunulmustur. Yeni bulgulardan sadece birer adedi kullanilarak beta, hi-
pergeometrik fonksiyon ve genellestirilmis integral fonksiyonu ile ilgili esitsizlikler elde
edilmigtir. Bulunan diger esitsizlikler kullanilarak daha farkli 6zel fonksiyonlarla ilgili
esitsizlikler elde edilmesi miimkiindiir. Benzer bicimde ortalarla ilgili farkl esitsizlik ilig-

kilerinin elde edilmesi de olasidir.
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