p(x) — LAPLACE OPERATORUNU ICEREN STEKLOV SINIR
DEGER PROBLEMI iCIN COZUMLERININ
INCELENMESI

MUHAMMED ABDULLAHELNIMIR

OCAK 2024

DIYARBAKIR



DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

p(x) — LAPLACE OPERATORUNU ICEREN STEKLOV SINIR
DEGER PROBLEMI ICIN COZUMLERININ
INCELENMESI

MUHAMMED ABDULLAHELNIMIR

DICLE UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIM-OGRETIM VE SINAV
YONETMELIGININ BiR PARCASI OLARAK
MATEMATIK ANA BILIM DALINDA
YUKSEK LiSANS TEZI
OLARAK HAZIRLANMISTIR

OCAK 2024

DIYARBAKIR



p(x) — LAPLACE OPERATORUNU ICEREN STEKLOV SINIR
DEGER PROBLEMI ICIN COZUMLERININ INCELENMESI

Muhammed ABDULLAHELNIMIR tarafindan Dicle Universitesi Lisansiistii
Egitim-Ogretim ve Sinav Yonetmeligi’nin bir parcasi olarak hazirlanan bu ¢alisma,
asagida bilgileri yazili jiiri iiyeleri tarafindan degerlendirilerek Matematik Ana Bilim
Dalr’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Neslihan DALKILIC
Miidiir, Fen Bilimleri Enstitiisii

Prof. Dr. Zehra YUCEDAG
Danisman, Matematik Boliimii,
Dicle Universitesi

Sinav Jiirisi:

Prof. Dr. Erhan PISKIN
Matematik B6liimii, Dicle Universitesi

Prof. Dr. Zehra YUCEDAG
Matematik Boliimii, Dicle Universitesi

Prof. Dr. Hasan DALMAN
Matematik Boliimii, Batman Universitesi

. \
/ .
. \
I ONAY .
|
\ L 4
’ N\ . /
L4 — -

Savunma Tarihi: 10 /01 /2024

(*) Jiiri Bagkanu.
(**) Tez Danigmani.



Karima ...



Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak
hazirlanan bu tez ¢alismasinda yer alan tiim bilgilerin akademik kurallara ve etik
ilkelere uygun olarak elde edildigini ve sunuldugunu beyan ederim. Ayrica, bahse
konu bu kural ve ilkelerin gerektirdigi iizere, bu calismada 6zgiin olmayan tiim
bilimsel icerikleri kurallara uygun bicimde alintilayip kaynak gosterdigimi beyan
ederim. Beyamimla celisen herhangi bir delil bulundugu takdirde tiim
sorumlulugu iistlenecegimi kabul ederim.

Ad, Soyad: Muhammed ABDULLAHELNIMIR

Imza:

v



TESEKKUR

Oncelikle danismanim Prof. Dr. Zehra YUCEDAG'a calismamin her asamasinda
sagladig rehberlik ve destekten dolay: tesekkiir ederim. Ayrica, jiiri iiyelerime bu
calismanin kalitesini artirmak i¢in yaptiklar1 degerli elestiriler ve oneriler i¢in tesekkiir

ederim.

Bu siiregte yardimci olan tiim akademisyenlere ve diger destek saglayanlara da

minnettarliimi sunar, emekleri i¢in tesekkiir ederim.
Anneme ve babama minnettarim, hayatimin her asamasinda beni destekleyenlerdir.

Seyh Dr. Abdiilkarim Haddad'a, beni destekleyip, Tiirkiye'de yiiksek lisans egitimime

devam etmem i¢in yonlendirdigi i¢in tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

TESEKKUR .....oooviiiieieeeee ettt en e v
ICINDEKILER ..ottt vi
SEKILLER LISTEST ..ot viii
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI ....cooouiviiiieiieeeeeceeeeeeee e, ix
OZET ..ottt ettt X
ABSTRACT ...ttt ettt ettt sttt et et sbe e b st e sae et xi
Lo GIRIS e 1
1.1 Degisken Uslii Uzaylarin Tarihi........cocc.cooviuereveeeeieeeeeseeeeeeeseseseeeeeenenans 1
1.2 Onceki CalISMAlAr ........o.vveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 5
1.3 Temel Problem ..........cocceriiiiiiiiiiiiiniicteeeeeeeeee e 12
2. ONBILGILER.......oociiiiiiiiiiiniiceeeeie et 13
2.1  Temel Tanimlar ve OZeliKIEr.............coeveveivevieeeeeeeeeceeereee e 13
2.2 OIGHM KAVIAMI ..o 21
2.3 LebeSgUE UZAYI ....ueiiiiiiiiiiiiiieeiecieeeeeee et e 23
2.4 SODOIEV UZAYL ..ottt 27
2.5  Agirlikli Lebesgue ve Sobolev Uzaylart .......coceeeevvevieniecicniencnicnccenne. 32
I 7 | V4 11 4 (S ST 33
2.7  Degisken Uslii Lebesgue Uzay (Lp(') (E )) .................................................. 34
2.8 Degisken Uslii Sobolev Uzayt W™PO) ..o 37
2.9  Degisken Uslii Agirlikli Lebesgue Uzaylari..........cocooeveveveeeeeeeeereenenenenns 39

3. VARYASYONEL YONTEMI iLE iLGILI CALISMALARDA KULLANILAN
BAZI TEOREMLER VE UYGULAMALART.........eoovveoeereeeeeeereeeeseseeseereesesnens 42

3.1  Varyasyonel YaKIagim .......ccoceeveriiiniininiiniciecicnecieeeeecse e 42

3.2 Standart ve Standard Olmayan Biiylime Kosullu Denklemlerin Coziimlerinde

Kullanilan Bazi TeOTEMIET ... ..coouueeeeeee e e et ee e e e e e e e e eareaaeeeas 44

Vi



3.3  Teoremlerin Kullanildig1 Bazi Calismalar ............cccccoeviiiiieniiiniienieeenne 53

4. p(x) — LAPLACE OPERATORUNU ICEREN AGIRLIKLI STEKLOV SINIR

DEGER PROBLEMI ICIN COZUMLERIN VARLIGI ........cccoooviiiviieceeccen, 58
4.1 Temel ProDIEm ......ovvviiiiiiieiiieiieiec et eee e e e eeaens 58
4.2 Temel SONUGIAT.........ceciiiieiiieeie et e eeearee e 60

5. SONUCLAR VE ONERILER ......cocoeoiuiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 69

KAYNAKLAR ....oooviiiieeeeee et 70

OZGECMIS .ot 76

vil



Sekil 3.1 Konveks fonksiyon

SEKILLER LISTESI

viil



SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

Simge Aciklama

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

RN N boyutlu Euclid uzay1

C Kompleks sayilar kiimesi

H R veya C kiimelerinden herhangi birisi

C(E) E kiimesi iizerinde siirekli fonksiyonlar uzay1

C™(E) E kiimesi iizerinde kendisi ve m. mertebeye kader siirekli
fonksiyonlar uzay1

C”(E) Sonsuz mertebeye tiirevlenebilir ve siirekli fonksiyonlar uzay1

LP(E) p. kuvveti Lebsegue integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

L*(E) E bolgesindeki hhh yerde sinirli fonksiyonlar uzay1

LY (E) Agrilik Lebsegue uzayi

LIl)oc (E) p. kuvveti lokal integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi

WP (E) Sovolev uzay1

Wom‘p (E) Cy° (E) uzayinin W™P (E) uzayindaki kapinigt

LPO(E) Degisken tislii Lebesgue Uzay1

wmr0) (E) Degisken iislii Sovolev uzay1

oE E kiimenin sinir1

E* E uzayimin dual uzay1

E** E uzaymin ikinci dual uzayi

v, = U vy, dizinin, vy noktasina zayif yakinsamak

Uy = Vg v, dizinin, v, noktasina gii¢li yakinsamak

. || E normlu uzayi iizerinde tanimlanan norm

I'E->F E den F ya birirm operatdrii

EoSF Stirekli gdmiilme

E oS F Kompakt gdmiilme

Kisaltma Aciklama

h.h.h. Hemen hemen her yer de
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OZET

p(x) — LAPLACE OPERATORUNU ICEREN STEKLOYV SINIR DEGER
PROBLEMI ICIN COZUMLERININ INCELENMESI

ABDULLAHELNIMIR, Muhammed
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Danisman: Prof. Dr. Zehra YUCEDAG
Ocak 2024, 88 sayfa

Bu tezde, p(x) — Laplace operatoriinii iceren Steklov sinir deger probleminin sifirdan farkl
bir tane zayif ¢6ziimiiniin varlig1 degisken iislii Sobolev uzayinda arastirilmistir. Bu ¢éziimler
aragtirtlirken varyasyonel yaklasim yontemi kullanilmigtir.

Birinci boliimde, baglangigta tizerinde ¢alistigimiz degisken iislii uzaylarin tarihsel gelisimi ile
ilgili bilgi verilmistir. Ayrica p(x) — Laplace operatoriinii iceren farkli sinir deger kosullarina
sahip problemlerin varyasyonel yaklagim altinda ¢6ziimlerinin varligi, katliligi, en az bir zayif
¢Oziimiiniin varlig1, sifirdan farkli en az bir zayif ¢ézlimiiniin varligi, sonsuz ¢oziimiin varligi
veya en az li¢ ¢oziimiin varlig1 lizerinde yapilan ¢aligmalarin bazilar1 verilmistir. En sonda da
izerinde ¢alisacagimiz problem ve kullanilacak yontem tanimlanmustir.

Ikinci boliimde, tezin icerisinde gecen bazi temel tanim ve teorem hakkinda bilgi verilmistir.
Daha sonra da, problemimizin ¢ézlimlerini arastirdigimiz uzaylar olan degisken tislii Lebesgue
uzay1 ve degisken iislii Sobolev uzayimin tanimi ve bu uzaylarda kullanilan teoremler hakkinda
bilgi verilmistir.

Ucgiincii boliimde, standart ve standart olmayan biiyiime kosulunu igeren farkli sinir deger
kosullarina sahip problemlerin ¢ézlimlerinin varhigini arastirirken kullanilan yontem olan
varyasyonel yaklasim ile ilgili bilgi verilmistir. Bu yaklagim kullanilirken ihtiya¢ duyulan bazi
teoremlere yer verilmistir. Ayrica bu teoremler igin gerekli olan bazi tanimlarda tanimlanmaistir.
Daha sonra da, bu teoremlerin kullanildigi bazi ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Dordiincii boliimde, tez galismasinin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu kisimda, standart
olmayan biiylime kosullarini igeren agirlikli eliptik Steklov problemi iizerinde caligilacaktir.
Calismada, uygun kosullar altinda problemin sifirdan farkli en az bir zayif ¢6ziimiiniin varligi
degisken iislii Sobolev uzayinda arastirilmistir. Problemin sifirdan farkli en az bir zayif
¢Oziimiiniin varlhigr arastirilirken Mountain-Pass teoremi ile birlikte Ambrosetti-Rabinowitz
kosulu bir arada kullanilmustir.

Anahtar Kelimeler: p(x) — Laplace, Steklov problemi, Varyasyonel yaklasim,
Mountain-Pass teoremi, Ambrosetti-Rabinowitz kosulu, Zayif ¢6ziim.



ABSTRACT

EXAMINIG THE SOLUTIONS OF STEKLOV BOUNDARY VALUE
PROBLEM INVOLVING THE p(x) —LAPLACE OPERATOR

ABDULLAHELNIMIR, Muhammed
Master of Science in Department of Mathematic
Supervisor: Prof. Dr. Zehra YUCEDAG
January 2024, 88 pages

In this thesis, the existence of a nontrivial weak solution to the Steklov boundary value
problem involving the p(x) —Laplacian operator is investigated in the variable exponent
Sobolev space. The variational approach method is employed in the exploration of these
solutions.

In the first section, information is given about the historical development of variable exponent
spaces that we initially worked on. In addition, the existence of solutions to problems with
different boundary value conditions involving the p(x) —Laplacian operator under the
variational approach, their multiplicity, the existence of at least one weak solution, the
existence of at least one non-zero weak solution, the existence of infinite solutions or the
existence of at least three solutions are examined. Some of the studies are given. Finally, the
problem we will work on and the method to be used are defined.

In the second section, information about some basic definitions and theorems in the thesis is
given. Then, information is given about the definition of variable exponent Lebesgue space
and variable exponent Sobolev space, which are the spaces where we search for solutions to
our problem, and the theorems used in these spaces.

In the third section, information is given about the variational approach, which is the method
used when investigating the existence of solutions to problems with different boundary value
conditions, including standard and non-standard growth conditions. Some theorems needed
when using this approach are included. In addition, some definitions necessary for these
theorems are defined. Then, information is given about some studies using these theorems.

In the fourth section, the original contribution of the thesis is presented. This section focuses
on the weighted elliptic Steklov problem with nonstandard growth conditions. Under suitable
conditions, the existence of at least one nontrivial weak solution to the problem is explored in
the variable exponent Sobolev space using both the Mountain-Pass theorem and the
Ambrosetti-Rabinowitz condition.

Keywords: p(x) — Laplacian, Steklov problem, Variational approach, Mountain-Pass
theorem, Ambrosetti-Rabinowitz condition, Weak solution.
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1. GIRIS

1.1 Degisken Uslii Uzaylarin Tarihi

Bir¢ok problem klasik Lebesgue (LP) (p {iist sabit bir deger) ve Sobolev (W™P)
uzaylar1 kullanilarak modellendirmek yeterli olmustur. Ancak, bazi homojen olmayan
problemlerde (6rnegin; Elektroreolojik akiskanlar) etkin enerjisinin (underlying
energy) dogru ifade edilebilmesi icin p istiinlin degisken olmasini zorunlu bir hal

almistir. Bu durum, p reel degerli bir fonksiyon olmak iizere degisken iislii Lebesgue

(Lp(')) ve Sobolev (Wm'p(')) uzaylarin ortaya ¢ikis nedenlerinden biri olmustur.

Degisken {iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarimin incelenmesinde, ilk ve modern
donemler arasindaki ayrim c¢izgisi Kovacik ve Rakosnik (1991) tarafindan yapilan
makale oldugu kabul edilir. Ancak degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar ile
ilgili ¢aligmalar, bu ¢aligmadan 60 yil 6ncesinde 1931'de Orlicz tarafindan ilk kez
incelenmistir.

Orlicz galismasinda;

p(*) iist fonksiyon ve 1 < p(x) < oo olmak iizere

fV&WmM<w
0

ise, 0 zaman

[ £60 gax <o
0

esitsizliginin saglamasi i¢in g fonksiyonuna birakilmasi gereken gerekli ve yeterli

kosul baz1 A pozitif say1 degerleri igin

1 p’'(x)
J < ) dx < oo
0

olmasidir. Burada;

8)
A

1,1
p(x)  p'(x)

Yalniz, bu makale esasen Orlicz'in degisken iislii Lebesgue uzaylarindaki tek

makalesiydi. Bunun tek istisnasi, Musielak ile yaptig1 calismadir (Musielak ve Orlicz,

1



1959). Daha sonra Orlicz, bu uzaylarda ¢aligmay1 birakip kendi ismi ile anilan Orlicz
uzaylarinda calismaya basladi. Bu uzaylar, Birnbaum (1931) ile ortak yapilan bir
makalede ortaya ¢ikti.

Degisken Lebesgue uzaylarinin gelistirilmesindeki bir sonraki énemli bir adim, yirmi
yil sonra modiiler uzaylar teorisini gelistiren Nakano'nun c¢alismalariyla devam etti
(Nakano, 1950; Nakano, 1951). Bu uzaylar bazen Nakano uzaylar1 olarak adlandirilir.
Modiiler uzay, modiiler ile donatilmis bir topolojik vektor uzayidir, yani bir normun
genellestirilmesidir.

Modiiler uzaym 6nemli bir 6rnegi; Musielak-Orlicz uzaylar1 veya genellestirilmis
Orlicz uzaylaridir (Musielak, 1983).

Bu uzaylar, asagidaki kosulu saglayan f fonksiyonlarini igeren fonksiyon uzayidir:

baz1 A > 0 degerleri i¢in

If(x)l>
S| x,——|d 0
fﬂ <x 1 x <

olur ve burada;
Hemen hemen her x € Q i¢in ®: Q X [0,0) — [0, o) fonksiyonu, Yong fonksiyonu

gibi davranis gostermektedir ve bu uzay L® ile gosterilmektedir

Genellestirilmis Orlicz uzaylar iginde birkag fonksiyon uzaylarini da barindirir. Ozel
durum olarak; eger ®(x,t) = ®(t) ( t'e bagh) ise Orlicz uzaylan elde edilir. Eger,
®(x,t) = tP® olarak alimirsa degisken isli Lebesgue uzaylari elde edilir ve
& (x,t) = tP@w(x) (w(x) agirlik fonksiyonu) ise agirlikli Lebesgue uzayilar elde
edilir. Bu durum da genellestirilmis Orlicz uzaylar1 degisken iislii Lebesgue uzaylarin
daha genel uzaylari olarak ele alinmistir.

Bu alanda calisan arastirmacilar, modiiler veya Musielak-Orlicz uzaylariin topolojik

ozelliklerine odakland1 ve degisken Lebesgue uzaylar1 6ncelikle ilging drnekler olarak

kabul edildi.

Rus arastirmacilar tarafindan da, bagimsiz olarak degisken iislii Lebesgue uzaylari reel
bir aralikta ¢alisilmistir ve bu uzaylarla ilgili ¢alismalar yeniden ortaya ¢ikmistir. Bu

caligmalarin ilk adimi Tsenov (1961) tarafindan atilmistir ve daha sonra bu ¢alisma



Portnov tarafindan 6zetlenip tekrar diizenlenmistir (Portnov, 1966; Portnov, 1967).
Tsenov (1961), p(-):[0,1] » R tamimli Olgiilebilir fonksiyonlar, f siirekli bir

fonksiyon ve ¢ sabit dereceli bir polinom olmak {izere

1
f F(0) — )PP dx

integrali minimize etme problemini diisiindii. Daha sonra, bu problem Sharapudinov
tarafindan ¢Ozilmiistiir.

Sharapudinov (1979) ¢alismasinda, Liikksemburg normunu

p(x)

u(x)

A

|‘Ll.|p(.) = lnf{l > O-]- dx < 1}
Q

olarak tanitarak, reel dogru tizerindeki araliklar da degisken Lebesgue uzaylarinin
fonksiyon uzayr teorisini gelistirdi ve gosterdi ki: p(:) sinirlt oldugunda
(1<p~ <p* <o) LPO([0,1]) ayrilabilir uzaydir ve dual uzayr LP'([0,1]) olur
(Sharapudinov, 1983; Sharapudinov, 1986).

Degisken Lebesgue uzaylarinin incelenmesindeki "modern" doénemin genellikle
Kovacik ve Rakosnik 1991 tarihli makalesiyle basladigi sdylense de, Zhikov'un
caligmalar1 onceki donemler arasinda bir koprii saglamistir. En etkili caligmalar1 da,
1986'dan baslayarak degisken Lebesgue wuzaylarini varyasyon hesabindaki
problemlere uygulamistir (Zhikov, 1982; Zhikov, 1986; Zhikov, 1994; Zhikov, 1986).
Yukarida belirttigimiz gibi, Zhikov,

F(u) = f f(x,Vu)dx
Q
fonksiyonellerinin minimize problemi ile ilgileniyordu. Burada; f fonksiyoneli

—co + c1|EIP® < f(x,8) < ¢ + c,|€]4

standart olmayan biiyiime kosulunu saglar, c; ise pozitif reel sabitler (i = 0,1,2) ve
0<p<gq. Ayrica, p <p(x) <q icin f(x,&) = |&|P® Lagrangian'n &6zel bir
ornegidir. Bu fonksiyonelle iligkili Euler-Lagrange denklemi:

Apoyu = —div(|VulPO~2vu) = 0
p(*)-Laplace denklemi olarak adlandirilir.



1990 yillarin ortalarinda ve 2000 yilinin baglarinda ise, standart olmayan biiylime
kosuluna, coercive kosuluna sahip ve p(-)-Laplace operatoriinii iceren problemler
tizerinde ¢alisilmaya baslanilmistir (Fan, 1996a; Fan,1996b; Fan ve Zhao, 1996a; Fan
ve Zhao, 1996b). Ancak degisken iislii uzaylarla ilgili olarak da yapilan 6nemli
caligmalardan biri de 90’11 yillarin baslarinda Kovacik ve Rakosnik (1991) nin birlikte
yapmis oldugu ¢alisma olmustur. Bu ¢alisma ile R¥Nde Degisken iislii Lebsegue ve
Sobolev uzaylarin temel 6zelliklerinin ¢ogu insa etmistir. Ayrica bu alanda yapilan
onemli ¢aligmalar arasinda p(+) tlizerindeki kosullar ( sinirlilik, Holder kosulu, lokal
log-Holder gibi ) bu alanda ciddi ¢alismalar ortaya ¢ikarmistir. Sonraki on yilda da bu

uzaylar1 anlamak i¢in ¢esitli ve ciddi ¢gaba harcanmastir.

1990'larin basindan bu yana, degisken iislii Lebesgue-Sobolev uzaylarina olan ilginin
ve bu uzaylarda calisilmasinin 6nemli nedenlerinden biri olarak da cesitli uygulama
alanlarinda kullanilmalarindan dolayr artmistir. Bunlar arasinda en Onemlisi
Elektroreolojik akigkanlarin matematiksel modellemesidir. Bu akiskanlar, elektrik
alanla etkilesime girdiklerinde viskoziteleri (¢cogu kez dramatik sekilde) degisen
akigkanlardir (Halsey, 1992; Stangroom, 1983). Elektroreolojik akiskanlar deneysel
olarak anlasilsada ancak tam bir teorik model hala eksiktir. Akiskan dinamigi
caligmalarinda, bunlar Newton olmayan akiskanlar olarak ele alinir; ¢ok sayida

incelenen bir modelde enerji, agagidaki integral ile verilir

j Du(x)[P@dx
Q

burada; Du hiz alaninin gradyaninin simetrik kismidir ve iist kisim elektrik alaninin
bir fonksiyonudur. Rizicka bu modeli tanitt1 (Razicka, 2000; Rtzicka, 2007) ve Acerbi
ve Mingione tarafindan daha da gelistirildi (Acerbi ve Mingione, 2002; Acerbi ve
Mingione, 2005). Bu problem, degisken Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin teorisinin

gelismesinde onemli bir rol oynamistir (Diening ve Riizicka, 2003; Razicka, 2007).

Degisken iislii Lebesgue uzaylari, diger fiziksel problemlerin davranisint modellemek
icin de kullanilmistir. Baz1 6rnekler arasinda yari-Newton akiskanlar (Zhikov, 1997),
termistor problemi (Zhikov, 1998) ve gbzenekli ortamda akiskan akis1 (Antontsev ve

Shmarev, 2005; Amaziane vd., 2009).



Degisken tislii Lebesgue uzaylari, goriintii iyilestirme problemlerine de uygulanmastir.
1997 gibi erken bir tarihte, Blomgren vd., goriintii rekonstriiksiyonunda bir degisken
iist kullanan bir enterpolasyon teknigi ile daha yumusak bir goriintii elde edilebilir

(Blomgren vd., 1997):

J. |Vu(x) |P™) dx
Q

burada; Vu arttik¢a tist p(-)'nin iki ile bir arasinda monoton olarak azalmaktadir. Bu
yaklagim ve ilgili fikirler, son yillarda bir¢ok arastirmaci tarafindan da arastirilmistir

(Aboulaich vd., 2008; Chen vd., 2006; Harjulehto vd., 2013; Levine, 20006).

1.2 Onceki Calismalar

Degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 kullanilarak yapilan ¢alismalar da 6nemli
oranda bir artis olmustur. Ornegin; "degisken iislii" baslik altinda yapilan
arastirmalarin sayis1 2000 yilindan 6nce bu say1 15 iken, 2000 ile 2004 yillar1 arasinda
bu say1 31’e ¢ikarilmig, 2005 ile 2010 yillar1 arasinda bu alandaki g¢aligmalarin
sayisinda artig ile bu say1 242’e ulasmistir ve 2010 yilindan sonra bu say1 énemli

Olciide bir artig gostermistir.

Bu konuyla ilgili daha kapsamli hem aragtirma makaleleri hem de kitaplar yazilmaya
devam edilmistir (Cruz-Uribe ve Fiorenza, 2013; Diening vd, 2011; Fan ve Zhao,

2001; Willem, 1996).

Bu alanda, farkli sinir kosullarinda (Dirichlet sinir deger kosulu, Neumann sinir deger

kosulu ve Steklov sinir deger kosulu) yapilan bazi ¢alismalar asagida verilmistir.

Bonanno ve Chinni (2014) yaptig1 ¢alismasinda, asagidaki Dirichlet kosuluna sahip

degisken {islii eliptik denklem i¢in zayif ¢oziimlerin varligi ve katlilig1 incelemistir;

{—Ap(x)u = Af (x,w), x €0 (1.1)

u=020, x € 0Q.

(1.1) probleminde; A,yu = div(|Vu|P®~2vy) ise p(x)-Laplace operatériidiir,



Q c RN diizgiin smirl bir bélge, p fonksiyonu Q da siirekli ve yeterli kadar diizgiin

bir fonksiyondur ve 1 < p~ := 1r61!f2 p(x) < p(x) <p*:=supp(x) < +oo kosulunu
x X€Q

saglar, f: (1 X R —» R Carathéodory kosulunu saglayan bir fonksiyon ve A gergek
pozitif bir parametredir. Bu ¢alismada yazarlar, f’e birakilan 6zel kosullar altinda
Ricceri teoremi ve Mountain-Pass teoremini kullanarak, Dirichlet kosuluna sahip
degisken iislii eliptik denklemin en az ii¢ ¢oziiminiin varligini Wol’p(x) uzayinda

gostermislerdir.

Rashti, vd. (2023) ¢alismalarinda, p(x)-Laplace operatoriinii iceren asagidaki Steklov
siir deger problemini incelemisglerdir;

—div[bo (x, V)] + |0|P® 2w = Afy(x,w), x€EQ

dw (1.2)
by (x, Va)).% = oo (x, w), X € 0Q

Denklemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin smirl1 bir bdlge, v, 9 iizeri normal
vektordiir. Ayrica; fp:QXR->R , go:dQXR->R ve by:QxRN—>RN
Carathéodory kosulunu saglayan fonksiyonlardir ve p(x) € C(Q) yeterli kadar
diizgiin degisken uslii fonksiyonudur. (1.2) probleminde yazarlar, fo: QX R - R,
go:0QXR >R ve by:22 xRN - RN fonksiyonlarina birakilan uygun kosullar
altinda varyasyonel metodu ile birlikte Ricceri teoremini kullanarak problemin sifirdan

farkl1 en az {i¢ tane ¢oziimiiniin varhgim W'P®yzayinda gdstermislerdir.

Ayazoglu, vd. (2022) calismalarinda, asagidaki p(x) — Laplace operatoriinii igeren

Kirchhoff tipinden Dirichlet sinir degerli eliptik problemini incelemisler;

M (f [vul?® dx) (—A u) =f(x,u), x€Q
a P P(x) P (1.3)
u=20, x € 0Q
denklemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin sinirh bir bdlge,
Ay = div(qulp(x)‘ZVu) ise p(x) —Laplace operatoriidiir, p: Q - R* smrli ve
Lipschitz siirekli bir fonksiyondur, f: 3 X R — R Carathéodory fonksiyondur ve

M:R* — R* Kirchhoff fonksiyondur.



Bu ¢alismada; M ve f fonksiyonlar i¢in asagidaki kosullar1 birakilmistir.

(M1): M: Rt — R7 siirekli bir fonksiyondur ve asagidaki polinom biiyiime kosulunu
saglar:

Her t > 0 ve m4, m, gercek sayilaricin m, = m; = 0ve S > 1 olmak iizere

mytP 1 < M(t) < myth 1, B
(f1): Her (x,t) eQ X Rve q € C,(2)i¢in f:Q X R - R Carathéodory

fonksiyonu bir C; > 0 sabiti i¢in agsagidaki kosulu saglasin:
If (x, )] < C1(1 + [t]9D71),

(f2): Herbir x € Qigin t — 0 iken f(x, t) = o(|t|fP" 1),
(f3):

F(x,t) :=ff(x,s)ds
0

olmak tlzere

inf  F(x,t) >0,
{xeq,|t|=1}

(f4): Her (x,t) € Q X Rigin f(x,—t) = —f(x,t),
(AR):

t
0 < OF(x,t):= Hff(x,s)ds < tf (x,t); Vt €E R; x € 0,
0

(1.3) i¢in; Fountain teoremi, dual Fountain teoremi ve Mountain-Pass teoremini

kullanilarak problemin ¢oziimlerinin varhig ve kathilig: Wol’p(x) uzayinda

gostermiglerdir.

Mihdilescu ve Radulescu (2008), asagidaki Dirichlet sinir kosulu problem i¢in 6z

deger problemi Wol’p(x) uzayinda c¢alisilmistir;

—di p1(x)—2 p2(x)-2 — q(x)-2
{ dlv((IVuI 1 + |Vu|P2 )Vu) Au| u,x €0 (14)

u=20, x € dQ)

(1.4) denkleminde; N > 3 olmak iizere Q, RN de diizgiin sinirh bir bdlge, her x € O
icin pq,p, ve q fonksiyonlari 1 < p,(x) < q(x) < p,;(x) <N ve max q(y) <
yE



Np,(x)
N-pa(x)

calismada, Ay < Ay icin A, ve A; gercek iki pozitif sayisinin varligint A € [ 14, )

kosullarin1 saglayan siirekli fonksiyonlar ve A gercek pozitif bir sayidir. Bu

icin bir 6z deger oldugu ve 1 € [ 0, Ay) bir 6z deger olmadigini gosterilmistir.

Mihailescu ve Radulescu (2006) calismalarinda, asagidaki standart olmayan biiyiime

kosullu denklemini degisken {islii uzaylarda ele almislar;

{—div(a(x, Vu)) = Af (x,u), X€EQ

1.5
u=20, x € 0Q (1.5)

(1.5) denklemde; N > 3 olmak iizere Q, RN de diizgiin smirli bir bolge, 1 < p(x),
p(x) €EC@) ve a(x&):QxR¥ >SRN, A(x,&): QX RN 5 R,A=A(x,$)
fonksiyonun §'e gore siirekli tiirevidir yani a(x,§) = V:A(x, §).

Bu calismada: a ve A asagidaki kosullar birakilmistir:

(Ay): Her x € Qicin A(x,0) = 0.

(A5): Bir ¢; > 0 vardirki |a(x, &)| < c1(1 + Iflp(x)‘l), her x € Qve § € RV,
(A3): Her x € Qve &,9 € RY igin

0< (a8 —alxy))- (-9

ve esitlik durumu ancak ve ancak ¢ = 1) oldugunda saglanir.

(Ay): Her x € Q ve &, € RY icin Syle bir k > 0 sabiti vardir ki

A(x ) <2 a6 0 +3 4G w) — ki~ pp

As): Her x € Q ve & € RY icin
(45 ¢

§1P% < a(x,§) - § < p()A(x, )

Ve

f:Q x R - R Carathéodory fonksiyonu:
1<p<y<infp(x)ve t =0igin f(x,t) = 2>t — ¢F1)
X€EQN

olarak tanimlanmustir.



Bu kosullar ile birlikte; varyasyonel yaklasimla Kritik nokta teorisini ve Mountain-
Pass teoremini kullanarak, denklemin yari-lineer durumunu inceleyerek, denklemin
negatif olmayan en az iki zayif c¢oziimlerinin varligin Wol’p(x) uzayinda

gostermislerdir.

Fan ve Zhao (2003), asagidaki Dirichlet kosuluna sahip standart olmayan biiyiime

kosullu eliptik denklemler ve varyasyonel problemlerini incelemisler;

{—div(quIp(x)_ZVu) =f(xu), x€Q (1.6)

u=20, x € 01}

Yazarlar; f'ye 6zel kosullar koyarak, varyasyonel yaklasimla Kritik nokta teorisini,
Mountain Pass teoremini ve Fountain teoremini kullanarak (1.6) denklemin
¢oziimlerinin varligimmi ve katliligini (tek bir zayif ¢coziimiin varligi, zayif ¢ozimii,
stfirdan farkl bir ¢oziimii ve sonsuz tane ¢éziim ¢iftinin varligi) Wol’p(x)uzaymda

gostermistir.

Zhou ve Wu (2018), asagidaki Dirichlet kosuluna sahip p(x) —Laplace denklemi 6zel

kosullar altinda incelemislerdir.

{ —div(a(x)|VulP ®=2) = 2(b(x)|ul1®~2u — c(x)|u|"™2u),x € Q (1.7)

u =20, x € 0Q)
(1.7) denkleminde; Q, RN de diizgiin sinirli bir bolge, a(x),b(x) > 0, 1 € RN ve
C,(Q) = {p € C (Q), in]ﬁ’p(x) > 1} olarak tanimlandif1 zaman p, q,r € C,(Q)
xe
olmak iizere her x € Q igin

_ . _ . - Np(x)
gt :=supqx) <p :=infpkx) <p*<r  =infr(x) <p’,p = —N_p ZC 5
x€D x€N xX€EN pix

Asagidaki kosullar altinda ¢alisma yapilmistir:

1
(hy) : &£ € C,(Q) ve &(x) < p(x) olmak iizere 0 < a € L},.(Q), a »@-1 € L} .(Q)

__ ™
vea r@-{® e [1(Q),

(hy): a € C.(Q)icin 0 < b € LEX)(Q),
(h): y € C.() icin 0 < ¢ € LY@ (Q),



(hq): gt < (a(x)-1)§" (%) ’

a(x)

. (y(x)-1)&" (x)
(h,): r(x) < BT

Bu ¢alismada, Fountain teoremi ve Mountain-Pass teoremini kullanarak problemin
¢oziimlerinin varhigint ve kathiligii (sifirdan farkli ¢6ziimii ve sonsuz ¢oziimii)

Walézgx) uzayinda gostermislerdir.

Eddine ve Repovs (2023) yaptiklar ¢calismalarinda; kritik biiylime ve gercek pozitif
parametre iceren yari lineer sabit Kirchhoff tipi potansiyel sistemlerin bir sinifinin

Neumann problemi;

{Ml-(Ai(ui)) (- div (B, 7w)) + By, (ul-)> = IR 42, 0, xEQ

M;(A;(w)) By, (). 9 = Juy| i@ 2y, x € 00

(1.8) denkleminde; i =1,2,..,n (n € N*), N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin
siirlt bir bolge, N;, 9O iizeri normal vektordiir. A pozitif bir parametredir.
VF =(F,,...,F,), CV’deki F:RVXRM > R fonksiyonun gradiyentidir ve
Di, Qi Wi, S; € C(Q) ve £; € C(0Q). Yazarlar; (1.8) denklemini 6zel kosullar koyarak
ve Mountain-Pass teoremini kullanarak problemin en az bir ¢6ziim varligini degisken

iislii Sobolev uzayinda gostermislerdir.

Yiicedag (2022) ¢alismasinda, asagidaki Steklov sinir kosuluna sahip standart olmayan
biiylime kosullu problemlimi incelemistir;

M (A(x,Vw)) div(a(x, Vw)) = [ulP®2u, x€Q

ou (1.9)
a(x, Vu)a =Af (x,u), x € 0Q)

(1.9) denkleminde; N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin simirli bir bélge, A pozitif
bir parametredir, p fonksiyonu, Q iizerinde siirekli fonksiyondur, a(x,&): Q X RV —
R fonksiyonu, A: QX RN - R,A = A(x,§) fonksiyonunun &'e gore siirekli
tiirevidir yani; a(x, §) = VzA(x, ), f: 00 x R — R Carathéodory fonksiyondur ve
M: (0,0) — (0, o0) siirekli fonksiyondur.
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Yazar; M, A(x, &) ve a(x, &) i¢in asagidaki kosullart koyarak problemin ¢dziimlerini
incelemistir:
(M1): M: (0, 00) — (0, ) stirekli fonksiyon ve 0 < my; < m,, @ > 1 reel sayilar ve
her s > 0 i¢in

mys® 1 < M(s) < m,s®t,
(A1): Her x € Q ve & € RY i¢in bir ¢, > 0 sabiti vardaki asagidaki bityiime kosulunu
saglasin

la(x, )1 < co(1 + [§[PD71),
(A2): Her x € Q ve & € RN i¢in

E1P®) < a(x,8)¢ < p()A, ),
(A3): Her x € Q icin A(x,0) = 0,
(A4): A: p(x) —diizgiin konvekstir: her x € Q veuv€ERY icin asagidaki kosulu

saglayan k, > 0 vardir,

+ 1 1
A (x, %) < EA(X' u) + EA(X' v) — kolu — v|P®,
(1.9) problemi; Ricceri teoremini kullanarak problemin en az ii¢ ¢ézlimiiniin varligi ve

Mountain-Pass teoremini kullanarak sifirdan farkli zayif ¢oziimlerinin varligini

Wol’p(x) uzayinda ispatlanmustir.

Irzi ve Kefi (2021) calismalarinda; asagidaki lokal olmayan Neumann sinir kosulu

sahip kesirli p(.,.) —Laplace problemini ele almislar;

—A)S, yu+ |[ulP@2y = AV, () Ju |92y, X €N
{( )pi) lul 100 ul (1.10)

Nop(a)u = uV, () [u" ™2y, x €RN\ O

Denklemde; N > 1 olmak iizere Q,RN de diizgiin sinirli bir bélge, s € (0,1)
p: R?N - (1,400) alttan 1 ile smirl, simetrik, siirekli bir fonksiyondur, A, > 0
pozitif parametreler ve V;,V, negatif olmayan agirhk fonksiyonlar ve

p(x) = p(x, x), q ve r smurh ve siirekli fonksiyonlar,

[u(x) — u@)P@ 2 (u(x) — u(y)) d
|x — le"’S-p(xJ’)

(=85 ux) :==p.v. J

RN

y, X €

11



dy, x ERVN\ Q

e [ 1) =GP 2 () — u(y))
sp(IU = |x — y|N+spy)
Q

Bu ¢alismada; s, p, V; ve V, 6zel kosullar1 altinda Ekeland prensibini ve varyasyonel
yontemi kullanilarak, (1.10) probleminin kesirli degisken iislii Sobolev uzayinda

stfirdan farkli zayif ¢ézlimlerinin var oldugunu ispatlamislardir.

1.3 Temel Problem

Yukaridaki ¢aligmalar ve bu caligmalardaki yontemler incelendikten sonra tezimizde
asagidaki (1.11) problemi galigilmistir.

Bu calismada, asagidaki Steklov sinir kosuluna sahip standart olmayan biiyiime
kosullu problemi ¢alisiimistir. Calismada, Ambrosetti- Rabinowitz kosulu ile birlikte
Mountain-Pass teoremini kullanarak sifirdan farkli en az bir zayif ¢oziimiiniin varlig

degisken iislii Sobolev uzayinda ispatlanmaistir.

—div(a(x, Vu)) = g(x,u), x €N
o (x)—2 (1.11)
a(x,Vu) . = Ah(x)|u| u, x € Q)
(1.11) deki calismada, Q c RN (N >2) de diizgiin sinirh bir bdlge, A > 0 pozitif
parametreler, v, dQ iizeri normal vektordir, x € Q icin p(x) > 1 olmak iizere
p(x) € C(ﬁ), y € 0Q i¢in r(x) > 1 olmak iizere r(x) € C(0Q) ve p(x) # r(y),
g:Q X R - R Carathéodory fonksiyondur 2(x) € L (9€) bir agirlik fonksiyonu ve
a(x,0): @ x R¥ - RN bir Carathéodory fonksiyondur ve A(x,{):Q x R¥ — RV

fonksiyonunun {’e gore siirekli tiirevidir yani; a(x, {) = V;A(x, {).

12



2. ON BILGILER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde gerekli olan bazi temel kavram, tanim ve
teoremlerin yani sira degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 hakkinda bilgi

verilecektir.

2.1 Temel Tanimlar ve Ozelikler

Tanim 2.1.1 (Vektor uzaylar)
E # @ bir kiime ve H # @ bir cisim olsun. Eger, her (m,n) € E X E ve h € H igin

+EXE->E
(mn)->m+n

Ve

HXE->E

(hhm)>h-m

fonksiyonlar1 asagida yazilan aksiyonlar1 saglasa E kiimesine H {izerinde bir vektor
uzay! denir.

Herm,n,l € E ve h, k € H i¢in

i m+n=n+m

@ m+n+D=m+n)+1

(iii) Bir tek 0 € H vardirki m+ 0 =m

(iv) Birtek -m € H vardirkim + (—m) = 0

V) Im=m

(vi) h.(k.m) = (h.k).m

(vii)h.(m+n) =h.m+ h.n

(viii) (h+ k). m=h.m+k.m

H = R (H = C) durumda reel (kompleks) vektor (lineer) uzayr denir (Soykan, 2008).

Tanim 2.1.2 (Norm ve Normlu Uzaylar)
E, H tizerinde bir vektor uzayi olsun. ||. ||: E = R fonksiyonu,
@ [m|l=0

@) [m||=0 &m=0
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(i) [[h.m|| = [h] - [[m]]
@iv) [|m + n|| < |lm|| + ||n|| (iggen esitsizligi)
ozelliklerini sagliyorsa ||. || fonksiyonuna norm denir ve E tizerinde tanimlanmis olan

vektor uzayina normlu vektor uzayr denir ve (E, ||. ||) ile gosterilir (Soykan, 2008).

Tanmim 2.1.3 (Denk normlar)

E bir vektor uzayi olsun ve E tizerinde ||*||1, ||-||, iki norm verilsin. Bu durumda, eger

her x € E i¢in
allxlly < llxllz < blixlly

olacak sekilde a, b > 0 pozitif sayilari1 varsa, o zaman ||x||; ve ||x]|, normlarina denk

normlar denir.

Teorem 2.1.4

E sonlu boyutlu bir vektor uzayi ise E lizerinde tanimlanan biitiin normlar denktir.

Ornek 2.1.5

E = R" ise 0 zaman R" iizerinde tiim tanimli normlar denktir. Asagindaki normlar
gibi;

1
@ llxll, = ER=alx PP ;1<p<oo

Gi) lxlloo = max |

ve burada asagidaki esitsizlik saglanir

p
Ixlleo < llxll, < VN l|x]loo-

Tamim 2.1.6 (Fonksiyoneller)

E, H {iizerinde bir vektér uzayr olsun. Her h: E — H ile tanimlanan fonksiyona

fonksiyonel ad1 verilir.

Tamim 2.1.7 (Lineer fonksiyonel)

E, H iizerinde bir vektor uzay1 ve h: E — H bir fonksiyoneli olarak verilsin. Eger, h
fonksiyoneli; her x,y € E ve her a, b € H i¢in

14



h(ax + by) = a h(x) + b h(y)

sagliyorsa h fonksiyoneline lineer fonksiyonel ad1 verilir.

Tanim 2.1.8 (Simirh fonksiyoneller)
E, H iizerinde bir vektor uzayi ve h: E — H bir fonksiyonel olsun. Eger her x € E ve
¢ > 0 sabiti igin |h(x)| < c esitsizligi saglanirsa h fonksiyoneline sinrli fonksiyonel

denir.

Tanim 2.1.9
(E, |I. |) normlu uzayindaki bir (v,,) dizisi, her n € N i¢in ||v,|| < ¢ olacak sekilde bir

¢ pozitif sabiti varsa (v,,) dizisine stnirli dizi denir.

Tamim 2.1.10 (Giiclii yakinsak)

(E, |I. II) normlu uzaymndaki bir (v,,) dizisi, eger bir v, € E i¢in lim||v, — vy|| = 0
n—oo

esitligi saglaniyorsa (v,,) dizisine vy’a yakinsiyor veya giiclii yakinsiyor denir ve

v, = Vg seklinde yazilir.

Teorem 2.1.11

(E, |I. 1) normlu uzayindaki bir (v,,) dizisi, eger bir v, € E elemanina yakinsiyorsa,
(i) vy limiti tektir,

(i) (v,) dizisi siirh bir dizidir,

(iii) (v,,) dizisinin her alt dizisi de v, elemanina yakinsiyor,

(Balc1, 2010; Soykan, 2008).

Tamim 2.1.12 (Cauchy dizisi)

(v,), (E,|I.|I) normlu uzayinda bir dizi olarak verilsin. Eger her € > 0 ve k, 1 > n,
icin [|v, — ;|| < € olacak sekilde yalniz €’na bagli bir n, € N sayis1 bulunursa (v,,)

dizisine (E, ||. ||) uzaymnda Cauchy dizisi olarak adlandirilir.
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Tanim 2.1.13 (Banach uzayi)
(E, |I. II) normlu uzayindaki, her Cauchy dizisi E uzayinda bir elemana yakinsiyor ise

bu normlu uzay Banach uzayt olarak adlandirilir. (Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.1.14 (Dual uzayi)

(E, |I[l), H tizerinde normlu bir vektor uzay olsun. E tizerinde tanimli tiim sinirh lineer
fonksiyonlarin kiimesine E’nin dual uzay: denir ve E* ile gosterilir. Burada; bir h
elemani, E’nin dual uzayinin elemant ise,

|h(0)]
IAllg: := sup

xet||x]g
xX£0

seklinde verilir ve bu uzay (E*,||.||g+) tanimlanan norm altinda bir Banach uzay olur.

Tanim 2.1.15 (ikinci dual uzay)
E* dual uzaymin dualine ikinci dual uzayr denir ve E™ ile gosterilir yani E™ = (E™)*

olarak yazilabilir. Burada da h € E** ise o zaman bu uzaydaki norm

|h(x)|
IAllg+ = sup

et ||x||g
xX#0

seklinde verilir.

Tamim 2.1.16 (Yansimah Banach uzay)
(E, |I[l), H tizerinde normlu bir vektor uzay olsun. Eger E** = E esitligi saglaniyorsa

E vektor uzayina yansimali uzay denir.

Tanim 2.1. 17 (Zayif yakinsakhk)

(E,|I[), H tizerinde normlu bir vektér uzay ve (v,) € E bir dizi olsun. Eger her
h € E* ve bir vy € E i¢in

h(vn) = h(vg),n -

saglaniyorsa, o zaman (v,) dizisi v, noktasina zayif yakinsiyor denir ve asagidaki
ifadelerden biri ile gosterilir

z w
Up = Vg, Up = Yy Veya v, = V.
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Teorem 2.1.18

Eger (E., ||*]]), H tizerinde normlu bir vektor uzay ve bu uzayda v, — v, ise 0 zaman;
(i) v, limiti tektir,

(ii) ||v,|lg reel dizisi sinirhdir,

(iii) Eger (v, ), (v,) dizisinin bir alt dizisi ise, v,, = v, olur,

(iv) v, = vy ise v, = v, ama tersi dogru olmayabilir,

(v) (E,|I"]l) vektor uzayi sonlu boyutlu ise v, = vy < v, = v, olur,

(Balci, 2010).

Teorem 2.1.19
(E, |Il), H tizerinde yansimal1 ve Banach normlu bir vektor uzayi ve (v,,) € E olsun.
Bu durumda;

(v,) sinirl ise (vy,) dizisinin bir alt dizisi E uzayinda zayif yakinsak dizi bulunur.

Tamim 2.1.20 (Kiimenin acik ortiisii ve sonlu alt ortiisii)
(E, I, H tizerinde normlu bir vektér uzay, A € E ve L = {M;,i € H} , E de agik
kiimeler ailesi olsun. Eger
AC U Mi
i€H

saglarsa L ailesine A kiimesinin a¢ik bir ortiisii ad1 verilir. Eger H’1n sonlu bir alt
kiimesi Hy igin
AcC U M;

i€H,

saglanirsa L, = {M; ,i € H,} ailesine A kiimesinin sonlu alt értiisii olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.21 (Kompakthk)

(E, |I[l), H tizerinde normlu bir vektor uzay ve A € E olsun. Eger A kiimesinin her
acik Ortiisiiniin sonlu bir alt drtiiye sahip ise A kiimesine E uzayinda kompakt bir kiime
denir. Eger A kiimesinin kapanisi A E uzayinda kompakt bir kiime ise A kiimesine E

uzayinda bir 6n-kompakt kiime adlandirilir (Musayev ve Alp, 2000).
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Tanim 2.1.22 (Dizisel kompakthk)

(E, |Il), H tizerinde normlu bir vektor uzay ve A c E olsun. Eger her (v,,) € E
dizisinin en az bir (v, ) alt dizisi igin lim (vn,) = vo olacak sekilde bir v, € E

eleman1 bulunuyorsa A kiimesine E uzayinda dizisel kompakt kiime denir.

Teorem 2.1.23 (Heine-Borel teoremi)

A c R bir kiime olarak verilsin. A kompakt ancak ve ancak A siirl ve kapalidir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tamim 2.1.24 (Operatorler)

E ve F, H cismi tizerinde iki vektor uzaylar1 olarak tanimlansin. Her B: E — F ile

tanimlanan fonksiyonuna Operatér adi verilir.

Tanim 2.1.25 (Sinirh operator)
(E, |- lg) ve (F, |I. || ) , H cismi tizerinde iki normlu uzaylar ve B: E — F bir operator

olsun. Eger, her u € E i¢in

IBullr < cllullg
esitsizligini saglayan en az bir ¢ > 0 sabiti varsa, o zaman B operatoriine sinirl:
operatdr denir. Ayrica, E’den F’ye tiim lineer ve sinirli operatorlerin uzayi L(E, F) ile

gosterilir ve F uzay1 Banach uzayi oldugunda L(E, F) Banach uzayi olur.

Tanim 2.1.26 (Lineer operatorler)
E ve F, H cismi lizerinde iki vektor uzaylar ve B: E — F bir operatdr olarak verilsin.

Eger, B operatorii her x,y € E ve her a,b € H i¢in

B(ax + by) =aB(x) + b B(y)

esitligi varsa B operatoriine /ineer operator adi verilir.

Tanmm 2.1.27 (Kompakt operator)
(E, |- lg) ve (F,|I. l|z) , H cismi tizerinde iki normlu vektor uzaylar ve B: E — F bir
operator olsun. Eger her A € E smirh kiime igin B(A) 6n kompakt kiime olursa B

operatoriine kompakt operatér denir.
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Burada, eger B operator ayina zaman da lineer ve kompakt ise, tamamen stirekli

operatdr denir.

Tanim 2.1.28 (Siirekli gomme ve kompakt gomme tanimi)
(E, |- lg) ve (F, . llg) , H cismi iizerinde iki normlu vektor uzaylar olsun. Eger
@ (E, Il 1), (F, |l 1) nin bir alt uzay,

(ii) Eger I: E — F birim operatorii, her v € E i¢in

Ivllp < a-llvllg
esitsizligini saglayacak bir a > 0 sabiti varsa (E,||.||g) uzayi, (F,||.||r) uzayma

gomiiliir ad1 verilir ve E < F ile gosterilmektedir.

Eger I: E = F birim operatorii siirekli bir operator ise (E, ||. ||g), (F, ||.||r) uzayma

stirekli gomiiliir denir.

Eger I: E — F birim operatorii kompakt bir operator ise (E, ||. ||g), (F, ||. ||r) uzayma

kompakt gomiiliir denir ve E % F ile gosterilmektedir.

Tanmm 2.1.29 (Siirekli fonksiyonlar uzayr)
Eger i = 1,2,...N i¢in y; = 0ise u = (uq, Uy, ..., uy) N —bilesenlisine ¢oklu-indis

denir ve

lpl = py +pp + -+ uy = Z%V=1lli

sayisia p uzunlugu denir.

Burada, p ¢oklu- indis ve v = (v, v, ..., vy) € RN i¢in v# = vi'vl? . viV yazilir.
Ayrica,
D = (Dy, Dy, ., Dy) = (5,50, 50—) igin D = DYDY . DN

1, Y, ., UN avl'avz' ’aUN 1 2 Uy

|1|. mertebeden kismi (diferansiyel) operator olarak tanimlanir.
Ormegin; v = (vy,v,,v3) ve u = (1,0,1) igin

d0%v

D(l,O,l) —
v 0v,0v3

= Dyv;D3v5

v fonksiyonun 2. mertebeden kismi tiirevidir.

19



A c RY bir bdlge olmak iizere, E kiimesi iizerinde tamml1 biitiin siirekli fonksiyonlar
kiimesine stirekli fonksiyonlar uzayr denir ve C(E) ile gosterilir.

Bu uzaydaki norm

Ivllccay = suplv(x)|

XEA
seklinde yazilir. Ayrica, herhangi bir m negatif olmayan tam sayi i¢in A bdlgesinde, v
stirekli ve v’nin m. (|pu| < m) mertebeye kadar tiim D*v kismi tiirevleri siirekli olan
v fonksiyonlarin kiimesine m. mertebeye kadar siirekli fonksiyonlar uzay: denir ve
C™(A) ile gosterilir ve bu uzayindaki norm

Iollency = ) suplD*v()|

|uT=m *€A

ile gosterilir. A kiimesi lizerinde tanimlanan biitiin mertebeden tiirevlenebilir ve siirekli

fonksiyonlar kiimesi ise C* (A) ile gosterilir ve asagidaki sekilde yazilir

co@ =[er@
m=0

(Adams ve Fournier, 2003).

Tamim 2.1.30 (Gateaux tiirevi)
E ve F, iki reel vektor uzaylar, B: E — F bir operator, olsun. 0 # h € E, v € E ve

t € R olmak iizere v + th € E kosulu saglansin. Bu durumda,

lim B(v +th) — B(v) = D, B()

t—0

limiti varsa Dy B(v) operatoriine B operatoriiniin v vektoriindeki h dogrultusunda
Gateaux tiirevi denir. B operatorii v de her h i¢in Gateaux tiirevi varsa v vektoriinde

Gateaux turevlenebilir denir.

Tamim 2.1.31 (Fréchet tiirevi)
(E, |- lg) ve (F,|I.llp) iki Banach uzaylar olsun. Eger B:E — F ile tanimlanan
operator her ¢ € E i¢in

I IB(x +¢) = B(x) = Jx(Ollr _
m =

0
c=0 llclle
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esitligini saglayan |, € L(E,F) varsa B operatorine x € E noktasinda Fréchet
tiirevlenebilir soylenir ve J, operatoriine B operatoriiniin x € E noktasinda Fréchet
tiirevi sOylenir. Eger bu tlirevi E” nin her noktasinda var ise B operatdriine Fréchet

tiirevlenebilir denir.

2.2 Ol¢iim Kavram

Tamim 2.2.1

M bir kiime ve £, M’nin baz alt kiimelerin kiimesi olsun. Eger asagidaki kosullar
saglanirsa;

i) MeL

(ii) EgerE € LiseE':=M\E €L

(iii) i = 1,2, ... icin eger E; € L ise

U. E€eL

L kiimesine o —cebir denir.

Yukaridaki kosullardan da asagidaki sonuglar elde edilir

Hpel
(i) i=1,2..icineger E; € L ise

ﬂizlEi €L
(iii) Eger E,F € Lise E \ F € L olur.

Tanim 2.2.2
M bir kiime ve £, M’nin bazi alt kiimeleri o —cebiri olsun. Negatif degerli olmayan
u: L — [0, oo] fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa;

Hpu@ =0
(i) i = 1,2, ... i¢in E; € L ikiser ayrik kiimeler ise

u <O Ei) = iu(Ei)

u fonksiyonuna é/¢iim dentr.
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Tanim 2.2.3 (Lebesgue olciimii)

L, RNuzaymnin bazi alt kiimeleri o —cebiri ve p, £ iizeri bir 6l¢iim olsun. Eger
asagidaki kosullar saglanirsa bu L kiimesinin elemanlarma RM’nin Lebesgue
olgiilebilir alt kiimeleri; u fonksiyonuna RN de Lebesgue dl¢iim denir ve her E € L
ol¢timii u(E) veya |E| ile gosterilir.

(i) RV"de her acik kiime, £ de bir elmandur,

(ii) EgerE c F,F € Lveu(F) =0iseozaman E € L ve u(E) =0,

(iii) Eger E = {x e RV:aq; < x; < b;;i=1,2,..,N}ozaman E € L ve
u(E) = [T (b — @),

(iv) Egerx ERVNve E€ Lisex + E == {x +u;u € E} ve u(x + E) = p(E). Yani u

Otelemeye gore degismeyen bir fonksiyondur,

Tanim 2.2.4
E c F c RN ve |E| = 0 olsun. Eger F \ E kiimenin {izerinde bir kosul veya bir dzelik
saglanirsa o zaman bu kosul veya 6zellik, F kiimesinde hemen hemen her yerde (h.h.h)

saglanir denir.

Tamim 2.2.5 (Olgiilebilir fonksiyon)
E bir kime ve h:E — [—oo,+o0] bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ € R igin
{x € E:h(x) < c} Olgebilir bir kiime ise, h fonksiyonuna Olgiilebilir fonksiyon

sOylenir.

Teorem 2.2.6

h, g ve h, (n = 1,2, ...) dlgiilebilir fonksiyonlar, @ € R ve 1, R {izerinde siirekli bir
fonksiyon olsun. O zaman asagidaki fonksiyonlar dl¢iilebilir fonksiyonlardir;
@a-h, h+g,|hl,hgveh/g,

(i) max(h, g), min(h, g),

(iii) sup h,,, infh,, lim sup h,, ve lim infh,,,

(iv)Yoh,

(Adams ve Fournier, 2003).
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2.3 Lebesgue Uzayi

Tanim 2.3.1 (Lebesgue uzayi)

E, RN de bir bolge ve 1 <p < oo olmak iizere E iizerinde biitiin dlgiilebilir h

fonksiyonlar1

J. |h(x)|Pdx < oo
E

ozelligine sahip ise bu fonksiyonlarin olusturdugu kiimeye Lebesgue uzay: adi verilir

ve bu fonksiyonlarin yer aldig1 uzay LP (E) ile gosterilir. Yani;

LP(E) = {h: h: E = R 6lciilebilir fonksiyon ve flh(x)lp dx < oo}
E
seklinde de yazilabilir. Bu uzaydaki norm:

1

Ihllee) = 1Al = ( f |h(x)|de>p 2.1
E

ile tanimlanir.

Teorem 2.3.2
E, RN de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere LP (E) uzay1 (2.1) norm ile bir vektor

uzayidir.

Teorem 2.3.3

LP(E) uzayi lineer bir vektor uzaydir (Adams ve Fournier, 2003).
Ispat:

(i) h € LP(E) ise ah € LP(E) olur. Yani;

jlah(x)lpdx = IalpJIh(x)Ipdx <
E E

(ii) h,g € LP(E) ise (h+ g) € LP(E) olur. Yani

j Ih(0) + 9GO Pdx < f (IRl + |ghPdx < j (2. max{(|Al, |gD}]Pdx
E E E
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< ZPJ.(IhIp + |g|P)dx = 2P <f|h|pdx+f|g|pdx> < o
E E E

oldugundan LP (E) lineer uzaydir.

Ornek 2.3.4

_ -1
E = (0,4) ve h(x) = = olsun.
(i) h € L(0,4) oldugunu gosteriniz.
(i) h & L(0,4) oldugunu gosteriniz.

Cozim:

()
jEIh(x)Idx = f:

oldugundan h(x) € L(0,4).
(ii)

4
flh(x)lzdx — lim j
E a-0* a

1 4
—|dx =+vVx|.=2<
2\/x| |0

d —_—11' (l |)=—11' In-— — o
X all’(r)l_'. nx 0 alII01+ n

1
4x

oldugundan h(x) ¢ L?(0,4).

Teorem 2.3.5
E, RN de bir bdlge ve 1 < p < o olmak iizere L? (E) uzay1 (2.1) norm altinda bir

Banach uzayidir (Adams ve Fournier, 2003).

Tamim 2.3.6 (L (E) uzay1)
E bolgesinde olgiilebilir bir h fonksiyonu igin (h.h.h) |h(x)| < ¢ olacak sekilde bir

¢ = 0 sabiti bulunabiliyorsa h fonksiyonu (h.h.h) smirlidir denir. Béyle ¢ larin en

biiytik alt sinirina | k| nin E bolgesindeki esas (essential) supremumu denir ve norm

ess sup|h(x)|

XEE

ile gosterilir. E bolgesinde (h.h.h) sinirli h fonksiyonlari ile tanimlanan uzaya L” (E)

uzay1 denir. Yani
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L*(E) = {h: E - R: h olgtilebilir ve h.h.h. |h| < c olacak sekilde bir ¢ sabiti vardir}

Bu uzayindaki norm, asagidaki sekilde tanimlanir.

Il gy = |hle = ess S;Euplh(X)I = inf {c: || < c} (2.2)
X€E

Ornek 2.3.7

(i) h(x) = cos x fonksiyonu L” (R) uzayinin elemani midir?

(i) g(x) = % fonksiyonu L (0,1) uzaymin elemani midir?

Cozim:
() [A(x)| = [cos x| < 1 oldugundan h € L*(R) olur. Ayrica, ||cos x|| gy = 1

(i) g(x) = % fonksiyonu (0,1) aralig1 tizerinde sinirhi olmadigindan g ¢ L*(0,1)
olur.

Teorem 2.3.8
Eger 1 < p < o ise L*(E) uzay1, (2.2) norm altinda bir Banach uzayidir (Brezis,
2011).

Teorem 2.3.9
L (E) uzayinda, h ve g iki fonksiyon ise o zaman h + g € L*(E) ve

lh + gllroy < lRllieey + 1191l ey
olur (Piskin, 2017).

Teorem 2.3.10

1<p<oove %+ é = 1 olsun. Asagidaki ifadeler yazilabilir.

(i) LP(E) uzayi ayrilabilir, yansimali uzaydir ve bu uzayimn duali (Lp (E ))* = L1(E),

(ii) L' (E) uzay1 ayrilabilir degil, yansimali uzaydir ve bu uzaym duali

(L))" = L>(E),
(iii) L* (E) uzayi ayrilabilir degil, yansimali degil ve (L°° (E ))* c LY(E)

(Brezis, 2011).
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Teorem 2.3.11 (LP (E) uzayinda gomiilme teorem)

1<p<q< o EcRNvevol(E) = fEldx < oo olsun. O zaman L(E) c LP(E)

ve

11
|hl, < (vol(E))P 1 |h|,

oldugundan LY(E) & LP(E) siirekli gomiilme vardir.

Tanim 2.3.12 (LloC(E) uzay1)
E, RY de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere
(E) = {h:h € LP(E,) ve VE; c E kompakt kiimedir}

loc

kiimesine p. kuvveti lokal integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi adi verilir (Robert,

2003; Piskin ve Okutmustur, 2017; Yiicedag, 2010).

Ornek 2.3.13
E= (0, g), h(x) =tanx fonksiyonu verilsin. h & Ll( ) fakat h € Lj,, (0 Z)
oldugunu gosterelim.

Cozliim:

T L T
2 2 sinx 5
flh(x)ldxzf Itanxldxzf dx = — In|cosx| |2
E 0 o € 0

= 00
oS X

oldugundan h ¢ L (0, g) Simdi (0, g) bolgesinde 0 < a <b < % olacak sekilde
(a, b) bir alt araligini alalim. O zaman

cosa

b b b
f |h(x)|dx = f |[tan x|dx = — In|cos x| |a —In|cos b| + In|cos a| = ln| | <
a a

olur. Yani h € L1, (O, g)

Tamim 2.3.14
EcRNY ve h:E - R olgiilebilir siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda h

fonksiyonun destek kiimesi

supp(h) = {x € E; h(x) # 0}

ile tanimlanir.
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m > 0 igin tim E de kompakt (kapali ve smirli) destek kiimesi var olan h € C™(E)
fonksiyonlar sinifina C§*(E) ile gosteririz.

Eger m = o ise C;°(E) elemanlarina test fonksiyonlar: denir (Kinnunen, 2022).

Ornek 2.3.15
h: RN — R fonksiyonu

hx) = o2 ;X E B(O,\/E)
0 ;xeR¥\B(0,V2)
olarak tammlanirsa. Bu durumda h € C§°(RN) ve

supp(h) = B(0,V2).

2.4 Sobolev Uzay1

Tamim 2.4.1 (Zayif tiirev)
EcRN ve h€L],.(E) ve u € NV coklu indis olmak iizere her bir test fonksiyon
Y € Cy°(E) igin

ng dx = (—1)“‘|JhD“zp dx
E E

esitligini saglamyorsa, g € L},.(E) fonksiyonuna h fonksiyonunun p. mertebeden

zayif (genellestirilmig) tiirevi denir ve g = D*h seklinde yazilir. Burada

D°h = p00-Op = p
Eger |u| = 1 ise bu durumda Dh, h fonksiyonun zayif gradientidir. Yani

Dh = (D,h,D,h, ...,Dyh)ve i =1,...N i¢in

D:h = ﬁ — D(O,...,l,...,o).
: axl-
Teorem 2.4.2

Eger h € L},.(E) fonksiyonunun u.mertebeden zayif tiirevi varsa, bu zayif tiirevi

h.h.h. E izerinde tek sekilde tanimlidir (Kinnunen, 2022).
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Ornek 2.4.3
E = (—1,1) olmak tizere ve
14+x; -1<x<0,

h(x) = {

1—x; 0<x<1
fonksiyonun zayif tiirevini bulalim.
Cozim:

Y € C;°(—1,1) ve Dh(x) = g(x) olsun
1 0 1

f hD dx =f th/)dx+f hDy dx
-1 -1 0

0 1
= f (1+x)Dypdx + f (1-x)Dy dx (2.3)
-1 0

dir. Burada, (2.3) esitligine kismi integrasyon uygulanirsa
1 0 0 1 1
th¢dx=(1+x)1/J| 1—j- lpdx+(1—x)1p|0—f—1/1dx
-1 r -1 0

0 1
= %(0) +2¢(—1)—j wdx—zpm)—j —pdx
-1 0

=—f_011,bdx—jol—¢dx
1

== f gypdx
-1

yazilabilir. Buradan da

1, -1<x<0,

g(x)={
-1, 0<x<1

h fonksiyonun zayif tiirevidir.

Teorem 2.4.4

(i) Eger bir fonksiyonunun p. mertebeden klasik kismi tiirevi varsa, o zaman .
mertebeden zayif tiirevi vardir. Fakat ters durumu dogru olmayabilir.

(i) Klasik tiirevi noktasaldir, ama zayif tiirevi bir bolge {izerinde tanitilir.

(iii) Zayf tiirev lineerdir. Yani, eger hy, hy € LI, .(E) ve ¢y, ¢, € Rise

Da(clhl + Czhz) = ClDa(hl) + CzDa(hz)
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(iv) Eger h.h.h. h = 0 bir agik bolge iizerinde ise, 0 zaman h.h.h. D*h = 0 bu bolge

uzerindedir.

Tanim 2.4.5 (Sobolev uzayi)

RN’ de E agik bir alt kiime, m = 0 herhangi bir tamsay1 ve 1 < p < o olmak iizere
h fonksiyonun kendisi ve h fonksiyonun m. mertebeye kadar biitiin zayif tiirevleri
LP (E) uzayinda olan fonksiyonlarin olusturdugu uzaya Sobolev uzay: adi verilir ve bu

uzay W™P(E) ile gosterilir. Yani;

W™P(E) ={h € LP(E) : D* h € LP(E), |u| < m}.
Bu uzayda tanimlanan normlar ise;

1<p<omise

1
IRllwme gy = Ihllmp = (Zjuem|D*RIZ)?

ve p = o ise
lAllwmeg) = Al = max|D h|
[ulsm

(Kinnunen, 2022).

Ornek 2.4.6
E=(-1,1)x(0,2) ve h = h(xy,x,) olsun. h € W¥2(E) olmasi i¢in h € L*(E)

, :Th € I2(E) ve ;Th € L?(E) olmahdir. Burada L?(E) normu ise
1 2

1
Iallyrzr) = (SueallD?AliZ )

2 1 2 1
0 J-1 0 J-1

Teorem 2.4.7

oh

0x,

oh

2 1,
o, dx, dx2>

2 2 r1
dx; dx, + f f
0 J-1

(i) Sobolev uzay1 (W™P ) Banach uzayidir.
(i) Eger 1 < p < ooise W™P(E) uzay, ayrilabilir ve yansimalidir.
(Adams ve Fournier, 2003).
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Tamm 2.4.8
W,"P(E) uzayi, elemanlar1 W™P (E) uzayinda olan ve bu elemanlarin hem kendileri
hemde (m — 1). mertebeye kadar biitiin tirevleri E nin sinirinda (9E) sifir olan

fonksiyonlarin kiimesidir.

O halde;
W,"P(E) = {h € W™P(E) : hlgg = h'|gg = - = K™ V|55 = 0}

olur. Bu durum; W,"?(E) uzayr, W™ (E) uzaymin bir alt uzayidir. Yani

W,"P(E) € W™P(E) olur.

Sonug 2.4.9

W™P(E) uzaym da Cy°(E) uzaymin kapanist Wom'p (E) olur. Yani; h € Wom’p (E)
olmasi igin gerek ve yeter kosul Igl_)TLl) hy (x) = h(x) olacak sekilde bir (hy) < C;°(E)
fonksiyon dizisinin varligidir. Yukaridaki uzaylarda her m > 0 tam sayis1 igin

Wy (E) © W™P(E) & LP(E)

saglanir (Adams, 1975; Fan ve Zhang, 2003).

Ornek 2.4.10

E =[0,m] x[0,m] ve h(x)=h(x,y)=sin(x+ y)olsun. Bu durumda, h
fonksiyonu W*3(h) uzaymin elemani oldugunu gosterelim.

Cozlim:

h € W3(E) olmasi i¢in h ve birinci mertebeden kismi tiirevlerinin L3(E) eleman:

olmasi gerekir. Yani h € L3(E), g—: € L3(E) ve z_;l/ € L3(E) olmalidir. O halde,

Vs s s s
jlhl3 dx = j j |sin(x + y)|3 dxdy < f f [1]13 dxdy = n? <
E o Jo 0 Jo

|

Ve

oh?

0x

s s Vs Vs
dx=j f |cos(x + v)|3 dxdysf f 1113 dxdy = m? <
o Jo 0 Jo
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oh>

dy

)

olur. Boylece,

T s Vs Vs
dxzf f |sin(x + y)|3 dxdysf f 1113 dxdy = % < o
0 0 0 0

h e 13(E), 2 € I3 (E) ve Z—Z € I3(E) oldugundan h € WY3(E) dur.

Ornek 2.4.11

h(x) = x* fonksiyonu W?%(0,2) uzaymn elemani oldugunu ve |lhlly22(02)
bulunuz.

Coziim:

h € W?2(0,2) olmasi i¢in h fonksiyonun, birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri
L?(0,2) eleman1 olmas: gerekir. Yani

2 oh _ ;o *h _ 12
h € L“(0,2), By € L%(0,2) ve 5z € L%(0,2) olmaldir.

2

2 2 xs
flhlzdx=f |X2|2dx=f x4dx=— = —<
E 0 0 5 0 5
ah 2 2 2 4x3 2 32
j = dx:] |2x|2dx=j 4xdx = —| =— < @
10X 0 0 3 3
0

%S

)

dur. Bu durumda;

a2h|?

2 2
> dxzf |2|2dx=f 4x%dx = 4x|3 =8 < o
dx B B

h € L?(0,2) ,Z—Z € L?(0,2) ve 2)27}21 € L2(0,2) oldugundan h € W22(0,2) olur. O halde

1

2 2
L2(0,2)>

2

0%h
O0x?

+

ax L2 (0’2)

hllwz2(0,2) = <||h“iz(o.2) +
32 32 94
= ’? + 3 +8 =2 ’E
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Teorem 2.4.12 (Sobolev Gomme Teoremi)

E c RY koni 6zelligine sahip agik bir bolge, m = 1 ve j = 0 seklinde tamsayilar ve
1 < p < o olsun. Bu durumda asagidaki gdommeler yazilabilir.

Eger;

(i) mp < Nise

. . Np
Witmp(E) o Wi4(E), <q<qi=—r—
(E) (E) Pqsq=gT o0
0zel olarak j = 0 i¢in
WmP(E) > L(E),  p<q<q =t
’ -t N —mp

elde edilir,

(ii) mp = N ise

witmpP(E) o WH(E), p<q<ow
yada

WMP(E) o L1(E), p<q<®
olur. Burada p = 1 alinirsa
WIitmL(E) & CL(E)

elde edilir,

(iii) mp > N ise

WitmP(E) o CL(E)

elde edilir (Adams, 1975).

2.5 Agirhikh Lebesgue ve Sobolev Uzaylari

Tamm 2.5.1
Eger her x € RY i¢in a(x) > 0 fonksiyonu h.h.h. R¥ de lokal integrallenebilir bir

fonksiyon ise a(x) fonksiyonuna agiuriik fonksiyon adlandirilir.
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Tamim 2.5.2
E c RY agik bir bdlge ve a(x) agirlik fonksiyon olsun. Asagidaki kosulu saglayan

oOl¢iilebilir fonksiyonlar kiimesine,

J.alhlpdx < oo
E

Agirlikli Lebesgue uzay: adi alir ve LP(E) sekilde yazilir. Agirlikli Lebesgue

uzayindaki norm ise;

1

p
Ihllyps) = hlpa = ( | a|h|pdx>
E

olarak yazilir. Agirlikli Lebesgue uzay1 yukaridaki norm altinda bir Banach uzayidir.

Tanim 2.5.3

E c RY agik bir bolge ve a(x) bir agirlik fonksiyon olsun. m > 0 bir tam say1 ve
p € [1, ) i¢in hem fonksiyonun kendisi hem de bu fonksiyonun m. mertebeye kadar
biitlin zayif tiirevleri agirhikli Lebesgue uzayinin elemani olan fonksiyonlarin
olusturdugu uzaya Agirlikli Sobolev uzay: denir ve bu uzay WP (E) sembol ile

gosterilir. Yani

WP(E) ={h € IL(E) : D* h € LE(E), |ul < m}
seklinde yazilir. Bu uzay1 asagidaki norm ile ayrilabilir bir Banach uzayidir,

1

P

(Drabek vd., 1996).

2.6 Esitsizlikler

Teorem 2.6.1 (Young esitsizligi)

n, m iki negatif olmayan reel sayilar ve p > 1 i¢in % + 5 = 1 olsun. O zaman

nP m4
nm< —+—
p q

olur.
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Teorem 2.6.2 (Holder esitsizligi)
1<p<oigin %+ 5 = 1 olarak tammlayalim. Eger, h € LP(E) ve g € L1(E) ise

h.g € L(E) ve

lhgllLey < Whlleey lgllLacs) -

Sonuc¢ 2.6.3

Yukaridaki teorem de, eger p,q,r > 0 ve % + 5 = % isch.g € L"(E) ve

Ihgllr ey < Rl gl

olur.

Teorem 2.6.4 (Minkowski esitsizligi)
1 < p < oo olsun. Eger h,g € LP(E) ise

Ih+ glleey < Whlleey + lglle e

olur.

2.7 Degisken Uslii Lebesgue Uzay (Lp(') (E ))

Tanim 2.7.1
E, RN de pozitif él¢iimlii bir bdlge olsun. Asagidaki gibi tanimlanan &lgiilebilir
fonksiyonlara;
p:E = [1,00]
degisken tist denir. Degigken tist fonksiyonlarin kiimesini P (E) ile gosterelim. Burada
1<p =essinfp(x) <p*:=esssuppx) < o
XEE X€EE
ve E bolgesini
E, ={x € E,p(x) = oo}
Ey ={x€Epx) =1}
E,={x€E1<plx) <}

olarak yazalim.
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Tanim 2.7.2
p() € P(E) olsun. Eger her x € E i¢in asagidaki esitlik;

1,1,
p(x)  p'(x)
saglanirsa p’(+) fonksiyonuna p(-) fonksiyonun eslenigi denir.

Burada

/ + -\ 1 - 1
') =@ ve(@P'®) =@M
p(x) € C,(E) fonksiyonun eslenigini ise q(x) ile gosterilir ve % + ﬁ = 1 olur.

Tanim 2.7.3 (Degisken iislii Lebesgue uzay LP) (E))
E, RN de pozitif 6l¢iimlii bir bolge, p* < o ve h(-): E - R dlgiilebilir bir fonksiyon

olmak tzere

ppy(h) = f |h(x)[P™) dx < o0
E

kosulunu saglayan h(-) fonksiyonlarin kiimesine degisken tiislii Lebesgue uzayi
adlandirlir ve bu uzayr LP®(E) veya LPO)(E) sembollerinden biri ile gosterilir.

Yada

P = | Ih@IP® dx + esssuplhol

E\Ex XEEo

- f RGP dx + 1)l < o0
E\Eeo

olarak da tanimlayabiliriz.

Eger p* < o ise LPO(E) uzayindaki norm asagidaki gibi tanimlanir

h
”h(x)”LIJ(X)(E) = Ih(x)lp(.) =inf {a > O:pp(.) (E) < 1}

= inf a>0:f
E

ve bu norm ile (Lp(')(E),I-Ip(.)) uzayl, yansimali Banach normlu uzayi olur.

h(X) p(x)

del}

Yukaridaki ||,y normu Luxemburg normu olarak adlandirilir ve p,,(.)(h) ise modular

fonksiyonel ad1 alir ve bazen p (h) ile gosterilir.
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C,(E) uzay ise
C.(E) := {p:p € C(E),essinf p(x) = 1}

XEE

olarak tanimlanir ve ¢alismamiz da aksi belirtmedikge, p(x) € C,(E) igin

1< p~ < pt < o olarak alinir ve

Np(x)
—_—, x) <N
<= JN=px) o
p =
©, p(x) = N
sobolev kritigidir.

Benzer sekilde, p(+) € C,(9E) igin

LP@(QE) = {h: h: 0E — R olciilebilir fonksiyonlar,J |h(x)|P™) dd < 0}
9

olarak tanimlanir ve dd, E sinirinda tanimlanan bir 6l¢limdiir ve bu uzaydaki norm

p(x)

h(x)

IRCOl oo gy = inf {y > o:] do < 1}
OE

ile gosterilir.

Ornek 2.7.4
E = [O, g] ,h(x) = (\/sin x)x vep(x) = Eolarak alalim. Bu durumda,

h(x) € LPO(E) oldugunu gosterelim.

Cozim:
:
ppo () = [, IRGOP® dx = [¥|(Vsinx)" | dx
= fo%sinxdx = —cosx %: cos 0 — cos%: 2—2_ﬁ< 0

dolayisiyla h(x) € LPO(E) olur.

Teorem 2.7.5
h(x), g(x) € LPO(E) ve h.hh. |h(x)| < |g(x)]| olsun. O zaman
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”h(X) ”Lp(')(E) < ”g(x) ”Lp(')(E)
olur (Kovacik ve Rakosnik, 1991).

Teorem 2.7.6
n=12,.. i¢in hh, € LPOE)vel < p(x) < oo olsun. O zaman
(@) |hlpy < 1(=1,> 1) ancak ve ancak p,y(h) <1(=1,>1)
. - +
(i) ||y >1 ise |h|§(.) < ppy(h) < Ihlz(,)
. + -
(iii) [hlp) < 1ise |RID ) < ppey(R) < |RID,
(iv) rllifc}olhlp(') = 0 ancak ve ancak Al_rBo Ppy(hn) =0
(v) lim|h,|,) = oo ancak ve ancak lim p,y(h;,) — o
n—co n—-oo

olur (Fan ve Zhao, 2001; Fan ve Zhang, 2003).

Teorem 2.7.7

n=12,.. i¢in h,h, € LPO(E) ise, asagidaki ifadeler birbirine denktir;
() r{i_l)lc}ollhn — hllp) =0,

(i) lim p(hy, —h) =0,

(iii) h,, = h, E bolgesinde Ol¢iilebilir ve Tlll_r)go p(hy) = p(h)

(Fan ve Zhao, 2001; Yiicedag, 2015).
2.8. Degisken Uslii Sobolev Uzayr W™P0)

Tanim 2.8.1

E, RN de bir bélge, m = 0 bir tam say1 ve u, RN de ¢oklu indisi olmak {izere hem
fonksiyonun kendisi ve hem de fonksiyonun m. mertebeye kadar biitlin zayif tlirevleri
LPO) (E) uzayinda olan fonksiyonlarin olusturdugu uzaya Degisken iislii Sobolev uzayt
adi verilir ve W™PO (E) ile gosterilir. Ya da;

wmPO(E) = {h € LPO(E): D*h € LPO(E), lu| < m}

yazilabilir. Bu uzayda ki norm
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Vllymro sy = Wellmpy = D ID#hllycy

[ulsm

olur. Eger, m = 1 alinirsa

WO = {h e [PO(E): Vh € LPO(E)}
ve bu uzayin normu;
IAlly1p0 gy = Illipey = Rlpey + VAL
Cy (E) uzaymin WPO(E) uzaymdaki kapanist Wol’p(') (E) ile gosterilir ve bu uzay
Sobolev uzayinin bir alt uzayidir ve normu;
h y = ||kl = [Vh|,.
1llyape = NIRIl = 1Vhlpe)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.8.2
Eger 1<p~ <pt <o ise W™PO ve Wom'p(') uzaylart ayrilabilir ve yansimali

Banach uzaylardir (Willem, 1996).

Teorem 2.8.3

E, RN de smirh bir bolge ve p(x), q(x) € C(E) olsun. Her x € E igin

LIO(E) & LPO(E) siirekli gdmiilmenin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul p(x) <
g(x) olmasidir. Eger, her x € E i¢in p(x) < q(x) ise W™PO(E) & W™a0O(E)

stirekli gomme vardir ( Kovacik ve Rakosnik, 1991).

Teorem 2.8.4

E, RNde sinirli bir bslge, m < N (m € N), p(x) € C(E) ve Vx € E i¢in p(x) < %
olsun. Eger, x € Ei¢in 0 < £ < ﬁ oldugunda 1 < q(x) < p*(x) — € oluyorsa bu
durumda h € W,;"PO(E) igin [R(x)l4¢y < cllhllypc) olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti

vardir. Ustelik Wol‘p(') (E) & L1O(E) kompakt gdmmesi var (Edmunds ve Rikosnik,
2000; Kovéacik ve Rakosnik, 1991).
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Teorem 2.8.5
E, RMde koni 6zeligine sahip bir bolge (N > 1), m € N*, p(x):E —» R fonksiyonu

1Sp‘£p+<% , mp(x) <N

ve p(x) diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Eger q(x): E — R &lgiilebilir fonksiyonu
h.h.h. her x € E i¢in

p(x) < q(x) ve ess in]_‘(p*(x) — q(x)) >0

X€EE

saglanirsa, o zaman W™PO(E) & L3O (E) siirekli ve kompakt gdmmesi vardir (Fan,

Shen vd., 2001).

Teorem 2.8.6

E, RVde koni 6zeligine sahip bir bélge (N > 1), p(x) ve q(x), E da dlgiilebilir
fonksiyonlar ve

1Sp‘£p+<% , mp(x) <N

saglansin. Eger

() Vx€Eiginp(x) < q(x) <p*(x),

(i) q(x):E — R fonksiyonu Lipschitz siirekli

(i) ess inf (q(x) == — p(x)) > 0
X€EE N
kosullar saglanirsa W1PO(E) & LIO(E) siirekli gommesi vardir (Fan, Shen vd.,
2001).
2.9 Degisken Uslii Agirhkh Lebesgue Uzaylar
Tanim 2.9.1

E c RY agik bir bolge, a(x) bir agirlik fonksiyon ve p(x) € [1, ] olmak iizere

falhlp(x)dx < oo
E

kosulu saglayan olgtilebilir fonksiyonlar kiimesine Degisken iislii agirlikli Lebesgue

uzayt adlandirilir ve LZ((’;)) (E) ile gosterilir.
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Bu uzaydaki norm;

p(x)

h(x)
A

IRl 2 gy = |Rlpa == inf {/1 > 0: f a(x) dx < 1}
E

olarak yazilir. Degisken sli agirliklt Lebesgue uzayi yukaridaki norm altinda Banach
uzayidir.

Degisken dslii agirlikli Lebesgue LZ((?) (E)  uzayinda, eger a(x) =1 ise
LG (E) = LPO(E) olur.

Ustelik;

Pax),p(x) (h): LZ((J;C)) (E) >R

olmak lizere

Platpea) () = f a(@)[h(x)|P® dx
E

degisken iislii agirlikli Lebesgue uzayin iizerinde tanimlanan modiiler normdur.

Teorem 2.9.2

n=123..i¢cinher h,h € LZ((’;)) (E)olarak olsun

. p_ p+

() ”h”LZEﬁ(D =21= ”h”LZ((;g(E) = P(a(x),p(x))(h) < ”h”ngcg(E)

+

ii < p < < ||AlI.
(i) ”h”LZEﬁ(D <l= ”h”Lch;(E) = p(a(x),p(x))(h) = ”h”LflE’S(E)

(i) |||l o) gy = 0(= 00) & p(hn) = 0(= ).
a(x)

(Ben Ali vd., 2017; Yiicedag, 2023).

Teorem 2.9.3
Eger 1 <p~ <p*' < w ise LZ((’;)) (E) uzayi ayrilabilir ve yansimali bir Banach

uzaydir (Fan ve Zhao, 2005).
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Teorem 2.9.4
(i) E koni 6zeligine sahip bir kiime, |E| < oo ve p(x), E kiimesi iizerinde siirekli

fonksiyon olsun. Ayrica, a(x) bir agirlik fonksiyon ve a(x) € L'®, 1 < r~igin

r(x) € C(E) olmak iizere, eger her x € E ve q(x) € C(E) icin1 < q(x) < %p*

ise WHPX(F) 66 LZ((’;)) (E) kompakt gobmmesi vardir.

(i) Eger s(x) € C,(E) ve p*(x) > s(x) = 1 ise, 0 zaman her x € E igin;

WYP(E) & LSP(E) ve WP (E) o6 [SXI(E) siirekli ve kompakt gomiilmeleir
vardir.

(iii) Her x € 0F icin r(x) € C, (0E) ve p°(x) > r(x) = 1 ise, 0 zaman

WYP(E) & [TF)(QE) ve WIPX)(E) oo LT (JE) gomiilmeler vardir.

(Allaoui, 2015; Deng, 2008; Fan, 2005).
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3. VARYASYONEL YONTEMI iLE ILGILi CALISMALARDA KULLANILAN
BAZI TEOREMLER VE UYGULAMALARI

Bu boliimde; standart ve standart olmayan biiyiime kosulunu igeren bazi denklemlerin
(eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemler) ¢ozlimlerinin arastirilmasinda
varyasyonel yontem kullanilmaktadir. Bu yontem kullanildigi zaman, bazi teoremlere
ve tamimlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu kisimda, o teorem ve tanimlarin bazilarini
vurgulayacagiz ve son zamanlarda, bu yontemi kullanarak calistigimiz alan ile ilgili
yapilan bazi c¢aligmalardan da bahsedecegiz. Ayrica, sonraki boliimiimiizdeki

calismamizda da, bu tanim ve teoremlerin bazilar1 kullanilacaktir.

3.1 Varyasyonel Yaklasim

Lineer olmayan diferansiyel (kismi) denklemlerin ¢6ziimlerinin varliginin
arasgtirtlmasin da kullanilan yaklagimlardan biridir. Bu yontem: verilen bir diferansiyel
denklemi dogrudan ¢ozmek yerine Oncelikle bu denkleme karsilik gelen enerji
fonksiyonelini bulmak ve daha sonra da bu ¢éziimleri enerji fonksiyonelinin kritik
noktalarina veya minimize dizisine karsilik getirerek bulmayr amaglayan bir

yaklasimdir.

Tanmm 3.1.1

F ve E iki Banach uzay, B: F — E tanimli bir (lineer olmayan) operatér ve v € F
fonksiyon i¢in

B(v) =0 (3.1
olacak sekilde bir fonksiyonel denklem olarak yazilabilirse, bu probleme varyasyonel

problem denir.

Tamim 3.1.2
F ve E iki Banach uzay, B:F — E tanimli bir operatér ve v € F fonksiyon olmak

uzere

B(v) =¢'(v) (3-2)
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olacak sekilde bir ¥ € C! (F,R) fonksiyoneli bulunabiliyorsa, bu fonksiyonele
probleme karsilik gelen enerji fonksiyoneli veya Euler-Lagrange fonksiyoneli adi

verilir ve B operatdriine de varyasyonel denir.

Tamm 3.1.3
F ve E iki Banach uzay, B:F —» E tanmiml bir operator ve 3 € C! (F,R) bir

fonksiyoneli olsun. Eger, her bir u € F i¢in

<yY'(uw),v>=0 (3.3)
esitligini saglayacak her bir v € F elemanina ¢ fonksiyonelinin kritik noktas: adi

verilir.

Yukarida tanimlanan yontem, klasik metot olarak adlandirilir. Yukaridaki tanimlardan
ifade edildigi gibi; (3.1) denklemi ayn1 zamanda (3.3) denklemine doniismektedir.
Boylece (3.2) esitligin bir sonucu olarak da, (3.1) denklemini saglayan v bilinmeyen
fonksiyonlarmi bulma problemi, aym1 zamanda (3.3) denklemini saglayan v
bilinmeyen fonksiyonlarini bulma problemine doniisecek ve bu durumda (v) enerji
fonksiyonelinin kritik noktalari, (3.1) denkleminin (zayif) ¢oziimlerine karsilik

gelmektedir.

Tanim 3.1.4
F bir Banach uzay ve ¥: F = R taniml bir fonksiyonel olsun. Eger, her bir (v,,) € F
dizisi i¢in
lim Y(v,) = inf Y (v)
n—-oo VEF

oluyorsa, bu durumda (v,,) dizisine 1 fonksiyonelinin minimize dizisi ad1 verilir.

Bu yontemde, direkt metot olarak adlandirili. Bu yodntemde de, oncelikle
1y fonksiyonelinin bir (v,,) minimize dizisi bulunur ve bu (v,) minimize dizisinin
(Vn,) gibi bir alt dizisinin yakisadigi (v) degerinin ayni zamanda (v,) minimize
dizisinin de yakinsadigi deger oldugu ve bu (v) degeri 1 fonksiyonelinin bir
minimumu (kritik degeri) olmaktadir. Dolayisiyla, bu deger ayni zamanda (3.1)

denkleminin bir (zay1f) ¢6ziimii olur. Yukarida ifade edilen (vy, ) alt dizisinin varligini
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gosterebilmek icin bazi kompaktlik kosullarina ihtiya¢ (Palais-Smale kosulunu ve

Cerami kosulu) duyulmaktadir.

Ornek 3.1.5
F bir Banach uzay, N > 2 olmak iizere E ¢ R" sinirl1 bir bélge, her (x, k) € E X R

icin h: E X R — R siirekli fonksiyon olmak tizere

H(x,s) = fsh(x, k)dk (3.4)

0
tanimli (3.4) fonksiyon igin

—div(|VulP®=2vu) = h(x,u) (3.5)
diferansiyel denklemini inceleyelim. Burada, her u € F i¢in (3.5) denklemine karsilik
gelen enerji fonksiyoneli y € C1(F,R) olmak iizere

v =[ —

’ p(x)IVulp(x)dx—f H(x,u)dx (3.6)

E

(3.6) da tamimlanan ¥ € C1(F,R) enerji fonksiyonelinin tiirevi asagidaki sekilde

yazilir. u, v € F olmak iizere

W@ =

|Vu|P)=2 vy Vv dx — J h(x,u) v dx.
E E

Ayrica, her bir u € C5°(E) fonksiyonu i¢in asagidaki esitligi saglayan her v € F

elemanina (3.5) denkleminin zayif ¢oziim denir

j |Vu P2y Vo dx — j h(x,u) vdx = 0.
E E

olur. Ayrica, bir denklemin zayif ¢6zlim ayn1 zamanda denklemin kritik noktalaridir

3.2 Standart ve Standart Olmayan Biiyiime Kosullu Denklemlerin Coziimlerinde
Kullanilan Bazi Teoremler

Tanim 3.2.1 (Konveks fonksiyonlar)
F reel vektor uzay1 ve h: F — R bir fonksiyonel olsun. Eger her {,n € F ve
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0<t<1licin

h(té + (1 —t)n) < th(§) + (1 - t)h(n)
esitsizligi saglarnirsa h fonksiyoneline konveks fonksiyonel denir (Castillo ve Rafeiro,

2016).

Ormnegin h:(a,b) > R konveks fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun grafigi
asagidaki gibi olur

(Bkz. Sekil 3.1).

th($) + (1 = t)h(n)

h(t§ + (1 = t)n)

v

[ ]

S e

a ¢ tE+ (1 -1t n

Sekil 3.1 Konveks fonksiyon

Tanim 3.2.2 (Alttan zayif yar siirekli fonksiyonlar)
F Banach uzayi, : F - R taniml bir fonksiyonel ve v, € F olsun. Eger, F de her

zay1if yakinsayan dizi v,, — v, i¢in

Y(vy) < lim infy(vy,)
n—->oo
kosulunu saglanirsa, i fonksiyoneline v, noktasinda alttan zayif yari siirekli

fonksiyoneldir.

Tamim 3.2.3 (Coercive fonksiyoneller)

(F,|I.I) normlu Banach uzay, v € F ve ¥:F - R, C'(F,R)’de tanimli bir
fonksiyonel olsun. Eger 1 fonksiyoneli,
IVl - oo iken P (v) —» oo

kosulu saglarsa 1 fonksiyoneline coercive fonksiyonel denir (Yiicedag, 2010).
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Tamim 3.2.4 (Carathéodory kosulu)

E, RY de agik bir kiime, h: E X RN - R U {+c0} olsun. Eger h fonksiyoneli asagidaki
iki kosullar1 saglarsa h fonksiyoneli Carathéodory kosulunu sagladig soylenir.

(i) Hemen hemen her x € E i¢in & — h(x, &) siirekli fonksiyondur,

(ii) Her ¢ € Rigin x = h(x, &), E de 6lgiilebilir fonksiyoneldir,

Tamim 3.2.5

(3.5) denkleminin bir kismin1 olusturan ¢ (v) fonksiyoneli

1
o) = fE S 170

olarak yazilirsa bu kismin tiirevi

(p'(v),u) =f |Vo|PD)-2vpVu dx

E

olur. Ayrica, bu fonksiyon asagidaki kosullari saglar;

(i) ¢ (v) fonksiyoneli konveks,

(i) ¢': F = F* fonksiyoneli siirekli, sinirli ve kesin monotondur,
(iii) ¢': F = F* fonksiyoneli (S, ) tipindedir:

Eger (v,) C F dizisi i¢in F uzayinda v, = v (zayif yakinsak) iken

lim sup(p’(v,) — ' (), v, —v) <0
n—oo

oldugu zaman da, F’de v, — v (giiglii yakinsak) olur,

(iv) ¢': F - F* fonksiyoneli bir homeomorfizmdir.

Asagidaki tanimlar (tanim 3.2.6, tanim 3.2.7 ve teorem 3.2.11) bir minimize fonksiyon

bulmak i¢in kullanilmaktadir.

Tamim 3.2.6

F bir Banach uzay ve ¥ € C*(F, R) bir fonksiyonel olsun. Eger ¥ fonksiyoneli,
(i) Y, F lizerinde konveks,

(ii) Y, F lizerinde alttan zayif yar siirekli oluyorsa,

bu durumda Y (u) = 1161£ Y (v) olacak sekilde bir u € F minimize fonksiyonu vardir
v

(Willem,1996).
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Tamim 3.2.7

F bir Banach uzay ve ¥, C* (F, R)de bir fonksiyonel diyelim. Eger, 1 fonksiyoneli
(i) F uzayinda alttan sinirls,

(ii) F uzayinda alttan zay1f yar siirekli,

(iii) F uzayinda coercive,

oluyorsa,bu durumda ¥ (u) = 1r€1£ Y (v) olacak sekilde bir u € F minimize fonksiyonu
v

vardir (Willem, 1996; Winslow, 1949).

Tanim 3.2.8
F bir Banach uzay ve N > 2 olmak iizere E ¢ R" sinirli bir bolge olsun. Ayrica; her

(x,k) € E X Rigin h: E X R = R siirekli fonksiyonu

k
H(x, k) =.f h(x,s)ds
0
olarak tanimlayalim. Eger her x € E ve k € Rigin |[k| = K (3K > 0)

0 <oH(x, k) <kh(xk)
olacak sekilde en az bir tane o (0 > p* saglayan) sayis1 varsa, bu durumda h
fonksiyonu Ambrosetti — Rabinovitz kosulunu (AR) saglar denir. Buradaki; o > p™*

esitsizligindeki p* esnek olan kismidir.

Bu kosul; sinirl bir dizi bulmak i¢in (3.5) denklemin sol tarafindaki fonksiyona yani
lineer olmayan kisma (h fonksiyonu) birakilan 6nemli kosullardan biridir. Bu kosulun

kullanilmadig1 ¢aligmalarda 6zellikle kullanilmadigina dair vurgu yapilir.

Tamim 3.2.9 (Palais-Smale dizisi)

F bir Banach uzay ve 3 € C*(F,R) bir fonksiyonel ve herhangi bir (v,)) € F dizisi
icin

0 Yyl <a,a €R

(i) F* uzayindan — o igin ' (v,) = 0

kosullar1 saglanirsa, bu durumda(v,,) dizisine ¥ enerji fonksiyonelinin bir Palais-

Smale dizisi olarak adlandirilir.
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Buradaki Palais-Smale dizisi; 1 fonksiyonelini minimize eden dizidir. Ayrica, Y
fonksiyoneli alttan sinirli degilse, 1 fonksiyonelinin Palais-Smale dizisi hakkinda

kesin bir sey soylemeyiz (Winslow, 1949).

Tanim 3.2.10 (Palais-Smale kosulu)

F bir Banach uzay ve ¥ € C1(F,R) fonksiyoneli Palais-Smale kosulunu sagladigimi
gostermek i¢in asagidaki adimlar sirasiyla izlenir:

(i) (v,), Y enerji fonksiyonelinin herhangi Palais-Smale dizisi olsun.

(ii) (v,) dizisinin giiglii yakinsak bir alt dizisi bulunmasidir

(Fan ve Zhang, 2003; Schechter, 2007).

Y enerji fonksiyonelinin Palais-Smale kosulunu sagladigini gdstermek i¢in ilk olarak;
(v,)dizisinin F uzayinda smirl oldugunu gosterilecektir. Ayrica, ¢alisilan uzay F
yansimali bir Banach uzay oldugu zaman (v,) sinirli dizisinin F uzaymnda bir v
elemanina zayif yakinsak olacak sekilde bir alt diziye sahip olur. Daha sonra da; bu
bilgi ile birlikte kompakt gomme teoremleri kullanilarak, (v,,) dizisinin F uzayinda

bir v elemanina giiclii yakinsadig1 gosterilecektir.

Teorem 3.2.11

F bir Banach uzay ve ¥, C* (F, R)de bir fonksiyonel olsun. Eger
(i) Y fonksiyoneli F uzayinda alttan sinirli,

(ii) y fonksiyoneli (PS) kosulunu sagliyor,

ise, bu durumda Y (u) = irellglp(v)olacak sekilde bir u € F minimize fonksiyonu
v

vardir (Willem, 1996; Winslow, 1949).

Tamim 3.2.12 (Cerami kosulu)

F bir Banach uzay ve ¥, C! (F,R) de bir fonksiyonel olsun. Eger, 1 fonksiyoneli,
herhangi bir v,, C F dizisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa, bu durumda, (v,,) dizisine ¥
enerji fonksiyonelinin Cerami dizisi denir

@ [yl <c,

(ii) Y': F - F* fonksiyonel i¢in n — oo oldugunda (1 + ||v,,||z) [¥' ()| — .
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Eger, (v,) Cerami dizisi yakinsak bir alt diziye sahip ise bu durumda i enerji
fonksiyoneli Cerami kosuluna sahiptir denir (Schechter, 2007).
Cerami kosulu, Palais-Smale kosulunun saglanmadig1 durumlarda kullanilir. Ancak,

bu kosul Palais-Smale kosulundan daha zayif bir kosuldur.

Teorem 3.2.13 (Ekeland Varyasyonel Prensibi)

F bir Banach uzay ve i: F = (—o0,00] tanimli bir fonksiyoneli olsun. Eger
fonksiyoneli,

(i) Y, F’de alttan smirls,

(ii) Y, F’de alttan zayif yar siirekli,

kosullarini saglarsa, bu durumda her € > 0 i¢in

P (v) < Inf (o) + &
Ve

Y() <y +ellve—vll, ve#v

olacak sekilde bir v, € E dizisi vardir. Ekeland Varyasyonel yaklasimi, 1 fonksiyoneli
icin bir Palais-Smale dizisi elde edilebilir (Mihailescu, 2006; Willem, 1996).

Teorem 3.2.14 (Mountain-Pass Geometrisi)

F bir Banach uzay ve ¥ € C! (F,R) fonksiyoneli hem Palais-Smale (PS) kosulunu
hem de (0) = 0 kosulunu sagladigini kabul edelim. Ayrica, 1 fonksiyoneli agagidaki
kosullar1 saglasin;

(i) Her v € F fonksiyonu i¢in ||v||; = a iken Y (v) = B > Oolacak sekilde a ve B
pozitif saylar vardir,

(i) |[v|lF > ai¢iny(v) < 0 (veyat — oo ikenp(tu) < —oo)olacak sekildebir v €
F fonksiyon vardir.

O halde, ¥ fonksiyoneli, F uzayimnda sifir dan farkli en az bir kritik noktaya sahiptir
(Calota, 2008; Mihaliescu, 2007; Napoli, 2003; Vu, 2005; Willem, 1996).
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Teorem 3.2.15 (Genellestirilmis Mountain-Pass Teoremi)

F bir Banach uzay ve ¥ € C! (F,R) fonksiyoneli hem Palais-Smale (PS) kosulunu
hem de ¥(0) = 0 kosulunu sagladigini kabul edelim. Ayrica, 1 fonksiyoneli p pozitif
sayist ve v € F olmak iizere asagidaki kosullar1 saglasin.

@) [[vllr > a oldugunda ¥ (v) < (0),

(i) y =inf{ly(w):vEF, ||v|]|= a} >0,

Ayrica M bos kiime den farkli olacak bir kiime

M ={¢ € C([0,1], E): ¢(0) = 0,¢(1) = v}, § = inf { maxyp(¢ ([0,1])): ¢ € M}
kiimeleri tanimlansin. Boylece, y < § < 400 olmak {lizere §, 1 nin kritik noktasidir

(Ambrosetti ve Rabinowitz, 1973; Duc, 1989).

Bu teorem, problemin sifirdan farkli en az bir zayif ¢ézlimiiniin varligin1 géstermek

i¢cin kullanilir.

Teorem 3.2.16 (Z,-Symmetric Mountain-Pass Teoremi)

F Sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 olsun. Ayrica ¢ € C*(F,R) ¢ift fonksiyonel, ¢
fonksiyoneli (PS) kosulunu saglayan ve @(0) = 0 olsun. Ayrica ¢ fonksiyoneli,
asagidaki kosullar saglasin

(i) Her v € F fonksiyonu igin ||v||r = @ oldugu zaman ¢(v) = £ > 0 iki pozitif @
ve [ sayilar vardir,

(i) F’in her sonlu boyutlu F; (F; < F) altuzay igin {v € F;: ¢(v) = 0},

Bu durumda; ¢ fonksiyoneli, F uzayinda sonsuz sayida bir kritik degerler dizisine

sahip olur (Mihaliescu, 2008; Ogras vd, 2008; Vu, 2005).

Teoremin bir sonucu olarak; verilen denklemin sonsuz sayida ¢ézlime sahip oldugunu
gostermek icin Z,-Symmetric Mountain-Pass teoremin kosullarin1 sagladigim

gostermek yeterli olur.

Teorem 3.2.17 (Ricceri Teoremi)
F bir Banach uzay ve ¢: F — R siirekli-Gateaux tiirevlenebilir ve Gateaux tlirevinin

tersi F* lizerinde siirekli olan, dizisel alttan zayif yari-surekli bir fonksiyonel,
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¢:F — R siirekli-Gateaux tiirevlenebilir ve Gateaux tiirevi kompakt olan bir

fonksiyonel olsun. Ayrica, asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim
(i) Hery > 0igin lim (p() +yp()) = oo,

v E—)OO
(ii) Oyle birr € Rve vy, v; € E vardir ki ¢(vy) <1 < @(v,),

oo . (pwy)-1) ¢(V0)+(r—(ﬂ(vo)) ¢(vq)
(i) vegl-fl((—oo,r]) @) > pW1)—9(o) '

O halde, oyle bir I' € (0, 00) agik aralig1 ve pozitif bir p sayisi vardir ki her y € T igin

') +yp' () =0
denkleminin F iizerinde, normlari p’dan kii¢iik olan, en az ii¢ ¢Oziimii vardir

(Mihailescu, 2007).

Tamim 3.2.18
F yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay olsun. Ayrica, N* = N \ {0} olmak iizere

her k, n € N* i¢in

1 , k=n
gk(en)=5k,n={0 k +n

Ve

F = span{ey : k € N*} ve F* = span{gy, : k € N*}

olacak sekilde {ey }xen* € F ve {gi}kens € F* vardir. O halde, m € N* igin
Ep = span{en}, Fn, =@, X; = {e1, €5, €3, ...en} ve Gy =@, X;

olmak tizere F uzayini, F = F,, @ G, seklinde iki uzayin toplami olarak yazilabilir.

Teorem 3.2.19 (Fountain Teorem)

F yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay, ¢ € C! (F, R) ift bir fonksiyoneli ve E,,,
E,, ve G, alt uzaylar1 yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olsunlar. Eger, herbir
m € N” i¢in

(i) m — oo iken @) - +oo,

1
VEF,IVIIF=Ym

(i) max pw) <0,

vEGMIVIIF=pm

(iii) Herbir ¢ > 0 i¢in ¢ fonksiyoneli (PS). kosulunu saglayan p,, >y, > 0
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pozitif sayilar1 sayis1 varsa,
0 zaman, ¢ fonksiyoneli F uzayinda siirsiz olan (co’a yakinsayan) bir kritik degerler

dizisine sahip olur (Fan, 2004; Willem, 1996).

Teorem 3.2.20 (PS); dizisi
F bir Banach uzay ve ¢ € C! (F,R) fonksiyoneli, ¢ € R ve E,,, E,, ve G, alt uzaylar

yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olarak verilsin. Eger herhangi bir (vnj) cF
dizisi i¢in

® |90 (v"j)| <6 (v"f) € Fop,»

(i) vy, - oo iken (gol Fan) (Vn,-) -0,

kosullar1 saglanirsa, o halde (vnj) dizisine ¢ enerji fonksiyonelinin bir ((PS);) dizisi
adlandirilir. Eger ((PS)7) dizisi ayn1 zamanda, (gii¢lii) yakinsak bir alt diziye sahip

oluyorsa ¢ fonksiyoneli ((PS)}) kosulunu saglar denir. Bu durumda, ((PS)}) dizisi
¢ fonksiyonelinin bir kritik noktasidir (Fan, 2005; Vu, 2005; Willem, 1996).

Teorem 3.2.21 (Dual Fountain Teorem)
F bir Banach uzay, ¢ € C'(F,R) cift fonksiyonel, E,,, E, ve G, alt uzaylan
yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olsunlar. Eger herbir m > m, i¢in my > 0

olacak sekilde m, var ve

i) a,= in v)=0,

D = mp, @ (7

ii) b,, = max v) <0,

W) b= 0 ey ¥ ()

(iii) d,,, = in () > 0,m- o,
VEGm, IVllFspom

(iv) Herbir c € [dmo, 0) igin ¢ fonksiyoneli ((PS)}) kosulu,
kosullarin1 saglayacak seklide p,, > ¥, > 0 pozitif sayilar1 da varsa, bu durumda ¢

fonksiyoneli F uzayinda 0’a yakinsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip olur

(Wang, 2002).
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3.3 Teoremlerin Kullanildig1 Baz1 Calismalar
Chammem, vd. (2022) calismalarinda, p(x)-Laplace operatoriinii iceren asagidaki

Steklov sinir deger problemini incelemislerdir;

(=) peoyu + a () |[ulP®2u = f(x,u), X EQ
{ (3.7)

du
|V P2 e + b)) |u|T™®2y = g(x,u), x € 9Q

(3.7) denklemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin sinirli bir bdlge ve 9, Q’nin
siuridir. v, dQ tizeri normal vektordiir. Ayrica p(x) > 1 igin p(x) € C (ﬁ), qg(x) >1
icin q(x) € C(3Q) ve her x € Q ve y € 9Q i¢in p(x) # q(y), f:AXR—> R ve
g: 00 X R - R, 6zel kosullar birakilan Carathéodory fonksiyonlardir. a,, a,, by ve
b, baz1 pozitif sabitler i¢in a; < a(x) < a, ve b; < b(x) < b, kosullar1 altinda a ve
b siirekli fonksiyonlardir. Yazarlar bu ¢alismada; dncelikle Mountain-Pass teoremini
ile birlikte Palais-Smale kosulu kullanilarak (3.7) probleminin sifirdan farkli bir zayif
¢Oziimiin varhigin1 ve daha sonra da Mountain-Pass teoremini ile birlikte Ekeland

prensibi kullanarak (3.7) probleminin sifirdan farkli en az iki ¢oziimiiniin varliginm

WP yzayinda gosterilmistir.

Yiicedag ve Murad (2022) calismalarinda, p(x)-Laplace operatoriinii iceren asagidaki
Steklov sinir deger problemini ele almislar;

—div(a(x, Vu)) =0, x €N

a(x,Vu) Z_:j = Af (x,u), x € 01 (38)

(3.8) denklemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin smirli bir bolge, p(x) €
C(Q), f:QxR - R, Carathéodory fonksiyonlardir, A pozitif parametredir, v, 90
iizeri normal vektdrdiir, a(x,&):QxRY 5> RN, A(x,&): QX RV > RN, 4=
A(x,§) fonksiyonun §'e gore siirekli tiirevidir yani a(x,$) = V:A(x,&). (3.8)
problemi i¢in; f ve a fonksiyonlarina birakilan uygun kosullar altinda, Mountain-Pass

teoremini ve Ambrosetti-Rabinowitz kosulunu kullanilarak problemin sifirdan farkl
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bir zayif ¢éziimiin varliini Wol'p(x) uzayinda gostermiglerdir. Bu ¢aligma da, Palais-

Smale kosulu gostermek i¢in Ambrosetti-Rabinowitz kosulundan yararlanilmistir.

Mihailescu ve Radulescu (2007), asagidaki Dirichlet sinir kosulunu igeren problem

i¢in homojen olmayan 6z deger problemi Wol‘p(x) uzayinda c¢aligilmistir;

—di p (x)-2 - q(x)-2
{ div(|Vul Vu) = Alul u, x€EQ (3.9)

u=0, x € 0Q.

(3.9) probleminde; N > 3 olmak iizere O, RN de diizgiin simirli bir bodlge, 1 > 0
gercek bir say1 ve p, ¢ € C(0Q). Bu ¢alismada; Mountain-Pass teoremini ile Ekeland
prensibi bir arada kullanarak (3.9) problemin ¢dziimlerinin sifirdan farkli bir zayif
¢Oziimiin varligin Wol’p(x) uzayinda gostermislerdir. Ayrica, (3.9) problemin bir tane

0z degerinin varlig1 gosterilmistir.

Hamdani, vd. (2019) calismalarinda, p(x)-Laplace operatoriinii iceren asagidaki

Kirchhoff problemini incelemisler;

1
{— <a - bJﬂ ) IVulp(")dx> div(|7ulP ®=27y) = AulP®2u + g(x,u), x € Q (3.10)

u=20, x € 0Q.

(3.10) denklemde; a = b > 0 iki sabit sayilar, Q, RN de diizgiin siirl bir bélge,
N >p(x)>1lilep € C(ﬁ) ve g(x,t) € C(Q X R). (3.10) problemin de; baslangicta
Mountain-Pass teoremini ile Palais-Smale kosulunu bir arada kullanilarak bu
problemin sifirdan farkli bir zayif ¢6ziimiin varligimi ve daha sonra da Fountain
teoremi ile birlikte (PS); kosulunu kullanarak problemin sonsuz ¢oziim ¢iftini sahip

oldugu WP®) yzayinda gosterilmistir.

Chammem ve Sahbani (2021) makalelerinde, (p;(x),p;(x))-Laplace operatériinii

iceren asagidaki Steklov sinir deger problemini incelemislerdir;
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du (3.11)

(=D)p, ot + (=A)p, yu + a () |u[Pr® =2y + b(x) |u|P2™® =2y = f (x,u),x € Q

{ IVulpl(")'za—u + |Vu P22 — = g (x,u), x € Q.
dv ov

(3.11)de; N > 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin sinirl bir bélge, i = 1,2 ve x € Q igin
pi €EC(Q) ve p;(x) > 1. Ayrica, f: QX R >R ve g:0Q x R - R Carathéodory
fonksiyonlardir ve v,0 tlizerinde normal vektordiir, a;, a,, b; ve b, bazi1 pozitif
sabitleri i¢in a(x) ve b(x) fonksiyonlari a; < a(x) < a, ile by < b(x) < b,
esitsizlikleri saglar. Yazarlar bu ¢alismada; f, g, a ve b fonksiyonlarina birakilan 6zel
kosullar ile birlikte, dncelikle Mountain-Pass teoremini ile Palais-Smale kosulu bir
arada kullanilarak problemin sifirdan farkli bir zayif ¢6ziimiin varligin1 ve daha sonra
da Z,-Symmetric Mountain-Pass teoremini kullanarak sonsuz sayida ¢oziime sahip

oldugu W P™ yzayinda gdsterilmistir.

Yiicedag (2022) calismasinda, asagidaki Steklov sinir kosuluna sahip lineer olmayan

biiyliime kosullu Kirchhoff problemlim incelemistir;

| 7P ) .,
M f 00 dx | Apcou = |ul? u, XEQN
0 (3.12)
|7u|P()-2 u_ Af (x, 1) x € 0Q
k av - ) ) .

(3.12) denklemde; O ¢ RN (N > 2) diizgiin smirli bir bdlge, A gercek pozitif bir
parametredir, p fonksiyonu Q da siirekli, f:0Q X R - R Carathéodory kosulunu
saglayan bir fonksiyon, M: (0,00) — (0, 00) Kirchhoff fonksiyonu ve v,0Q iizeri
normal vektordiir. (3.12) probleminde; Mountain-Pass teoremini ile Palais-Smale
kosulunu bir arada kullanilarak problemin sifirdan farkl bir zayif ¢6ziimiin varliginm
ve Fountain teoremini de kullanarak problemin sonsuz ¢6ziime sahip oldugu W LP®

uzayinda gosterilmistir.

Ogras, vd. (2008) ¢aligmalarinda, lineer olmayan (p (%), q(x))-Laplace operatoriinii

iceren asagidaki RN de eliptik denklem sistemini incelemisler;
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—Apu = a—(x, u,v), x € RN
u (3.13)

F N
—AgV = %(x, u,v), x €R

(3.13) denklemde; Q, RN de diizgiin smirli bir bolge (N > 2), her x € R" alindiginda
p(x) ve gq(x) fonksiyonlar i¢in 1 < p(x),q(x) <N ve F € C}(RY x R?) . Bu
calismada; Mountain-Pass teoremini ile Cerami kosulunu bir arada kullanilarak

problemin sifirdan farkli bir zayif ¢oziimiin varligini WP uzayinda gosterilmistir.

Zeroual, vd. (2019) calismalarinda, asagidaki p(x)-Laplace operatoriinii iceren
Steklov sinir deger problemini incelemislerdir;

{ —div[a(x, Vw)] + [u|P®2u = Af(x,u), x€Q

3.14
alx,Vu).v = u g(x,u), x € 0Q. ( )

Denklemde; 4, u € [0,0), N > 2 olmak iizere Q, R" de diizgiin siirh bir bolge, v,
0Q iizeri normal vektordiir. Ayrica; frOAXR->R , g:dQXR->R ve
a:Q X RY > RY Carathéodory kosulunu saglayan fonksiyonlardir ve p € C( Q)
degisken {slii fonksiyondur. Yukaridaki (3.14) probleminde; f,g ve a
fonksiyonlarma birakilan uygun kosullar altinda, varyasyonel metodu ile birlikte
Ricceri teoremini kullanarak problemin sifirdan farkli en az {i¢ tane zayif ¢oziimiin

varligmi WP®yzayinda gostermislerdir.

Allaoui, vd. (2012) de yaptiklar1 ¢caligsmalarinda, asagidaki p(x)-Laplace operatoriinii

iceren Steklov smir deger problemi icin zayif c¢oziimlerin varligt ve kathlig

incelemistir;
—Apou = [u[P@=2y, x €Q
ou (3.15)
|V P2 3 = Af (x,u), x € 9Q.

Denklemde; 2 > O reel birsayr, N > 2 olmak iizere Q, R de diizgiin sinirh bir bolge,

peEC ( ﬁ) ve v, 0Q0’da normal vektordiir. Ayrica; f:(Q X R - R Carathéodory
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kosulunu saglayan fonksiyonudur. Yazarlar (3.15) probleminde, f fonksiyonuna
birakilan uygun kosullar ile birlikte, Mountain-Pass teoremi ile sifirdan farkli en az bir
zaylf ¢ozlimiinlin varligindan, Fountain teoremi ile sonsuz ¢oziimiin varligindan ve
Ricceri teoremi ile de en az ii¢ tane zayif ¢oziimiiniin varligim WP yzayinda

gosterilmigtir.
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4. p(x) — LAPLACE OPERATORUNU ICEREN A(';ngLIKLI STEKLOV
SINIR DEGER PROBLEMI ICIN COZUMLERIN VARLIGI

4.1 Temel Problem

Bu boéliim de standart olmayan biiyiime kosullarini iceren agirlikli eliptik Steklov
problemi lizerinde calisilacak. Bu ¢alismada degisken {islii Sobolev uzayinda uygun
kosullar altinda, (4.1) probleminin sifirdan farkli en az bir zayif ¢6ziimiin varligini elde
edecegiz. Bu problemin, sifirdan farkli en az bir zayif ¢6ziimiin varligin1 gosterirken

asagidaki yol izlenir:

[k olarak, (v,) © F bir Palais-Smale dizi alip (Tanim 3.2.9) ve bu (v,) dizinin F
uzayinda Palais-Smale kosulunu (Tanim 3.2.10) sagladig1 gosterilecektir. Bunun i¢in
de oncelikle, (v,) dizinin F uzaymda simirli oldugunun ispat1 yapilacaktir. Bu (v,,)
dizinin F uzayinda smirh oldugu gosterildigi zaman, (v,) dizinin F uzaymnda zayif
yakinsak oldugu gosterilmis olur. Bu durum da (v,,) dizinin F uzayinda yakinsak bir
alt dizisinin varlig1 gosterilmis olur. Ciinkii F uzayr yansimali Banach uzay
oldugundan dolay1, F uzayindaki her sinirli dizi zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir.
Daha sonra da (v,) dizinin F uzayinda glglii yakinsakligi, Kompakt gémme
teoremlerin yardimiyla arastirilacaktir. Boylece, (v,,) dizinin F uzaymda Palais-
Smale kosulunu sagladigi gosterilmis olur. Bu durumda, Teorem 3.2.11 den ¢,
fonksiyoneli F uzayinda alttan sinirli ve ¢, fonksiyoneli Palais-Smale kosulunu

sagliyorsa, bu durumda ¢; (v) = threlg ¢, (u) olacak sekilde bir v € F minimize

fonksiyonu vardir (Willem, 1996; Winslow, 1949). Boylece, ¢, fonksiyoneli Palais-
Smale kosulunu ve Teorem 3.2.14 ‘deki Mountain-Pass Geometri teoremini saglarsa,
o zaman ¢, fonksiyoneli en az bir kritik noktaya sahip olur ve bu kritik nokta ayni

zaman da denklemin sifirdan farkli en az bir zayif ¢6ziimiiniin oldugu sonucuna varilir.

Bu calismada asagidaki (4.1), lineer olmayan Steklov sinir deger problemi

calisilacaktir:
—div(a(x, Vv)) = f(x,v), x€EE
v 4.1)
a(x,7v) Fte Ah(x) |v|T )2y, x € OE.
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(4.1) de; E c RN(N = 2) diizgiin siir sahip olan smurl bir bolge, A > 0 bir
parametre, her y € dE ve x € E igin p(x) € C(E) ve Jicrelgp(x) > 1, r(x) € C(OE)
icin de xier})fEr(x) >1 ve p(x) #r(y). Ayrica f:E XR - Rile tanimli bir
Carathéodory fonksiyondur ve h(x) € L*(0E) bir agilik fonksiyonudur. Diger
taraftan, A(x,0):E x R¥ - RN bir Carathéodory fonksiyonu ve bu fonksiyonun 6’
ya gore sirekli tirevi; a(x,0):E x R¥ — RN fonksiyon olsun yani a(x,8) =

VoA(x,0). div(a(x,Vv)), p(x)— Laplace operatoriidir ve w, 0F iizeri normal

vektorudir.

Bu calismada, a ve A asagidaki kosullari saglayacak sekilde kabul edilecektir;
(A,) Her x € E ve 8 € R i¢in bir ¢; > 0 sabiti vardaki asagidaki biiyiime kosulunu

saglasin:

la(x, 0)] < c1(1+[61P@71),

(A,) Her x € E icin A(x,0) = 0,

(A3) Her ,n € RN ve x € E igin a(x,.) operatorii asagidaki monotonluk kosulu

saglar:

(a(x,6) —a(x,m))(O —n) =0

esitlik durumu ancak ve ancak 8 = 1 durumda saglar,

(A,) Her 6 € RY ve x € E i¢in asagidaki kosul saglansin

10]PY < a(x,8).0 < p(x).A(x, 6).

Ustelik burada,
(N - Dpx)/N —p(x), p(x) <N
P’ () = { o, p(x) =N
ve
eey _ (Np(X) /N —p(x), p(x) <N
pi(x) = { 00, p(x) >N
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Teorem 4.1.1

Eger (Al) - (A4), p™ <r~ <r(x) < p?(x), k < r~ ve asagidaki kosullar saglarsa:
(F):  s(x) € C(E) olmak iizere 7r(x)<rt<s” <s(x)<p*(x) i¢in,
f:E x R —» R Carathéodory fonksiyonu asagidaki kosulu sagliyor;

fO6) < oo+ et

burada c,,c3 > 0 birer sabitler,

(F,): Biitin x € E ve p* < s igint = 0 iken f(x,t) = 0(|t|p+_1) saglanacak,
(F3): k > p* ve K > 0 sabitleri bulunsun ki her |t;| > K ve x € E i¢cin

0 < kF(x,t;) < f(x, t)tq,

o zaman herhangi 1 € (0,0) igin (4.1) probleminin sifirdan farkli en az bir zayif

¢cOziimii Wol'p(x) (E) uzayinda vardir.

4.2 Temel Sonuclar

Burada W, Lp(x) (E) degisken iislii Sobolev uzayina F ile gosterecegiz.

Tanim 4.2.1
Biitiin u € F igin

ja(x, Vv)Vudx — Jf(x, Vudx —A | 2G| @ 2uvde=0
E E oE

esitligini saglayan v € F fonksiyonuna (4.1) probleminin bir zayif ¢oziimii denir.

(4.1) problemimize karsilik gelen enerji fonksiyonu ¢, (v): E —» R

$(v) = LA(X. Vv) dx — fEF(x, v) dx —ALE%IUIT(") do

olur ve burada

Y) = [ A(x,Vv) dx ve p(v) = [ F(x,v)dx

olarak alalim.
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Yardimci Teorem 4.2.2

(i) Her (x,n) € (E,RY) i¢in A(x,n) operatorii asagidaki biiyiime kosulunu saglar;
1AG )| < cs(Inl + InP)

bir ¢, pozitif sabittir.

(ii) A(x,n), p(x) — homojendir; yani, her (x,1) € (E,R") ve M > 1 i¢in asagidaki
esitsizlik saglanir;

A(x, Mn) < MP® A(x, 1)

Ispat:

(i) Her (x,1) € (E,RM) i¢in

1

d 1
A(x,n) = fo gA(x,ns)ds = foa(x,ns)ds (4.2)

(4.2) esitliginde, (A;) kosulunu kullanarak asagidaki esitsizlik yazilabilir;

1

1
AGem) < j a(x,15)ds < f (1 + [s[PE=2 |y [P=1) |y ds
0 0
1
<c [ a(inl + 157y ds
0
< cs(Inl + In|P™)

(ii) Her (x,1) € (E,RY) ve M > 1 igin h(s) = A(x,sn) olarak tanimlayalim. O

zaman;

d 1
h' (s) = s A(x,ms) = 5 a(x,ns)n (4.3)

olur. O halde, (A3) kosulunu (4.3) kulanarak;

p(x) _p(x)

1
' (s) =< aCens)n < ——A(x,ns) = ——h(s) (4.4)
olur. (4.4) esitligini diizenlersek;
h' (s) _p(x)
hes) — (4.5)

seklinde yazilir. (4.5) esitligini her iki tarafin1 (1, M) araliginda integrali alinirsa,

Mh’(s)ds<fM@ds

) (4.6)
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esitlizlig yazilir ve (4.6) esitsizlignden de

logh(M) —log h(1) <p(x)logM

olur. Buradan da

h(M) .
m < MP®™ (4.7)

yazilir. (4.7) esitsizlikte, h(M) = A(x, Mn) fonksiyonunu kullanirsak;

A(x,Mn) < Mp(x)A(x,n)
elde edilir.

Yardimci Teorem 4.2.3

(i) Y (v) fonksiyoneli, F iizerinde iyi tanimli fonksiyondur.

(ii) Y(v) € C1(F,R) ve her y,v € F icin Y (v) tiirevi;

W' W), x) = f a(x, V)V dx

olur,

(iii) ¥ (v) fonksiyoneli F uzayinda alttan zayif yari stireklidir,
(iv) ¢, (v) fonksiyoneli F uzaymda alttan zayif yar siireklidir,
(V) ¢, (v) fonksiyoneli F uzaymda iyi tanimlidir,

(vi) Her u,v € F ve L > 0 sabiti i¢in

p(52) < 3w + 390 — Lty —ull”

(vii) Her u,v € F igin

Y) -y = @' W,u—-v)

(Deng, 2008; Kovacik, 1991).

Yukardaki teoremlerin bir sonucu olarak, ¢; € C1(F,R) yazlabilir. Ayrica, ¢,
fonksiyonun kritik noktalari, ayn1 zaman da (4.1) denkleminin birer zayif ¢cozimidiir.
O halde; her u, v € F igin ¢, fonksiyonun tiirevi ¢;: F - R

(pr(v),u) = ja(x, Vv)Vudx — ff(x,v) udx —A | Q)" 2vudo
E E

)4
seklinde olur.
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Yardimci Teorem 4.2.4

Eger (F,) - (F3) ve (A;) - (A,) kosullart saglanirsa, o zaman asagidaki ifadeler de
saglanir;

(i) Herhangi bir v € F igin ve 7,y > 0 pozitif sabitler i¢in ¢, (v) =y >0 ve||lv|| =7
kosulu saglanir,

(ii) ||lw1 || > T ve ¢ (w1) < 0 saglayacak sekilde bir w; € F vardir.

Ispat:
(i) |lv]| < 1 olsun. Bu durumda (F,) ve (F,) kosullarindan asagidaki esitsizlik elde

edilir; (x,v) € E X R olmak iizere

IF(x,v)| < & |vlP” + clvl*® (4.8)
(4.8) esitsizlikteki &;,c, > 0 birer pozitif sabitlerdir. ¢, (v) enerji fonksiyonunel da,
Teorem 2.7.6, Teorem 2.9.2 ve p*™ < r(x),p* <r~, (4.8) ve (4,) kullarak asagidaki

esitsizligi elde ederiz;

$2(v) =f14(x: Vv)dx—fF(x,v)dx—/l j%lvlr(’”da
3E

E E

1 +
> ]—IVvlp(x)dx—jellvlp dx — chlvls(x)dx
J p(x)

E E

1
—Al h(x)m lv|"®do (4.9)

Ayrica, Teorem 2.9.4 kullanarak da agagidaki siirekli gommeleri yazabiliriz

F o P (E) ,F & LW(E) ve F & L) (E).

Bu siireklilik ggmmelerin bir sonucu olarak da, her v € F icin asagidaki esitsizlikleri
yazabiliriz

p+

v l5 )

< Pt plS, < ™ r < -
< csllvl|IP”, |V|s(x) < cllvll® ve lvlLZ((fc))(aE) < cllvll (4.10)

bu esitsizliklerde cs, cg ve ¢, birer pozitif sabittir. Ustelik; (4.9) esitsizligin de (4.10)

kullanarak,
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1 A= -
92(0) 2 Wl = coler + vl = =i vl (411)
Burada da, cg pozitif bir sabittir. (4.11) deki esitsizlikte, &; > 0 yeterince kiiciik

secersek ve cg(e; + ¢;) <o — olarak segilirse

1 A -
92(0) 2 I = coler + vl = =i llvl”

1 2 -
e e

+( 1 A r= r——p*
= Il (5 == e Il ") (412)

esitsizligini elde edebiliriz. (4.12) deki esitsizlikte, 6zel olarak H: [0,1] » R

T T
H=35—=c¢ Il

olarak tanimlayalim. Bu durumda, p* < r~ oldugundan H fonksiyonun sifirin bir

komsulugunda kesinlikle pozitiftir. O halde, ||v|| = 7 iken ¢, (v) =y > 0.

(ii) v € F ve t; > 1 olsun. Herbir (x,t;) € E X R igin (F3) kosulunu kullanarak

|F(x,t)| = colt;]* yazilir. Burada cg > 0 bir sabittir. O zaman, yardimci teorem

4.2.2 kullanarak;

h(x)
aE()

ro
CotsP

tq
< - fA(x Vvy) dx — Acgt,* flvll"dx—/l T

$a(tivy) = fA(x. t1Vvy) dx — fF(x, t1v1) dx — t,v,|"® do

()| v, |7 do
0E

elde ederiz. Burada c;q bir pozitif sabittir. Yukaridaki son esitsizlikte p* <k
kosulunu da kullandigimizda t; — oo iken ¢, (t;v;) < 0 elde edilir. Yani ||w,]| > T
oldugunda ¢, (w4) < 0 saglayacak sekilde bir w; = t;v; vardir.

Yardimci Teorem 4.2.5
Eger (F;)- (F3) ve (A;)- (A,) kosullar1 saglanirsa, o zaman ¢, Palais-Smale
kosulunu saglanir.

ispat:
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(v,) € F bir Palais-Smale dizi olsun. O halde, Palais-Smale dizisin tanimindan

(Tanim 3.2.9) asagidaki ifadeler yazilir.

¢, (v,) = ¢11 ve F*uzaymdan — oo iken ¢ (v,) = 0 (4.13)

Yukaridaki F*, F uzaymin dual uzayidir ve c;; pozitif bir sabittir.

Burada, oncelikle (1,,) © F bir Palais-Smale dizi alip ve bu (v;,) dizinin F uzayinda
Palais-Smale kosulunu (Tanim 3.2.10) sagladigini1 gosterilecektir. Bunun i¢in de, (v,,)
dizinin F uzaymda smirli oldugunun ispati yapilacaktir. Bu kanit1 ¢eliski yoluyla
gerceklestiriyoruz. Baska bir deyisle, n — oo iken ||v,|| —» oo gosteriyoruz. Bu
durumda, [|v,|| > 1 oldugunu dikkatte alarak, yardimci teorem 4.2.2, (4.13), (F3),
Teorem 2.7.6 ve r~ > k kullanarak ve yeterince biiyiilk n i¢in, asagidaki sonuca

ulasiriz:

L
1+ 11 = ¢A (vn) - E( (nbl (Un), Un )

h(x
= fA(x, Vv,) dx — .I-F(x, v,)dx — A (_)lvnlr(x) do
E E ae T (x)

1 1 p)
e ]a(x' Vvn) Vo, dx +— ]f (%, vn) vy dx+—j h(0) v, ™™ do
e K Je K JoE

1 1 1 A
2<—+——)j||7vn|p(x)dx—)l—_J 7)o |7 da+—J 1) a7 do
p K/ Jg T Jag KJaE

> (pi— ) luall” (4.14)

K

(4.14) esitsizliginn her iki tarafini, ||v,||?  ile bdliiniip ve n — oo limitine gegersek,
k < p* elde ederiz. Ancak bu sonug, kabul kosulumuz olan k > p* kosuluyla
celigir. Bu nedenle, (v,) dizinin F uzayinda simirli oldugunu géstermis oluyoruz.
Simdi, (v,) dizinin F uzaymda v fonksiyonuna gii¢lii bir sekilde yakinsadigini
kanitlanacaktir. F uzay1 yansimali bir uzay oldugundan, teorem 2.9.4 'dan dolay1r F
uzayinda Oyle bir alt dizisi (v,,) ve v € F vardir ki v, = v (zayif yakinsama) olur.

Ayrica teorem 2.9.4’teki kompakt gommeler yardimiyla F &6 LS® (E) ve F o6

L™™(9E) kompakt gdmmeler yazilabilir. Yani;
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F uzayinda v, — v (zayif yakinsak) iken

LS™(E) uzaymda v, — v (giiglii yakinsak) (4.15)
olur ve

F uzayinda v, — v (zayif yakinsak) iken

L™™(9E) uzaymnda v, - v (giiclii yakinsak) (4.16)
olur.
Diger taraftan, (4.13)’den asagidaki ifade yazilir:

n — oo iken (¢, (v,),v, — v ) — 0. Yani;

fa (x,Vv,) (Vv, —Vv)dx
E

= (¢A’(Un)rvn —v)— ff (x, vn) (vn —v)dx
E

2| hO)|v, " ¥ 2, (v, — v)do = 0 (4.17)
OE

(4.17) esitsizligin asagidaki kismi igin; (F;) ve teorem 2.6.2 kullanarak

[ 7 G - v1ax
E

<

f(cz + ¢ Ivls(x)‘l) (v, — v)dx
E

< C11 | Un—V |s(x) + C12 | | Un |S(x)_1|51(x)| Un —V |s(x) (4-18)

elde ederiz. (4.18) esitsizliginde, (4.15) kullanirsak;

n — o iken Jf (x,v) (v, —v)dx -0 (4.19)
E

elde ederiz. Ayrica, (4.16) ve teorem 2.6.2°den asagidaki sonucu yazabiliriz:

n - ocoiken | h()|v|"®~2v,(v, — v) do - 0. (4.20)
OE

Eger (4.19) ve (4.20), (4.17) denkleminde kullanirsak;

n — oo iken ja(x,an)(an—Vv) dx - 0
E

veya
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lim (" (vn), v —v) = 0 (4.21)

elde edilir. Bu durumda,(4.21) ifadesini ve yardimec1 teorem 4.2.3 (vii) kullanarak;

0= r%i_l;go(lp’(vn)ivn - 7-7) < Aljgo(lp(v) - lp(vn)) = lp(l?) - 7111_{201!}(1]")

elde edilir. Yani;

limy (v,) <Y (v) (4.22)
n—00
sonucuna varilir. O halde, yardimci teorem 4.2.3 (iii) ve (4.22) esitsizligini kullanarak

da asagidaki esitlik elde edilir.

lim 9 (v) = % (v) (4.23)

Simdi, (v,,), F uzaymda v fonksiyonuna gii¢lii bir sekilde yakinsadigi gosterilecektir.
Aksine; (v,), F uzaymmda v fonksiyonuna gii¢lii bir sekilde yakinsamasin.
Dolayisiyla, e > 0 ve (vnk) dizizsi (vy,) dizinin bir alt dizisi olacak sekilde bir alt

dizi bulunur, bdylece |[v,, — v| = &.Bdylece, yardimci teorem 4.2.3 (vi)’ten

1 1 + U, - _
Elp (v) + Elp (vnk) - (%) > L || v— vnk”p > L &P (4.24)

elde ederiz.(4.24) esitsizliginde k — oo alirsak ve (4.23) kullanarak asagidaki

esitsizligi elde ederiz.

v+ vy,

%Lrio sup Y ( > ) <y W) —LeP (4.25)

+‘Unk

Diger taraftan, Teorem 2.9.4'l kullanarak, (v )ifadesinin v fonksiyonuna F

uzayinda zayif olarak yakinsadigini da biliyoruz. O halde, yardimc1 teorem 4.2.3 (iii)'i

kullanarak sunu yazabiliriz:

¥ (v) < lim infyp (v +2v”")

ve bu esitsizlikte (4.25) esitsizligiyle bir ¢eliski olusturur. Yani;

v+ v+ i
lim supy ( 5 nk) < liminf¢( 5 nk) —L¢gP

k—o0 n—o

Dolayisiyla, (v,) dizisinin F uzayinda v fonksiyonuna gii¢lii bir sekilde yakinsadigi

sonucunu elde ederiz.
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Teorem 4.2.1 ispati

Yukarida 1spatladigimiz, yardimci teorem 4.2.4, yardimci teorem 4.2.5 ve (Aj)
kosulundan ¢, (0) = 0 kosullarin hepsi Teorem 3.2.14 kosullaridir. Yani, Teorem
3.2.14 1spatlamis olduk. Dolayisiyla, herhangi bir A € (0, ) i¢in, problem (4.1)'in
F uzaymnda sifir dan farkli en az bir zayif ¢oziimii var oldugunu elde ederiz

(Willem,1996).
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, Ambrosetti- Rabinowitz kosulu ile birlikte Mountain-Pass teoremini
kullanarak sifirdan farkli en az bir zayif ¢6ziimiiniin varlig1 degisken iislii Sobolev

uzayinda ¢alisilmigtir.

—div(a(x,Vv)) = f(x,v), x€E

a(x,Vv) S—Z) = () |v|"®@ 2y, x € OE,
Bu ¢alismada,;
Ik olarak Ricceri teoremi kullanarak, yukaridaki problemin sifirdan farkli en az iic
zay1f ¢0ziimiiniin varligini degisken iislii Sobolev uzayinda calisilabilir.
Ikinci olarak da; Mountain-Pass teoremini ile birlikte Ekeland Varyasyonel
yaklagimini kullanarak, sifirdan farkli en az bir zayif ¢6zliimiiniin varlig degisken tislii
Sobolev uzayinda ¢alisilabilir.
Uciincii olarak; Fountain teoremi, Dual Fountain teoremi ve Mountain-Pass teoremini
kullanilarak problemin ¢oziimlerinin varligi ve katliligi degisken iislii Sobolev

uzayinda calisilabilir.

69



KAYNAKLAR

Aboulaich, R., Meskine, D., and Souissi, A. (2008). New diffusion models in image
processing. Comput. Math. Appl., 56(4), 874—882.

Acerbi, E., and Mingione, G. (2002). Regularity results for electrorheological fluids:
the stationary case. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 334(9), 817-822.

Acerbi, E., and Mingione, G. (2002). Regularity results for stationary electro-
rheological fluids. Archive For Rational Mechanics And Analysis, 164(3), 213—
259.

Acerbi, E., and Mingione, G. (2005). Gradient estimates for the p(x)-Laplacian
system. J. Reine Angew. Math., 584, 117-148.

Adams, R. A. (1975). Sobolev Spaces. Academic Press. New York.

Adams, R. A., and Fournier, J. J. F. (2003). Sobolev Spaces. Netherlands: Elsevier
Science.

Ali, K. B., Ghanmi, A., and Kefi, K. (2017). On the Steklov problem involving the
p (x) —Laplacian with indefinite weight. Opuscula Mathematica, 37(6), 779-794.

Allaoui, M., EI Amrouss, A. R., and Ourraoui, A. (2012). Existence and multiplicity

of solutions for a Steklov problem involving the p(x) —Laplace operator.
Electronic Journal of Differential Equations, Vol. 2012 (2012), No. 132, 1-12.

Allaoui, M. (2015). Continuous spectrum of Steklov nonhomogeneous elliptic
problem. Opuscula Mathematica, 35(6), 3-866.

Amaziane, B., Pankratov, L., and Piatnitski, A. (2009). Nonlinear flow through double
porosity media in variable exponent Sobolev spaces. Nonlinear Anal. Real World
Appl., 10(4), 2521-2530.

Ambrosetti, A., and Rabinowitz, P. H. (1973). Dual variational methods in critical
point theory and applications. Journal of Functional Analysis, 14, 349-381.

Antontsev, S. N. and Shmarev, S. L. (2005). A model porous medium equation with
variable exponent of nonlinearity: existence, uniqueness and localization
properties of solutions. Nonlinear Analysis, 60(3), 515-545.

Ayazoglu, R., Akbulut, S., and Akkoyunlu, E. (2022). Existence and multiplicity of

solutions for p (-) —Kirchhoff-type equations. Turkish Journal of Mathematics,
46(4), 1342-1359. doi: 10.55730/1300-0098.3164

Balci, M. (2010). Matematik Analiz. Turkey: Balci.

Birnbaum, Z. W. and Orlicz, W. (1931). Uber die Verallgemeinerung des Begriffes
der zueinander konjugierten Potenzen. Studia Mathematica, 3, 1-67.

Blomgren, P., Chan, T., Mulet, P., and Wong, C. K. (1997). Total variation image
restoration: numerical methods and extensions. In Proceedings of the 1997 IEEE
International Conference on Image Processing (Vol. III, pp. 384-387).

Bonanno, G., and Chinni, A. (2014). Existence and multiplicity of weak solutions for
elliptic Dirichlet problems with variable exponent. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 418(2), 812-827.

70



Brezis, H., (2011). Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential
equations (Vol. 2, No. 3, p. 5). New York: Springer.

Calota, L. (2008). On some quasilinear elliptic equations with critical Sobolev
exponents and non-standard growth conditions. Bulletin of the Belgian
Mathematical Society - Simon Stevin, 15, 249-256.

Castillo, R. E. and Rafeiro, H. (2016). An Introductory Course in Lebesgue Spaces.
Switzerland: Springer International Publishing AG.

Chammem, R., Ghanmi, A., and Sahbani, A. (2022). Existence and multiplicity of

solutions for some Styklov problem involving p(x)-Laplacian operator.
Applicable Analysis, 101(7), 2401-2417. doi: 10.1080/00036811.2020.1807014.

Chammem, R., and Sahbani, A. (2023). Existence and multiplicity of solutions for
some Steklov problem involving (p;(x), p,(x))-Laplacian operator. Applicable
Analysis, 102(3), 709-724. doi: 10.1080/00036811.2021.1961758.

Chen, Y., Levine, S., and Rao, M. (2006). Variable exponent, linear growth functionals
in image restoration. STAM Journal on Applied Mathematics, 66(4), 1383-1406.

Cruz-Uribe, D. and Fiorenza, A. (2013), Variable Lebesgue spaces, Foundations and
Harmonic Analysis, Birkhauser/Springer, Heidelberg.

Cekicg, B. (2005). The inequalities of embedding type in lebesgue and sobolev spaces
with variable exponent. (Doctoral thesis). University of Dicle: Diyarbakir.

Deng, S. G. (2008). Eigenvalues of the p(x) —Laplacian Steklov problem. Journal of
mathematical analysis and applications, 339(2), 925-937.

Diening, L., , Harjulehto, P., Hasto, P., ..., Ruzi¢ka, M. (2011). Lebesgue and Sobolev
spaces with variable exponents, Lecture Notes in Mathematics, vol. 2017,
Springer, Heidelberg, 2011.

Diening, L., and RiZzicka, M. (2003). Calderon-Zygmund operators on generalized

Lebesgue spaces LP) and problems related to fluid dynamics. J. Reine Angew.
Math. (Crelles Journal), 563, 197-220.

Diening, L., and Rtzicka, M. (2004). Integral operators on the halfspace in generalized
Lebesgue spaces LP() 1. J. Math. Anal. Appl., 298(2), 559-571.

Diening, L., and Rlizicka, M. (2004). Integral operators on the halfspace in generalized

Lebesgue spaces LP) II. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
298(2), 572-588.

Diening, L., and Riazicka, M. (2007). Non-Newtonian fluids and function spaces. In
NAFSA 8—Nonlinear analysis, function spaces and applications (Vol. 8, pp. 94-
143). Czech. Acad. Sci., Prague.

Drabek, P., Kufner, A., Nicolosi, F. (1996). Nonlinear Elliptic equations. University
of West Bohemia in Pilsen.

Duc, D. M. (1989). Nonlinear singular elliptic equations. Journal of the London
Mathematical Society (2), 40, 420-440.

Edmunds, D., Rédkosnik, J. (2000). Sobolev embeddings with variable exponent.
Studia Math. 143, 267-293.

71


https://doi.org/10.1080/00036811.2021.1961758

Fan, X. (1996). Regularity of nonstandard Lagrangians f(x,¢). Nonlinear Anal.,
27(6), 669-678.

Fan, X. (1996). The regularity of Lagrangians f (x, &) = |&|*®) with Hélder exponents
a(x). Acta Math. Sinica (N.S.), 12(3), 254-261. (A Chinese summary appears in
Acta Math. Sinica, 40(1), 158).

Fan, X., and Zhao, D. (1996). Regularity of minimizers of variational integrals with
continuous p(x)-growth conditions. Chinese J. Contemp. Math., 17(4), 327-336.

Fan, X., and Zhao, D. (1996). Regularity of minimum points of variational integrals
with continuous p(x)-growth conditions. Chinese Ann. Math., Ser. A, 17(5), 557-
564.

Fan, X. L., Shen, J. S., Zhao, D. (2001). Sobolev embedding theorems for spaces
wkp)O T Math. Anal. Appl. 262, 749-760 .

Fan, X. L. and Zhao, D. (2001). On the spaces LP@ and WLP®  Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 263, 424-446.

Fan, X. L., and Zhang, Q. H. (2003). Existence of solutions for p (x) —Laplacian
Dirichlet problem. Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications, 52(8),
1843-12.

Fan, X. L., and Han, X. (2004). Existence and multiplicity of solutions for p(x)-
Laplacian equations in R". Nonlinear Analysis, 59, 173-188.

Fan, X. L. (2005). Solutions for p(x)-Laplacian Dirichlet problems with singular
coefficients. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 312, 464-477.

Fan, X. L., Zhang, Q., Zhao, D. (2005). Eigenvalues of p(x)-Laplacian Dirichlet
problem. J. Math. Anal. Appl. 302, 306-317. MR2107835 (2005m:35213).

Halsey, T. C. (1992). Electrorheological fluids. Science, New Series, 258(5083), 761-
766.

Hamdani, M. K., Harrabi, A., Mtiri, F., and Repovs, D. D. (2019). Existence and
multiplicity results for a new p(x)-Kirchhoff problem. Nonlinear Analysis, 190
(2020), 111598.

Harjulehto, P., Histo, P., Latvala, V., and Toivanen, O. (2013). Critical variable
exponent functionals in image restoration. Applied Mathematics Letters, 26(1),
56-60.

Khosravi Rashti, M., Alimohammady, M., and Ghobadi, S. (2023). Multiple Solutions
for a p (x) —Laplacian Problem: A Variational Approach. Journal of
Mathematics, 2023.

Kinnunen, J. (2022). Sobolev Spaces. Finland: Department of Mathematics, Aalto
University.

Kolmogorov, A. N. (1934). Zur Normierbarkeit eines allgemeinen topologischen
linearen Rdumes. Studia Math., 5, 29-33.

Kovéacik, O., and Rakosnik, J. (1991). On spaces LP@ and WP@  Czechoslovak
Math. J., 41(116)(4), 592-618.

72



Levine, S. E. (2005). An adaptive variational model for image decomposition. In
Energy Minimization Methods in Computer Vision and Pattern Recognition: 5th
International Workshop, EMMCVPR 2005, St. Augustine, FL, USA, November
9-11, 2005. Proceedings 5 (pp. 382-397). Springer Berlin Heidelberg.

Mihailescu, M., and Radulescu, V. (2006). A multiplicity result for a nonlinear
degenerate problem arising in the theory of electrorheological fluids. Proceedings
of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,
462(2073), 2625-2641. doi: 10.1098/rspa.2005.1633.

Mihailescu, M., and Radulescu, V. (2007). On a nonhomogeneous quasilinear
eigenvalue problem in Sobolev spaces with variable exponent. Proceedings of the
American Mathematical Society, 135(9), 2929-2937.

Musayev, B. and Alp, M. (2000). Fonksiyonel Analiz. Turkey: Balci.

Nakano, H. (1950). Modulared Semi-Ordered Linear Spaces. Maruzen Co. Ltd.,
Tokyo.

Nakano, H. (1951). Topology and Linear Topological Spaces. Maruzen Co. Ltd.,
Tokyo.

Napoli, P. D., and Mariani, M. C. (2003). Mountain pass solutions to equations of p-
Laplacian type. Nonlinear Analysis, 54, 1205-1219.

Irzi, N., and Kefi, K. (2023). The fractional p (.,.) —Neumann boundary conditions

for the nonlocal p (.,.) —Laplacian operator. Applicable Analysis, 102(3), 839-
851.

Ogras, S., Mashiyev, R. A., Avci, M., and Yiicedag, Z. (2008). Existence of solutions
for a class of elliptic systems in RY involving the (p(x), q(x))-Laplacian. Journal
of Inequalities and Applications, Volume 2008, Article ID 612938, 16 pages.
doi:10.1155/2008/612938.

Orlicz, W. (1931). Uber konjugierte Exponentenfolgen. Stud. Math., 3, 200-11.

Piskin, E. and Okutmustur, B. (2017). An Introduction To Sobolev Spaces. Turkey:
Bentham Books.

Portnov, V. R. (1966). Certain properties of the Orlicz spaces generated by the
functions M (x, w). Dokl. Akad. Nauk SSSR, 170, 1269-1272.

Portnov, V. R. (1967). On the theory of Orlicz spaces which are generated by variable
N-functions. Doklady Akademii Nauk SSSR, 175, 296-299.

Qing-Mei, Z., and Jian-Fang, W. (2018). Existence of solutions for a class of
quasilinear degenerate p (x)-Laplace equations. Electronic Journal of Qualitative
Theory of Differential Equations, 2018(69), 1-10.

Razicka, M. (2000). Electrorheological Fluids: Modeling and Mathematical Theory
(Vol. 1748). Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin.

Rizicka, M. (2004). Modeling, mathematical and numerical analysis of
electrorheological fluids. Appl. Math., 49(6), 565-609.

Schechter, M. (2007). The use of cerami sequences in critical point theory. Abstract
and Applied Analysis, 2007, Article ID 58948, 28 p.

73



Sharapudinov, L. I. (1979). The topology of the space LP®)([0,1]). Matematicheskie
Zametki, 26(4), 613-632, 655.

Sharapudinov, I. I. (1983). Approximation of functions in the metric of the space

LP®([a, b]) and quadrature formulas. In Constructive function theory '81 (Varna,
1981), pages 189-193. Publ. House Bulgar. Acad. Sci.

Sharapudinov, I. 1. (1986). The basis property of the Haar system in the space
LP®([0,1]) and the principle of localization in the mean. Mat. Sb. (N. S.),
130(172)(2), 275-283, 286.

Soykan, Y. (2008). Fonksiyonel Analiz. Turkey: Nobel Akademik.

Stangroom, J. E. (1983). Electrorheological fluids. Physics in Technology, 14, 290-
296.

Tsenov, I. V. (1961). Generalization of the problem of best approximation of a
function in the space L°. Uchenye Zapiski Dagestan. Gos. Univ., 7, 25-37.

Vu, N. T. (2005). Mountain pass theorem and nonuniformly elliptic equations.
Vietnam Journal of Mathematics, 33(4), 391-408.

Willem, M. (1996). Minimax Theorems, Birkhauser, Basel.

Winslow, W. M. (1949). Induced vibration of suspensions. Journal of Applied Physics,
20, 1137-1140.

Waunderli, T. (2010). On time flows of minimizers of general convex functionals of
linear growth with variable exponent in BV space and stability of pseudosolutions.
J. Math. Anal. Appl., 364(2), 591-598.

Yamamuro, S. (1959). On conjugate spaces of Nakano spaces. Trans. Amer. Math.
Soc., 90, 291-311.

Yiicedag, Z. (2015). Solutions of nonlinear problems involving p(x) -Laplacian
operator, Advances In Nonlinear Analysis, 4, 2-293.

Yiicedag, Z. (2022). Infinitely many solutions for a p(x)-Kirchhoff type equation with
Steklov boundary value. Miskolc Mathematical Notes, Vol. 23(2), 987-999.

Yiicedag, Z., and Murad, V. (2022). Solution for Steklov Boundary Value Problem
Involving the p(x)-Laplacian Operators. Middle East Journal of Science, 8(2),
112-121.

Yiicedag, Z. (2023). Variational approach for a Steklov problem involving
nonstandard growth conditions. AIMS Mathematics, 8(3), 5352-5368.

Zerouali, A., Karim, B., Chakrone, O., and Anane, A. (2019). Existence and
multiplicity results for elliptic problems with nonlinear boundary conditions and

variable exponents. Boletim da Sociedade Paranaense de Matematica,
do1:10.5269/bspm.v3312.23355.

Zhikov, V. V. (1982). Problems of convergence, duality, and averaging for a class of
functionals of the calculus of variations. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 267(3), 524-
528.

Zhikov, V. V. (1986). Averaging of functionals of the calculus of variations and

74



elasticity theory. Izvestiya Rossiiskoi Akademii Nauk. Seriya Matematicheskaya,
50(4), 675-710, 877.

Zhikov, V. V. (1994). On the homogenization of nonlinear variational problems in
perforated domains. Russian Journal of Mathematical Physics, 2(3), 393-408.

Zhikov, V.V. (1997). “Meyer-type estimates for solving the nonlinear Stokes system”,
Differential Equations, 33, 1, 108—115, 1997.

Zhikov, V. V. (1998). On some variational problems. Russian Journal of Mathematical
Physics, 5(1), 105-116.

75



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler
Soyad, Ad ABDULLAHELNIMIR, Muhammed

Web sayfasi
(Research Gate, Academia, vs.)

Egitim Bilgileri

Derece Kurum Mezuniyet Y1l
Lisans Albaath Universitesi 2005

Lise Ibn Haldun Fen Lisesi 2001

Is Deneyimi

Doénem (Y1l) Sirket, Kurum Gorev
2008-2010 Milli Egitim Bakanligi-Tiirkiye Egitim destek personeli
2016-2022 Milli Egitim Bakanligi-Suriye Matematik dgretmeni
Yabana Dil

Inglizce ve Arapca

Yayinlar

1. Prof. Dr. Zehra YUCEDAG and YL Ogrencisi, Muhammed ABDULLAHELNIMIR,
" Existence Nontrivial Weak of Solutions for Steklov Boundary Value Problem", Avrasya
9th International Conference On Applied Sciences, November, 24- 26, 2023, TBILISI
( Tam Metin Bildiri )

Ozel ilgiler

76



DICLE UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
TEZ BENZERLIK BiLDiRiMi FORMU

Ogrencinin Ad1, Soyadi

Muhammed ABDULLAHELNIMIR

Ogrenci No

21804010

Ana Bilim Dali

Matematik

Program Tiirt

Proje [1 | Yiiksek Lisans [X| ‘ Doktora []

Tez Danisman

Prof. Dr. Zehra YUCEDAG

(Unvani, Adi, Soyadi)

p(x) — Laplace Operatériinii iceren Steklov Sinir

Tez Bashg Deger Problemi i¢in Céziimlerinin Incelenmesi

RAPOR BiLGILERI

Raporlama Agamasi Tez Savunma Sinavi Sonrasi

Sayfa Sayisi 88
Raporlama Tarihi 17/01/2024
Benzerlik Orani (%) % 15

Yukarida bilgileri verilen tez calismamin toplam 88 sayfalik kismina iliskin, 17/01/2024
tarihinde sahsim/tez danismanim tarafindan Turnitin isimli intihal tespit programindan agagida
belirtilen filtrelemeler uygulanarak alinmig olan intihal raporuna gore, tezimin benzerlik orani
% 15 olarak tespit edilmistir.

Uygulanan filtrelemeler:

(OBaslangi¢ Boliimleri (Kabul ve Onay sayfasi, Tesekkiir sayfasi, Ozet/Abstract) dahil
[1Kaynaklar dahil

L] Alintilar dahil

X Diger ( Hersey Dabhil)

Tezimin benzerlik orani, Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii intihal Raporu Uygulama
Esaslarinda belirtilen {ist sinir benzerlik oranin1 asmamaktadir. Tez benzerlik orani {ist sinir
benzerlik oranmin altinda olsa dahi aksinin tespit edilmesi durumunda her tiirlii yasal
sorumlugu kabul ettigimi ve hukuki sonuglarina razi oldugumu bildirir,

geregini arz ederim.

Ogrencinin Adi, Soyadi: Muhammed ABDULLAHELNIMIR
Tarih:
Imza:

Damsman Adi, Soyadi: Prof. Dr. Zehra YUCEDAG Imza:
Tarih:

Ana Bilim Dah Baskam Adi, Soyadi: Prof. Dr. H. Ozlem GUNEY  Imza:
Tarih:

77



