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1. GIRIS

Insanlik tarihi i¢inde verilen yasam miicadelesini, arastirmalar sonucunda edinilmis
bilgilerin aklin ve mantigin g¢ergevesinde degerlendirilmesi belirlemektedir. Yillardir
yapilan arastirmalar evrenin rastgele degil kuskusuz sistematik bir Ol¢ii icerisinde
yaratildigin1 ortaya koymustur. Bu sistematik evrenin temelini sayilar ile matematik
diizeni olmustur. Bu diizeni gérmemizde en etkili olan sayilardan biri degeri 1,61803...
olan oran olmustur. Bu oran antik ¢agdan beri matematikcilerin, fizikg¢ilerin,
filozoflarin, sanat¢ilarin ve hatta miizisyenlerin ilgilendigi bir konu olmus ve altin oran,
altin ortalama, altin boliim, altin kesit, ilahi (kutsal) oranti, Fibonacci sayist ve Phidias
ortalamasi seklinde de adlandirilmistir. Daha sonraki yillarda arastirmacilarin dikkatini
mimaride ve matematikte uygulama alani fazla olan ve altin orana benzeyen “Plastik

Oran” g¢ekmistir. Bu oran x3 —x — 1 = 0 denkleminin tek reel ¢dziimii olup degeri

2 614 3 6

3 3
\/l+l E+\/%+1\/23EE 1,32471 ... seklindedir. Diger taraftan ilgi ¢eken

konulardan biri de x3 —x — 1 = 0 denkleminin, bilim insanlarmin yillardir inceledigi
rekiirans dizilerden olan Padovan ve Perrin say1 dizilerinin de karakteristik denklemi

oldugudur.

Horadam, 1965 yilindaki ¢alismasinda ikinci mertebeden rekiirans diziyi p, g, n = 2 tam

sayilar ve W, = a, W; = b keyfi reel sayilar olmak iizere
Wp =pWh_y — qWy—

rekiirans bagintis1 ile tanimlamistir. Yaygin olarak bilinen say1 dizileri arasinda en

meshur ikinci mertebeden sayi dizisi Fibonacci sayi dizisidir.

Fibonacci say1r dizisinin en iyi bilinen genellestirmesi Tribonacci sayr dizisidir.
Genellestirilmis Tribonacci sayr dizisi {V,(a,b,c;7,s,t)}ns0, 7,S,t reel sayilar ve

Vo = a, V; = b, V, = c keyfi kompleks sayilar olmak tizere
Vn == TVn_l + SVn—Z + tVn_3

rekiirans bagintis1 ile tanimlanmistir. En iyi bilinen ii¢lincii mertebeden sayr dizileri

arasinda Padovan, Pell-Padovan ve Perrin say1 dizileri vardir.



Ikinci ve iigiincii mertebeden say: dizileri cebir, fizik, biyoloji, kimya, bilgisayar bilimi
gibi bir¢ok farkli alanda uygulamalar1 vardir ve dizilerin terimleri modern bilimde hem
teorik hem de uygulamali olarak ¢ok genis alanda g¢alisilmaktadir. Bir¢cok calismada
ikinci ve Uglincii mertebeden say1 dizilerinin Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlari,
toplam formiilleri, matris temsilleri ve énemli esitlikleri sunulmustur (Feinberg, 1963;
Horadam, 1965; Vorobyov 1976; Vajda, 1989; Koshy, 2001; Everest, vd., 2003;
Shannon, vd., 2006; Kritsana, 2013; Li, vd., 2014; Giiltekin ve Tasyurdu, 2013;
Tasyurdu ve Giiltekin, 2016; Tasyurdu, 2018, 2019).

Cebirde en 6nemli sayilar olan hiper kompleks sayilara, Irlandali matematik¢i William
Rowan Hamilton tarafindan temeli olusturulmustur. Optik, dinamik ve cebir {izerine
onemli katkilar1 bulunan iyi bir matematik¢i olmasinin yaninda iyi bir fizik¢i ve

astronomdur. Isminden s6z ettirdigi en bilinen kesfi kuaterniyonlardur.

Kuaterniyonlar (dordeyler, dordiibir, kvarterniyon) ilk olarak William Rowan Hamilton
(1805-1865) tarafindan 1843 yilinda kesfedilmistir. Kuaterniyonlar karmasik sayilarin
genisletilmesiyle elde edilen bir say1 sistemidir. Hamilton’un kuaterniyonlar1 kesfinden
once karmasik sayilar 2 boyutlu uzayda diisiinilmekteydi. Uzaydaki noktalar en fazla
ticlii vektorel olarak gosterilmekle beraber toplama, ¢ikarma islemi yapilmakta ancak
carpma ve bolme islemleri yapilamamaktaydi. Hamilton, karmasik sayilarin 2 boyutlu
degil 3 boyutlu uzayda diisiinilmesi gerektigini fark ederek ve bu karmasaya bir son
vermistir. Bununla beraber karmasik sayilarin, 3 boyutlu uzaya carpma isleminde
degisme Ozelligi olmadan genisletilmesini saglayarak bu sayilarin belirttigi noktalarin
ticlii vektorel olarak degil dortlii vektorel gosterimle temsil edilmesi ve islemlere

katilmas1 gerektigini kesfetmistir.

Hamilton 16 Ekim 1843 tarihinde Irlanda Kraliyet toplantismna katilmak icin kanal
boyunda esiyle birlikte yiirlirken, Brougham Kopriisii'ne geldiginde aniden aklina bir
formiil gelmis ve vakit kaybetmeden kopriiniin tagina formiilii yazmistir. Bu formiil
bugiin diinya literatiirlerinde ismi gegen kuaterniyonlarin formiiliidiir. Ustiinden
yiizyilldan uzun bir siire gegtikten sonra bu kesif Hamilton’in tahmin edebileceginden
daha derin manada matematikte bir doniim noktas1 niteliginde oldugu anlasilmistir. Bu
bulug, o donemden sonrada Brougham Kopriisii’nlin insanlar tarafindan ‘’Hamilton

Kopriisii”” olarak anilmasina sebep olmustur.



Giliniimiizde ad1 gegen kopriide boyle bir iz bulunmamakla beraber Hamilton un anisina

kopriiye kuaterniyon formiillerinin bulundugu bir levha yapilmistir.

Kuaterniyonlar, uzayda pargaciklarin donme hareketleri ve fiziksel biiyiikliiklerinin
Ozyapilar1 ile pargaciklarin smiflandirilmasini belirlemede karsimiza c¢ikmaktadir.
Kuaterniyonlar, matematikte ve fizikte vektor analizi kavraminin daha anlasilabilir ve
gosterim acisindan daha basit olmasini saglamistir. Kuaterniyonlar, bilgisayar grafikleri,
manyetik alan, robotik, orijinal elektrik, grup teorisi, kontrol teorisi, isaret isleme,
biyoinformatik, fizikte orijinal elektrik, yoriinge mekanigi, modiiler aritmetik, tutum

kontrolii, bilgisayar simiilasyonlar1 gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Kuaterniyonlar bilim diinyasinin oldukea ilgisini ¢ekmis ve bir¢ok arastirmaya konu
olmustur. Kuaterniyonlar kesfinden sonra, cebir alaninda ¢aligmalar yapmis ve grup
kavraminin modern bir sekilde tamimlayan Ingiliz matematik¢i Arthur Cayley ile
Ozellikle sayilar teorisi alaninda c¢alisan Amerikali matematik¢i Leonard Equene
Dickson adin1 tasiyan Cayley.Dickson yontemi kullanilarak oktonyonlar ve sedenyonlar
sunulmustur. Reel sayilar, kompleks sayilari, oktonyonlar ve sedenyonlar cebirinin
genellestirilen Cayley.Dickson yontemi “ikiye katlama insas1" olarak adlandirilan hiper
kompleks sayilar1 insa etmek i¢in kullanilan bir yontemdir. Bu yontem 1 boyutlu reel
sayilara uygulandiginda 2 boyutlu kompleks sayilari, kompleks sayilara uygulandiginda
4 boyutlu kuaterniyonlari, kuaterniyonlara uygulandiginda 8 boyutlu oktonyonlari,
oktonyonlara uygulandiginda ise 16 boyutlu sedenyonlari elde etme islemidir. Yani
Cayley-Dickson yontemi ile kuaterniyon, oktonyon ve sedenyon gibi kompleks sayi
sistemlerinin en genel hali olan hiper kompleks sayilar olusturulmaktadir (Hamilton,
1843; Carmody, 1988; Imaeda ve Imaeda, 2000; Baez, 2002; Cawagas, 2004; Conway
ve Smith, 2005; Culbert, 2007; Cariow ve Cariowa, 2013; Mironov ve Mironov, 2015).

Son yillarda bilinen say1 dizileri kuaterniyonlar, oktonyonlar ve sedenyonlar
kullanilarak calisilmaktadir. Bu ¢alismalarda say1 dizilerinin terimlerinin yardimiyla
kuaterniyonlarin, oktonyonlarin ve sedenyonlarin dizileri tanimlanmis, {ireteg
fonksiyonlari, Binet formiilleri, toplam formiilleri, bilinen Onemli esitlikleri ve
aralarindaki iliskiler elde edilmistir. Ozellikle oktonyonlarin ve sedenyonlarin
dizilerinin ¢esitli aileleri bircok yazar tarafindan ikinci ve ii¢lincli mertebeden rekiirans

diziler ile calisilmistir.



Kegilioglu ve Akkus 2015 yilinda g¢aligmalarinda Fibonacci ve Lucas oktonyonlari
sunmustur. Bu oktonyonlar i¢in iireteg fonksiyonu, Binet formiillerini ve bazi1 6zdeslik
ve Ozelliklerini de vermislerdir (Kegilioglu ve Akkus, 2015). Bilgici ise 2017 de
sundugu ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas sayr dizlerini sedenyonlara tasiyarak
Fibonacci ve Lucas sedenyonlart tanimlamistir. Bu sedenyonlar igin {ireteg
fonksiyonlari, Binet formiilleri ile Fibonacci ve Lucas sayilarnin iyi bilinen bazi
ozelliklerini kullanarak onemli esitlikler elde etmistir (Bilgici, 2017). Diger taraftan
Karatas ve Halic1 2017 de sunduklar1 c¢alismalarinda ikinci mertebeden rekiirans
bagmtilarinin bir genellemesi olan Horadam say1 dizisi kullanilarak Horadam
oktonyonlarin1 sunmuslardir. Bu ¢alismada oktonyonlarin dizileri olusturularak n-inci
Horadam oktonyonunu veren Binet formiilleri, tireteg fonksiyonlar1 ve Cassini esitligi

gibi dizilerin terimlerini i¢eren 6zellikleri vermislerdir (Karatas ve Halici, 2017).

2016 ve 2020 yillarinda Fibonacci and Lucas tipli sayilar i¢in (p, q)-Fibonacci
oktonyonlari, g-Fibonacci ve g-Lucas sedenyonlari olarak adlandirilan oktonyonlarin ve
sedenyonlarin yeni genellestirilmeleri sunulmustur. Bu c¢alismalarda Binet formiilleri,
iistel iireten fonksiyonlari, toplam formiilleri, Catalan esitligi, Cassini esitligi ve
d’Ocagne esitligi gibi temel 6zellikler sunulmustur (Ipek, 2016; Kizilates ve Kirlak,
2020).

Szynal-Liana ve Wloch ¢alismalarinda Pell kuaterniyonlarini, Pell oktonyonlarini ve

bunlarin baz1 6zelliklerini sunmuslardir (Szynal-Liana ve Wioch, 2015).

Bolat Cimen ve Ipek 2017 yilinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilariyla iliskili
yeni oktonyon sayr smiflarint olusturmuslardir. Calismalarinda Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas oktonyonlarini tanimlamis ve onemli formiilleri ile bazi 6zellikleri
verilmiglerdir. Ayrica Jacobsthal oktonyonlari ve Jacobsthal-Lucas oktonyonlar

arasindaki iliskileri sunulmuslardir (Bolat Cimen ve Ipek, 2017).

2019 ve 2020 yillarinda oktonyonlar ve sedenyonlar ii¢lincii mertededen say1 dizileri
kullanilarak calisilan ¢alismalar sunulmustur. Bu ¢alismalarda {i¢iincli mertededen say1
dizileri olan genellestirilmis Tribonacci say1 dizileri ile oktonyonlar ve sedenyonlar

kullanilarak genellestirilmis Tribonacci oktonyon ve sedenyonlar tanimlanmuistir.



Bu oktonyonlarin ve sedenyonlarin dizileri olusturulmus ve rekiirans bagintilari, toplam
formiilleri, Binet formiilleri, norm degerleri ile geren fonksiyonular1 elde edilmistir.
Ayrica  genellestirilmis  Tribonacci  sayr  dizilerinin  6zellikleri  kullanilarak
genellestirilmis Tribonacci oktonyon ve sedenyonlar igin birgok 6zelligi sunulmustur

(Ozkog Oztiirk, 2019; Soykan, 2019; Cerda-Morales, 2019; Soykan, vd., 2020).

Tas¢1t 2018 yilinda, Tasyurdu ve Akpinar 2019 ve 2020 yillarinda ¢aligmalarinda
Padovan, Pell-Padovan ve Perrin sayilariyla iliskili kuaterniyonlarin, oktonyonlarin ve
sedenyonlarin yeni say1 sinifi olarak Padovan, Pell-Padovan ve Perrin kuaterniyonlarini,
oktonyonlarin1 ve sedenyonlarini tanimlamiglardir. Bu c¢aligmalarda Padovan, Pell-
Padovan ve Perrin kuaterniyonlarin, oktonyonlarin ve sedenyonlarin dizileri ve rekiirans
bagintilar1 sunulmustur. Ayrica Binet formiilleri, iirete¢ fonsiyonlari, toplam formiileri
ve matris temsilleri sunulmustur (Tas¢1, 2018; Tasyurdu ve Akpmar, 2019; 2019a;
2019b; 2020).

Sunulan bu tezde Padovan, Pell-Padovan ve Perrin oktonyonlari ve sedenyonlari
tanimlanmistir ve bircok 6nemli 6zelliklerini igeren sonuclar elde edilmistir (Tasyurdu
ve Akpinar, 2019; 2019a; 2019b; 2020). Bu amagla kuramsal temeller adin1 alan ikinci

boliimde temel kavramlar verildi.

Calismamiz tigiincii boliimiinde ilk olarak Padovan, Pell-Padovan ve Perrin sayi dizileri
ile hiper kompleks sayilarina ait bazi 6n bilgiler verilmistir. Bu dizilerin rekiirans
bagintilar1 goz Oniine alinarak Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve teoremlerle
Ozellikleri sunulmustur. Daha sonra Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve
Jacobsthal-Lucas gibi ikinci mertebeden rekiirans dizilerle iliskili oktonyonlar ve
sedenyonlar ile bunlarin dizileri sunulmustur. Bu dizilerin Binet formiilleri, iiretec
fonksiyonlari, {irete¢ matrisleri ve bazi dnemli 6zellikleri verilmistir. Ayrica Tribonacci
ve Tribonacci-Lucas gibi liglincii mertebeden rekiirans dizilerle iligkili oktonyonlar ve
sedenyonlar ile bunlarin dizileri sunulmustur. Bu dizilerin Binet formiilleri, iiretec

fonksiyonlari, lirete¢ matrisleri ve bazi onemli 6zellikleri verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ¢alismamiz boyunca elde ettigimiz arastirma bulgularimiz
sunulmustur. ik olarak Padovan, Pell-Padovan ve Perrin sayilaryla iliskili
oktonyonlarin ve sedenyonlarin yeni sayir smiflar1 tanimlanmistir ve Padovan, Pell-

Padovan ve Perrin oktonyonlar1 ve sedenyonlari olarak adlandirilmustir.
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Bu Padovan, Pell-Padovan ve Perrin oktonyonlarin ve sedenyonlarin dizileri
olusturulmustur ve rekiirans bagmntilar1 elde edilmistir. Bu dizilerin n-inci genel terimini
elde etmek i¢in kullanilacak Binet formiilleri ve matris temsilleri sunulmustur. Ayrica

tirete¢ fonksiyonlari, toplam formiileri ve birgok 6zellikleri elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar
Bu boliimde ¢alismamiz igin temel teskil eden kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1: a +# @ ve « € A" olmak lizere a dan A ya tanimli fonsiyona A da n-li
islem denir. Bos kiimeden farkli bir kiime iizerinde bir veya daha fazla ikili islem
tanimlanmais ise bu ikili islemlerle birlikte bu kiimeye bir cebirsel yap1 denir. A kiimesi

lizerinde bir " = " islemi tanimlanmissa bu cebirsel yap1 (4,%) ile gosterilir (Tasc1, 2010).

Tamim 2.2: G bos olmayan bir kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili islem * olsun. Buna
gore
I Va,b,c €Giginax(bxc)=(ax*b)*c ise (Birlesme dzelligi)
ii. Y a € G i¢in a * e = e * a = a olacak sekilde bir e € G varsa (Birim eleman
varlig)
iii. e, G nin birim elemani olmak iizere Va € G igina *a’ = a’ * a = e olacak

sekilde a’ € G sayisi varsa (Ters elemanin varligi)
(G,*) cebirsel yapisina bir grup denir (Tasc1, 2010).

Tanmm 2.3: (G,*) bir grup olsun. Eger Va,b € G i¢in a *b = b * a oluyorsa (G,*)
grubuna degismeli (komutatif ya da abelyan) grup denir (Tasc1 2010).

Tamim 2.4: Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma () denilen iki

ikili iglem tanimlanmis olsun. Eger

I (R, +) degismeli bir grup,
ii. R kiimesi carpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani V a, b, ¢ €
R icin a(bc) = (ab)c ise
iii. Carpma isleminin toplama islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi
vardir. Yani V a, b, c € R i¢in
a(b+c)=ab+acve(b+c)a=bhba+ca

oluyorsa (R, +,) cebirsel yapisina bir halka denir (Tasc1, 2010).



(R, +,.) cebirsel yapisi bir halka olmak iizere ¢carpma islemine gore degismeli ise yani
VY a,b € R i¢in ab = ba ise o takdirde (R, +,") halkasina degismeli (komiitatif) halka
denir. (R,+,") cebirsel yapisi ¢arpma islemine gore birim elemana sahip ise yani
Ya€R icin al, = 1za = a olacak sekilde bir 1, € R varsa o zaman (R,+,)
halkasina birimli halka denir (Tasc¢1, 2010).

Tanmm 2.5: Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin ¢arpma
islemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya cisim denir ve genel olarak F ile

gosterilir (Tase1, 2010).

Tamm 2.6: F bircisimve a;; €EF (1 <i<m,1 < < n) olmak iizere

ai;; Q12 0 Qqp
Q1 Az - dzp
Am1 Am2 - Amn

seklindeki bir dikdortgen tabloya m satirli ve n siitunlu ya da kisaca m X n boyutlu

(mertebeli) matris denir (Tasg1, 2011).

Reel ya da kompleks sayilar cebirinde oldugu gibi matris cebirinde de islemler

tanimlanmistir. Bunlar genel olarak

I. Iki matrisin toplami; A ve B mxn tipinde iki matris olmak {izere bunlarmn

toplami1 yine mxn tipinde C gibi bir matris olup

A+B= (aij)mxn + (bij)mxn = (aij + bif)mxn = (Cij)mxn =G

ii. Bir skalerle matrisin ¢arpimi; A mxn tipinde bir matris ve k bir tamsay1

olmak iizere k skaleri ile A matrisinin ¢arpimi1
kA = (kaij),
iii. Matris carpimi; A = (aij)mxn ve B = (bij)nxp tipinde iki matris olmak

lizere AB = C ve C’nin genel elemanini ¢;; ile gosterilirse C = (Cij )mxp

tipinde bir matris olup ve c;; elemanu,

n

Cij=2aikbkj (1Sl$ﬂl,1£]$p)
k=1

seklindedir (Tasc1, 2011).



Tamm 2.7: Kompleks sayilar kiimesi
H={a+ib:a,b € Rvei? = -1}
seklinde tanimlanir (Yaglom, 1968).
Tanim 2.8: Reel kuaterniyonlar kiimesi
H ={a.eqg +b.e; + ce; +des:a,b,c,d € R}

seklinde tanimlanir ve tabani {e, = 1, e;,e,, e3} olan bir bolim cebiridir (Hamilton,

1843).
Tanim 2.9: Tiim reel oktonyonlarin kiimesi
0 ={ageg + a1 + aye, + azes + aze, + ases + ageg + ase;: ag, ..., a; € R}

seklinde tanimlanir ve reel sayilar lizerinde normlu bir boliim cebiri olustururlar

(Conway ve Smith, 2005).
Tanim 2.10: Tiim sedenyonlarin kiimesi
S = {aoeo + aiéeq + ae, + -+ aAqi5€15: Ag, ..., Aq5 € R}

seklinde tanimlanir (Imaeda ve Imaeda, 2000).

2.2. Rekiirans Diziler

Tamim 2.11: Tanim kiimesi pozitif tamsayilar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadioglu

ve Kamali, 2003).

Matematikte ¢ok farkli bigimlerde tanimlanan diziler bulunmaktadir. Burada, dizinin
baslangicindaki birkag¢ terim hari¢ olmak iizere, her bir teriminin kendisinden dnceki

terimler yardimiyla elde edildigi diziler hakkinda genel bilgiler verecegiz.

Tamim 2.12: Herhangi bir terimi kendisinden onceki terimler araciligi ile hesaplanan
diziye rekiirans (tekrarlama, indirgeme) dizi denir. Bu terimi hesaplarken kullanilan

bagintiya ise rekiirans bagintisi denir (Everest vd., 2003).



Tamm 2.13:V n > k, sabita; (0 < j < k — 1) ve ao # 0 katsayilar1 i¢in
Sp = Qg-1Sp—1 t Ag—2Sp-2 + "+ A1Sp—k+1 T AoSn—k (2.1

esitligini saglayan (s,) dizisine k. mertebeden homojen lineer rekiirans dizi denir.
Buradaki esitlige ise k. mertebeden homojen lineer rekiirans bagint1 denir. Bu dizinin
Sg»S1, -, Sk—1 bi¢iminde olan ilk k terimine (s,) dizisinin baslangi¢ kosullar1 denir
(Everest vd., 2003).

Tamim 2.14: (2.1) esitligindeki gibi tanimli olan (s,,) dizisi i¢in

2

p(x) = x* —ap_x* 1 —ap_x*¥2 - —a;x —a,

polinomuna (s,,) dizisinin karakteristik polinomu denir (Everest vd., 2003).

2

Tamm 2.15: p(x) = x* —ap_1x* 1 —ap_,x* 2 —.—a;x—ay, =0

denklemine (s,,) dizisinin karakteristik denklemi denir (Everest vd., 2003).

Tanmmim 2.16: p(x) polinomunun kokleri by, b,,...,b, € C olmak lizere
Vi,j€{1,2,..,k} igin, b; # b; ise, u, = c;b}' + cb3 + -+ ¢, by olacak sekilde
€1, Cy, ..., C sabitleri vardir. Bu esitlik baslangi¢ kosullar1 igin yerine yazilip elde edilen
denklem sisteminden c,,cy,...,c; Dbilinmeyenleri bulunur. Bdylece elde edilen
karakteristik polinomunun kokleri ve u,, arasindaki esitlige rekiirans bagintinin ¢oziimii

denir (Everest vd., 2003).

Tamim 2.17: (s,,) dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan

[ee]
G(x) = 5ox° + s;x1 + 5,x% + 53x3 + - = z st
i=0

serisine (s,) dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir (Everest vd., 2003).

Simdi c¢alismamizin temelini olusturan ikinci ve iiglincii mertebeden rekiirans diziler

sunulacaktir.
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Horadam tarafindan ikinci mertebeden rekiirans dizi, p,q,n =2 tam sayilar ve

Wy = a, W; = b keyfi reel sayilar olmak {izere
Wn =Wy +qWy_, (2.2)

rekiirans bagintist ile tamimlamistir. Daha sonra yapilan ¢alismalarda ise
W,, = W,,(a, b; p,q) sayisina Horadam sayisi ve bu sayilarin olusturdugu diziye de

Horadam sayi dizisi {W,,(a, b; p, q) };r=o ad1 verilmistir (Horadam, 1965).

(2.2) rekiirans bagintisinda W,, = x™ yineleme bagmtis1 kullanilirsa

n n-1 _

x" — px qx" % =0

Horadam say1 dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemde

ozel olarak n = 2 alimirsa
x*—px—q=0

denklemi elde edilir. Bu denkleminin kokleri « ve  olmak iizere

p++p*+4q pP—p*+4q
q@=— _—

2 - B 2
dirA=b—af,B=>b—aavea—f =.p?+ 4q olmak lizere Horadam sayilari igin

Binet formuli

_Aa™ - Bp"

W, p— (2.3)

seklindedir. Ayrica {W, (a, b; p, Q) }neo dizileri i¢in iireteg ve istel iirete¢ fonksiyonlari

sirastyla
a+ (b—pa)t
g(t) = 1ot — a2
—pt—qt
W, (t) = Z wktn,
n=0
seklindedir.
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Ikinci mertebeden rekiirans diziler 6zel olarak Fibonacci ve Lucas tipli say1 dizileri
olarak da adlandirilmaktadir. {W, (a, b; p, q)}meo dizilerinde W,(0,1;1,1) = F, igin

Fibonacci say1 dizisi ve W, (2,1;1,1) = L,, i¢in Lucas say1 dizisi s0yle tanimlanir.

Tamm 2.18: n > 2 olmak iizere F, = 0 ve F; = 1 baslangi¢ sartlar1 i¢in Fibonacci

say1 dizisi ve Ly = 2 ve L, = 1 baslangi¢ sartlar1 i¢in Lucas say1 dizisi sirasiyla
By =Fp1 +Fpa,
Ly=Lp1+Ln

rekiirans bagintilar ile tanimlanir. F, ile Fibonaci say: dizinin n-inci terimi ve L, ile

Lucas say1 dizinin n-inci terimi gosterilir.

n = 2 olmak tizere {W,(a, b; p, q)}n=, dizilerinin 6zel durumlar olarak Fibonacci ve
Lucas tipli say1 dizilerinden Pell {B,}, Pell-Lucas {Q,}, Jacobsthal {J,,} ve Jacobsthal-

Lucas {j,} say1 dizileri sirasiyla
e W,(0,1;21) =P, igcinPy=0,P, =1ile B, =2P,_1 + P,,_5,
o Wn(2221)=0Q, icinQo =2,Q; =2 ile Qp =2Qp—1 + Qn-2,
e Wp(0,1;1,2) =], icinJo =0,Jy =1ile [, =] 1+ 2/5 o,
o Wu(21;1,2) =jy, i¢injo=2,j3 =1ile j, = ju1+2jn_2,

rekiirans bagintilariyla tanimlanir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boéliimde calismamiz i¢in temel teskil eden literatiirde iiglincli mertebeden rekiirans
dizilerden olan Padovan, Pell-Padovan ve Perrin say1 dizilerinin tanimlar1 ve 6zellikleri
sunulmustur. Genel formiiller olarak bilinen ve n-inci Padovan, n-inci Pell-Padovan ve
n-inci Perrin say1 dizilerini elde etmek igin kullanilan Binet formiilleri verilmistir.
Ayrica bu diziler icin iirete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri ve 0Ozellikleri
incelenmistir. Daha sonra hiper kompleks sayilarin tanimlar1 ve 6zellikleri detayli bir
sekilde sunulmustur. Son olarak hiper kompleks sayilardan olan oktonyonlar ve
sedenyonlar ile 6zel say1 dizileri kullanilarak olusturulmus oktonyonlarin ve
sedenyonlarin tanimlar1 ve 6zellikleri sunulmustur. Bu oktonyonlarin ve sedenyonlarin
olusturdugu dizilerin n-inci terimini veren Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari,

toplam formiilleri ve 6zellikleri verilmistir.

3.1. Padovan, Pell-Padovan ve Perrin Say1 Dizileri

Bu boliimde tiglincii mertebeden rekiirans diziler olan Padovan, Pell-Padovan ve Perrin
say1 dizileri detayll bir sekilde verilmistir. Ugiincii mertebeden rekiirans diziler 6zel

olarak Tribonacci ve Tribonacci-Lucas tipli say1 dizileri olarak da adlandirilmaktadir.

Tamim 3.1: Genellestirilmis Tribonacci say1 dizisi {V,(a,b,c;1,s,t)}ns0, 1,5, t reel

sayilar ve Vy = a, V; = b, V, = ¢ keyfi kompleks sayilar olmak tizere
I/n = TV‘l’l—l + SV‘l’l—Z + tVn_3 (31)
rekiirans bagintisi ile tanimlanmastir.

Genellestirilmis Tribonacci say1 dizisi, {V,(a,b,c;1,s,t)}ns0 kisaca {V,}nso ile
gosterilebilir. {V,},5o dizisinin tanimi kullanilarak n = 1,2,3,.... olmak {izere

genellestirilmis Tribonacci say1 dizisinin terimleri
s T 1
V_, = —ZV_(n_l) — ?V—(n—z) + ?V—(n—3)' t+0

rekiirans bagintisi ile negatif alt indislere genisletilebilir. Sonug olarak (3.1) rekiirans

bagintis1 tiim n tamsayilari i¢in gegerlidir.
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(3.1) rekiirans bagintisinin x3 — rx? — sx — t = 0 kiibik denkleminin kokleri a, 8,y

r3 rs t 3
A==+=+=++A
> +6+2+«/_>
3 1
r rs t 3
B_<—7+g+§—\/5>
_r3t r?s? rst s3+t2
27 108 6 27 4’
—1+4+iV3
&= y A exp(2mi/3)
olmak lzere
_lia+B
“=3

T
B=§+£A+EZB

r
y=§+£2A+eB

seklindedir. Diger taraftan
P=V,—(B+7yIVi+ByVo
Q=V,—(a+V1 +ayVy
R=V,—(a+ BV, + aBV,

olmak tizere Genellestirilmis Tribonacci say1 dizisinin Binet formiilii

_ Pam 0B Ry™
" pa-n T G-0G-nTT-00-5

seklindedir.

Genellestirilmis Tribonacci say1 dizisi, Tribonacci ve Tribonacci-Lucas, Padovan, Pell-
Padovan, Perrin, Padovan-Perrin, Narayana, tiglincii dereceden Jacobsthal ve iigiincii

dereceden Jacobsthal-Lucas gibi iyi bilinen say1 dizilerin de genellestirilmesidir.
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{W,(a,b,c;r,s,t)},50 dizilerinde W,,(1,1,1;0,1,1) = B, i¢in Padovan say1 dizisi,
W, (1,1,1;0,2,1) = R,, icin Pell-Padovan say1 dizisi ve W,(3,0,2;0,1,1) = P, icin
Perrin sayi1 dizisi elde edilir. Padovan, Pell-Padovan ve Perrin sayilari bilim diinyasinin
oldukga ilgisini ¢ekmis ve bir¢ok c¢alisma ile bu say1 ve sayilarin olusturdugu dizilerin
tanimlari, 6zellikleri ve Binet formiilii, lirete¢ fonsiyonlar1 gibi énemli formiilleri ve

esitlikleri sunulmustur (Shannon, vd., 2006; Kritsana., 2013).

Literatiirde {W, (a,b,c;7,s,t)},so dizilerinde r,s,t ve baslangic degerlerinin 6zel
durumu i¢in bazi iigiincii mertebeden sayr dizileri Tablo 3.1 de verilen isimler ve

gosterimler ile kullanilir.
Tablo 3.1. Bazi iigiincii mertebeden say1 dizileri

Say1 Dizileri {W,(a,b,c;r,s,t)},50 Gosterimi

Tribonacci
Tribonacci-Lucas

Ucgiincii Mertebeden Pell
Uciincii Mertebeden Pell-Lucas
Ucgiincii Mertebeden Modifiye Pell

Padovan (Cordonnier)
Perrin (Padovan-Lucas)
Padovan-Perrin
Pell-Padovan

Pell-Perrin
Jacobsthal-Padovan
Jacobsthal-Perrin (-Lucas)
Narayana

Uciincii Mertebeden Jacobsthal

Uciincii Mertebeden Jacobsthal-Lucas
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{1,(0,1,1; 1,1, 1)} = {T;;}

{M.(3,1,3;1,1,1)} = {Ky}
{W,(0,1,2;2,1,1)} = {R,%}
(Wh(3,2,6;2,1,1)} = {@x"}
{W,(0,1,1;2,1,1)} = {E,*}
{W.(1,1,1;,0,1,1)} = {B;}

{1.(3,0,2;0,1,1)} = {E,;}

{1,(0,0,1;0,1,1)} = {S,}

{1.(1,1,5,0,2,1)} = {Ry}
{.(3,0,2;0,2,1)} = {Cy}
{M.(1,1,1;0,1,2)} = {Qn}
{W.(3,0,2;0,1,2)} = {Dy,,}
{1,.(0,1,1;1,0,1)} = {N,,}
M,(0,1,1;1,1,2)} = {J,°}

W, (2,1,51,1,2)} = {J,,°}



3.1.1. Padovan sayi dizileri

Cordonnier sayilar1 olarak da bilinen Padovan sayilar1 Richard Padovan (1935-)

onuruna Stewart (1996) tarafindan tanimlanmustir.
Tamm 3.2: P, = P; = P, = 1 baslangi¢ sartlar1 olmak {izere P,,, n-inci Padovan sayisi
Pn:Pn—2+Pn—3: Tl23

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu diziye de Padovan say1 dizisi

denir ve {B, },,5¢ ile gosterilir.

Padovan sayilarinin negatif indisli terimleri

Py = Pnyz = Ppya, n<o0

esitligi ile bulunur. Bazi pozitif ve negatif indisli Padovan sayilar1 Tablo 3.2 de

verilmistir.

Tablo 3.2. Bazi pozitif ve negatif indisli Padovan sayilari

Simdi Padovan say1 dizilerinin 6zellikleri verilecektir.
e Binet Formiilii: Tanim 3.2 deki Padovan say1 dizisinin
Py =Py o+ Pys

rekiirans bagmtisinda B, = x™ yineleme bagintis1 kullanilirsa

Padovan say1 dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Bu karakteristik denklemde
0zel olarak n = 3 alinirsa
x3—x—-1=0
denklemi elde edilir.
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Bu denkleminin kokleri

23 %1 1 |23

37 127673

't 1 [23 *|1 1 |23 3
y=—|=t+t= |- |=—-—= [——-i—
16 48, 3 16 48 3 2

_B-Do-1 ,_(@=DG-1 (@— D@ -1)

Cea-pa-n T B-0G-v " G-90-p

olmak {izere Padovan say1 dizisinin Binet Formiilii
P, =aa™ 4+ bp"™ + cy™
seklindedir.

e Ureteg Fonksiyonu: Padovan sayi dizisinin iirete¢ fonksiyonu

r&)=2§B¢"=Rf+ﬂt+5ﬂ4~~+3¢”+m

n=0
olsun. Bu denklemin her iki yam t? ve t3 ile ¢arpilirsa
t2r(t) = Pot? + Pyt + Pyt* + -+ Py_pt™ + -
t3r(t) = Pot® 4+ Pit* + Pot> + - + Py_gt™ + -

elde edilir.
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Buradan
(1—t2=t3r(t) = Py+ Pyt + (P, — Py)t* + (P — Py — Py)t3 + -
+(Pn — Py - Pn—3)tn + -

yazilabilir. Diger taraftan P, = P, = P, = 1 baslangi¢c sartlar1 i¢in Padovan say1

dizisinin
By =Py, +Py3
rekiirans bagmtis1 kullanilirsa Padovan sayi dizisininn tirete¢ fonksiyonu

1+¢

r(t)=1—t2—t3

olarak elde edilir.
e Padovan sayilariin bazi sonlu toplam formiilleri
" ?=0Pi:Pn+5_2
" YitoP2i =Pz —1
i=o P3i = P3nya
" Y0P =Pl — Pl —Pls

seklindedir.

3.1.2. Pell-Padovan say dizileri

Tamm 3.3: Ry, = R; = R, = 1 baslangig¢ sartlar1 olmak iizere R,,, n-inci Pell-Padovan

sayisi
Ry = 2Ry 5 + Ry-3, n=3

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu diziye de Pell-Padovan say1

dizisi denir ve {R,, },,5¢ ile gosterilir.
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Pell-Padovan sayilarinin negatif indisli terimleri
Ry = Rny3 — 2Rp4q, n<o0

esitligi ile bulunur. Bazi pozitif ve negatif indisli Pell-Padovan sayilar1 Tablo 3.3 te

verilmistir.

Tablo 3.3. Bazi pozitif ve negatif indisli Pell-Padovan sayilari

n -8| -7|—-6,-5|—-4|-3|-2|-1|0]1|2|3|4|5|6| 7|8

R,|-|67|—-41125|—-15| 9 |-5| 3 |—-1|1(1|1|3|3|7]9|17|25

Simdi Pell-Padovan say1 dizilerinin 6zellikleri verilecektir.

e Binet Formiilii: Tanim 3.3 teki Pell-Padovan say1 dizisinin
Ry =2Ry 2+ Rp3
rekiirans bagmtisinda R, = x™ yineleme bagntist kullanilirsa
x™ —2x"2 —x"3 =0

Pell-Padovan say1 dizisinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemde

O0zel olarak n = 3 alinirsa

x3—-2x—1=0

denklemi elde edilir. Bu denkleminin kdkleri a, § ve ¥ olmak iizere Pell-Padovan say1

dizilerinin Binet Formili

an+1 _ pn+1 an _pn
Rn =2 <—ﬁ) -2 (—B> + yn+1

a—pf a—

seklindedir.
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e Ureteg Fonksiyonu: Pell-Padovan say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

S(t) = z Rntn = RO + th + thz + .-+ Rntn + .-

n=0
olsun. Bu denklemin her iki yam 2t2 ve t3 ile garpilirsa
2t%s(t) = 2Rot? + 2R t3 + 2R t* + -+ + 2R, _,t™ + -
t3s(t) = Rot® + Rit* + Ryt® + -+ + R_3t™ + -
elde edilir. Buradan
(1—2t%2—t3)s(t) = Ry + Ryt + (R, — 2Ry)t?
+(R; — 2R, —R)t3 + -+ (R, — 2Ry — R,_3)t" +

yazilabilir. Diger taraftan Ry, = R; = R, = 1 baslangi¢ sartlar1 i¢in Pell-Padovan say1
dizisinin
Rn = 2Ry + Ry 3

rekiirans bagmtisi kullanilirsa Pell-Padovan say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

thnl 1-t
1-2t2—¢t3

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.1.3.  Perrin sayi dizileri

Perrin say1 dizisi ilk olarak 1876’da Edouard Lucas tarafindan ¢alisilmistir. Ancak dizi

daha sonralar1 1899°da bu diziyi ¢alisan Raoul Perrin’in ad1 ile anilmaktadir.

Tamm 3.4: Py =3,P, = 0,P, = 2 baslangi¢ sartlar1 olmak iizere P,, n-inci Perrin
sayisl

Pn=~n—2+]3n—3; n23

rekiirans bagintist ile tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu diziye de Perrin say1 dizisi

denir ve {P,},,5 ile gosterilir.
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Perrin sayilarinin negatif indisli terimleri

Pn=~n+3_ﬁn+lr n<0

esitligi ile bulunur. Bazi pozitif ve negatif indisli Perrin sayilar1 Tablo 3.4 te verilmistir.

Tablo 3.4. Bazi pozitif ve negatif indisli Perrin sayilar

n -8|-7|—-6|-5|—-4|-3|-2|-1|0{1|2(3|4|5|6|7|8

Bl 5 |-1|-2|4|-3|2 |1 |-1(3|0[{2|3[2|5|5|7]10

Simdi Perrin say1 dizilerinin 6zellikleri verilecektir.

e Binet Formiilii: Tanim 3.4 teki Perrin say1 dizisinin
By=Po s+ Prs
rekiirans bagintisinda B, = x™ yineleme bagimtis1 kullanilirsa

XM — x""2 _ 4n-3 —

Perrin say1 dizisinin karakteristik denklemi elde edilir. Bu karakteristik denklemde 6zel

olarak n = 3 alinirsa
x3—-x—-1=0

denklemi elde edilir. Bu denkleminin kokleri




r=-I%tw(3 " |6 —‘17'\ Y53t 276 ?)

olup

. B-Dy-1) b= (- -1 Cz(a—l)(ﬁ—l)
(a—B)a-y)’ B-a)B-7)’ -y -8

olmak tizere Perrin say1 dizisinin Binet Formiilii
B,=a™+ " +y"
seklindedir.

e Ureteg Fonksiyonu: Perrin say1 dizisinin iireteg fonksiyonu
f@ = z B,t" = Py + Pit + Pyt? + -+ Byt™ + -
n=0

olsun. Bu denklemin her iki yam t? ve t3 ile carpilirsa
t2f(t) = Pyt?> + Pyt + Pyt + -+ Pyt + -
t3f(t) = Pyt3 + Pit* + Pyt> + -+ Pyt + -
elde edilir. Buradan
(1—t2—=t3)f(t) = OPy + OP,t + (OP, — OP))t? + (0P; — OP, — OPy)t3 + ---
+(0B, — OP,_, — OB, _5)t" + -

yazilabilir. Diger taraftan P, = 3,P, = 0,P, = 2 baslangi¢ sartlar1 igin Perrin say

dizisinin P, = P,,_, + P,_5 rekiirans bagmtis1 kullamilirsa Perrin say1 dizilerinin iireteg

ot 2
" 1—t2—1t3

fonksiyonu ise

elde edilir.
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e Perrin sayilarinin bazi sonlu toplam formiilleri

seklindedir.

3.2. Bazi Hiper Kompleks Sayilar

Bu boliimde hiper kompleks sayilar tanimlar1 ve o&zellikleri detayli bir sekilde

sunulmustur.

Reel sayilar 1 boyutlu olan hiper kompleks sayilardir ve adi toplam ve ¢arpim altinda
cisim olan bir cebirsel yapidir. “ikiye katlama insas1” olarak bilinen ve hiper kompleks
sayilar1 inga etmek i¢in kullanilan Cayley-Dickson yontemi ise 1 boyutlu reel sayilara
uygulandiginda 2 boyutlu kompleks sayilari, kompleks sayilara uygulandiginda 4
boyutlu kuaterniyonlari, kuaterniyonlara uygulandiginda 8 boyutlu oktonyonlari,
oktonyonlara uygulandiginda 16 boyutlu sedenyonlar1 elde etme islemidir. Cayley-
Dickson yontemi bu hiper kompleks sayilari olusturmak igin en fazla kullanilan

yontemdir (Carmody, 1988; Culbert, 2007).

Tamm 3.5: i =—1 ve a,b reel sayilar olmak lizere a + ib seklindeki sayilara

kompleks ya da karmasik sayilar denir. Kompleks sayilarin olusturdugu kiime C ile

gosterilir ve

C=H={a+ib:a,b € Rvei?=—1}
olarak tanimlanir (Yaglom, 1968).
Zy = aq + iby ve z, = a, + ib, birer kompleks say1 ve A bir reel say1 olmak iizere

e Iki kompleks saymin toplamu:

Al + Zy = (a1 + az) + l(b1 + bz)

e ki kompleks saymin farki

z1 — 2z = (a; — ay) +i(by — by)
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e iki kompleks saymnin ¢arpimi

2123 = (@103 — b1by) + i(a1b; + bia,)
e Bir reel sayi ile bir kompleks saymin ¢arpimi
Azy = (Aay) + i(Aby)
e Bir kompleks saymnin eslenigi
Z; =aq —ibg

¢ Bir kompleks sayinin normu, kendisi ile esleniginin ¢apimi olup

z,Z; = (ay + ib;)(ay — iby) = af + bf = |z |* = |||
seklindedir.

Yukardaki tanimi ve esitlikleri saglayan tim kompleks sayilar kiimesi C, 2 boyutlu,

degismeli, birlesmeli cebir yapisindadir.

Kompleks sayilarin 4 boyutlu uzaya taginmasi ile kuaterniyonlar sunulmustur. Yani bir
kuaterniyon kompleks sayilarin bir ¢ifti olarak diisiiniilebilir. Kuaterniyonlar 4 boyutlu
toplama islemine gore birlesmeli, degismeli, carpma islemine gore birlesmeli fakat

degismeli olmayan cebir yapisindadir (Hamilton, 1843).

Tanmm 3.6: ey = 1,e,,e,,e3 taban elemanlart ve a,b,c,d reel sayilar olmak tizere
aey + be; + ce, + de; seklindeki sayilara reel kuaterniyonlar denir. Kuaterniyonlarin

olusturdugu kiime H ile gosterilir ve

H = {ae, + be; + ce, + des:ef = 1,e? =e2 =eZ=—1vea,b,c,d € R}

olarak tanimlanir (Hamilton, 1843).

H kiimesinin taban elemanlarinin ¢arpma tablosu Tablo 3.5 te gosterilmistir.
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Tablo 3.5. H kiimesinin taban elemanlarinin ¢arpma tablosu

1 e, e, es
1] -1 e e, es
6’1 6’1 - 1 83 —81
e, e, —e3 —1 e
e es e, —e -1

ql = a41€p + blel + c1€y + d16’3 ve qz = Q,€g + b2€1 + Cr€én + d26’3 bll’er kuatemlyon

ve A bir reel say1 olmak iizere
e ki kuaterniyonun toplami
q1 + 42 = (a1 + az)eg + (by + by)e; + (1 + co)e; + (dy + dy)e;
e ki kuaterniyonun farki
¢ — qz = (@ — az)eg + (by — by)ey + (cg — cx)e; + (dy — d3)es
e Iki kuaterniyonun ¢arprmi
4192 = (@10, — byby — c1¢; — dydy)eg + (a1b; + byay + c1dy — dicr)e
+(a,c, — bydy + cia, + diby)e, + (a1dy + bicy — by +diay)es
e Bir reel say1 ile bir kuaterniyonun ¢arpimi
Aq1 = (Aay)eg + (Aby)e; + (Acy)e; + (Ady)es
e Bir kuaterniyonun eslenigi
g1 = a1€9 — bie; —cie; —dse3
e Bir kuaterniyonun normu kendisi ile esleniginin capimi olup
q:1G1 = (a1€9 + bye; + c1e; + dye3)(ase0 — biey — cre; — dye3)
=ai +bi +ci +di =|ql* = lla.ll

seklindedir.
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Yukardaki tanimi ve esitlikleri saglayan tiim kuaterniyonlarin kiimesi 4 boyutlu toplama
islemine gore birlesmeli, degismeli, ¢arpma islemine gore birlesmeli fakat degismeli

olmayan cebir yapisindandir.

Hamilton tarafindan sunulan kuaterniyonlardan sonra Cayley-Dickson yonteminin
kuaterniyonlara uygulanmasi ile 8 boyutlu degismeli ve birlesmeli olmayan oktonyonlar

cebir yapisi ortaya ¢ikmistir (Baez, 2002; Conway ve Smith, 2005).

Tammm 3.7: ey = 1,e4, €5, 63,64, 65,65, €, taban elemanlart ve ayaq,a,,...,ag reel
sayilar olmak iizere Y./, a;e; seklindeki sayilara reel oktonyonlar denir. Oktonyonlarin

olusturdugu kiime O ile gosterilir ve

7

0= {Z a;e; =agey + a,e; + aze, + -+ ase;iag,a4q,ay,...,a; € R}
i=0

olarak tanimlanir. i = 0,1, ...,7 olmak lizere i = e; alinarak oktonyonlar i¢in ¢carpim i¢in

Tablo 3.6 verilmistir (Conway ve Smith, 2005).

Bir p reel oktonyonu

7
=0 i

7
p= z ae; =ay + Z a;e; = Re(p) + Im(p)
i i=1

olmak iizere Re(p) = a, ap reel oktonyonunun reel kismi ve Im(p) = X7_; a;e; ye
ise p reel oktonyonunun sanal kismi denir. @ kiimesinin taban elemanlarmin ¢arpma

tablosu Tablo 3.6 da verilmistir.

Tablo 3.6. @ kiimesinin taban elemanlarinin ¢garpma tablosu

1 e, e, es e, es €6 e;

1 1 e e, es ey es €6 e,
e e, -1 e —e, es —e, —ey €6
e, e, —e3 -1 e €e e; —e, —es
es e e, —eq -1 e —eq es —ey
e, e, —es —eq —ey -1 e, e, e
es es ey —ey e —e; -1 —e3 e,
€¢ €e e, ey —es —e, es -1 —e;
e, e, —eq es e, —e3 —e, e, -1



P1 = Xl-oaie, p; = Ni-obie; Ve ps = Y] ocje; birer oktonyon ve 1 bir reel sayi

olmak lzere

e Iki oktonyonun toplami

7
p1+Dp2 = Z(ai + b;)e;
i=0

e Iki oktonyonun farki

7
P1— D2 = Z(ai — b))e;
i=0

e ki oktonyonun carpimi

7

P1P3 = z aicj(eiej)

i,j=0

e Bir reel sayi ile bir oktonyonun ¢arpimi

7
Mo = ) Gae
i=0

¢ Bir oktonyonun eslenigi

e Bir oktonyonun normu, kendisi ile esleniginin ¢apimi olup

7 7 7
pib1 = (ao + Z aiei> (ao - Z aiei> = Z a? = |a;|* = lIp,l
i=1

i=1 i=0

seklindedir.
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Yukardaki tanimi ve esitlikleri saglayan tiim oktonyonlar kiimesi 8 boyutlu toplama
islemine gore birlesmeli, degismeli, carpma islemine gore hem birlesmeli hem de

degismeli olmayan cebir yapisindandir.

Cayley-Dickson yoOntemi oktonyonlara uygulandiginda 16 boyutlu degismeli ve
birlesmeli olmayan sedenyonlar yapisi ortaya ¢ikar. Sedenyonlar ile elektromanyetik
teori, dogrusal yercekimi ve kuantum mekanigi alam1 olmak iizere bilimin bir c¢ok
alaninda karsilasilmaktadir (Imaeda ve Imaeda 2000; Cawagas, 2004; Cariow ve

Cariowa, 2013; Mironov ve Mironov, 2015).

Tanmm 3.8: ey = 1,eq,e,,...€15 taban elemanlar, ay, aq,as,, ..., a5 reel sayilar ve

i,j,k=1.2,..,15i¢in

— il 2 _
€o€; = €i€p = €;,6;" = —€,
eiej - —ejel-,i :/:]
ei(ejek) = —(eiej)ek,i :/:j, eiej * iek

olmak iizere Y:°,a;e; seklindeki sayilara reel sedenyonlar denir. Sedenyonlarin

olusturdugu kiime S ile gosterilir ve

15
S = {Z a;e; =ageg + a;eq + -+ aseq5: ag, aq, Ay, ..., a7 € R}

i=0

olarak tanimlanir (Imaeda ve Imaeda, 2000).

Bir s reel sedenyonu

15 15
s = Z ae; =ag+ Z a;e; = Re(s) + Im(s)
i=0 i=1

olmak iizere Re(s) = a, as reel sedenyonunun reel kismi ve Im(s) = Y2, a;e; ye

ise s reel sedenyonunun sanal kism1 denir.
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S kiimesinin i = 0,1, ...,15 olmak iizere i = e; taban elemanlarinin ¢arpma tablosu

Tablo 3.7 de verilmistir.

Tablo 3.7. S kiimesinin taban elemanlarinin garpma tablosu

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 -0 3 -2 5 -4 -7 6 9 -8 -11 10 -13 12 15 -14
2 2 -3 -0 1 6 7 4 5 10 11 -8 -9 -14 -15 12 13
3 3 2 -1 -0 7 -6 5 -4 11 -10 9 8 -15 14 -13 12
4/ 4 5 6 -7 -0 1 2 3 12 13 14 15 -8 9 -10 -11
5 5 4 7 6 -1 0 -3 2 13 -12 15 -14 9 8 11 -10
6 6 7 4 5 -2 3 0 -1 14 -15 -12 13 10 -11 -8 9
7 7 -6 5 4 -3 -2 1 0 15 14 -13 -12 11 10 -9 -8
8 8 9 -10 -11 -12 -13 -14 -15 -0 1 2 3 4 5 6 7
9 9 8§ -11 -10 -13 12 15 -14 -1 -0 -3 2 -5 4 7 -6
10| 10 11 8§ 9 -14 -15 12 13 -2 3 0 -1 -6 -7 4 5
11| 11 -10 9 g§ -15 14 -13 12 -3 -2 1 0 -7 6 -5 4
12| 12 13 14 15 8§ 9 -10 -11 -4 5 6 7 -0 -1 -2 -3
13| 13 -12 15 -14 9 8 11 -10 -5 -4 7 -6 1 -0 3 -2
14| 14 -15 -12 13 10 -11 8 9 6 -7 -4 5 2 -3 -0 1
15115 14 -13 -12 11 10 -9 8 -7 6 5 4 3 2 -1 -0
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S1 = Xi2o i€, Sz = Ni2obie; ve s3 = X 12,cje; birer sedenyon ve 2 bir reel sayi

olmak lizere

Iki sedenyonun toplami

15
S1+ S = Z(ai + b;)e;
i=0

e Iki sedenyonun farki

15
S1— 8 = Z(ai — by)e;
i=0

e ki sedenyonun carpimi

15

5183 = Z aicj(eiej)

i,j=0

e Bir reel sayi ile bir sedenyonun ¢arpimi

15
Asy = Z(’lai)ei
i=0

¢ Bir sedenyonun eslenigi

e Bir sedenyonun normu, kendisi ile esleniginin capimi olup

15 15 15
5181 = (ao + Z aiei> <ao - Z aiei> = Z al = la;|* = |Isql
i=1

i=1 i=0

seklindedir.
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Yukardaki tanimi ve esitlikleri saglayan tiim sedenyonlar kiimesi 16 boyutlu toplama
islemine gore birlesmeli, degismeli fakat carpma islemine gore hem birlesmeli hem de

degismeli olmayan cebir yapisindandir. Ayrica sifir bolene sahiptir.

3.3. Sayi Dizileri ile Oktonyonlar ve Sedenyonlar

Bu boliimde Horadam oktonyonlar1 ve sedenyonlart ile 6zel durumlari olan Fibonacci,
Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyonlarmin ve
sedenyonlarinin  tanimlar1 ve Ozellikleri sunulmustur. Bu oktonyonlarin ve
sedenyonlarin olusturdugu dizilerin n-inci terimini veren Binet formiilleri, ireteg

fonksiyonlari, toplam formiilleri ve 6zellikleri verilmistir.

3.3.1. ikinci mertebeden say1 dizilerinin oktonyonlari ve sedenyonlari

Bu boliimde ikinci mertebeden sayi dizileri ya da Fibonacci ve Lucas tipli say1 dizileri
olarak adlandirilan Horadam say1 dizileri kullanilarak Horadam, Fibonacci, Lucas, Pell,
Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyonlari ve sedenyonlari ile 6zellikleri

verilmigtir.

p,q,n = 2 tam sayilar ve W, = a, W; = b keyfi reel sayilar olmak iizere (2.2) rekiirans

bagintisi

Wp =pWy_q +qWh_,

ile tanimlanmis ve W, = W,(a, b;p,q) ile n-inci Horadam sayis1 gosterilmistir. ilk
olarak n-inci Horadam sayisi ve oktonyonlarin tanimi kullanilarak sunulan Horadam

oktonyonlar daha sonra Horadam sedenyonlar1 verilmistir.
Tanmm 3.9: n >0 igin W, n-inci Horadam sayisi ve (e, ,eq,e,,€3,€4,€s, €6, €7)

standart oktonyon bazi olmak tizere n-inci Horadam oktonyonu, QW

7
OW,, = Wheg + Wyyie1 + -+ Wyyqe; = Z Whi€i
i=0

seklinde tanimlanir (Karatas ve Halici, 2017).
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n = 2 olmak iizere Tanim 3.9 da verilen OW,, sayisinin 6zel durumlari olarak

e W,(0,1;1,1) =E, icin (Kegilioglu ve Akkus, 2014) calismasinda n-inci

Fibonacci oktonyonu, OF,

7
OF, = Z Fryie
i=0

e W,(2,1;1,1) = L, icin (Kegilioglu ve Akkus, 2014) calismasinda n-inci Lucas
oktonyonu, OL,

7
OLy = ) Losie:
i=0

e W,(0,1;2,1) = B, igin (Szynal-Liana ve Wloch, 2015) ¢alismasinda n-inci Pell
oktonyonu, OB,

7
OB, = ) Puyicy
i=0

o W,(2,2;2,1) =Q, icin (Szynal-Liana ve Wloch, 2015) ¢alismasinda n-inci
Pell-Lucas oktonyonu, QQ,,

7
00, = z Qn+i€i
i=0

e W,(0,1;1,2) =/, icin (Bolat Cimen ve Ipek, 2017) calismasinda n-inci
Jacobsthal oktonyonu, 0/,

7
0/, = Z]nﬂ'ei
i=0

o W,(2,1;1,2) =j, icin Bolat Cimen ve Ipek, 2017) calismasinda n-inci

Jacobsthal-Lucas oktonyonu, Qj,,

7
Oj, = Zjn+iei
=0

olarak tanimlanir.
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Teorem 3.10: OW, n-inci Horadam oktonyonu olmak iizere OW, = X./_, W;e;,

OW, = X7_,W;,ie; baslangic sartlari ile Hoardam oktonyonlarmin dizisi, {OW,,},,50
ow,, = pOW,,_; + qOW,,_, (3.2)

rekiirans bagintisini saglar (Karatag ve Halici, 2017).

n = 2 olmak iizere (3.2) esitliginin 6zel durumlari olarak

e W,(0,1;1,1) = E, icin (Kegilioglu ve Akkus, 2014) calismasinda Fibonacci

oktonyonunun rekiirans bagintisi
OFy42 = OFy 41 + OF,,

o W,(2,1;1,1) =L, icin (Kegilioglu ve Akkus, 2014) calismasinda Lucas

oktonyonunun rekiirans bagintist
OLpi2 = OLpyq + OLy,

e W,(0,1;2,1) =P, igin (Szynal-Liana ve Wloch, 2015) calismasinda Pell

oktonyonunun rekiirans bagntisi
20P,_; + OP,_,,

o W,(2,2;2,1) = Q,, icin (Szynal-Liana ve Wloch, 2015) ¢alismasinda Pell-Lucas

oktonyonunun rekiirans bagntisi
Z(O)Qn—l + (O)Qn—Zr

e W,(0,1;1,2) =/, icin (Bolat Cimen ve Ipek, 2017) calismasinda Jacobsthal

oktonyonunun rekiirans bagintisi
O/n+1 = Ofy +20/5-1,

e W,(2,1;1,2) =j, icin Bolat Cimen ve Ipek, 2017) ¢alismasinda Jacobsthal-

Lucas oktonyonunun rekiirans bagintisi
Ojn+1 = Ojp + 20j5-4

seklinde tanimlanir.
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Simdi Horadam oktonyonlart ile 6zel durumlari olan Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas,
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas oktonyonlarinin Binet formiilleri, lirete¢ fonksiyonlari,

toplam formiilleri, normlar1 ve bazi 6zel esitliklerini verilecektir.

Teorem 3.11: a = ley + ae, + a’e, + -+ a’e; ve B =1ley+ fe; + B?e; + -+

B7 e, olmak iizere Horadam oktonyonlar1 i¢in Binet formiilii

Aaa™ — BBB"
O =——> (3.3)

seklindedir (Karatas ve Halic1, 2017).

Ispat: Ispat icin Horadam say1 dizisinin Binet formiilii kullanilabilir. Horadam
oktonyonlarinin rekiirans bagintis1 olan (3.2) esitliginde t™ = OW,, yineleme bagintisi

kullanilirsa
tn _ ptn—l _ thl—Z — 0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemde 6zel olarak n = 2 alinarak elde edilen

t? — pt — q = 0 denkleminin kokleri

PR p- P
IEET

2

dir. Horadam sayi dizisinin

_Aa™ - Bp"

n a —

Binet formiili Tanim 3.9 da kullanilirsa

OW, = Wheg + Wyiie1 + Wyyoer + Whyzes + Wyygeq + Wyyses + Wyeeg + +Whivey

Dl t

7
i=0

elde edilir.
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Buradan a = ley + ae, + ae, + -+ a’e; ve B =1ley+ fe; + B%e, + -+ Be;
olarak alinirsa Horadam oktonyonlar1 i¢in Binet formiilii

Aaa™ — BB

ow, =
n a_ﬁ

dir. Boylece ispat tamamlanir.
n = 2 olmak tiizere (3.3) esitliginin 6zel durumlari olarak

e W,(0,1;1,1) =E, icin (Kegilioglu ve Akkus, 2014) calismasinda n-inci

Fibonacci oktonyonunu veren Binet formiilii

a*an _d ﬁ*ﬂn

Qn = a-p

e W,(2,1;1,1) = L, i¢in (Kegilioglu ve Akkus, 2014) ¢alismasinda n-inci Lucas

oktonyonunu veren Binet formiilii

a*an_ﬁ*ﬁn
LT

e W,(0,1;1,2) =/, i¢in (Bolat Cimen ve Ipek,2017) calismasinda n-inci
Jacobsthal oktonyonunu veren Binet formiilii
1 * N * NN
Jo =5 (@a" = A"

e W,(2,1;1,2) =j, icin (Bolat Cimen ve Ipek,2017) calismasinda  n-inci

Jacobsthal oktonyonunun Binet formiili
Jn = (@™ + B7B)
seklinde tanimlanir.
Teorem 3.12: Horadam oktonyonlart i¢in {irete¢ fonksiyonu

OW, + (OW, — pOW,)t
1 —pt — qt?

seklindedir (Karatas ve Halici, 2017).
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Ispat: Horadam oktonyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

g(t) = Z OW,t"™ = OW,t° + OWyt! + OW,t? + - + OWt™ + -

n=0
olsun. Bu denklemin her iki yan1 pt ve gt? ile ¢arpilirsa
ptg(t) = pOWyt! + pOW, t? + pOW,t3 + - + pOW,t"*1 + ...
qt?g(t) = qOW,yt? + qOW,t3 + qOW,t* + --- + qOW,t"+2 + ...

elde edilir. Buradan

(1 —pt —qt?)g(t) = OPy + OP;t + (OP, — OPy)t? + (OP; — OP; — OPy)t3 + -+

+(OB, — OPy_y — OPy_s)t" + -

olup esitlik (3.2) deki OW,, = pOW,,_, + qOW,,_, rekiirans bagintis1 kullanilirsa

(1 —pt —qt*)g(t) = OW, + (OW; — pOW,)t

olur. Buradan Horadam oktonyonlarinin i¢in tirete¢ fonksiyonu

OW, + (OW, — pOW,)t
1 —pt — qt?

g() =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem (Cassini Esitlikleri) 3.13: Horadam oktonyonlar1 i¢in Cassini esitlikleri

__ AB(ap)"*(Bap-afa)
= pouy

i.  OW,_,0W,,, — OW?

AB(aB)"(BBa-aap)
a-p

“ (O)Wn+1©)WTl—1 - (O)an =

seklindedir (Karatas ve Halici, 2017).
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Ispat: i. Ispat icin Horadam oktonyonlarinin (3.3) esitligi ile verilen Binet formiilii

kullanilabilir. Buradan

, Agan+1 _ BE‘BTL+1 Aga”_l _ Bﬁﬁn—l Agan _ Béﬁn 2
OW,1 Wy — O =< — )( — )‘(T)

olup temel hesaplamalar yapilirsa

AB(ef)" ' (BBa — aapf)
a—p

OWp 1 OWpyy — QW =

elde edilir. Benzer diisiince ile ii. siktaki esitlik de ispatlanabilir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Simdi Fibonacci ve Lucas tipli say1 dizileri olarak da anilan Horadam sayilart
kullanilarak Horadam sedenyonlari ile 6zel durumlart olan Fibonacci ve Lucas

sedenyonlari sunulacaktir.

n-inci Horadam sayist ve sedenyonlarin tanimi kullanilarak sunulan Horadam

sedenyonlar agagida verilmistir.

Tanmmm 3.14: n > 0 igin W, n-inci Horadam sayis1 ve (e,,eq,e,,...,e15) Standart

sedenyon bazi olmak {izere n-inci Horadam sedenyonu

15
SWh = Woeo + Wirzes + -+ Wsrsers = O W
i=0

seklinde tanimlanir (Cimen vd., 2019).

n > 2 olmak tizere Tanim 3.14 de verilen SW,, sayisinin 6zel durumlari, (Bilgici vd.,

2017) ¢aligmasinda

e W,(0,1;1,1) = E, icin n-inci Fibonacci sedenyonu, SF,

15
SEy = ) Fuyiey
i=0
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e W,(2,1;1,1) = L, i¢in n-inci Lucas sedenyonu, SL,,

15
Sy = ) Lnsiey
i=0

olarak tanimlanir.

Teorem 3.15: SW, n-inci Horadam sedenyonu olmak iizere SW, = Y12, Wie;,

SW, = 313, W,,e; baslangic sartlar1 ile Horadam sedenyonlarinin dizisi, {SW,, },,50
Wy = pSWy—q + qSW,,_; (3.4)
rekiirans bagintisini saglar (Cimen vd., 2019).

n > 2 olmak iizere (3.4) esitliginin 6zel durumlan olarak (Bilgici vd., 2017)

calismasinda
e W,(0,1;1,1) = E, igin Fibonacci sedenyonlarinin rekiirans bagintisi
SFpiz = SFnyq + SE
e W,(2,1;1,1) = L, i¢in Lucas oktonyonlarinin rekiirans bagintisi
SLp4z = Slypy1 + SLy
seklinde tanimlanir.

Simdi Horadam sedenyonlart ile 0©zel durumlart olan Fibonacci ve Lucas
sedenyonlarinin Binet formiilleri, tirete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri ve bazi 6zel

esitliklerini verilecektir.

Teorem 3.16: a = Y2, ale; ve B =Y Ble; ile A=b—aB, B=D>b— aaolmak

tizere Horadam sedenyonlari i¢in Binet formiilii

Aaa™ — BBp™

W =— "% (3-5)

seklindedir (Cimen vd., 2019).
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Ispat: Ispat icin Horadam say: dizisinin Binet formiilii kullanilabilir. Horadam
sedenyonlarinin rekiirans bagintis1 olan (3.4) esitliginde t™ = SW,, yineleme bagintisi

kullanilirsa

tn _ ptn—l _ qtn—Z — 0

karakteristik denklemi elde edilir. Ozel olarak n = 2 almarak elde edilen t> — pt — q =

0 denkleminin kokleri

PP p g
2 S

2

dir. Horadam sayi dizisinin

Aa™ — BB"
"TTa—B

Binet formiilii Tanim 3.14 te kullanilirsa

15
SW, = z Whiiei
i=0

125Aan+i + Bﬁn+i
a —
i=0 'B
Aam 15 B,Bn+i 15
= ate; — Ble;
a—p« a—p«
1=0 =0

elde edilir. Buradan « =Y!>,a'e; ve B =Y, B olarak alimirsa Horadam

sedenyonlari i¢in Binet formiilii

Aaa™ — BBB"

SW,

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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n =2 olmak iizere (3.5) esitliginin 6zel durumlart olarak (Bilgici vd., 2017)

calismasinda
e W,(0,1;1,1) = E, i¢in n-inci Fibonacci sedenyonunu veren Binet formiilii

a*an_ﬁ*ﬁn
T

e W,(2,1;1,1) = L, i¢in n-inci Lucas sedenyonunu veren Binet formiilii
L, =a"a™+ B*p"
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.17: Horadam sedenyonlari igin iirete¢ fonksiyonu

SW, + (SW, — pSW)t
1—pt — qt?

seklindedir (Cimen vd., 2019).

Ispat: Horadam sedenyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

gt = z SW,t™ = SWot® + SWitt + SWot? + -+« + W t™ + -

n=0
olsun. Bu denklemin her iki yam pt ve qt? ile garpilirsa

ptg(t) = pSWyt! + pSW,t? + pSWyt3 + -+ + pSW,t"* 1 + ...

qt?g(t) = qSWot? + qSW,t3 + qSWot* + - + qSW,t"+2 + -+
elde edilir. Buradan
(1 —pt —qt?)g(t) = SW, + SW;t + (SW, — SW,)t?

+(SW5 — SW, — SW)t3 + -+ (SW,, — SW,,_, — SW,_3)t"™ + -+

olup esitlik (3.4) deki SW,, = pSW,,_; + qSW,,_, rekiirans bagintisi kullanilirsa

(1 —pt —qt*)g(t) = SWy + (SW; — pSWy)t

olur.
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Buradan Horadam sedenyonlarinin i¢in iirete¢ fonksiyonu

SW, + (SW, — pSW,)t
1 —pt — qt?

g(t) = (3.6)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

n =2 olmak iizere (3.6) esitliginin 6zel durumlart olarak (Bilgici vd., 2017)

calismasinda

e W,(0,1;1,1) = E, igin Fibonacci sedenyonunun iirete¢ fonksiyonu
o Fo+F.qt
Z Fl,tl — ¥
, 1—t—t?
=0

e W,(2,1;1,1) = L, i¢cin Lucas sedenyonunun iirete¢ fonksiyonu

Lo+ L_qt
L tl —_
Z 1—t—t2
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.18: Horadam sedenyonlari i¢in Cassini esitlikleri

iii. SW, 1 SW,,_4 SWZ — ( q)n 14B [,3,306 aaf

Bap-aBa

iv. SWhy1SWy_q — SWHZ = (_q)n_lAB [ (a—-pB)

seklindedir (Cimen vd., 2019).

Ispat: i. Ispat icin Horadam sedenyonlarmin (3.5) esitligi ile verilen Binet formiiliinii

kullanilabilir. Buradan

SWh—1SWhyq — San

Agan+1_BEﬁn+1 Agan_l—BEﬁn_l Aga”—BEﬁ”
( «-f )( «-f )‘( «=p )

2

yazilir.
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Bu esitlikte temel hesaplamalar yapilirsa

BBa — aaf

SWoia SWooy = SWGE = (=) AB | ==

elde edilir. Benzer diisiince ile ii. siktaki esitlik de ispatlanabilir. Bdylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.19: Horadam sedenyonlarinin toplami

o= 1 (BBB™  Agam™t?
i)

olmak tzere

- 1 (BBp™* _ Aga™?
Z - < 1-8 1-a )+M
i:0
seklindedir (Cimen vd., 2019).

Ispat: Ispat icin Horadam sedenyonlarinin (3.5) esitligi ile verilen Binet formiilii

kullanilabilir. Buradan

elde edilir. Geometrik seriler kullanilarak

n W — AQ 1— an+1 BE 1 _ﬁn+1
iZo: i_a—ﬁ< l1—-a )_a—ﬁ< 1-p )

1 (Bﬁﬁ”“ Agan”) Ae(1-p)-Bp(1—a)

a—p\1-8 1-a) (@-pU-a)0-5)
elde edilir.

42



Buradan

Ag(1 - B) = BE(1 - a)
M= = ma-wd—p

alinirsa Horadam sedenyonlarinin toplami

- 1 (BBB™' Aqa™!
i:0

a—p\ 1-p C1-a
dir. Boylece ispat tamamlanur.

3.3.2. Ugiincii mertebeden say1 dizilerinin oktonyonlar: ve sedenyonlar

Bu boliimde tiglincii mertebeden sayi dizileri ya da Tribonacci ve Tribonacci-Lucas tipli
say1 dizileri olarak adlandirilan genellestirilmis Tribonacci say1 dizileri kullanilarak
olusturulmus Tribonacci ve Tribonacci-Lucas oktonyonlar1 ile sedenyonlart ve

Ozellikleri verilmistir.

1, s, t reel sayilar ve Vo = a, V; = b, V, = ¢ keyfi kompleks sayilar olmak tizere (3.1)

rekiirans bagintisi

Vn = T'Vn_l + SVn_z + tVn_3

ile tanimlanmus ve {V,,(a, b, c;7,s,t)} 50 ile n-inci genellestirilmis Tribonacci sayisi
gosterilmistir. [lk olarak genellestirilmis Tribonacci oktonyonlar1 daha sonra

genellestirilmis Tribonacci sedenyonlar1 verilmistir.

Tanmm 3.20: n>0 i¢in V, n-inci genellestirilmis Tribonacci sayist ve

(eg,e€q,€z, ..., €7) standart oktonyon bazi olmak iizere n-inci genellestirilmis Tribonacci

oktonyonu
7 15
oV, = ZVn+ses =V +ZVn+ses
s=0 s=0

seklinde tammlanir (Ozkog Oztiirk, 2019).
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Genellestirilmis Tribonacci oktonyonlarinin olusturdugu dizi {QV,, },,5, ile gosterilir. Bu

dizinin rekiirans bagintis1 agagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.21: OV}, , n-inci genellestirilmis Tribonacci oktonyonu olmak tizere
OV = X2 Vies
ov; = Zil=50 Viiie
oV, = Zil=50 Varie

baslangig sartlar1 ile genellestirilmis Tribonacci oktonyonlarimin dizisi, {OV, },,50
oV, =roV,_; +s0V,_, + tOV,,_;

rekiirans bagintilarini saglar (Ozkog Oztiirk, 2019).

A

Teorem 3.22: a&a=YI_,a%, B=X_,B%s 7=l_,a%e, olmak iizere

genellestirilmis Tribonacci oktonyonlar igin Binet formiilii sirasiyla

0&a™t1! N Qﬁ"ﬁn+1 R?)/n-i'l
(@a=B)a-y) B-a)B-v) - -h)

oV, =

seklindedir (Ozkog Oztiirk, 2019).
ispat: @ =37_,a%e, B =37_,B% 7=3l_,a%e olmak iizere genellestirilmis

Tribonacci sayi dizisinin Binet formiilii genellestirilmis Tribonacci oktonyonlarin

taniminda kullanilirsa

7
oV, = Z Vnises
s=o

M“

( Qs Q™S s Rym™*s )e
(a—p)(a - T B-a)B-v) -y —-B)

s=0
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B ( Pan+s + Q,Bn+s + R)/n+s >
\@-pa-9 G-0B-1 G-ax-p)°

N ( Pan+1 N Qﬁn+1 N Ryn+1 ) e
@-pRpa-1 B-0B-1 G-oG-p)

N ( Pan+7 N Qﬁn+7 N Ryn+7 )
@—pa-v) B-0B-1 G-o0-p)

B 0&a™*t? N QBBn+1 N R?yn+1
S @=Ba-r) B-B-v) ¥-aF-B)

olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.23: Genellestirilmis Tribonacci oktonyonlar i¢in iirete¢ fonksiyonu

9(x) = i QVpx™ = OV + (OV; — r0Vg)x + (OV; — 70OV, — sOVy)x”
= X" =
n=0

1—7rx—sx?—tx3

dir (Ozkog Oztiirk, 2019).

Ispat: Genellestirilmis Tribonacci oktonyonlar igin

900 = ) Ova"
n=0

olsun. Buradan
g(x) = QVy + OVyx + OV,x? + OV3x3 + OVux* + OVex® + - + OVpx™ + -+
rxg(x) = rQVox + rOV,x% + 1OV,x3 + rQVax* + rOV,x5 + -+ + OV, x™ + -+
sx?g(x) = sOVyx? 4+ sOVyx3 + sOV,x* + sOV3x® + -+ + sOV,,_,x™ + -+
tx3g(x) = tOVox3 + tOVyx* 4+ tOV,ox® + -+ + tOV,_3x™ + -

esitlikleri yazilabilir.
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Bu esitlikler taraf tarafa toplanip genellestirilmis Tribonacci oktonyonlarinin
oV, =roV,_; + sOV,_, + tOV,,_; rekiirans bagintis1 kullanilirsa

g(x) —rxg(x) — sx?g(x) — tx3g(x) = QV, + (OV, — rQVy)x
+(QV, — rOV; — sQV,)x?
+(OV; — rQV, — 5OV, — tOV,)x?
+(OV, — rOV; — SOV, — tOV,)x* + -
+(OV, — rOV,_; — SOV, _, — tOV,,_3)x" + -

— @VO + (@Vl - T(O)Vo)x + (@Vz - T'(O)Vl - S@Vo)xz

olup

i i oy g1 = Qo+ OV = TOVo)x + (OV, — OV, — 50V)x?
gx) = nX =

n=0

1—rx—sx?—tx3

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.24: Genellestirilmis Tribonacci oktonyonlar: i¢in toplama formiilleri

n
Z@V' _ (r+s—1D0V,+ (@ —1)0V, — 0V, +tOV,_, + (s +t)OV,_; + (r + s + t)0V,
e r+s+t—1

i=0
seklindedir (Ozkog Oztiirk, 2019).
Ispat: Teorem 3.21 den

OV, = rOV, + sOV, + tOV,

©V4 = T(O)V3 + S(O)VZ + t@Vl

@Vn—l == r@Vn_z + S@Vn_3 + t@Vn_4_
@‘[n = T‘@Vn_l + S@Vn_z + t@Vn_3

esitlikleri yazilabilir.
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Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
i=2 i=1 i=0
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

n
(r+s-— 1)Z©Vi =(r+s—-1)0V, + (r—1)0V, — 0V,
i=0
+tOV,,_, + (s + )OOV, + (r + s + t)OV,

olup

(s =10V, + (r — DOV, — OV, + tOV,_, + (s + )OV,_y + (r + 5+ £)OV,
- r+s+t—1

n

A
=0
istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

Simdi genellestirilmis Tribonacci sedenyonlari ile 6zel durumlar1 olan Tribonacci ve
Tribonacci-Lucas sedenyonlarmin Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, toplam

formiilleri, normlar1 ve bazi 6zel esitlikleri verilecektir.

Tammm 3.25: 1V, n-inci genellestirilmis Tribonacci sayist olmak {izere n-inci

genellestirilmis Tribonacci sedenyonu

15 15
Sh = ZVrHses = Vn"'zvn+ses
s=0 s=1

seklinde tanimlanir (Soykan, vd., 2020).

Teorem 3.26: Negatif olmayan tiim n tamsayilar1 i¢in genellestirilmis Tribonacci

sedenyonlari
SV, =SVy_1 +SVy,_, + SV, 3

rekiirans bagimtilarini saglar (Soykan, vd., 2020).
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Tanim 3.25 ve Teorem 3.26 kullanilarak asagidaki 6zellikler verilebilir.

o (W} ., dizileri negatif indislere

S r 1
SV_n = — ; SV—(n—l) - ? SV_(n_z) + ? SV_(n_g)

rekiirans bagintisi ile genisletilebilir.

e SV, sedenyonun eslegi SV, olmak iizere

S_Vn =V, — Z Viises = Vo = Vigie1 — Vigpey — - = Viygseqs
dir.
e n-inci genellestirilmis Tribonacci normu
ISVall? = N2(SV) = Ol = ol = T2 + Tey + - + T

seklindedir.

Teorem 2.27: & = 313, aSe,, B =Y15,B%,, 7 =215 a’e,ve

P=V,— (B +y)Vi+ByV,
Q=V,—(a+y)Vy +ayV,
R = VZ - (a+ﬁ)V1 +aﬁV0

olmak iizere genellestirilmis Tribonacci sedenyonlari i¢in Binet formiilii

___ P 0t RN
T @-Ra-1n B-0B-1 G-ar-p

S

seklindedir (Soykan, vd., 2020).
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ispat: @ =3Y15,a%e,, B =X15,B%,, 7 =13, a%e, olmak iizere genellestirilmis
Tribonacci sayu dizisinin Binet formiilii genellestirilmis Tribonacci sedenyonunun

taniminda kullanilirsa

15
Sh, = Z Th+ses
s=o0

15

_ Pa™ QB" Ry™"
‘Zo(m—ﬁ)(a—y)* (ﬁ—a)(ﬁ—y)+(y—a)(y—ﬁ))

+< Pan+1 N Qﬁn+1 N R)/n+1 )
@—-pRpa-1 G-0B-1 G-aa¢-p)"

Pan+2 Qﬁn+2 Ry"+2
A ((a “Ba-9 B-0B-1 G- - ﬁ))eZ

+< Pdn+15 N QBTL+15 N R)/n+15 )
@B B-0@-» G-oG-p)"

_ Paam™*1 N Qﬁ“ﬁn+1 N R?)/n'l'l
(@a=B)a-y) B-a)B-v) -a)¥-B)

olup istenilen elde edilir.

Teorem 3.28: n-inci genellestirilmis Tribonacci sedenyonlart igin iirete¢ fonksiyonlar

sirastyla

= SV, + (SV, — rSVo)x + tSV_,x2
=) Sk =
9(x) Z) nX 1—7rx —sx? —tx3
n=

dir (Soykan, vd., 2020).
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Ispat: g(x) = X%, SV,x™ olsun. Buradan
g(x) = SVy + SVix + SVox? + SVax3 + SV, x* + SVex® + -+ + SV, x™ + -+
rxg(x) = rSVox + rSVix? + rSVox3 + rSVax* + rSV,x> + -+« + rSV,_ 1 x™ + -
sx2g(x) = sSVpx? + sSVyx3 + sSVox* + sSVax® + -+ + sSV,_px™ + -
tx3g(x) = tSVyx3 + tSVyx* + tSVox® + -+ + tSV_3x™ + -+
esitlikleri yazilabilir.

Bu esitlikler taraf tarafa toplanip genellestirilmis Tribonacci sedenyonunun

SV, =rSV,_1 + sSV,,_, + tSV,,_5 rekiirans bagintisi kullanilirsa

(1—7rx—sx? —tx®)g(x) = g(x) —rxg(x) — sx?g(x) — tx3g(x)
=SV, + (SV; — rSVo)x + (SV, — rSV; — sSV)x? + (SV3 — SV, — sSV; — tSVy)x3
+(SV, — SV — sSV, — tSV)x* + -+ (SV,, = 7SV g — sSVyp — tSV,_3)x™ + -+
=SV, + (SV; — rSVy)x + (SV, — SV — sSV;)x?

olup

SV, + (SV; — rSVo)x + (SV, — rSV; — sSV;)x?
1—7rx—sx?—tx3

g0 = ) SV yx" =
n=0

elde edilir. SV, —rSV; — sSV, = tSV_; esitligi kullanilirsa genellestirilmis Tribonacci

sedenyonu i¢in lirete¢ fonksiyonu

SVO + (SVl - TSVO)X + tSV_lxz
1—1rx —sx?—tx3

90 = ) Shxr =
n=0

olarak bulunur.
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Teorem 3.29: Genellestirilmis Tribonacci sedenyonlart igin toplam formiilleri
E=¢&sr=r+s+t—1
b=trse=T+s—DV+ -1V, -V,
o=0pse=utre(u—eVp) te(u—eWVo+ V) + - +es(u—elVo+Vy+ -4V

olmak iizere sirayla

n ~ ~ ~
Vn+2 + (1 - T)Vn+1 + tI/TL + Or st
SVi =

Erst

seklindedir (Soykan, vd., 2020).

Simdi genellestirilmis Tribonacci sedenyonlarinin 6zel durumlari olan Tribonacci ve
Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin  Binet formiilleri, {ireteg¢ fonksiyonlari, toplam

formiilleri, normlar1 ve bazi 6zel esitliklerini verilecektir.
1,s,t reel sayilar ve V, = a, V; = b, V, = c keyfi kompleks sayilar olmak iizere
Vn == T'Vn_l + SVn_z + tVn_3

(3.1) rekirans r=s=t=1 ile V; =0,V; =1,V, =1 almirsa {V},} dizisinden iyi
bilinen Tribonacci say1 dizisiver =s =t =11ileV, =3, V; = 1,V, = 3 alinirsa {V/},}
dizisinden 1iyi bilinen Tribonacci ve Tribonacci-Lucas say1 dizileri elde edilir ve

asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 3.30: n > 3 igin Tribonacci {T,,} ve Tribonacci-Lucas {K,} sayt dizileri

sirasiyla,
T,=Th1+Th 2 +Th3 To=0,T1,=1,T,=1 (3.7)
Kn = Kn_1 + KTL—Z + Kn_3 Ko = 3 y K1 = 1, KZ = 3 (38)

rekiirans bagitilariyla tanimlanir (Feinberg, 1963).
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(3.7) ve (3.8) rekiirans bagintilarinin x3 — x2 — x — 1 = 0 kiibik denkleminin kokleri

_1?\/5 = exp (%) i¢in

a,fveyvew =

_1+v19+3V33+V19-3v33

® 3

g1 + w19 +3v33 + w?y/19 — 333
- 3

14

_ 1+ w?V19 +3v33 + wV19 — 3v33
- 3

olmak {izere Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilarinin Binet formiilleri sirastyla

- ant . gt 4 s (39)
(@=B)a-y) B-a)B-v) G- -H)
ve
K,=a"+p"+y" (3.10)
seklindedir.

Tamim 3.31: n > 0 i¢in T,, ve K, sirastyla n-inci Tribonacci ve n-inci Tribonacci-Lucas
sayist ve (eg,eq, €y, ..., €15) standart sedenyon bazi olmak iizere n-inci Tribonacci ve

Tribonacci-Lucas sedenyonlari sirastyla

15 15
ST, = z Theses =Ty + Z Thsses
s=0 s=0

15 15
SK, = z Knises = Kp + z Knises
5=0 s=0

seklinde tanimlanir (Soykan, 2019).

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlarimin olusturdugu diziler sirasiyla {ST;,},50

ve {SK,, },,5¢ ile gosterilir. Bu dizilerin rekiirans bagintilar1 asagidaki teorem ile verilir.
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Teorem 3.32: ST, n-inci Tribonacci sedenyonu ve SK, n-inci Tribonacci-Lucas
sedenyonu olmak iizere STy = Y12, Tie;, ST; = YicoTiri€i, ST, = X120 Toyie;Ve
SKo = Xi2oKiei,  SKy = X120 Kisi€i, SKp = %20 Kpyie; baslangic  sartlar ile

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin dizisi, {ST}, },,50 V€ {SK;, }nso Sirasiyla
ST,, =ST,_1 + ST,,_, + ST;,_3
SK, = SK,,_1 + SK,,_, + SK,,_3
rekiirans bagintilarini saglar (Soykan, 2019).
Tanim 3.31 ve Teorem 3.32 kullanilarak asagidaki 6zellikler verilebilir.
o {ST,}ns0 Ve {SK,,}nso dizileri sirasiyla negatif indislere
ST_n = =ST_(n—1) — ST_(n—2) + ST_(n-3)
SK_p = =SK_(n—1) — SK_(n-2) + SK_(n_3)
rekiirans bagintilari ile genisletilebilir.

e ST, sedenyonun eslenigi ST, ve SK,, sedenyonun eslenigi SK,, olmak iizere

15
ST, =T, — Z Thises =Ty — Tyy1€1 — Thizey — - — Thyasess
s=0
15
SK, = K, — z Knises = Ky — Kppieg — Kpygey — - — Kpyqsess
s=0

dir.
e n-inci Tribonacci ve n-inci Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin normu
IST,lI* = N?(ST,) = ST, ST,, = ST, ST, = Tf + Tisx + - + Tnsss
ISK,ll* = N*(SKy) = SK,SKy, = SKnSKy = Ky + Kifyq + =+ Kiy1s

seklindedir.
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Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin normunun hesabi i¢in asagidaki lemma

yardimiyla sunulan teorem kullanilabilir.

Lemma 3.33: n >0 i¢in T,, ve K, sirasiyla n-inci Tribonacci ve Tribonacci-Lucas

sayist olmak iizere

n
T2 = 14+ 4T, Ty — (Tn+1 B Tn—l)2
E o=
4

2

L 2 2

z K2 = —Kiv1 — K1+ Kones — Koz

2 =
2

i=1

dir (Li, vd., 2014).

Teorem 3.34: n-inci Tribonacci ve n-inci Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin normlari

sirastyla
”ST ”2 = 4-(Tn+15Tn+16 B Tn—lTn) + (Tn - Tn—z)z _ (Tn+16 - Tn+14)2
i 4
ISK,,||1? = _Kr%+16 - Kr%+14 + K2 + Kﬁ_z + Konizz + Koniog — Kone1 — Kon—a
W% =

2
dir (Soykan, 2019).

Ispat: Lemma 3.33 kullanilarak

n+15
ISTall2 = ) 72
i=n
n+15 n-—1
DD,
i=1 i=1

_ 1+ 4Tn+15Tn+16 - (Tn+16 - Tn+14»)2 _ 1+ 4'Tn—lTn - (Tn - Tn—Z)2
4 4

— 4(Tn+15Tn+16 - Tn—lTn) + (Tn - Tn—z)2 - (Tn+16 - Tn+14—)2
4

ve
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n+15

ISKlI? = > K2
i=n

n+15 n-1
— 2 _ 2
= E K; E K;

i=1 i=1

_ <_K1$+16 — K214+ Konyszs + Konsos B 2)
2

_ <_Kr% - Kﬁ—z + K2n+1 + KZn—4 _ 2)
2

—Kiv16 — Kfv1a — Konv1 — Kon—a + Koniaz + Ki + Ki 5 4+ Konyos
2

olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Asagidaki teoremlerle Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlarmin Binet

formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri ve normlar1 verilmistir.

Teorem 3.35: & =15 a’e, f=313,B%, 7=23i5,a’%e, olmak iizere

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlari i¢in Binet formiilii sirasiyla

dan+1 ﬁ“ﬁn+1 ]f;yn+1

“@-pa-1n G-0G-1 G-o7-p

ST,

ve
SK, = @a™ + BB + Py
seklindedir (Soykan, 2019).

ispat: Ispat icin @ = Y15, a’e,, f = Y15, 8%, 7 = Xi5,a’e;, olmak iizere (3.9)
esitligi ile verilen Tribonacci sayr dizisinin Binet formiili Tanim 3.31 de verilen

Tribonacci sedeyonunun taniminda kullanilabilir.

55



Buradan

15
ST, = Z Th+ses
s=o0

i ( a1+, prHitse yntitse >
(@ —pB)(a - V) B-DE-1 " -0 -P)

s=0

&an+1 ﬁ"ﬁn+1 VVTH_I

T@-pa-n G-0G-1 G-oa-p

olup istenilen elde edilir. Benzer diisiinceyle (3.10) esitligi ile verilen Tribonacci-Lucas
say1 dizisinin Binet formiili Tanim 3.31 de verilen Tribonacci-Lucas sedenyonunun
taniminda kullanilirsa Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin Binet formiilii elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.36: Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlari igin iireteg fonksiyonlari

sirastyla

STO + (ST, — STy)x + ST_,x?
= Tyx
9(x) = ZS 1—x—x%2—x3

_ SKo + (SK; — SKo)x + SK_;x?
= SK, x
9(&) = Z 1—x—x%2—x3

dir (Soykan, 2019).
Ispat: g(x) = ¥, ST,,x™ olsun. Buradan
g(x) = STy + STy x + ST,x? + ST3x3 + STyx* + STsx® + -+ + STpx™ + -+
xg(x) = STyx + STy x?% + STox3 + STyx* + STyx5 + -+ ST x™ + -+
x2g(x) = STyx? + STy x3 + STox* + ST3x5 + -+ + ST, _,x™ + -+
x3g(x) = STyx3 + STy x* + STox> + -+ + ST,_3x™ + -+

esitlikleri yazilabilir.
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Bu esitlikler taraf tarafa toplanip Tribonacci sedenyonunun ST, = ST,,_; + ST,,_, +

ST,,_5 rekiirans bagintisi kullanilirsa
g() —xg(x) —x*g(x) —x°g(x) = STy + (ST, — STp)x
+(ST, — ST, — STy)x?
+(ST; — ST, — ST, — STy)x3
+(ST, — ST; — ST, — ST; — STy)x* + -+
+(ST,, —STy,_1 — STy — STp,_3)x™ + -+
= ST, + (ST, — STy)x + (ST, — ST; — STy)x?
olup

- ST, + (ST; — ST,)x + (ST, — ST, — ST, )x2
g(x)=ZSTnx"= o+ (ST, 0) (ST, 1 0)
n=0

1—x—x2—x3

elde edilir. ST, — ST, — ST, = ST_, esitligi kullanilirsa Tribonacci sedenyonu igin

tirete¢ fonksiyonu

= STy + (ST, — STy)x + ST_;x2
g(x)zZ)STnxn= 1—x—x%2—x3
n:

olarak bulunur. Benzer diisiinceyle Tribonacci-Lucas sedenyonu i¢in {irete¢ fonksiyonu

elde edilebilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Teorem 3.37:

C1 = _1 - 81 - 382 - 583 - 964 - 1785 - 3186 - 5787 - 10568 - 19339 - 355@10
- 653611 - 1201312 - 2209613 - 4‘063314 - 74‘73315

ve

C2 = _661 - 862 - 14‘613 - 2864 - 5065 - 9266 - 17037 - 31268 - 57939
- 1056810 - 184‘2611 - 3572612 - 6570313 - 12084‘314 - 22226@15
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olmak iizere Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenionlari igin toplam formiilleri sirayla

l

n
1
STi = E (ST‘I‘H-Z + STn + Cl)
=0
ve

n
1
SK; = 5 (SKnrz + SKy + c2)
=0

l

seklindedir (Soykan, 2019).

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sedenyonlarinin bazi 6zellikleri asagidaki teoremlerle

verilmistir.
Teorem 3.38: n tamsayisti i¢gin
i.  STpie =7STps3 —5ST, + ST,,_3
ii. STp,g = 11ST, 4 + 58T, + ST,,_,
. STpiq0 = 21STy 45 + ST,, + ST, _5
V. SK,.¢=2SK,,3+ SK,+ SK,_;
V. SK,,g=4SK, 4+ SK,_,
Vi. SKpii0=7SK,i5 —2SK, + SK,_s
dir (Soykan, 2019).
Teorem 3.39: n > 0, m = 3 i¢in
. SThun = Tme1SThizs + (T + Ti—3)SThiq + T2 STy
. SThsn = Tme2SThoq1 + (Tg1 + T)STh—2 + Ty 1STh—3
iii.  SKpin = Kno1STmys + (SThgq + ST)Kn—2 + Ki—3STmaq
V.  SKpin = Kn2SThoq + (K1 + K)STh—y + Ky 1STh_3

dir (Soykan, 2019).
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Teorem3.40: n > 1

Vi.

SK,, = 3ST,.1 — 2ST,, — ST_4
ST, + ST,, = 2T,, SK,, + SK,, = 2K,

a(a+)a™l  BB+1)AMT | py+1)yntl

ST.., + ST, =
n+1 T (@-B)a-y) | B-a)B-y)  (y-a)¥-B)

SKyi1 +SK, = @(a+ Da™+ LB + D™ +7(y + Dy"

n (n)g  _ Qa(@+a™ | BEB+DE™ | yyr+y"
=0 Po(@pa-y)  B-oB-Y)  v-a)-B)

l

o (7)SKi = ala+ 1)+ BB+ D +7(0+ 1)

dir (Soykan, 2019).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Padovan, Pell-Padovan, Perrin Oktonyonlari ve Sedenyonlari
Bu boliimde n > 3 olmak iizere
P,=P, ,+P, s, Pp=P =P, =1
R, =2R, ,+ Ry, 3, Ry=R, =R, =1
Py=Py_ 4+ P,s, Py=3,P=0P,=2

rekiirans bagintlari ile tanimlanan sirasiyla Padovan, Pell-Padovan, Perrin say1 dizileri
ile oktonyonlar ve sedenyonlar kullanarak Padovan, Pell-Padovan, Perrin oktonyonlari
ve sedenyonlar1 tanimlandi. Bu oktonyon ve sedenyonlarin dizileri olusturuldu, Binet

formiilleri ve tlirete¢ fonksiyonlar1 elde edildi.

Bu c¢alismada (OB,) ile Padovan oktonyonlarinin dizisi; (OR,) ile Pell-Padovan
oktonyonlarnin dizisi; (OB,) ile Perrin oktonyonlarmimn dizisi ve (SB,) ile Perrin

sedenyonlarinin dizisi gosterilecektir.

Tanmim 4.1: n > 0 igin B,, n-inci Padovan sayisi ve (e, €1, €, €3, €4, €s, €4, €7) standart

oktonyon bazi olmak {izere herhangi bir n-inci Padovan oktonyonu

7
0Py =) Pue
i=0

seklinde tanimlanir (Tagyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).
Tanim 4.1 kullanilarak ilk birkag Padovan oktonyonu soyledir:

OPy = ey + e + e, + 2e; + 2e4 + 3es + 4eg + Se,

OP, = ey + ey + 2e, + 2e5 + 3e, + 4es + 5eq + 7e,

OP, = ey + 2e, + 2e, + 3e3 + 4e, + S5es + 7e4 + 9e,
OP; = 2ey + 2e; + 3e, + 4e3 + 5e4, + 7e5 + 9eg + 126,
OP, = 2eq + 3e; + 4e, + 5e3 + 7e4 + 9e5 + 12e4 + 166,

OPs = 3ey + 4e, + 5e, + 7e3 + 9e, + 12e5 + 16e4 + 216,
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Teorem 4.2: OPB,, n-inci Padovan oktonyonu olmak iizere OP, = Y7, P;e;,
OP, = Y7 o Piiiei , OP, = Y7 P,,,e; baslangi¢ sartlar1 ile Padovan oktonyonlarmin

dizisi (OB,)
OB, = OP,,_, + OP,_3
rekiirans bagmtisini saglar (Tasyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: Tanim 3.2 ve Tanim 4.1 den

7 7
OPyz + 0Py =) Pusuiei+ ) Pusuiey

i=0 =0

7
= Z(Pn—2+i+Pn—3+i)ei
i=0

7
= Z Ppyie
i=0

= OP,
olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Padovan oktonyonlarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.
Teorem 4.3: Padovan oktonyonlari i¢in iirete¢ fonksiyonu

0P0+0P1t+(0P2_0P0)t2
1—-t2—1¢3

g) =

seklindedir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: Padovan oktonyonlarini iirete¢ fonksiyonu

ro(t) = Z OP,t™ = OPy + OP,t 4+ OP,t% + -+ OP,t" + ---

n=0

olsun.
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Bu denklemin her iki yan1 t2 ve t3 ile garpilirsa
t2ro(t) = OPyt? + OPyt® + OPyt* + -+« + OPy_,t™ + -
t319(t) = OPyt3 + OPyt* + OP,t° + -+ OP,_3t™ + -~

elde edilir. Buradan
(1—t?—=t3)1ry(t) = OPy + OP;t + (OP, — OPy)t?

+(0P3 - 0P1 - 0P0)t3 +

+(OB, — OPy_; — OP,_3)t™ + -+

yazilabilir. Diger taraftan OPy = Y7_,Pe;, OPy =X/_oPiyii, OP, =X7_oPryie;
baslangig sartlar1 i¢in Padovan oktonyonlarinin dizisinin (OB,)

OB, = O0P,,_, + OP,_3
rekiirans bagintisini kullanilirsa Padovan oktonyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

0P0+0P1t+(0P2_0P0)t2
1—-t2—1t3

ro(t) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Padovan oktonyonlarinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.4: n > 0iginry, Ve 13, x3 — x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve

o= Yrten 9= Yrter, v =Yt
i=0 i=0 i=0
_ (ry —1r)(r3 — 1) _ (rn—1)(—1) _ (n—1(—-1)
(=) —13)° (rp—r)(—13)° Y (ry —13)(r, — 13)

olmak iizere Padovan oktonyonlariin Binet formiilii
OB, = a*ar* + B*Br} +y yrd
seklindedir (Tagyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).
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Ispat: Ispat icin Padovan sayr dizisinin Binet formiilii kullanilabilir. 7, r, Ve 73

x3 — x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve

(rp,—r)(3—1) B = (mn—D3—-1) _ (n—D—-1)
(ri—m)(r—13)° (=) —13)° (ry —13) (1 —13)

a =

olmak tizere Padovan say1 dizisinin
B, =ar{*+ pr}t +yr3

Binet formulii Tanim 4.1 de kullanilirsa

7
0P, = ) Prsiey
i=0

= P, + Ppiieq + Ppygey + Ppyses + Prygey + Prises + Priges + Pryse;

olupa* =37 rie;, B*=X_orse;, v* =X _,7ie; olarak alinirsa

7
Oh, = Z Pryie
i=0

7
= Z[arf’” + Briti 4yt e
i=0
=a’ar{' + Bpr) +yyrs

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamim 4.5: n > 0 igin B,, n-inci Pell-Padovan sayis1 ve (e, ,eq,e,, €3, €4, €5, €6, €7)

standart oktonyon bazi olmak iizere herhangi bir n-inci Pell-Padovan oktonyonu

7
ORy, = Z Rytie
i=0

seklinde tanimlanir (Tagyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).
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Tanim 4.5 kullanilarak ilk birkac Pell-Padovan oktonyonu soyledir:
ORy = ey +e; +e, +3e3+3e,+7e5 + 94 + 17e,

OR, = ey + e, +3e, +3e3+7e4,+9e5 + 174 + 25e;

OR, = ey + 3e; + 3e, + 7e3 +9e, + 17e5 + 25¢4 + 43e,

OR; = 3ey + 3e; + 7e, + 9e3 + 17e, + 25e5 + 43¢5 + 67¢,
OR, = 3ey + 7e; +9e, + 17e3 + 25e, + 43e5 + 67¢e4 + 111e,

ORs = 7ey +9eq + 17e, + 25e3 + 43e4 + 67e5 + 111eg + 177e,

Teorem 4.6: OR, n-inci Pell-Padovan oktonyonu olmak iizere OR, = Y.7_, R;e;,
OR, =Y/ _oRisi€iy OR, =Y R,.e; baslangic sartlart ile Pell-Padovan

oktonyonlarinin dizisi (OR,,)

OR,, = 20R,_» + ORy_3

rekiirans bagmtisini saglar (Tasyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: Tanim 3.3 ve Tanim 4.5 den

ZORTL—Z + ORn_g = 2Rn—2+iei +

0 i

Ry_sz4i€
0

7
i=

7

7
= Z(ZRn—2+i+Rn—3+i)ei
i=0

7
= E Ryyie
i=0

= OR,

olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Pell-Padovan oktonyonlarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.7: Pell-Padovan oktonyonlart i¢in iirete¢ fonksiyonu

ORy + ORt + (OR, — 20R)t?
1—2t%2—-1t3

so(t) =

seklindedir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: Pell-Padovan oktonyonlarimin iirete¢ fonksiyonu

se(t) = Z OR,t™ = ORy + ORt + OR,t% + -+ OR,t" + -+

n=0
olsun. Bu denklemin her iki yam 2t2 ve t3 ile garpilirsa
2t%s5(t) = 20Rot? + 20R t3 + 20R,t* + -+ + 20R,, _,t™ + -
t3so(t) = ORyt3 + OR t* + OR,t° + -+ ORp_3t™ + -+
elde edilir. Buradan
(1 —2t% —t3)s(t) = ORy + OR,t + (OR, — 20R,)t?

+(ORs — 20R, — OR3 + -+ (OR,, — 20R,_y — ORp_ )t + -

yazilabilir. Diger taraftan ORy, = Y.7_,R;e;, OR; = X/_oRiti€i, ORy =Y 7_ Ry, €

baslangi¢ sartlar1 i¢in Pell-Padovan oktonyonlarinin dizisinin (OR,,)

OR,, = 20R,,_, + OR,_;
rekiirans bagmtisi kullanilirsa Pell-Padovan oktonyonlarinin iireteg¢ fonksiyonu

ORy + OR it + (OR, — 20R)t?
1—2t%2—1t3

so(t) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Pell-Padovan oktonyonlarimin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.8: n > 0 igin ry,,ve 13, x3 — 2x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve

7 7 7

— i _ i _ i

i=0 i=0 i=0

olmak tizere Pell-Padovan oktonyonlarinin Binet formiili

rn+1a* _ T'n+1 * rna* _ _r.‘n *
0Rn=2<1 : B)—z(—l ZB>+r3"+1)/*
T‘l - rz 7‘1 - 7‘2
seklindedir (Tagyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: Ispat igin Pell-Padovan say: dizisinin Binet formiilii kullanilabilir. r;,7, ve 3

x3 — 2x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve Pell-Padovan say: dizisinin

n+1 % n+1 px* n , * n px*
rooat =1 p na —rf
—2|————— |+ r3”+1)/*

OR, =2
" ( n—-n

Binet formuli Tanim 4.5 de kullanilirsa

7
ORy = ) Ruviey
i=0

7 . . ,
n+1+i n+1+i n+i n+i
= 2 —2| ———— |+t g
rn—n rn—n
=0

l

.r.n+1a* _ rn+1 * rna* _ rn *
=2<1 2 ﬁ -2 1 2.8 +T'3n+1)/*

n—-n n—-n

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 4.9: n > 0 icin P,, n-inci Perrin sayis1 ve (eg, ey, e, €3, €4, €s, €5, €7) Standart

oktonyon bazi olmak {izere herhangi bir n. Perrin oktonyonu

7
O =) Pue;
i=0

seklinde tanimlanir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).
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Tanim 4.9 kullanilarak ilk birkag Perrin oktonyonu soyledir:

OP, = 3ey + Oe; + 2e, + 3e; + 2e, + 5es + 5eq + 7e,

OP; = Oey + 2e; + 3e, + 2e5 + 5e, + 5es + 7e, + 10e,

OP, = 2ey + 3e; + 2e, + 5e; + 5e, + 7es + 10eg + 12e,

OP; = 3ey + 2e; + 5e, + 5e3 + 7e, + 10es + 12e4 + 17e,

OP, = 2ey + 5e; + 5e, + 7e; + 10e, + 12es + 17¢e4 + 22e,

OP; = 5ey + 5e; + 7e, + 10e; + 12e, + 17es + 22e¢ + 29e,

Teorem 4.10: OP,, n-inci Perrin oktonyonu olmak iizere Perrin oktonyonlarmin dizisi
(OF)

OP, =0P,_, + OP,_,
rekiirans bagmtisini saglar (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).

Ispat: Tanim 3.4 ve Tanim 4.9 dan

7

Opn—z-l'opn— :Z n— 2+lel+zp‘n 3+i€i

i=0

= Z(ﬁn—2+i+pn—3+i)ei

7
= Z Ppyie;
i=0

= 0P,
olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Perrin oktonyonlarinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.11: Perrin oktonyonlar1 i¢in lirete¢ fonksiyonu

0Py + OP,x + (0P, — 0By)x?
1—x2%2—x3

fo(x) =

seklindedir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).

Ispat: Perrin oktonyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

fo(x) = Z OP,x™ = OPy + OP;x + OP,x? + -+ + OB x™ + -+

n=0
olsun. Bu denklemin her iki yan1 x2 ve x3 ile ¢arpilirsa
x%fy(x) = OPyx? + OP;x® + OP,x* + - + 0P, _,x™ + -+
x3fo(x) = 0Pyx3 + 0P x* + OP,x° + -+ + 0P, _3x™ + -
elde edilir. Buradan
(1—x2—x®fy(x) = 0Py + OP,x + (OP, — OP)x? + (OP; — OP, — OP))x3 + -+
+(OP, — OP,_, — OP,_3)x™ + -+

yazilabilir. Diger taraftan OP, = Y./_,Pe; , OP, =Y!_,P,,e; , OP, =Y7_ P,,.e;

baslangic sartlar1 icin Perrin oktonyonlarinin dizisinin (OP,)
OP, = OP,_, + OP,_;

rekiirans bagintisi kullanilirsa Perrin oktonyonlar i¢in {ireteg fonksiyonu

0P, + OP,x + (0P, — 0P;)x?
1—x2—x3

fo(x) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.12: n > 0 i¢in r;, Ve 13, x3 — x — 1 = 0 denkleminin kokleri ve

7 7 7
— i — i — i
T RS )

i=0
olmak tizere Perrin oktonyonlarinin Binet formiilii

OB, = arl* + pr}t + yr?
seklindedir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).

Ispat: Ispat igin Perrin say1 dizilerinin Binet formiilii kullanilabilir. ry, 7, ve 73

x3 — x — 1 = 0 denkleminin k&kleri olmak iizere Perrin say dizisinin
Bo=rl+ r}+ 1l

Binet formili Tanim 4.9 da kullanilirsa

7
Oﬁn = Z ﬁn+iei
i=0

= Pn + ﬁn+1el + ﬁn+292 + ﬁn+3e3 + ﬁn+4e4 + ﬁn+565 + ﬁn+6e6 + ﬁn+7e7

olupa =Y_orie;, B =Xorsie;, ¥ = Xi=oTie; olarak almirsa

7
Oﬁn = Z ﬁn+iei
i=0

7
= E [rfHE+
i=0

=ar'+ Brit +yrd

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Tamm 4.13: n > 0 icin P,, n-inci Perrin sayis1 ve (e, ey, ..., e;5) Standart sedenyon

bazi olmak tizere herhangi bir n-inci Perrin sedenyonu

15
Sﬁn = z Pn+iei
i=0

seklinde tanimlanir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).
Tanim 4.13 kullanilarak ilk birkag¢ Perrin sedenyonu soyledir:

SPy = 3eq + Oe; + 2e, + -+ 39e,3 + 5le;, + 68e;s
SP, = Oeq + 2e; +3e, + -+ + 51e;3 + 68ey4 + 90e;
SP, = 2eq + 3e; + 2e, + -+ + 68e;3 + 90e;, + 119e; ¢
SP; = 3ey + 2e; + 5e, + -+ 90ey3 + 119¢e,, + 158e;
SP, = 2ey + 5e; + 5e, + -+ 119¢e;5 + 158e,, + 209e;5

Sﬁs = 560 + 561 + 762 + + 158@13 + 209614 + 277615

Teorem 4.14: SP, Perrin sedenyonu olmak iizere Perrin sedenyonlarinin dizisi (SB,)
SP, =SP,_, +SP,_;
rekiirans bagmtisini saglar (Tagyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).

Ispat: Tanim 3.4 ve Tanim 4.13 ten

15 15
Sﬁn—z + Sﬁn—3 = z ﬁn—2+iei + z ﬁn—3+iei
i=0 i=0

15
= Z(Pn—2+i+ﬁn—3+i)ei
i=0

15
= E Ppnyie;
i=0

= SP,
olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.15: Perrin sedenyonlar1 i¢in geren fonksiyonu

SPy + SPyx + (SP, — SP,)x?
1—x2%2—x3

gs(x) =
seklindedir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).

Ispat: Perrin sedenyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

gs(x) = Z SP,x™ = SPy + SP,x + SP,x? + -+ + SBx™ + -+

n=0

olsun. Bu denklemin her iki yam x? ve x3 ile carpilirsa
x2gs(x) = SPyx? + SPx3 + SPyx* + -+ + SP,_,x™ + -
x3gs(x) = SPyx3 + SPix* + SP,x5 + -+ SP,_3x™ + -
elde edilir. Buradan
(1-x2—x3)gs(x) = SPy + SP,x + (SP, — SPy)x% + (SP; — SP, — SPy)x3 + -+
+(SB, — SP,_, — SP,_3)x™ + -

yazilabilir. Diger taraftan SPy = Y15, Pe; , SP, = Y15 P, ,ie; , SP, = Y12, Py, e

baslangig sartlari icin Perrin sedenyonlarinin dizisinin (SB,)
SP, =SP,_, + SP,_;
rekiirans bagintist kullanilirsa Perrin sedenyonlarinin iireteg¢ fonksiyonu

SPy + SPyx + (SP, — SPy)x?
1—x2%2—x3

gs(x) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.16: n > 0 igin 7, ,ve r3 , x3 — x — 1 = 0 denkleminin kdkleri ve

15 15 15
— i _ i _ i
Q—Zﬁei, B= ) re, V—erei
i=0 i=0 i=0
olmak {izere Perrin sedenyonlariin Binet formiilii

SP, = ar{* + prt +yr3

seklindedir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).

Ispat: Ispat igin Perrin sayr dizisinin Binet formiilii kullanilabilir. 74, , ve 3,

x3 — x — 1 = 0 denkleminin kokleri olmak iizere Perrin say dizisinin
Bo=rl+ r}+1d

Binet formili Tanim 4.13 kullanilirsa

15
SP, = z Priie;
i=0

=B, + Ppiqey + Ppiges + Poyses + -+ Pyygsers

olup

=ar]'+ Br}t +yri

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4.2. Padovan, Pell-Padovan, Perrin Oktonyon ve Sedenyonlarin Ozellikleri

Bu boéliimde Padovan, Pell-Padovan, Perrin oktonyon ve sedenyonlarin toplam

formiilleri ve matris temsilleri elde edildi.
Teorem 4.17: OP,, n-inci Padovan oktonyonu olmak iizere
I. n—0O0By =0Py,3+ 0P, , —OP,
. m=00Pym =O0Pzny3 — OP;
ii. Yim=00Pomi1 =0Panyy — OP,

esitlikleri saglanir (Tagyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: i. Ispati n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. n = 0 ve

n = 1igin
0P, = (OP, + OP,) + OP, — (OP, + OP3) = OP,
OPy + OP, = OP, + OP; — OP, = OP3 = OP, + OP,.
olup iddia dogrudur. Simdi iddianin n € Z* U {0} i¢in dogru oldugunu kabul edip

n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani n igin

n
Z OP,, = 0P 3+ OP,,, — OP,
m=0

oldugunu kabul edip
n+1
Z OPy = O0Ppyiy + OPyy3 — OP,

m=0

oldugunu gosterelim.
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Teorem 4.2 den

OPpy2 + OPpyy = OPpys

olup bu esitlik kabuliimiizde kullanilirsa

n+1

n
Z OP,, = Z OPy, + 0Py
m=0 m=0

= OPpy3 +O0Ppyy —OP, + OPpyy
= OPp4q + OPpy3 — OP,
elde edilir.

ii. ve iii. siklarin ispatt da benzer diisiince ile n {lizerinden tiimevarim yontemi

kullanilarak yapilabilir. Dolayistyla ispat tamamlanur.
Teorem 4.18: OR,,, n-inci Pell-Padovan oktonyonu olmak tizere
- 1
Z ORp =5 (ORysz + ORysy + ORy = OR, — OR, + ORy)
m=0

esitligi saglanir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat: Ispat1 n iizerinde tiimevarim ydntemi kullamlarak yapilabilir. n =0 ve n =1

i¢in
1
ORO = E(ORZ + 0R1 + ORO - ORZ - OR]_ + 0R0) = ORO
1
ORo + ORy == (OR; + OR, + OR; — OR; — ORy + ORy)
1
== ORO + OR]_
olup iddia dogrudur.
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Simdi iddianin  n € Z* U {0} igin dogru oldugunu kabul edip n+ 1 i¢in dogru

oldugunu gosterelim. Yani n i¢in

n
1
z = 5 (ORns + ORysy + ORy — OR; = ORy + ORy)
m=0
oldugunu kabul edip
n+1

Z OR,, z OR,, +OR,,,,

1
z ORp = 5 (ORnsz + ORpys + ORy — OR; = ORy + ORg + 20Ry41)

oldugunu gosterelim. Teorem 4.6 dan
20R, ;1 + OR,, = OR,45

olup bu esitlik kabuliimiizde kullanilirsa
1
z OR,, = > (ORu 43 + ORpyy + ORyy — OR, — ORy + ORy)
elde edilir.
Teorem 4.19: Oﬁn, n-inci Perrin oktonyonu olmak tizere
. Z?n:OOPmZOﬁn+3+0ﬁn+2_0p4
i Xm-o 0Py = O0Pypy5 — OP
ii. ;ln=00ﬁ2m+1 =0ﬁ2n+4_0ﬁ2

esitlikleri saglanir (Tagyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).
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Ispat: i. Teorem 4.10 dan
Oﬁo = 0ﬁ3 - OP]_
Oﬁl = 0ﬁ4 - Opz

0P2=0P5_0p3

Oﬁn—z = 0ﬁn+1 - Oﬁn—l
Opn—l = 0ﬁn+2 - Oﬁn

Oﬁn = 0Pn+3 - Oﬁn+1

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanir ve tekrar Teorem 4.10 kullanilirsa

OP, + 0P, + -+ OB, = 0P, 45 + OP,,, — OP, — 0P,

n
Oﬁm =0ﬁ7’l+3 +0ﬁ7’l+2 _0ﬁ4
0

m=

olup istenilen elde edilir.

ii. Teorem 4.10 dan

0?0:0p3_0ﬁ1
0ﬁ2=0ﬁ5—0ﬁ3

0ﬁ4=0ﬁ7—0ﬁ5

0p2n—4 = OpZn—l - OﬁZn—S
OﬁZn—Z = 0ﬁ2n+1 — 0P34

0}3271 = 0p2n+3 - 0132n+1
esitlikleri yazilabilir.

76



Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

0ﬁ0+0ﬁ2+”'+0ﬁ2n=0ﬁ2n+3_0p1

olup istenilen elde edilir.

iii. Teorem 4.10 dan
Oﬁl - 0ﬁ4 - Opz

0153:0156_0p4-

OP; = OPg — 0P,

0ﬁ2n—3 — OﬁZn - OﬁZn—Z

OﬁZn—l = 0ﬁ2n+2 - Opzn

0P2n+1 = 0132n+4 - 0ﬁ2n+2
esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

0P1+0ﬁ3+"’+0ﬁ2n+1:0ﬁ2n+4_0ﬁ2
n
Z 0P2m+1 =0P2n+4 - Oﬁz
m=0

olup istenilen elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.20: SP, n-inci Perrin sedenyonu olmak iizere
i n_oSP,=5SP,,3+SP,., —SP,
. Z%zOSﬁZm =Sﬁ2n+3_5ﬁ1
ii. Z%:OSP2m+1 :Sﬁ2n+4—5ﬁ2

esitlikleri saglanir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019b; 2020).
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Ispat: Ispat igin Teorem 4.14, Teorem 4.19 un ispatindaki diisiince ile kullanilarak

yapilabilir.

Teorem 4.21: n > 1 tamsayi, OPF,, n-inci Padovan oktonyonu ve OR,, n-inci Pell-

Padovan oktonyonu olmak iizere

0 1 1 " OPZ 0Pn+2
. |1 0 0] |OP|=|0Py41
o 1 ol lor] lop,

OP,,» OP,,; OP, 0o 1 11*[op, 0P, 0P,
“ OPn+1 OPn OPTL—I = [1 O 0 [0131 OPO 0P_1
op, op,, opr,,] lo 1 ol lor, orP, oP,

0 2 1]"[UR; ORp+2
iii.[l 0 0| |OR, :[0Rn+1]
0 1 ol LOR, OR,,
0 2 11"[OR, OR, OR, ORp+2 OR,.1 OR,
iv. [1 0 o| |OR, OR, c?}?_l]:[cmm1 OR,  OR,_,
0 1 ol lorR, OR_, OR_, OR, OR,_; OR,_,

esitlikleri saglanir (Tasyurdu ve Akpinar, 2019; 2019a).

Ispat. i. Ispati n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. n = 0 ve
n = 1 i¢in iddianin dogru oldugu ag¢iktir. Simdi iddianin n € Z*igin dogru oldugunu

kabul edip n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani n igin

0 1 17"[0P; OPpy2
100 OP; [ =|OPp41
0 1 0l LOP, OB,
oldugunu kabul edip
0 1 17" [0P; OPpy3
[1 0 O] 0P1] = 0Py
0 10 0Pyl 10Pp4q

oldugunu gosterelim.
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Teorem 4.2 kabuliimiizde kullanilirsa

0 1 11**1[OP, 0 1 1[0 1 171*[OP,
100 OPi[=]|1 0 o0f||1 0 0] |OP
01 0 OP, 0 1 ollo 1 ol lop,

Il
=
(e}
o
S
:’T:J
+
[uN

=|0Pyy2
-OPn+1

_OPn+3]

olup istenilen elde edilir.

n lizerinden tiimevarim yontemi benzer diisiince ile ii. sikkin ispatinda Teorem 4.2 ve
iii. ve iv. siklarin ispatlarinda Teorem 4.6 kullanilarak yapilabilir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Bu calismada oncelikle Padovan, Pell-Padovan ve Perrin sayi dizilerinin rekiirans
bagintilar1 ile oktonyon ve sedenyonlarin tanimlari1 kullanilarak Padovan, Pell-Padovan,
Perrin oktonyonlar1 ve sedenyonlari tanimlanmistir. Bu oktonyon ve sedenyonlarin
dizileri olusturmus ve bu dizilerin rekiirans bagintisi tanimlanmistir. Bu dizilerin
herhangi bir terimini elde etmek i¢in kendisinden dnceki terimlerin bilinmesine ihtiyag
birakmayan ve kapali formiil olarak bilinen Binet formiilleri elde edilmistir. Ayrica bu
oktonyon ve sedenyonlar igin trete¢ fonksiyonlari, toplam formiilleri ve matris

temsilleri elde edilmistir.

Literatiirde ikinci mertebeden rekiirans diziler ile oktonyonlar ve sedenyonlar iizerine
bir¢ok ¢alisma vardir. Bu ¢alismada sunulan tanimlar ve buna bagli elde edilen sonuglar
ile literatiire iiclincli mertebeden rekiirans diziler ile iliskili yeni kavramlar ve sonuglar

kazandirilmastir.

5.2. Oneriler

Calismamizda elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda arastirmacilara Onerileri olarak,
genel olarak {giincli mertebeden rekiirans diziler i¢in oktonyonlar ve sedenyonlar
tanimlanabilecegini, bunlarin dizlerinin olusturulabilecegini ve bu ¢alismada elde edilen

tiim sonuglarin arastirilabilecegini ifade edebiliriz.
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