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OZET

Alt1 boliimden olusan bu tezin 3, 4 ve 5. boliimleri orijinallige sahiptir ve her bir
bélimde asagidaki konular incelenmistir. Ilk béliimde, integrallenebilme
kavramu ile soliton dalgalar hakkinda genel bilgiler verilmistir. ikinci boliimde,
Painleve anlaminda integrallenebilirlik icin diferensiyel denklemlerde ARS ve
kismi tiirevli denklemlerde WTC algoritmalar1 ayrintih olarak incelenmistir.
Uciincii boliimde, Ostrovsky denklemine Painleve analizi uygulanmis ve bu
denklemin integrallenebilir bir denklem oldugu gosterilmistir. Ayrica
Ostrovsky denkleminin yardime esitlik metoduyla bazi soliton ¢oziimleri elde
edilmistir. Dordiincii boliimde, lineer olmayan bir evrim denklemine m ve p’ in
durumlarina gore Painleve analizi uygulanmstir. Ik terim davranisinin ve
rezonans degerlerinin genel formiilleri elde edilip p ve m’ in farkh degerleri i¢in
bahsedilen denklemin Painleve ozelligine veya sarta bagh Painleve ozelligine
sahip olup olmadig1 incelenmistir. Besinci boliimde, KdV, mKdV denklemleri,
Hirota-Satsuma Coupled KdV ve Coupled mKdV denklem sistemlerine
diferensiyel doniisiim metodu uygulanmis ve elde edilen yaklasik ¢oziimler,

literatiirde var olan analitik ¢oziimlerle karsilastirilmistir. Boylece yaklasik
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ABSTRACT

This thesis, consisting of six chapters, has originality in the 3rd, 4th and 5th
chapters, and the following issues have been investigated in each part. In the
first chapter, fundamental knowledge about the integrability and solitary waves
have been given. In the second chapter, for integrability by the means of
Painleve, the ARS algorithm for differential equations and WTC algorithm for
partial differential equations have been investigated in details. In the third
chapter, Painleve analysis has been applied to Ostrovsky equation and shown
that this equation is integrable. Besides, some soliton solutions of Ostrovsky
equation have been obtained by using auxiliary equation method. In the fourth
chapter, Painleve analysis has been applied to a nonlinear evolution equation
with respect to the situation of m and p. Finding the general formulations of first
term behavior and resonance values for different values of p and m, it has been
discussed that the mentioned equation whether possesses Painleve property or
conditional Painleve property. In the fifth chapter, Differential transform
method has been applied to KdV, mKdV equations, Hirota-Satsuma Coupled
KdV and Coupled mKdV equation systems and the approximate solutions have
been compared with the analytical solutions available in the literature. Hence,
the accuracy of the approximate solutions has been investigated. In the last

section, outcomes and some suggestions have been ranked.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklama

PDE Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklem
ODE Diferensiyel Denklem

P-tipi Painleve Ozelligine sahip

ARS Ablowitz-Ramani-Segur algoritmasi
WTC Weiss-Tabor-Carnevale algoritmasi
KdV Korteweg-de Vries Denklemi

mKdV Modifiye Korteweg-de Vries Denklemi



1. GIRIS

Dogadaki ve disiplinlerarast bilimlerdeki pek c¢ok olay matematiksel olarak
modellendiginde lineer olmayan diferensiyel denklemlerle ya da kismi tiirevli
denklemlerle tanimlanir. Siklikla kimyasal, biyolojik ve fiziksel olaylarin tarifinde
karsimiza ¢ikan bu denklemlerin, ¢6zlimlerinin varligi gosterilebilirse analitik veya
kapali form ¢oziimlerinin bulunmasi ve bu tiirden denklemlerin pek ¢ok sayida
¢Oziimii olabileceginden c¢oziimlerinin smiflandirilmasi olduk¢a Onemlidir. Bu
nedenle son yillarda pek ¢ok arastirmaci lineer olmayan, 6zellikle kismi tiirevli evrim
denklemleri de denilen denklemlerin ¢oziilebilirligi (integrallenebilirligi) ve soliton

¢Oziimleri tizerine yogunlasmustir.

Lineer olmayan denklemler ele alindiginda karsilasilan en temel soru bu
denklemlerin integrallenebilir olup olmadigidir. Denklemlerin integrallenebilir
oldugunu gostermede kullanilan pek ¢ok yontem vardir. Bunlardan bazilari Lax
ciftlerinin, simetrilerin, Backlund ve Darboux doniisiimlerinin bulunmasi, Painleve
analizi vb. dir. Bu tezde, Painleve anlaminda integrallenebilme iizerine
yogunlagilmistir. Integrallenebilme, ¢oziimlerin varlig: iizerine dnemli bilgiler saglar.
Painleve sartina sahip bir lineer olmayan denklem ya da sistemin ¢dziimi keyfi
secilen bir tekil manifold civarinda tek degerlidir ve denklemin ¢6ziimii bu keyfi

manifold civarinda Laurent serisi seklinde gosterilebilir.

20. yiizyilin baglarinda Paul Painleve ve onunla birlikte ¢alisan arkadaslar E. Picard,
L. Fuchs, R. Fuchs, J. Charzy, B. Gambier, S. Kowalaevski, L. R. Garnier lineer
olmayan denklemlerin 6nemli bir sinifin1 tekil (singiiler) noktalari acgisindan ele
aldilar. Yaptiklar1 caligmalar sonucunda hareketli tekillikleri sadece kutuplar olan bir
denklem sinifi ortaya koydular [1]. Daha sonralar1 1980 yilinda Ablowitz, Ramani,
Segur diferensiyel denklemler i¢in Painleve analizini (ARS algoritmasini)
gelistirdiler [2]. 1983 yilinda Weiss, Tabor ve Carnevale ARS algoritmasinin kismi

tiirevli denklemler i¢in bir genellemesi olan WTC algoritmasini verdiler [3].



Dogadaki pek c¢ok karmasik olaym tanimlanmasinda lineer olmayan evrim
denklemleri denilen denklemlerin kullanilmasi nedeniyle bunlarin degisik tipte
cozlimleri dogadaki bu tip olaylarin agikliga kavusturulmasinda biiyiik 6nem tasir.
Ornegin, soliton dalga, girdap, kaos vb. gibi olaylar dogada gériilen karmasik
olaylardan bazilaridir. Son yillarda fiziksel olaylari modelleyen denklemlerin
¢oziimleri Ozellikle de soliton ¢Oziimlerinin bulunabilmesi konusundaki ¢alismalar
yogun bir sekilde siirmektedir. Pek ¢ok gilicli metot bu tiir denklemlerin
¢oziilebilmesi i¢in ortaya atilmistir. Bunlar i¢inde ters sagilim metodu [4], Backlund-
Darboux doniistimleri [5], Hirota bilineer form metodu [6], Painleve kesme metodu

[7] ve Yardimci esitlik metodu [8] sayilabilir.

Solitonlar sekil ve hiz 6zelliklerini kaybetmeden yayilan ve herhangi bir carpisma
esnasinda kendisine ait 6zelliklerini koruyabilen dalgalardir. Soliton dalgalar olarak
da bilinen bu lineer olmayan hareketli dalgalari, ilk olarak 1834 yilinda Iskogyali
miihendis olan Scott Russell ortaya atmistir. Russell’in solitonlari ilk kesfetmesiyle

ilgili hikayesi oldukga ilging ve etkileyicidir.

“Ben c¢ift beygir giiciiyle giden bir botun, dar bir kanaldan gecerken hareketini
gbzlilyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli olan su kitlesinin birikmedigini
gordiim. Bu su kitlesi, botun u¢ kisminin etrafinda birikti. Ve daha sonra aniden
arkaya dogru yayildi. Biiyiik bir hizla 6ne dogru tek basmna bir su dalgasinin
meydana geldigini fark ettim. Bu yuvarlanmig belirgin su kiitlesinin hizinin
azalmadan ve seklinin degismeden kanal boyunca ilerleyisinin devam ettigini fark
ettim. Onu at sirtinda takip ettim, ona yetistigimde saatte 8-9 mil hizla ilerleyisine
devam ettigini gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra kanalin doniislinde
kaybettim. Boylece 1834°lin agustos ayinda benim biiyiik dalga kaymasi olarak
adlandirdigim ilk gézlemlerimi tanitma sansim oldu.”

Russell yaptig1 deneysel caligmalarla bu dalganin anlamini ortaya koymus ve ¢ dalga
hizinin; dalga genisligine 4, suyun derinligine # ve yercekimi ivmesi g’ ye bagh

oldugunu ifade etmistir. Buna gore, dalganin hizi

c=+[g(A+h) (1.1)



seklinde olup hizin dalga genisligine bagli olmasi olduk¢a 6nemlidir. Ciinkii bu dalga
denkleminin lineer olmadigin1 gosterir. Daha sonralar1 bilim adamlari, lineer
olmayan Ozelliklerinden dolayr bu dalgalara soliton adini vermislerdir. Tek dalga

profili Sekil 1.1° de goriildiigii gibidir.

u(x, t)

A

h

A 4

v
=

Sekil 1.1. Soliton Dalga (Solitary wave)

Bu c¢alismadan yaklasik 60 yil sonra, 1895 yilinda D. J. Korteweg ve G. De Vries
adlarinda iki Alman bilim adami, Scott tarafindan gozlemlenen olayin bir

acgiklamasini veren matematiksel bir model olarak

u,(x,t)+6u(x,t)u (x,t)+u_ (x,t)=0 (1.2)

denklemini ortaya koymuslardir. Es 1.2 denklemi KdV denklemi olarak bilinir. Bu
denklemde u=u(x,t) terimi dalgayi, ¢ zaman dilimini, x ise konumu ifade etmektedir.
x degistik¢e dalga yayilmakta ve ilerlemektedir. KAV denklemi si1g sularda olusan
dalgalarin kesintisiz bicimde yayilisin1 agiklayan model olarak ortaya atilmastir.
Daha sonralar1 solitonlarn, plazmadaki iyon ses dalgalari, plazmadaki

manyetohidrodinamik dalgalar, elastik ¢cubuklarda dagilan dalgalar, lineer olmayan



ses dalgalar1 vb. olaylar1 da modelledigi belirlenmistir. KdV denkleminin en 6nemli
0zelligi lineer olmayan terim ve dagilma terimi arasindaki iligkiyi en basit sekilde

temsil eden matematiksel model olmasidir (u__ terimi dagilmayi belirler) [9].

1965 yilinda Zabusky ve Kruskal’in yapmis oldugu ¢aligma lineer olmayan dalga
modellerinde 6nemli bir yer almigtir [10]. Onlar soliton dalganin baska bir soliton
dalga ile carpistiginda degismedigini ortaya cikardilar. Fiziksel olarak iki farkl
soliton, farkli genliklere ve dolayisiyla farkli hizlara sahip ve reel eksen iizerinde
birbirinden uzak olarak yerlesmislerse (biri eksenin sol tarafinda digeri ise sag
tarafinda yer alsin) sol taraftaki daha uzun (daha hizli) dalga, kisa ve daha sagdaki
(daha yavas olan) dalgay1 yakalayip iizerinden asarak yoluna devam eder ve bu
etkilesimden tamamen sekil ve hiz korumali olarak ¢ikarlar. Bu 6zelliklerinin ortaya

¢ikmast ile soliton dalgalarin 6nemi de farkli bir anlam kazanmistir [9].

Daha sonralar1 Gardner ve arkadaglar1 [11] ve Hirota [12,13] herhangi bir pozitif N
tam sayisi i¢in N-soliton arasindaki etkilesimi aciklayan KdV denkleminin analitik
¢Oziimlerini ortaya koymuslardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmasi ve etkilesimleri
Zabusky ve Galvin [14], Hammack ve Segur [15] ve Weidmen ve Maxworthy [16]
tarafindan basarili bir sekilde gosterilmistir. Dolayisiyla bu buluslar son 30 yil
boyunca yaygin bir sekilde teorik, deneysel ve niimerik c¢alismalara yol agmustir.
Simdilerde benzer Ozelliklere sahip pek c¢ok lineer olmayan model denklemleri
bulunmus olup, bu denklemler {iizerinde ¢alisilmaktadir [17]. Ayrica, bu tiir

denklemlerin soliton ¢6zlimlerini bulmak i¢in pek ¢ok metot gelistirilmistir [4,5-8].

Bugiin solitonlarin kullanildig1 pek c¢ok yer vardir. Herhangi bir sinyal iletiminde,
sinyalin zarara ugramadan ve yeterli biiyiikliikte hedefe ulagmasi 6nemlidir. Normal
sinyallerin durumlar1 degisebilir ve genisliklerinde farkliliklar olabilir. Bu lineer
dalgalar etrafa yayilabilir ve sinyalleri zayiflayabilir. Solitonlar siradan dalgalara
gore genisliklerini degistirmeden sabit tutabilmektedirler. Soliton dalgalar ile 10.000
km’ ye kadar Ozellikleri degismeden basariyla sinyal iletebilmektedir. Bununla
birlikte carpistiklarinda birbirinden etkilenmemekte ve sinyaller optik kablolar



boyunca her iki yonde iletilebilmektedir. Sinyaller, gidecedi yere orijinal
durumlarinda ve yeterince anlasilabilir biiyiikliikte ulastirilabilir. Bu nedenle
elektromanyetik dalgalar1 otomatik olarak tekrarlayan aletlere de ihtiyag

kalmamaktadir [9].

Bu tezin ikinci boliimiinde, tezde kullanilan bazi temel kavramlara yer verilmis ve
integrallenebilmenin bir gdstergesi olarak diferensiyel denklemler ig¢in ARS
algoritmast ve kismi tlirevli denklemler icin WTC algoritmas: ayrintili olarak

incelenmistir.

Uciincii  béliimde, Ostrovsky denklemine Painleve analizi uygulanms ve bu
denklemin integrallenebilir bir denklem oldugu gosterilmistir. Ayrica, Ostrovsky
denkleminin yardimci esitlik metoduyla bazi soliton ¢oziimleri ilk kez elde

edilmistir.

Dordiincii boliimde, asagida Es 1.3 denklemi ile tanimlanan lineer olmayan evrim

denkleminin m ve p’ nin durumlaria gore Painleve analizi yapilmistir.
u, =K (u"u,) - pu’ (1.3)

Burada p,meZ",K,f Kkeyfi parametrelerdir. Es 1.3 denkleminin ilk terim

davranisinin ve rezonans degerlerinin genel formiilleri elde edilip, p ve m’ in farkh
degerleri i¢in denklemin Painleve 6zelligine ya da sarta bagli Painleve 6zelligine

sahip olup olmadig1 incelenmistir.

Besinci boliimde, KdV, mKdV denklemleri, Hirota-Satsuma ikili KdV ve ikili
mKdV denklem sistemlerine diferensiyel doniisim metodu uygulanmis ve elde
edilen seri ¢oOziimleri, literatiirde bilinen soliton ¢dzlimleriyle karsilastirilarak

coziimlerin duyarlilig1 incelenmistir.



2. PAINLEVE ANALIiZI

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda Painleve analizi i¢in tezde kullanilan temel kavramlar iizerinde

durulacaktir. Eger bir f{z) fonksiyonu herhangi bir z, noktasmnin komsulugundaki
her bir z i¢in tilirevlenebiliyorsa, f(z)’ye z, noktasinda analitiktir denir. f{z)

fonksiyonunun analitik olmadig1 nokta f{z)’ in bir tekil noktasidir. Tekil noktalar

Laurent serileri yardimiyla incelenebilir. z=z, noktas1 u = f(z) fonksiyonunun bir

tekil noktast olsun. O zaman f{z) fonksiyonu, z, noktasinin bir delinmis

komsulugunda analitiktir ve Laurent seri agilimi elde edilebilir.

2.1. Teorem:

u=f(z) fonksiyonu 7 < |z—zo| <r, halkasal bdlgesinde analitik olsun. Bu taktirde bu

halkasal bolgedeki z degerleri i¢in f(z) fonksiyonu,

F@= a,z-z) @.1)

n=—00

bi¢ciminde seriye acilir. Burada a, (n=0,¥1,¥2,...) katsayilar1 ise herhangi basit

kapal1 pozitif yonlii C gevresi i¢in

) :L-J.L)ldz
27 (z—z))"

seklinde tek tiirlii bellidir [18].



z a,(z—z,)" serisine 7 < |z—zo| <r, halkasal bolgesinde z, komsulugunda

n=—0

u = f(z) fonksiyonunun  Laurent serisi veya Laurent a¢ilimi  denir.

EVACIE

a, 2 j( Y z sayilarina da z, noktasindaki u fonksiyonunun Laurent
7 zZ— ZO

katsayilar1 ad1 verilir [18].

z =z, noktast u fonksiyonunun tekil noktasi ve 0<|z—zo|<R komsulugunda u

fonksiyonu Laurent serisi agilimina sahip olsun. Bu durumda tekil noktalar asagidaki

gibi smiflandirilabilir.

1) Es 2.1 serisinde (z—z,)’ 1n negatif kuvvetleri yoksa z, noktas1 u fonksiyonunun
kaldirilabilir tekil noktasidir. Yani n=-1,-2,-3,... i¢in a, =0 ise z, noktasna

kaldirilabilir tekil nokta denir.

2) Es 2.1 serisindeki u fonksiyonunun agiliminda (z-z,)" (ke N") yazlabiliyor
ve a,, =a,,=..=0 ise z, noktasi k. mertebeden bir kutup noktasidir denir. Yani
n=—-k—-1,-k—-2,-k-3,... i¢cin a,=0 ve ayx=( olacak sekilde bir pozitif tamsay1

mevcutsa z, noktasi k. mertebeden kutup noktasi denir. k=1 ise z =z, tekil noktasi

basit kutup adini alir.

3) Es 2.1 serisinde (z -z, )’ in sonsuz ¢oklukta negatif kuvveti varsa, z, noktasi esas
tekil noktasidir. Yani sonsuz coklukta negatif n tamsayist i¢in a,=(Q 1se z,

noktasina esas tekil nokta denir.

Cebirsel dallanma tekilligi ¢cok degerli fonksiyonlarla ilgilidir. w=f{z) fonksiyonunda
z’ nin her bir degerine w’ nin tek bir degeri karsilik geliyorsa w ye z’ nin tek degerli

fonksiyonu denir ya da f{z) tek degerlidir denir. Ornegin, w=f{z)=2" fonksiyonu tek



degerli fonksiyondur. z’ nin her bir degerine karsilik w’ nin birden ¢ok degeri karsilik

1
geliyorsa w’ ye z’ nin bir ¢ok degerli fonksiyonu denir. Ornegin, w= f(z) = z2

fonksiyonu ¢ok degerli bir fonksiyondur. z=-1 noktasi i¢in w’ nin Fi seklinde iki

1
degeri karsilik gelir. w= f(-1)= (—l)E = {z € C‘z2 = —1} = {ii}

1
Cebirsel Dallanma Tekilligi:n>1 pozitif tamsay1r olmak tizerew= f(z)=(z—2z,)"

seklindeki ¢ozliim z =z, noktasinda cebirsel dallanma tekilligine sahiptir denir [19].

1
w= f(z)=(z"+1)? fonksiyonu z=7Fi noktalarmnda cebirsel dallanma tekillik

noktalarina sahiptir.

Bagdasabilirlik Sarti: x,,x, ...,x, bilinmeyenleri ve a,,a,,...,a, sabitleri cinsinden

n

b’ yi ifade eden ax, +a,x,+..+a,x,=b denklemi lineer bir denklem olarak
adlandirilir. Daha genel olarak x,,x, ...,x, n-bilinmeyenli m lineer denklemin bir

sistemi veya bir lineer sistem; her biri n-bilinmeyenli m tane lineer denklemin bir

climlesidir. Lineer bir sistem, genellikle

a,x,+a,x, +..+a,x, =b
ay X, +a,x, +..+a, x, =b, 22)

a,x +a,x,+..+a, x =b

m

seklinde yazilabilir. Eger Es 2.2 lineer sistemi bir ¢oziime sahip degilse, sisteme

bagdasabilir olmayan; en az bir ¢dziimii var ise bagdasabilirdir denir [20].

2.2. Sabit ve Hareketli Tekillikler

Bir diferensiyel denklemin tekil noktalar1 sabit ve hareketli olmak {izere iki sekilde

karsimiza ¢ikar. Diferensiyel denklemde ¢oziimler, integral sabitlerini i¢erdiginden,



bu tekil noktalar integral sabitlerine ve dolayisiyla problemin baslangic ve smnir
sartlarina bagl olabilirler. Boyle tekil noktalara hareketli tekil noktalar denir. Diger
yandan, tekil noktalar integral sabitlerine bagli degilse, bu tiirdeki tekil noktalara

sabit tekil noktalar denir [19,21-23].
2.2.1. Lineer diferensiyel denklemler ve sabit tekillikler

Verilen bir diferensiyel denkleme gore z-diizlemindeki noktalari iki sinifa ayirmak

miimkiindiir. Bu noktalar ya adi noktalar ya da tekil (singiiler) noktalar’ dir.

V' (@) + Ry @)+t BL(2)y () + B (2)9(2) =0 (2.3)

Es 2.3 denkleminde P(z),j=12,..,n fonksiyonlarinin her biri z, noktasinda
analitik ise, z,noktasina bu denklemin bir adi noktas: denir. Bu fonksiyonlardan biri
veya birkag1 z, noktasinda analitik degilse, z, noktasina bu denklemin bir tekil
(singliler) noktasi denir. P.(z),j=1,2,..,n katsay1 fonksiyonlar1 keyfi z,eC

noktasinda analitik fonksiyonlar olmak {iizere, n. mertebeden Es 2.3 lineer
diferensiyel denklemini goz Oniine alalim. Bu denklemin lineer bagimsiz » tane
¢Ozlimii olacagr ve ¢;’ ler integral sabitleri olmak iizere (n. mertebeden bir

diferensiyel denklemin # tane keyfi sabiti vardir) denklemin ¢oziimii
¥(z)=2 ¢y, (2) (2.4)
[E]

seklinde yazilir. Es. 2.4 ¢oziimiinde goriilebilecek tekillikler integral sabitlerine bagh
degildir. Bu ylizden, lineer denklemlerin tekillikleri hareketli degil sabit tekilliklerdir
[21,22].
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2.2.2. Lineer olmayan diferensiyel denklemler ve hareketli tekillikler

Lineer olmayan denklemlerin sabit tekilliklerinin yan1 sira, hareketli tekillikleri de

olabilir. Ornegin )'(z)+y*(z)=0 seklindeki Riccati denkleminin genel ¢oziimii,

y(z)= =(z—z,)"" olup, z=zy noktasinda bir basit kutup tekilligine sahiptir.

(z-2y)
Burada zy keyfi sabiti (integral sabiti), tekilligin yerini belirlemektedir. Bu tekillik, zy
integral sabitine bagli oldugundan ve baslangic sartlarina gore degisebileceginden
hareketli bir tekilliktir. Baslangi¢ kosulu olarak y(0)=1 alinirsa z,=-1, y(0)=2 alinirsa
1
zj=-1/2 olur. 2y(z)y'(z)=1 denkleminin genel ¢oziimil, y(z)=./z—z, =(z—z,)>

seklindedir. Burada, z=z, noktas1 hareketli bir cebirsel tekil noktadir.
2.3. Diferensiyel Denklemler icin Painleve Analizi Yontemi (ARS )

Bir denklemin Painleve o0zelligine (P-tipi) sahip olmasi igin gerek sart, genel

¢Oziimiinde, hareketli tekilliklerin sadece kutup olmasidir.

Literatiirde, diferensiyel denklemler i¢in, Painleve 6zelliginin bilinen iki tanimi

vardir;

1) Diferensiyel denklemin c¢oziimlerinin hareketli tekillikleri, sadece kutupsa,

Painleve 6zelligine sahiptir denir.

2) Diferensiyel denklemin g¢oziimleri, biitiin hareketli tekilliklerin etrafinda tek

degerli ise, Painleve 6zelligine sahiptir denir.
1980 yilinda Ablowitz, Ramani, Segur asagida verilen diferensiyel denklemin P-
tipinde olup olmadigini belirlemeye yarayan Painleve ODE (ARS) algoritmasini

ortaya atmislardir [2,24].

n. mertebeden
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n n—1
d . =F(Z,1/l,ﬂ,. d !

y———— 2.5
dz" dz dz""! ) 25

diferensiyel denklemi icin algoritma asagidaki gibidir. Burada F, z degiskenine gore
analitik ve diger degiskenlere gore rasyonel olmak iizere ARS algoritmasi asagidaki

tic adimla verilmistir.

1. Adim: z;, hareketli tekil noktasi civarinda Laurent serisinin ilk (bas) teriminin
davranisinin belirlenmesi (kutup tekilliginin mertebesini belirler),

2. Adim: Rezonanslarin, yani Es 2.5 denkleminin ¢oziimiindeki keyfi (integral)

sabitlerinin, Laurent serisi agiliminda toplama girdigi kuvvetlerin bulunmasi,

3. Adim: Yeter sayida keyfi (integral) sabitin varliginin dogrulanmas.

Yukaridaki {i¢ adimin sonunda P-tipinde c¢oziimlerin varligit ve diferensiyel
denklemin integre edilebilirligi (denklemin ¢oziimiiniin varligl) hakkinda gerek
kosullar1 kontrol edebilecek bir konuma gelinmis olunur. Asagida bu iic adim

ayrintili olarak incelenmistir.

2.3.1. Ik terim davramsi

n. mertebeden Es 2.5 diferensiyel denklemine, Laurent seri agiliminin ilk terimi olan

u(z)=u,(z-z,)" (2.6)

seklinde ¢oziim arayalim. Burada z, keyfi (ilk integral sabiti) olmak iizere p <0
olsun. p degerini belirlemek i¢cin Eg 2.6 ¢oziimii Es 2.5 denkleminde yerine konulur.
p degeri belirlendikten sonra u, degeri bulunur. (p degerini belirlerken dengeleme

yapilan isler, diferensiyel denklemin hangi terimlerinden elde ediliyorsa o terimlere
etkin terim denir. Bir diferensiyel denklemde etkin terimler en yiiksek mertebeden

tiirevi igeren terim ve lineer olmayan terimler olabilir. p degeri birden fazla
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bulunabilir. Bu degerlerden en kiigiik olanina lider terim denir.) p’in degerine gore

ilk terimin davranist ile ilgili olarak asagidakiler s6ylenebilir.

1) pdegeri irrasyonel ya da kompleks sayr ise Es 2.5 denkleminin P-tipinde

olmadigini séyleyebiliriz. Bu durumda algoritmaya son verilir.

2) p degeri rasyonel say1 ise, u(z)’ nin z, keyfi hareketli tekilliginin komsulugunda
Es 2.6 ilk terimin davranisindan, ¢oziimiin z=z, noktasinda hareketli bir cebirsel

dallanma noktasi oldugu sonucuna varilir. Denklemin P-tipinde olmas1 i¢in cebirsel

dallanma noktasinin olmamasi gerektiginden algoritmaya devam edilmez.

3) pdegeri negatif tamsay:r ise Es 2.6 ifadesi, pig¢in z, noktasinin bir delinmis

komsulugunda gecerli olan bir Laurent serisinin ilk terimini gdstermektedir.

Son durumda u(z) ¢oziimii
u(z):(z—zo)pZuj(z—zo)j, 0<|Z—ZO|<R (2.7)
j=0

seklindedir. Asagida p ve uy degerinin bulunmasina ait bir 6rnek verilmistir.

2.1. Ornek:

u"(z)—6u’(z)=0 (2.8)
denklemini g6z oniine alalim. Es 2.6 esitligi Es 2.8 denkleminde yerine yazilirsa
u,p(p—1)(z—2z,)"7 —6u,’(z—2,)” =0 (2.9)

olarak bulunur. (z-zgp)’ in kuvvetleri olan 2p, p—2 terimleri arasinda dengeleme
yapilirsa yani birbirine esitlenirse p=-2 olarak bulunur. Bulunan p degeri Es 2.9’ de

yerine yazilirsa [uo (=2)(-3)—6u,’ } (z—z,) " =0 elde edilir. Burada (z-z,) " iin
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katsayist sifira esitlenirse u, #0 oldugundan u, =1 olarak bulunur. Burada etkin

terimler u"(z), 6u’(z) dir.

2.3.2. Rezonanslar

Es 2.7 Laurent serisi bigimindeki ¢oziimde, z, hem bir keyfi (integral) sabiti, hem de

tekilligin bulundugu yeri gosterir. Es 2.7 aciliminda u; katsayilarmin (n-1) tanesi
keyfi ise, bunlara zy da dahil olmak iizere verilen diferensiyel denklemin n tane
integral sabitidir. Eg 2.7 Laurent ag¢iliminda bu keyfi u; sabitlerinin bulundugu

(z—z,) in kuvvetlerine rezonans denir. Rezonans degerlerini bulmak i¢in asagidaki

islemler yapilir.

Birinci adimda elde edilen (p,u,) degerleri

u(z)=u,(z—z,)" +u,(z—z,)"" (2.10)

Es 2.10 denkleminde yerine yazilir ve elde edilen bu ifade Es 2.5 denkleminde yerine

konulur. u,’ yi igeren terimler bir araya toplanir ve u, parantezine alinirsa

O(r)(z-z,)" =0, p=p+r—n (2.11)
elde edilir. Burada n, Es 2.5 diferensiyel denkleminin mertebesidir. Es 2.5

diferensiyel denkleminin en yiiksek tiirev iceren terimi etkin terim ise, bu durumda

p=p+r—n dir. Aksi halde p > p+r—n olacaktir. Her iki durumda da

0(r)=0 (2.12)

denkleminin kokleri, rezonans degerlerini verir. Bu durumda, Es 2.12 denkleminin

koklerine gore asagidaki durumlardan s6z edilebilir.
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1) Es 2.12 denkleminin bir kokii daima -1 dir ve bu durum z,tekil noktasimnin

keyfiligini gosterir.

2) r bir rasyonel say1 ise, bu durumda z =z, noktasinda bir cebirsel hareketli

dallanma bulundugunu goésterir ve ¢oziim P-tipinde olmayacagindan algoritma sona

erdirilir.

3) Es 2.12 denkleminin en az bir kokii irrasyonel veya kompleks ise, Es 2.5

diferensiyel denkleminin P-tipinde olmadigin1 sdyleyebiliriz.

4) Es 2.7 Laurent seri agiliminin, Es 2.5 diferensiyel denklemin genel ¢6ziimii olmasi

icin Q(r)=0 denkleminin n-1 tane negatif olmayan birbirinden farkli tamsay1 kokii
olmalidir. (p,up) icin Q(r) =0 denkleminin bdyle koklerinin sayisi n-1 den az ise Es

2.7 genel ¢6zlim olamaz.
Asagida rezonans degerlerinin bulunmasina ait bir 6rnek verilecektir.
2.2. Ornek:

Burada Es 2.8 denklemini goz oniine alalim. Daha onceki Ornek 2.1° den p=-2 ve

u,=1 olarak bulunmustu. Es 2.10 denkleminde bu degerler yerine yazilirsa

u=(z—-z,) +u(z-z,)" (2.13)

elde edilir. Es 2.13 denklemi Es 2.8 de yerine yazilirsa

6u,(z -z, )Y+ u, (r=2)(r-3)(z- z())""4 - 6uo2 (z-2z, )

ﬁ (2.14)
—6u,’(z—2,)" " —12ugu, (z—z,) " =0

bulunur. u, (z-zg)"? parantezine alimirsa

or)=r-2)r-3)-12=r"-5r-6 (2.15)
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olarak bulunur. Q()’ in kokleri rezonans degerlerini vereceginden
r=-1,6 (2.16)

olarak bulunur. Burada r=-1 degeri z,’in keyfi oldugunu gésterir. Bulunan diger
rezonans degeri u, ’ in keyfi sabit olabilecegini gosterir. Bundan emin olabilmek i¢in
de u,’ in bagdasabilirlik sartin1 saglamasi gerekir. Bunun i¢in de algoritmanin

liciincii agamasi alan asagidaki adima gegilir.
2.3.3. Keyfi (integral) sabitlerin belirlenmesi

ARS algoritmasinin son adimi, Es 2.7 Laurent serisi agiliminda, verilen denklemin
mertebesi kadar keyfi (integral) sabiti bulunup bulunulmadiginin arastirilmasidir. Ilk
keyfi sabit z, oldugundan, n-1 tane integral sabiti bulunmalidir. Bir 6nceki adimda
bulunan rezonans degerleri, integral (keyfi) sabitlerinin (z-z)’ 1n hangi kuvvetinde

olacagimi gosterir. Birinci adimda elde edilen (p,u,) i¢in s=n-1 olmak iizere
QO(r)=0 denkleminin negatif olmayan tamsayi kokleri 7 <r, <..<r, seklinde

olsun. Buna gore Es 2.5 diferensiyel denkleminde

u(z) =y (z —z,)" + Zuj(z—zo)”” 2.17)

Es 2.17 serisi yerine yazilir, elde edilen ifade (z—z,)”*/™ ’in artan kuvvetlerine gore

diizenlenir ve (z—z,)""/™" ‘in katsayis1 sifira esitlenirse

O(u; — R (zy,uy, 5.1, ) =0 (2.18)

elde edilir. Burada asagidaki durumlarla karsilasilabilir.
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1) j<r i¢in O(j)# 0 oldugundan Eg 2.18 denkleminden u; katsayilari belirlenir.

1) j=r icin Es. 2.18 esitligi

Ou, — R, (2y,ug,Uys..stt; ) =0 (2.19)

seklini alir. Bu durumda iki olasilik ortaya cikar.

1) R, (zy,uy,u;,....u, ;) =0 ise bagdasabilirlik sarti saglanir ve u, bir keyfi sabittir.

Bundan sonraki katsayiy1 hesaplamak icin iglemlere Laurent serisinin n-1 tane keyfi
sabiti bulununcaya kadar devam edilir. Boylece Es 2.5 diferensiyel denklem P-

tipindedir denir.
2) R (zy,ug,ty,...ou, ) #0 ise, Es 2.19 esitligi 6zdes olarak saglanmaz. Dolayisiyla
u, bir keyfi sabit degildir. O halde, Eg 2.5 denkleminin Eg 2.17 seklinde bir ¢ozimi

yoktur.

2.4. Kismi Tiirevli Denklemler icin Painleve Analizi Yontemi (WTC)

Kismi tiirevli denklemler (PDE) icin Painleve 6zelligi ilk defa 1983 yilinda Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafindan ortaya konmustur [3]. Bu inceleme tek
degiskenli diferensiyel denklemler i¢in verilen ARS algoritmasinin ya da Painleve
ODE testinin kismu tiirevli denklemler i¢in genellestirilmis durumudur. Yukarida
sOzii edilen yontem WTC algoritmas: ya da Painleve PDE testi adin1 alir. Kismi

tiirevli denklemler i¢in Painleve 6zelligi asagidaki gibi verilebilir.

2.1. Tanim:

Kismi tiirevli denklemlerin genel ¢oziimiiniin, tek tekilliklerinin kutuplar olmasi

halinde denklem Painleve 6zelligine sahiptir denir [24-27].
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Kismi tiirevli denklemler de, diferensiyel denklemler deki zy keyfi sabiti yerine
¢ (2,255, 2,) (2.20)

keyfi analitik fonksiyonu alinir ve seri ¢ (z,,z,,...,z,) =0 tekil manifold civarinda
agilir. ¢(z,,z,,...,z,) keyfi analitik fonksiyon ve u =u(z,,z,,...,z,) de kismi tiirevli

denklemin ¢6ziimii olsun. Bu durumda ¢6ztiimiin
u=¢"> u,¢’ (2.21)
J=0

oldugunu varsayalim. Es. 2.21 ac¢ilimi1 Laurent serisi ac¢ilimi ya da Painleve agilimi

olarak adlandirihr. Burada u,#0 ve u,=u/z,z,,..,2,) Es 2.20 manifoldu

komsulugunda (z,,z,,...,z,) ‘in analitik fonksiyonlaridir ve p bir negatif tamsayidir.

Diferensiyel denklemler i¢in verilen ARS algoritmasina benzer olarak kismi tiirevli

denklemler icin WTC algoritmasi asagidaki sekilde verilir.
2.4.1. Tk terim davramsi

Incelemeye ilk olarak

u(z) =u,p" (2.22)

ifadesi kismu tiirevli denklemde yerine konulur, miimkiin olan p ve u, degerlerinin

belirlenmesi ile baslanir. Algoritmanin devam etmesi i¢in p’ in negatif bir tamsay1

olmasi gerekir. p ve u, degerleri belirlendikten sonra rezonanslarin bulunmasi i¢in

ikinci adima gegilir.
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2.4.2. Rezonanslar

Birinci adimda elde edilen p ve u,degerleri kullanilarak kismu tiirevli denklemde

u=u @’ +u,¢"’ (2.23)
yerine yazildiktan sonra ¢”*/~" teriminin

0(/) =00, (2.24)
seklindeki katsayisi elde edilir. Bu katsayidan

0(/)=0 (2.25)
denkleminin kokleri rezonans degerlerini verir. Burada n denkleminin mertebesidir.

j=-1, O(j)=0 denkleminin her zaman bir kokiidiir ve ¢ manifoldunun keyfi

oldugunu belirtir. Bir sonraki adima gegebilmek i¢in, Es 2.25 denkleminin -1 harig

diger koklerin birbirinden farkli pozitif tamsayilar olmasi gerekmektedir.
2.4.3. Keyfi (Integral) Sabitlerinin Bulunmasi
Ikinci adimda bulunan rezonanslarin en biiyiigii j, olsun. Bu durumda

J
u=>y u,¢"’ (2.26)
=0

sonlu toplami1 KTD de yerine konur ve ¢”*/™" * in katsayisinin bulunmasi ile

O()u; +R, =0 (2.27)
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elde edilir. Burada R, , k=0,1,...,j-1 olmak lizere ¢ ve u,” in kismi tiirevlerine igeren

bir ifadedir. j rezonansi igin O(j) =0 oldugundan, R; 6zdes olarak sifirsa Eg 2.27°

2

den u,’ in keyfi oldugu sdylenebilir. Eger bdyle degilse verilen denklem P-tipinde

degildir denilebilir.
Asagida KdV denklemi i¢in Painleve analizi verilmistir.
2.4.4. KdV denklemi icin Painleve analizi

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ilk kez 1895 yilinda Korteweg ve de Vries
tarafindan ortaya konmugstur [28]. KdV denklemi lineer olmayan dalgalarin
incelenmesinde Onemli yer tutmaktadir ve fiziksel olarak sig sularda olusan bir
boyutlu, kiiciik genlikli dalgalarin, plazmadaki magnetohidrodinamik dalgalarin,
anharmonik kristallerdeki akustik dalgalarin ve hava kabarcigi-sivi karigimlarindaki

dalgalarin hareketini temsil etmektedir.
u,+uu +ou =0 (2.28)

seklindeki KdV denklemini gz oniine alalim. Bu denklem i¢in Es 2.7 seklinde

¢dziim arayalim. 11k terimi bulmak icin

u(x,t) =u,(x,t)P(x,t)" (2.29)

Es 2.29, Es 2.28” de yerine yazilirsa

PP u, + pd? "y, + 20 pg" =30 p* ¢ up + o p" P uyg,
30 pp" " u b +30p° 8" Cud B +op P Uy, + B Uy, + I U,
30 pp"d u,  + 30D’ U, 30 pp" " o, 30 pp" g
+o¢” =0

(2.30)

uO,x)ocx
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denklemi elde edilir. ¢ > in 2p—1, p—3 olan Gsleri esitlenirse p=-2 olarak bulunur.

Bulunan p degeri Es 2.30 da yerine yazilirsa
u, =—-120¢.°, u, #0

olarak bulunur. Boylece Es 2.28 denkleminin ¢6ziimii
U= ¢72 Z”k¢k
k=0
seklinde aranilir. Es 2.10 esitliginden rezonanslar1 bulmak i¢in
u=up’ +u g’

ifadesi Es 2.28 denkleminde yerine yazilarak, u,¢ =’ I terimin katsayisindan Q(r)

polinomu r —9r* +14r+24 =0 olarak bulunur. Buradan rezonanslar »=-1,4,6
6
seklinde elde edilir. u = Zu j¢k serisi Eg 2.28” de yerine yazilir elde edilen ifade ¢’
k=0

nin kuvvetlerine gore diizenlenir ve bu kuvvetlerin katsayilar sifira esitlenirse

asagidakiler elde edilir.

¢ u,=-120¢

¢ u =120¢,
¢_3 : ¢x¢t + ¢x2u2 + 40—¢x¢xxx - 30¢xx2 = 0
¢_2 : ¢xt + ¢)ocu2 - J¢x¢xxx - ¢xx2u3 + G¢xxxx = 0

¢ 0
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Uy, FUylly  +OU, U, Ul G Ul P+ ugu,  + Uy U,
0. 2
¢ : +u0u5¢x + u1u4¢x + u2u3¢x + O-(3u3,xx¢x + 6”4,xx¢x + 3”3,x¢xx

+6up.’ +6u,0.4.. +up.)...=0

¢ 0

seklinde bulunur. Rezonans degerlerinde bagdasabilirlik sartlar1 saglanabildiginden

Es 2.28 KdV denklemi Painleve 6zelligine sahiptir.
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3. OSTROVSKY DENKLEMIi ICIN PAINLEVE ANALiZI VE BAZI
SOLITON COZUMLERI

Ostrovsky denklemi 1998 yilinda Ostrovsky tarafindan tanitilmistir. Okyanuslardaki
dalgalarin haraketinin bir modellemesi olarak ortaya ¢ikmistir. Es. 3.1 esitligiyle
verilen denklem son zamanlarda pek cok arastirmaci tarafindan calisilmistir. Bu
denklemin Hirota metodu [6], Backlund doniisiimii metodu [5] ve hiperbolik tanjant
metotlart [29] kullanilarak bazi tam ¢ozlimleri elde edilmistir. Bu boliimde,
Ostrovsky denkleminin Painleve analizi ile integrallenebilirligi gosterilmis ve

yardimci esitlik metodu kullanilarak bazi soliton ¢oziimleri bulunmustur.
3.1. Ostrovsky Denklemi icin Painleve Analizi

Ostrovsky denklemi

uu_, —uu, +u'u, =0 (3.1)

seklindedir. Bu denkleme Painleve analizi uygulandiginda ¢(x,7) ve u, =u,(x,t)
analitik fonksiyonlar ve tekillik manifoldu ¢(x,7)=0 olmak iizere, Es 3.1

denkleminin ¢oziimiiniin Es 2.21 seklinde oldugu kabul edilmistir. Es 2.21

¢Ozlimiiniin ilk terimi olan Es 2.22 ifadesi Es 3.1 denkleminde yerine yazilirsa

(g oy = uo,x”o,xt)¢2p

+H(pugity @, + Plugty P, + PUgity B, + Plgiy P,

+p”02¢m - p(“o,x)2¢z — Py Uy, P, )" (3.2)
+(pu0u0,x¢t¢x + p2u02¢x¢xt - pu02¢,\:x¢t - puOMO,t¢x2 - 2pu02¢x¢xt )¢2p72

DU, + 2P GBI, B+ pu 4 =0

denklemi elde edilir. ¢ in iisleri olan 2p —3,3p —1 terimleri esitlenirse p=-2 olarak

bulunur. Bulunan p degeri Es 3.2° de yerine yazilirsa u, =—64,” olarak bulunur.
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Rezonanslar1 bulmak igin Es 2.10 denkleminden u = u,¢~ +u, ¢ ifadesi Es 3.1

denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade u ¢~ parantezine alindiginda

—61° +42r° —24r-72=0 (3.3)

polinomu elde edilir. Es 3.3 polinomunun kokleri olan » =—-1,2,6 degerleri rezonans

degerleridir.
u(x,t) = p(x, z)*zui (x,1)d(x, 1)’ (3.4)

sonlu toplam1 Es 3.1 denkleminde yerine yazilir ve elde edilen ifade ¢’ in artan

kuvvetlerine gore diizenlenir ve ¢’ in katsayilari sifira esitlenirse asagidaki ifadeler

elde edilir.

¢’ u, = _6¢v2

¢ u =64,

$7:0

e L G Vhbe utbe Bhube b 34

24 24 479 2¢ 9.9, 2¢5¢ 247 2479

3. s 242 5 1 2, 42

¢ - U= 20¢x5¢t3 |: 20¢m¢x ¢xt ¢t +2¢H¢v\_ ”2,; + 2 ¢m\,¢x ¢xt¢t +}
N -1

¢ soUs = 60¢ ¢ |: ¢ ¢tt¢\:xxt¢xt_36¢ ¢tt¢\:xx¢xt _12¢ u2tt¢xt¢ +.. :I

#": 0

Rezonans degerlerindeki bagdasabilirlik sartlar1 saglanabildiginden Es 3.1 Ostrovsky

denklemi Painleve 6zelligine sahiptir.
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3.1. Tanim:

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin u(x,?)=U(&), &E=x+wt formundaki

¢Oziimiine soliton (travelling wave ) ¢6ziim denir. Burada w dalganin hizin1 gosterir

ve keyfi bir sabittir [30].

3.2. Yardimal Esitlik Metodu

Lineer olmayan denklemin ya da sistemin ¢Oziimlerini arastirmak lineer olmayan
fiziksel olaylarin aciga ¢ikarilmasinda 6nemli bir rol oynar. Son yillarda yapilan
calismalarda tam ¢Ozlimlerin bulunmasi igin birgok ydntem gelistirilmistir. Bu
yontemlerden biri Yardimci (Auxiliary) esitlik metodudur. Bu yontem ilk olarak
Sirendaoreji ve Sun tarafindan ortaya konulmustur [31]. Daha sonralar1 metot, Liu ve
Liu [32], Xu ve Li [33] ve Sirendaoreji [34,35] tarafindan yardimci esitlik
denkleminin yeni ¢oziimleri bulunarak gelistirilmistir. Lineer olmayan kismi tiirevli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan bu metotta asagida
tanimlanan Es 3.8 denkleminin Cizelge 3.1° de verilen c¢oziimlerinden

faydalanilmaktadir.

u =u(x,t) olmak lizere

Hu,u_u,u_,u,u,.)=0 (3.5)

X277 xx 2 T 0

kismi tiirevli denklemi verilsin. & =x—w¢ dalga donilisimii uygulanip Es 3.5 kismi

tirevli denklemi

G(u,ug e Ussy...) =0 (3.6)

adi diferensiyel denkleme dontistiiriiliir. Es 3.5 denklemi i¢in
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u(@=Y 7@ (3.7)

seklinde ¢0zlim aranacaktir. Burada n degeri, Es 3.6 diferensiyel denkleminde
ylksek mertebeden tiirevli terim ile en yiiksek kuvvetten lineer olmayan terimin
dengelenmesiyle (esitlenmesi) bulunur ve pozitif bir tamsayidir. Ayrica Es 3.7

esitligindeki z(&), Es 3.8 denklemiyle verilen 1. mertebeden lineer olmayan

diferensiyel denklemin ¢oziimiidiir.

(5—2)2 =az’ (§)+bz*(§) +cz* (&) (3.8)

burada a,b,c reel sabitlerdir. Bu denklemin ¢oziimleri A=b>—4ac’ in farkh
durumlan ve ¢=%1 i¢in Cizelge 3.1° de verilmistir [30,31]. Es 3.7 ve Es 3.8
denklemleri Es 3.6” da yerine yazilir, z(£) ’ in kuvvetlerine gore diizenlenir ve z(&)’
in katsayilar1 sifira esitlendiginde a,b,c,a, (i=0,1,2,...,n) ye bagl denklem sistemi
elde edilir. Bulunan denklem sisteminin ¢oziimiine gore Cizelge 3.1’ de verilen
uygun z(&) coziimleri belirlenerek, bu ¢éztimler Es 3.7° de yerine yazilir. & =x—wt¢

ifadesi yerine konuldugunda soliton ¢oziimler elde edilir.
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Cizelge 3.1. A=b">—4ac ve & =71 i¢in Es 3.8 denkleminin ¢dziimleri

b+2eac tanh(Ta &)

No 2(&) No z($)
—absech’ (ﬁ &) —a Secz(;a )
2 2
1 \/_ ,a>0 8 ,a<0,c>0
b*—ac(l+¢ tanh(Ta &)’ b+ 2&~—ac tan( ;a &)
abcsc hz(ﬁ &) acsc hz(ﬁ $)
2 2
2 \/_ ,a>0 o ,a>0,¢c>0
b —ac(l+e coth(Ta &)’ b+2eac coth(Ta &)
Ja
—acsc’(——&)
; \/%CZSZCh(fj)‘ ,a>0,A>0 10 2J_ ,a<0,¢>0
eVA —bsech(Vas) b+2&-ac cot(%a &)
. 2aseelV=ad) 0 As0 —£(1+5tanh(£§)), a>0, A=0
eNA—-bsec(N—-a&) b 2
] 2acsch(ag) ,a>0,A<0 1 —ﬁ(l+gcoth(£§)),a>0,A=0
eN—-A —besch(vaé) b 2
A — 8\/56
6 2acsc(V—ac) ,a<0, A>0 13 4ae ,a>0
eJA —bese(v-aé) (eV% — ) —4ac
Ja
—asech’(~— &) evag
; 2 La>0,c>0 22T 0b-0
1 4ace®Ve

3.3. Ostrovsky Denkleminin Soliton Coziimleri

Ostrovsky denklemi

2. _
uu  —uu  +uu =0

(3.9)
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seklindedir. Es 3.9 denklemine £ =x—wt dalga doniisiimii uygulandiginda
Uu"-UU"+UU' =0 (3.10)

adi diferensiyel denklemi elde edilir. Burada u=U(¢& ), £ =x—wt dir. Es 3.10° da her

bir terimin kismi integrasyonu alinirsa Es 3.10 denklemi
3UU"-3U'Y +U =0 (3.11)

seklini alir. Burada U” ile UU" terimleri arasinda dengeleme yapilinca n=2 bulunur.

Boylece ¢oziim

U($) = a, +az(8) +a,z*($) (3.12)

seklinde olur. Burada aq,, a,, a, ler keyfi reel sabitlerdir. Es 3.8 ve Es 3.12
denklemleri Eg 3.11°de yerine yazilir, elde edilen ifade z(&)’in kuvvetlerine gore
diizenlenir ve z(f)-’ ‘in (j=0,1,2,...,6) katsayilar sifira esitlenir. Boylece a, b, c, a,

(i=0,1,2)’ ye bagh asagidaki denklem sistemi elde edilir.
a,=0

3a,’a, +3a,a,a =0

3a,a,” +3a,’a, +§a0alb +12a,a,a =0

3 2 3

Eal b+a;’ +3a,a,a+6a,a,c+15a,a,b+6a,a,a, =0

5
3a’a, +3a,a,” +3a’c+ Eaﬂzb +18a,a,c =0

3a,a,” +3a,’b+12a,a,c =0

2 3
6a,c+a, =0



Bu sistem Maplel0 ile ¢oziildiigiinde

2 2
a, O,az——la#,b— 1al,c:La—1
a 3 36 a
_ 2
a0=0,a——1a#, = 1al,c:— a,
6 a
2
2
a,=0, a, —6c,a:La—1, :—la1
c 3
2
a,=0, a, =-3b, a:—éb—, c:—la2
2a, 6
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(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

elde edilir. Es 3.13, Cizelge 3.1 deki uygun z(&) ve & =x—wt dalga donlisimii Es

3.12’ de yerine yazilirsa, Es 3.9 denkleminin asagidaki soliton ¢éziimleri elde edilir.
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2sech’n B sech'n

u](x,t)zéa

2

1 2
1—1(1+«9t31nh77)2 [l—i(lﬂstanhn)zj

2 4
uz(x,t)z—%z 12csch77 N : csch'n |,
2
1—1(1+500th77) (1—4(1+gc0th77)j

3a| 2sech’ sech*
u3(x,t):— 7 - 7 2 |°

2 (l—gtanhn) (l—gtanhn)

2 4
u4(x,t):—3—a 2csch’n N csch'n |,
2 | (I-gcothn) (1-gcothr)

us(x,t)= 3?a[2(1 +etanh ) —(1+ gtanhn)’ } ,

us(x,t) = 3761[2(1 +&cothn)—(1+&cothn)’ ] ,

2
4a,ae™

( 2n 2a1 )2 .
e +—-
3

u,(x,t)=

Burada 7 = %(x— wt), a>0, a, ve w keyfi sabitlerdir. Sekil 3.1° de, yukarida elde

edilen baz1 ¢oziimlerin grafikleri, 0,5<x<8, 1<¢t<4 bolgesinde ve a=1, a;=1,

w=1 i¢in verilmistir. (a), (b) ve (c) swrastyla u;(x,2), uz(x,t) ve us(x,t) ¢oziimlerini

gostermektedir. Grafik ¢izimleri i¢in Maple10 kullanilmastir.
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Sekil 3.1. Ostrovsky denkleminin (a) u;(x,z) (b) uz(x,z) ve (c) us(x,t) ¢dziimlerinin
a=1, a;=1,w=1, 0,5<x <8 ve 1<t <4 bolgesinde grafikleri

Benzer olarak, Es 3.14, Cizelge 3.1° deki z(&) ve &=x—wt dalga doniisiimii Es

3.12° de yerine yazildiginda Es 3.9 denkleminin asagidaki soliton ¢oziimleri elde

edilir:
a’ 2sech’ sech’
u, (x,1) —ﬁ ] 7 o " d 2
2 1—Z(l+gtanh77) (1—4(l+gtanh77)2)
o 2csch’n ~ csch'n
uz(xat)—4a 1 ) ) e
: 1—1(1+500th77) (1—4(1+gcoth77)2j
u(x.6) = _a_l2 2sech’n _sec h'n
’ 4a, | (1+&tanh7) (l—gtanhn)2
2 4
u4(x,t)=a—1 2csch'n N csch'n

4a, | (1-¢&cothn) (1—gcoth77)2
aZ
uy(x,6) == 2(1+ & tanh 7)1+ £ tanh 77)’ |,
4a,
612 2
ué(x,t):4—‘[2(1+gcoth77)—(1+£coth77) 1.

a,

32
2ae”

— 4t
3(62’7 + 2611)
3

u,(x,t)=

b




-la’
6 a

burada 7 =

2 (x—wt), a, <0, a, ve w keyfi sabitlerdir.
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Benzer olarak, Es 3.15 ’ya gore Cizelge 3.1° deki uygun z(&) ¢ozlimleri ve

&=x—wt dalga donlisimii Es 3.12° de yerine yazildiginda

asagidaki soliton ¢oziimleri elde edilir.

u,(x,t)= alz 2S€Ch277 - SeCh477 2
SEYP ’
l—z(l+<€tanhf7)2 (1—i(1+gtanh77)2j
u,(x,t)= alz 12CSCh277 + s 2|’
24c 2 1
1—1(1+500th77) (1—4(l+gcoth77)2j
_a’| 2sech’n sech’n
uy(x,t) = - 7|
24c _(l—etanhn) (l—gtanhn) ]
2 2 4 ]
1, (x,1) =2 2oshiy _, _ cschy 70
24c| (1-¢cothn) (1-ecothy)’ |

2
u(x,t) :%[2(1+£tanh77)—(1+gtanhn)z},

2
ug(x,t)= %[2(1 +&cothn)—(1+&cothn)’ } ,

u,(x,t)=

burada 77 = (x—wt), ¢>0, a, ve wkeyfi sabitlerdir.

|1 a®
36 ¢
2

Es 3.9 denkleminin
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Es 3.16" ya gore Cizelge 3.1° deki uygun z(&)c¢ozimleri ve &=x—wt dalga

dontisimii Es 3.12° de yerine yazildiginda Es 3.9 denkleminin asagidaki soliton

¢Oziimleri elde edilir:

op? 2sech’ sech’
u](xst):_4a 1 77 2_ 1 77 ’
2 1_Z(l+gtanhn) (1_4(1+gtanhf7)2j
2 2 )

u,(x,t) = ib lchCh 1 + cock 2 |
a, 1_Z(l+gc0thf7)2 (1—i(1+gcoth77)2j
9b*| 2sech’n sech'n

uy (%)== - i

a,| (1+¢&tanh7n) (1+&tanh7)
2 2 !
u4(x,t):9b 2eschn _, _ eschi 7 |
4a, | (1-&cothn) (1+&tcothy)

2

us(x,t)= —%[2(l+ 8tanh77)—(1+£tanh77)2],
2
2

ug(x,1) = —%[2(1+ gcothn)—(1+ ¢ coth 77)2],

2

b

18h%¢*”
u,(x,t)= —
a, (e 7— Zb)
STy
2 a, . .
burada 7 = T(x -wt), a, <0, a, ve w keyfi sabitlerdir.
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4. SARTLI PAINLEVE ANALIZI

Bu  boliimde, p,meZ K, keyfi ~ paremetreler  olmak  {izere
u, =K (u’”ux) — pu” denklemi g6z oniine alinarak denklemin ilk terim davraniginin

ve rezonans degerlerinin genel formiilleri elde edilip, p ve m’ in farkli degerleri igin
Es. 4.1 denkleminin Painleve 0zelligine mi yoksa sarta bagli Painleve 6zelligine
sahip olup olmadig1 ilk kez incelenmistir. Bu boliimdeki hesaplamalarin el ile
yapilmasi uzun ve zahmetli oldugu i¢in hesaplamalar da MAPLE10 paket programi

kullanilmistir.
4.1. Tanim:

#(z,,2,,...,2,) =0 keyfi manifoldu lizerinde baz1 kisitlamalar yapildiginda verilen

denklem Painleve 6zelligini saglarsa, denklem sarta bagli Painleve 6zelligine sahiptir

denir [36-40].
4.1. Bir Evrim Denklemi icin Painleve Analizi

Burada

u, =K (u"u,) - pu’ (4.1)

X

p.meZ K, keyfi parametreler olmak tizere Es 4.1 denklemini goz Oniine

alalim. Es 4.1 denklemi acik olarak
u, = Kmu"'u’+Ku"u_ — fu” 4.2)

seklinde yazilabilir. Es 4.2 denkleminin ¢6ziimiiniin
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u(x,t)=¢(x,1)" iuj (x,)p(x, 1) (4.3)

seklinde oldugu kabul edilir. Ilk terimin davranis1 incelenirse, Es 4.3 ¢oziimiiniin ilk

terimi olan
u(x, 1) =uy (x, 0)P(x,1)" (4.4)
ifadesi Es 4.2 denkleminde yerine yazilirsa

P uy, + ¢ (Lau, g, +up,) + ¢ (052”0¢t2 - a“0¢12) =

¢a(m+l)—2 (Kma2u0m+l¢x2 _Kau0m+l¢x2 + Ka2u0m+l¢x2) +

¢* " 2 Kmawy"uy . + Kau,""'@, + 2K au,"u, @)+ (4.5)
¢a(’”+1) (]<n/”/lomilu0x2 + KquxuOm )

" (= Puy”)

elde edilir. Es 4.2 denklemindeki u"u_,mu" 'u *,u” terimlerini baski terim olarak
kabul edip, bu terimlerden elde edilen ¢’ in kuvvetleri am+a—2,ap terimleri

arasinda dengeleme yapildiginda
aom+a-2=ap (4.6)
bulunur. Buradan

a-— "% 4.7)
p—m—1
olarak elde edilir. u,(x,#) yi bulmak icin, Es 4.7 denklemi Es 4.5 denkleminde

yerine yazildiginda
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Bu pom  2K(p+m+1)
o i A

(p—m—1)’ &

(4.8)

elde edilir.

4.1. Lemma:

p ve m pozitif tamsayilar olmak iizere, p ve m’ in degisik secenekleri gbz Oniine
alindiginda Es 4.2 denklemi, asagidaki tekilliklere sahiptir.

i) (p-m-1) degeri 1 ve ya 2 ye esit oldugunda hareketli kutup vardir.
ii) (p—m—-1)<-2 veya (p—m—1)>2 oldugunda cebirsel dallanma vardir
Simdi rezonans analizinden asagidaki teorem verilebilir.
4.1. Teorem:
p ve m pozitif tamsayilar olmak {izere, prmtl

<0 oldugunda Es 4.2 denklemi
p—m-—1
Painleve 6zelligine sahip degildir.

fspat :
Rezonans degerlerinin bulunmasi i¢in

u(x,t) =uy(x,0)p(x, )" +u, (x,t)p(x,1)"" 4.9

denklemi Es 4.2 denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade Ek 1’ de goriilebilir.
Bu ifade u, (x,¢) parantezine alindiginda
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w (6, O[(r+ @) + 2ma —1)(r + @) + ma(a —1)+m(m+1)a? - 2p %] —0
p—m=
(4.10)
elde edilir. Es 4.7, Es 4.10° da yerine yazip, elde edilen ifade r ye gore
¢oziildiiglinde
r=-1 ve r=2[1—a(m+1)] (4.11)

olarak bulunur. Burada rezonans degerlerinin birinin -1 olmasi ¢ manifoldunun
keyfi oldugunu gosterir. 7 =2[1-a(m+1)] <0 oldugunda yani Lm? <0 iken Es
p—m=

4.1 denklemi Painleve 6zelligine sahip degildir.

Es 4.10 denklemini elde etmek olduk¢a uzun islemler gerektirdiginden bu islemler

Maplel0 paket programi kullanilarak yapilmistir.

Simdi, Lemma 4.1 ve Teorem 4.1 dikkate alinarak p ve m’ nin degisik segenekleri

g0z Oniine alinarak elde edilen denklemlerin Painleve analizi yapilacaktir.

1. Durum: p=4, m=1 olarak se¢ilsin. Es 4.1 denkleminde bu degerler yerine

yazilirsa

u, = K(uux ))C - pu’ (4.12)
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiiniin Es 4.3 seklinde oldugunu kabul

edelim. Es 4.3 ¢oziimiiniin ilk terimi olan Es 4.4 ifadesi Es 4.12 denkleminde yerine

yazilirsa



37

P u,, + ¢a_l (Lau, ¢ +auyg,) + ¢a_2 (a2”0¢z2 - au0¢,2)

+¢2a (_KMOX - KMOMOH)

+¢* " (-4K auy u,p, — Ko’ @) (4.13)
+¢* 7 (2Ka’u,’p,” + Kau,'9,”)
+¢4aﬂuo4 — 0

elde edilir. Es 4.13 ifadesinde ¢’ in kuvvetleri olan 2a—2 ile 4« arasinda

dengeleme (balance) yapilirsa

o=-1, (4.14)

olarak bulunur. u,(x,¢)’y1 bulmak i¢in, Es 4.14 degeri Es 4.13 denkleminde yerine

konuldugunda

¢_4 (_3Ku02¢x2 + ﬂuo4) + ¢_3 (2”0¢z2 +4Kugu, p,. + Ku02¢xx)

. , B (4.15)
+¢ " (2u,p, —uy, — Kuty,” = Kugity, )+ ¢y, =0
bulunur ve Es 4.15 esitliginde ¢~ *1n katsayis1 sifira esitlendiginde
u, =+ g;ﬁx (4.16)
B

olarak bulunur. Rezonans degerlerini belirlemek icin Es 4.9 denklemi Es 4.12
denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade de u.¢™ teriminin parantezine

alindiginda

Or)=-r>+5r+6 4.17)

polinomu elde edilir. Bu polinomun kokleri olan r=-1,6 degerleri rezonans

degerleridir. Burada bulunan —1 rezonansi ¢ manifoldunun keyfi oldugunu belirtir.
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r=6 degeri de Es 4.3 c¢oziimiinde u4(x,#) degerinin keyfi olabilecedine isaret eder.
us(x,t)’nin  keyfi oldugunu garanti edilebilmesi icin, bagdasabilirlik sartinin

saglanmasi gerekir.
6 .
u(x,t) = g(x,0)" Y u (x,0p(x,1)’ (4.18)
J=0

ifadesi Es 4.12 denkleminde yerine yazilir, ¢’ in kuvvetlerinin katsayilar1 sifira

esitlenirse asagidaki denklemler elde edilir.

¢ 3Ku)-3pu, =0

¢ 2uuK —duuf=0

62 ud + B(6u, u +4uu,) =0

¢ uyd + BAugu’ +12u, uu, +4Ku)uy) =0

¢° : ,B—ﬁu14 —12ﬂuoulzu2 —6,Bu02u22 —12,6’uozulu3 —4,&!03144
+ KL122 +2Kuu, +2Kuyu, —u, +u,d, =0

¢ —4Bu’u, —12Buguu,’ =12 Buguu, —12 fuyuu, —12 fu uu,

(4.19)
— 4 Buy’us + 6Kuu, +6Kuu, +6Kugug —u,, +2u,d, =0

¢ —6pu’u,’ —4Buu,’ —4Pu’u, —24 Buui,u, — 6 Bu, u’ —12 fugu’u, +
12 Bu,*uju, —12 Buyuus — 4 Buu, + 6Ku,” +12Ku,u, +12 Kuug +12 Kugu,
—uy, +3u,4, =0

Es 4.19 denklemlerinden u,, u,, u,, u,, u,, u; degerleri gekilip ¢’ in katsayisi olan
son denklemde yerine konuldugunda u,’in keyfi olmadigi gorilir. Yani

bagdasabilirlik sart1 saglanamaz. O halde Es 4.12 denklemi Painleve 6zelligine sahip
degildir. Jimbo ve arkadaslar1 [36] ¢alismasinda keyfi ¢@(x,#) manifoldu tizerinde

bazi kisitlamalar getirmis ve ¢(x,#) manifoldunu 6zel olarak
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P(x,1) = x— (1) (4.20)

seklinde secmistir. Es 4.19 denklemlerinde #(x,7) manifoldu yerine Es 4.20’deki

ifade yazildiginda, u,, u,, u,, u,, u,, u,, u, degerleri

u, =0,
:——wf
P 12K
u, =0,
2 3
u, =— ﬁL(pterL / '63, 4.21)
3K 1440K° 10 V3K
¢tt

o | B
> 12\3K*’

u0=2_ |5 o |F
7 92k?\3k® 2 \3K®

olarak bulunurlar. Es 4.21 deki son esitlikten u,’in keyfi olabilmesi i¢in
bagdasabilirlik sartinin saglanmasi gerekir. Bunun olabilmesi i¢in ¢, =0 ya da

@ =sabit (keyfi) olmalidir. O halde ¢=x—sabit manifoldu civarinda p=4, m=1

secimiyle elde edilen denklem sarta bagli Painleve 6zelligine sahiptir.

2. Durum: p=3, m=1 secildiginde Es 4.2 denkleminde bu degerler yerine
yazildiginda

u, = K(uux ))C - pu’ (4.22)

1t

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiiniin Es 4.3 seklinde oldugunu kabul
edelim. Es 4.3 ¢oziimiiniin ilk terimi olan Es 4.4 ifadesi Es 4.22 denkleminde yerine

yazilirsa
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¢au0tt + ¢a—l (2au01¢t + au0¢n‘) + ¢a—2 (a2u0¢12 - 0[Ll0¢t2) -

@7 (2K u,'9,” — Kau,'g”) —

p*! (Kau02¢x2 +4Kauu, §.)— (4.23)
¢ (Kugu,,, + Kuy *)+

¢3aﬁu03u0)oc = 0

elde edilir. Es 4.23 esitliginde ¢’ in kuvvetleri olan 2a—2 ile 3a terimleri

esitlenirse
oa=-2 (4.24)

olarak bulunur. u,(x,?)’yi bulmak i¢in, Es 4.24 ifadesi Es 4.23 denklemlerinde

yerine konuldugunda ¢° teriminin katsayisi
~10Ku,’d.” — pu,’ (4.25)

olur. Es 4.25 ifadesi sifira esitlenirse

K
L=-10242 426
u 5 @ (4.26)

olarak bulunur. Simdi rezonans degerlerini belirlemek i¢in Es 4.9 denklemi Es 4.22

denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade u ¢ °parantezine alindiginda

O(r) = 10> =907 —100 (4.27)

polinomu elde edilir. Es 4.27 polinomunun kdkleri olan » =—1,10 degerleri rezonans

degerleridir.
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u(x,t)=¢> i u, (x,0)P(x, 1) (4.28)

toplam1 Es 3.22 denkleminde yerine yazilir ve ¢ ’nin katsayilar1 sifira esitlenirse

asagidaki ifadeler elde edilir.

5 10076~ fu, =0
¢ —8Ku,up’ — Kugud” +2Kuy’d.” —3fuy’u, =0

¢_4 A 3Ku1¢x2 - Kqu2 + 6uu,xp. — Kugu,  +3Kuu, @,
—6Kugu,@.” —3Bu’u, —3Pu,"u, +6u,p’ =0
¢73 : - 4Ku0t¢x - 2Ku0¢tt + 4Kuoul¢x - Kuoulxx - Kulqux

—2Kuyu, +4Kuu, ¢, —2Kuu,p’ +4Ku,u, @,
+2Ku u, ¢, —2Kuud® —3Bu,’us — Pu,’ — 6 fuguu, +2ud’ =0
¢7:  =2Ku,$ —ud, +u,, — Kuu, +2Kuu, ¢, —2Ku,u,,
—K(u’), +2Ku, u.@, +2Kuu, ¢, — Kuu, . — Kugu, .
+ Kugu, @+ 2Kuu, @+ Kuu g —3Bu,u, —3pu,’u,
— 6 Buguu, —3Pu’u, =0
¢ w, —Kuu, —Kuu,  —Kuu, —2Ku u, —2Ku,u,,

- Kugu, —6Puuu, — 3,8u0u22 - 3,Bu5u02 - 3ﬂu3u12 -6 uuu, =0

) (4.29)
¢1° : — Kuyu,  — 66Ku0ugz¢x2 —22Ku, u, ¢, —22Kusu,, @,
—22Ku, u,d —22Kuu,, ¢ —22Kugu, ¢ +...=0

Es 4.29 denklemlerinden u,, u,, u,, u,, u,, us, ug, u,, g, Uy, u,, degerleri ¢ekilip
#"°’ in katsayisi olan son denklemde u,, u,, u,, u,, u,, us, U, U, Uy, u, degerleri
yerlerine konuldugunda u,, degerinin keyfi olmadig1 goriiliir. Yani bagdasabilirlik

sarti saglanamaz. O halde Es 4.22 denklemi Painleve ozelligine sahip degildir.
@(x,t) manifoldunu 6zel olarak Es 4.20 deki gibi secilirse ve Es 4.29 denklemlerinde
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@(x,t) manifoldu yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa agagidaki sonuglar elde

edilir.
u0=—10£,
B
u, =0,
_1 )
Uy, =—@,,
2 40¢t
-1
u3:m¢n’
__ 9
U =10k P
1 9’0,
U =———"7-p,
> 280 K° P
1 9’0,
U =———7-p,
° 280 K°? P
1 .. 9’0,
u, =—p+-=5,
7 124ﬂ K?

2
u10.0:l4ﬂ%+%.

son esitlikten u,, ‘in keyfi olabilmesi i¢in bagdasabilirlik sartinin saglanmasi gerekir.
Bunun olabilmesi i¢in ¢, =0 yada ¢ =sabit (keyti) olmalidir. O halde ¢ = x —sabit

manifoldu civarinda p=3, m=1 se¢imiyle elde edilen denklemi sadece sarta bagh

Painleve 6zelligine sahiptir.
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5.IKi BOYUTLU DIFERENSIYEL DONUSUM METODU

Bu kisimda, Diferensiyel doniisiim metodu ile KdV, mKdV denklemleri ve Hirota
Satsuma ikili KdV ile ikili mKdV denklem sistemlerinin soliton ¢oziimleri yaklagik
seri ¢Oziimi olarak elde edilmistir. Elde edilen yaklasik ¢coziimler tam ¢oziimleri ile

karsilagtirilmustir.

5.1. Diferensiyel Doniisiim Metodu

Diferensiyel doniisiim metodu, lineer ya da lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
¢dziimiinde kullanilan yari analitik bir metottur. Ilk olarak 1986 yilinda G.E Pukhov
[41], elektrik devrelerinde baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmek i¢in temeli Taylor
seri acilimima dayanan diferensiyel doniisim metodunu ortaya atmustir. Daha
sonralart1 1996 yilinda Chen ve Ho [42], ikinci mertebeden karakteristik deger
problemlerinin ¢dziimiinde diferensiyel doniisiim metodunu kullanmigtir. 1998°de
Malik ve Dang [43], ilk olarak titresim problemlerinin ¢6zliimiinde bu metodu
uygulamistir. Sonraki yillarda, modelleme ve 1s1 transferi vb. ¢alismalarda lineer ya
da lineer olmayan kismi tiirevli baslangi¢ deger problemlerinde bu metot

uygulanmistir [44-50].

Fiziksel problemlerde analitik ¢6ziime ulagsmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu
durumlarda niimerik metotlarla yaklasik ¢oziimlere gidilebilir. Literatiirde Laplace
yontemi, Fourier yontemi, Euler metodu, Taylor metodu ve Runge-Kutta vb.
metotlar baglangic ve smir deger problemleri i¢in niimerik metotlar olarak
tanmitilmistir. Taylor metodu yiiksek mertebeden tlirevleri hesaplamay1 gerektirir ve
bu oldukg¢a zaman alic1 ve karmasik bir istir. Diferensiyel doniisiim metodununun
Taylor seri yontemine gore ayirt edici Ozelligi, Taylor seri acgiliminda ytiksek
mertebeden tiirevleri iceren katsayilari, T-doniisiimii [49-52] yardimiyla ardisik
olarak daha kolay hesaplamaya dayanir. Hassasiyet, hesaplama kolaylig1 ve kolay
algoritma olusturabilme 6zellikleri dikkate alindiginda diger yontemlerden ¢ok daha
etkilidir. Ayrica, diferensiyel doniisiim metodu bazi diferensiyel denklemlerin kapali

¢oziimlerinin elde edilisinde de kullanigh bir aractir [48].
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T doniisiimii yardimiyla kismi tiirevli denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in gerekli temel

teori agagida verilmistir [52].
5.1. Tanim:

Bir w(x, y) fonksiyonunun T- doniisiimii altindaki ifadesi W (k, h) ile gosterilir ve

1 ak+h

=
Es. 5.1 seklinde tanimlanir. Burada & ve 4 dogal sayilardir.
5.2. Tanim:

W (k,h)’ in ters diferensiyel doniisiimii,

w(x,y) = ZZ W (k,h)x*y" olarak tanimlanir. (5.2)

k=0 h=0

Es. 5.1 ve Es. 5.2°den

L = 1 ak+h o
w(x,y) = E E —{—k p W(x,y)} X'y
i Lt [!D!] Ox* Oy o

y=0

elde edilir. Uygulamalarda w(x,y) fonksiyonu sonlu serilerle ifade edilebilir. Es. 5.2

denklemi

m n

w(x,y) = Y > Wk, h)x'y" (5.3)

k=0 h=0
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seklinde yazilabilir. w(x,y) = Z ZW(k,h)xk y" degeri ihmal edilebilecek kadar

k=m+1h=n+1

kiigtiktiir.

Simdiye kadar diferensiyel doniistim metodu ile bulunmus olan temel 6zellikler Ek-

2’ de listelenmistir [48].

5.1. Teorem :

Eger w(x,y)=u(x,y)tv(x,y) ise W(kh)=U(kh)x V(k,h) dir.
fspat:

Tanim 5.1’ den

U(k,h) = L{ﬂu(x,y)}

k!'h!| ox*oy" =0
y=0
1 akJrh
Vi) =——| -2y,
(k) km{&%wwx”lﬂ
y=0
1 ak+h
W(ka h) = M{kaé‘yh [u(xa y) * V(x, y)]i|x_0
y=0

yazabiliriz. Buradan

W (k,h)=U(k,h) £V (k,h)

yazilir.
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5.2. Teorem :

Eger w(x,y)= @ ise W(k,h)=(k+)U(k+1,k) dir.
X
Ispat:

Tanim 5.1° den

x=0 X
y=0

1 o [ ou(x y)} (k+1) ot
W(k,h)= : = ,
(e k!h!{axkayh{ ox et ax iy
y=0

yazabiliriz. Buradan

W (k,h) = (k +)U(k +1,h) olur.

5.3. Teorem:

Egerw(x, y) = 6“(;;%—(83;,3/) ise
Wk,h)=(k+1)(k+2)...k+7)h+D)(h+2)..(h+s)U(k+r,h+s)dir.

Ispat:

Tanim 5.1’ den

k+h r+s
Wk.h) = 1 6k } 0"u(x,y)
k'h!| ox"oy" | ox"oy’ =0

(kD) +2).(k+r)(h+D)(h+2)..(h+s)| o )
) (k+r)'(h+S)' axk+rayh+s » Y

X
y

0
0
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Buradan

Wk, h) = (k +)(k +2)...¢k + P)(h+ D)(h+2)...(h+ YU (k +r,h +5)

yazilir.

5.4. Teorem:
k h

Eger w(x, ) =u(x, y)v(x,y) ise W(k,h)=Y > U(r,h—s)V(k—r,s) dir [52].
r=0 s=0

Ispat:
Tamim 5.1°den,

w(0,0)= [u(x,y)v(x, y)];ig =U(0,0)V(0,0)

1 0
W(la 0) = 1'_0'5[1’[()‘-5 J/)V(xa J’)];zg

| Py atn) P | UL 0W0,0)+ U007 10
Ox ox

2

1 0
W(2,0)= Wy[u(x,y)v(x, J’)])‘ig

=U(2,0)/(0,0)+U(1,0)V(1,0)+U(0,0)I(2,0)
w(0,1)=U(0,1)(0,0)+U(0,0)V(0,1)
w(LD)=U1,H)V0,0)+U1,0)l(0,)+U(0,1)V(1,0)+U(0,0)V(1,1)
w(,2)=U1,2)V(0,00+U1,H)V(0,)+U(1,0)I(0,2)
+U(0,2)V(1,0)+U0,H)V(1,1)+U(0,0)V (1,2)
w(0,2)=U(0,2)V(0,0)+U(0,1)V(0,1)+ U (0,0)V(0,2)
we,D=U2,1)V(0,0)+U2,0)V(0,)+U(,1)I(1,0)
+U(L0O)V(L1)+U(0,H)V(2,0)0+U(0,0)V(2,1)
wW(2,2)=U(2,2)V(0,0)+U(2,1)V(0,1)+U(2,0)/(0,2)
+UL2)V(LO)+UADVA,D)+U1,0)V(1,2)
+U(0,2)V(2,0)+U0,D)V(2,1)+U(0,0)V(2,2)
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Bunlar genellestirirsek

W(k,h)= izh:U(r,h —sW(k—-r,s)

r=0 s=0
olur [52].

5.2. KdV ve mKdV Denklemlerinin Diferensiyel Doniisiim Metodu ile Yaklasik

Coziimleri

Literatiirde, lineer olmayan olaylar c¢alisildiginda, fizigin pek c¢ok dalinda (sivi
mekanigi, katt hal fizigi, plazma fizigi vb.) asagidaki formda denklemlerle

karsilagilir.
u,—(m+)(m+2u"u,_+u_ = f(x,1) (5.4)

Burada f(x,t) verilen bir fonksiyon ve m pozitif bir tamsayidir. Bu denklemde m=1

ve m=2 alinirsa, Es 5.4 denklemi sirastyla KdV ve modifiye KdV denklemleri olarak

adlandirlir.

5.2.1. KdV denkleminin diferensiyel doniisiitm metodu ile yaklasik ¢oziimii

1. Durum:

u,—6uu +u_ =0, xeR (5.5)
KZer

u(x,0)=-2 115y (5.6)

baslangi¢ sartiyla verilen KdV denklemlerini goz ontine alalim [54]. EK-2’de verilen
dontisiimler kullanilarak, Es 5.5 denkleminin iki boyutlu diferansiyel doniisiimii

alinirsa
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(h + DUk, h + 1)=6Zh:zh:(k+1-r)U(r,h-s)U(k+1-r,s) 57

— (ke + D)k +2)(k +3)U (k +3, 1)

elde edilir. Es 5.6 baslangi¢ kosulu seriye acilirsa serinin katsayilar1 Uk, () baslangic

doniisiim katsayilarina karsilik gelir ve bu katsayilardan bazilar1 asagida verilmistir.

U(k,0)=0, k=13,5,...,

U(0,0) = 71@, U(2,0)= éK4,U(4, 0) :;—;K" (5.8)

Es 5.8’deki degerler Es 5.7°de yerine konuldugunda, U(k,h) donilisiim katsayilarinin

sifir olan degerleri de Es 5.9 denklemi ile verilir.

Uk,1)=0,k=0,2,4,...
Uk,2)=0,k=13,5,... (5.9)
U(k,3)=0,k=1,23,5,..

Bu sekilde ardisik olarak hesaplamalar tekrarlanarak elde edilen U(k,h) doniisim

katsayilarinin bazi degerleri Cizelge 5.2° de verilmistir.

Cizelge 5.1. U(k,h) doniisiim katsayilarinin bazi degerleri

1 1 17
Ull)=-—K°* U@a,)=—K?* UGs,l)=-—K"
@1 4 3.1 12 1) 960
U, = iK12 U@,1)= -ﬂK“‘ UdLnl) = ﬂK'é
10080 1451520 79833600
U 2)=1K8 UQ2 2)=_LK‘0 U4 2)=1—7K12
’ 8 ’ 18 ’ 384
U(6,2)=—LK14 U(8,2)= 691 K'® U(10,2)=—ﬂK'8
2880 322560 14515200
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Tabloda gosterilen U(k,h) degerleri Es 5.3 de yerine yazilirsa

u(x,t)= {—le JrlK“x2 —LK6X4 +LK8X6 —LKIOXS +..}
2 8 48 5760 80640
+{—1K6xt+LK8x3t—l—7K1°x5t+LK12x7t
4 12 960 10020
SO gy 0L psingy
1451520 79833600
+{1K8t2 _lKloxztz —1—7K12x4t2 _ 31 K502
8 8 384 2880 (5.10)
ﬂK”’xStz —ﬂKmxmt2 +..}
322560 14515200

+{§K“t3 +(—%K”e’< +29K "2 (e5)? +7—29K13jx2t3

+(_ﬁK14eK +@K13(8K)2_14K12(6K)3_EKIS
9 2 3 24
+135K "% (e )Hx'ry + ...

seri ¢oziimii elde edilir. Es 5.10° da birinci, ikinci, ti¢lincli ve dordiincii parantezlerin

kapali formlari

K™
u(x,t)y=-2———,
l( ) (1+6Kx)2
B 5, Kx\2 5, Kx\2
u,(x,t)= _4K (er)s +2k (er)z t,
(1+e™) (1+e™)
B 5, Kx\2 8, Kx\3 8 Kx 8, Kx\2
) = e e e | 6.1
| (I+e™) (I+e™) (I+e™) (1+e™)
_4K11(€KX)3 2K11(eKX)2 2K11(eKX)2 14K11(6KX)3
- - +
x.0) (1+e™) (1+e™) (1+ey 31+eX) ;s
u,(x,t)=
4 _8K11(€Kx)4 B 2K“(eKX)2 Kk
3A+eM)  31+eM) 31+

seklindedir. Es 5.11° de u;(x,2), ux(x,t), uz(x,t) ve uq(x,t) ler ise asagida Es 5.12 ile

verilen tam ¢6zlimiin seri agilimindaki ilk dort terime karsilik gelmektedir.
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KZeK(x—Kzt)

u(x,t)=-2 —(1 " eK(x—Kzt))Z

(5.12)

Bu ¢6ziim Lax [55] tarafindan elde edilmistir. Sekil 5.1 (a) K=2 igin
—2<t<4,-4<x<10 bolgesinde (b) ise, K=2 ve t=0 i¢in ve —4 < x <4 aralifinda
elde edilen yaklasik ¢oziim grafiklerini gdstermektedir. Hesaplamalarda ve grafik

cizimlerinde Maplel0 paket programi kullanilmistir.

(a) (b)

Sekil 5.1. Es. 5.11 kullanilarak sirastyla K=2, -2<¢<4,-4<x <10 ve K=2, t=0),
—4 < x <4 i¢in elde edilen iki ve 3 boyutlu ¢6ziim grafikleri

2. Durum: Es 5.5 denklemini

u(x,0)=—6sech’x (5.13)
denk olarak

e2x
M(X,O) :—24-(14_7)2 (514)

baslangi¢ sartiyla gz oniine alalim [54]. Es 5.13 baslangi¢ kosulundan Durum 1’ e
benzer sekilde, baslangic doniisiim katsayilar1 asagidaki gibi elde edilir.
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Uk,0)=0, k=1,3,5,...,
U(0,0)=-6, U(2,0)=6, U(4,0) =—4,... (5.15)

Es 5.15° deki degerleri Es 5.7’ de yerine konulur ve bu sekilde ardisik olarak
hesaplamalar siirdiiriiliirse U(k,h) degerleri elde edilir. Benzer sekilde elde edilen

bazi1 U(k,h) degerleri Cizelge 5.2° de verilmistir.

Cizelge 5.2. Es 5.14 baslangic degerine gore hesaplanan U(k,h) donilisim
katsayilarinin baz1 degerleri

4784
U(L,1) =-336 UG,1) =736 UG =-—+
14 44 1843232
U(T.1) = 336 U(9,1)=—7653 U(ll,l):3 84323
15 945 51975
U(0,2)=3840 U(2,2)=-29184 U(4,2)=72160
U(6,2):—1720576 Us.2) = 2978912 U(10.2) _ 702484096
15 21 4725
Elde edilen U(k,h) degerleri Es. 5.3” de yerine yazilirsa
u(x,t) = {~6+6x> —4x* +ﬁx6 —ﬁx8 +ﬁx10 +
5 105 4725
+{-336xt+736x’t — 4784 Xt + 1413536 x't— 765344 X+
+{384Ot2-29184x2t2+72160x4t2-t2+wx8t2+...} (5.16)

+{441088x¢’-

44873881856 , ,
t—xt+...}

2835

seri ¢oziimii elde edilir. Es 5.16° da birinci, ikinci, ti¢lincli ve dordiincii parantezlerin

kapal1 formlari

7132672 5 5 92700416 . , 3497237504  ,
—Xt+ Xt - X't

15

315
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2x

e
u, (x,0)=—24——
1( ) (1+62X)2
2x 2x 4x _ bx
uz(x,t)=192e (1+240e 22556 e )t
(1+e™)
2x 2x 4x 4x 6x
u3(x,t)=—7686 (1+240e +183ze5 25¢™ —e )t2 (5.17)
(1+e™)
2x
u3(x,t):20486 (Kl(x)+K2(x)) 3
(1+eZX)11

burada

K, (x) =1+2011e”" +5288e™ — 51488 —106606e™,
K, (x) =106606¢'""" +51488¢'** — 5288 —2011e'* — '™

dir. Es 5.17° deki u;(x,t), ux(x,t), us(x,t) ve uy(x,t) ler seri ¢oziimiinde ilk dort terimini
vermektedir. Drazin [56] tarafindan ayni problem icin tam ¢dziim asagidaki gibi
verilmigtir.

e8t—2x +2e64t—4x +e72t—6x

81—-2x +3e64t—4x +e72t—6x

0
u(x,t)—l2a—(

5.18
x 1+ 3e ( )

Sekil 5.2 .(a) ve (b)’ de, soliton ¢oziimiin grafigi sirasiyla, Es 5.18 tam ¢oziimii ve

Es 5.16 yaklasik ¢oziimii /=0,08 ve —2 < x <5 i¢in verilmistir.
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(a) (b)

Sekil 5.2. KdV denkleminin (a) tam , (b) yaklasik ¢oziim ( =0,08 ve -2<x<5)
grafikleri

5.2.2. mKdV denkleminin diferensiyel doniisiim metodu ile yaklasik ¢6ziimii

1.Durum:
u +u'u, +u, =0 (5.19)
)
u(r.0) = 2K sin” (Kv) (5.20)
3 —sin”(Kx)

Es 5. 20 baslangi¢ sartiyla Es 5.19 mKdV denklemini g6z oniine alalim [57]. EK-2’
de verilen doniisiimler kullanilarak, Es 5.19 denkleminin iki boyutlu diferansiyel

donlistimii
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(h + DUk, h + 1):-21(‘41(7 S ke r 4 DU hos- U S)U Gk -r-141, p)

r=0 t=0 s=0 p=0

— (ke + D)k +2)(k +3)U (k +3,h)

<

(5.21)

olarak bulunur. Es 5.20 baslangic kosulundan, baslangi¢ doniisiim katsayilari
bulunup, bu degerler Es 5.21 denkleminde yerine yazilirsa U(kh) katsayilar

Maplel0 paket programi ile hesaplanarak asagidaki seri ¢oziimii elde edilir.

u(x,t):{i\/EK3x2+g 2K5x4+%\/5K7x6_ﬁ\/5K9x8

472 \/—K“ 10, }+{——\/—K5 t——\/_K7 3
——\/EK(’xst+%\/§K“x7t+ﬂﬁlfnx9t
45 2835 945

’ 14368717152 \/EKlsx“t+,..}+{ﬁx/§K7tz+%\/§K9x212

128\/_1(11 42 4352\/_1(13 62 1408\/—[{15 82
405 105

_ 276224 \/§K17x10t2+ }+
42525 .o coe

(5.22)

Es 5.22” de birinci, ikinci ve liglincii parantezlerin kapali formlar sirasiyla
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w (5.0) = 42K sin’ (Kx)
BT 3 sin®(Kx)

16v2k* sin® (Kx) cos(Kx)
—3 4 2sin’(Kx)
3—sin’(Kx)

—82K* sin(Kx) cos(Kx) +
u,(x,t)=\4

_4 V2K (~16sin’(Kx) cos(Kx)K ® +16 cos® (Kx)K
3+sin’(Kx)
2k sin® (Kx)(32sin® (Kx)K® —32 cos* (Kx)K®)
-3 +sin’(Kx)
3+ 2sin’(Kx)
384+/2K” sin’ (Kx)cos’ (Kx)
(=3 +sin*(Kx))?
3+2sin’(Kx)

u,(x,t)=|+4

(5.23)

+4

ui(x,t), u,(x,t) veu,(x,t) ler asagida Es 5.24 de, [57] nolu kaynakta tanimlanan

kapal1 form ¢6zlimiiniin ilk ii¢ terimini géstermektedir.

42 sin® (K (x - 4k°1)) e
u(x,t)=143-2sin’ (K (x —4k’t))’ 0= K(x—dkn)=<m (5.24)

0 , diger durumlarda

5.3. Hirota-Satsuma 1Ikili KdV ve Ikili mKdV Denklem Sistemlerinin

Diferensiyel Doniisiitm Metodu ile Yaklasik Coziimleri

Genellestirilmis Hirota-Satsuma Ikili KdV denklem sistemi

1
u,= Eum —3uu_+3(vw),
v, ==v__ +3uv, (5.25)
w, =—-w__+3uw,

ve ikili mKdV denklem sistemi
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=—u_ —3uu, + vax +3uv, +3uv-3u,
2" 2 “ (5.26)

_ 2
v,==v__=3vw —3uv +3u’v +34v,

u

t

seklindedir. Bu denklemler ilk defa Wu [58] tarafindan tanitilmistir. Engue Fan [59],
tanh-fonksiyon metodunu kullanarak, bu denklemler icin 4 g¢esit soliton ¢dziim
bulmustur. Daha sonra pek ¢ok bilim adami, bu denklemler {izerine farkli metodlar
kullanarak ¢alismislardir. Yu ve arkadaslar1 [60] Jacobi eliptik metodunu, Zayed ve
arkadaglar1 [61] cebirsel metodu, He ve arkadaslar1 [62] degisken iterasyon
metodunu, Kaya [63] Adomian metodunu kullanmislardir. Bu denklem sistemlerinin
yaklagik soliton ¢éziimleri bu boliimde diferensiyel doniisiim metoduyla elde edilmis
ve sonuglar analitik sonuglarla karsilastirilmistir. Sonuglarin analitik ¢éziimlere

oldukca yakin olmas1 metodun giivenilirligini gostermektedir.

5.3.1. Hirota-Satsuma ikili KdV denklem sisteminin diferensiyel doniisiim

metodu ile yaklasik ¢coziimleri

1. Durum: Es 5.25 denklemini asagidaki baslangi¢ kosullariyla géz oniine alalim
[59].

zdLO):é(ﬂ—2K7)+2K2mnh%KR)

4K%Jﬂ+Kﬂ+4K%ﬂ+Kﬁ
3¢, 3¢,

w(x,0) = ¢, + ¢, tanh(KXx)

v(x,0)=— tanh(KXx) (5.27)

Burada K, ¢, ¢, #0 ve [ sabitlerdir. EK-2’de verilen déniistimler kullanilarak, Es

5.25 denkleminin iki boyutlu diferansiyel doniisiimii alinirsa
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(h+D)U (k,h+1) =%(k+l)(k+ 2)(k +3)U (k +3,h)

-3Zk:zh:(k+1—r)U(r,h—s)U(k+1—r,s)

=0 s=0

+3ii(k+l—r)V(r,h —sW(k+1-r,s)

=0 s=0

+3izh:(k+l—r)W(r,h—S)V(k+1—r,s) (5.28)

=0 s=0

(h+ 1) (k, h+1) = —(k + 1)(k +2)(k + 3V (k +3, k)

+3ii(k+l—r)U(r,h—s)V(k+1—r,s)

=0 s=0

(h+ DWW (k, h+1) = —(k +1)(k + 2)(k + 3 (k + 3, h)

+3Zk:i(k+l—l’)U(l",h—S)W(k+1—l",s)

=0 s=0

elde edilir. Es 5.27 baslangic kosulu seriye acilir ve seri agilimindaki katsayilar
U(k,0), V(k,0), W(k,0) baslangi¢ katsayilarina karsilik gelir.

U(k,0)=0, k=1, 3, 5,...., U(0,0):%ﬂ—%]@, U(2,0)=2K",...

4K’ (f+K7)

3 2
V(k,0)=0, k=2, 4, 6,...., V(0,0)= 3 4K (p+KT)

s V(I’O): 3—9 .

G ¢

W(k,0)=0, k=2, 4, 6,..., W(0,0)=c,, W(1,0)=cK, W(3,0)=-%01K3,...

(5.29)

Es 5.29 degerleri Es 5.28° de yerine yazildiginda Ukh),V(kh) ve W(kh)

degerlerinin sifir olarak elde edilenleri asagidaki gibidir.

Uk, 1)=0, k=0,2 4,..., U(k,2)=0, k=1,3,5, ...,
V(k 1)=0, k=1,3,5,..., V(k,2)=0, k=0,2.4,..., (5.30)
Wik, 1)=0, k=1,3,5,....W(k2)=0, k=0,2,4,...



U(k,h), V(kh) ve W(k,h)’ in sifirdan farkli degerlerinden bazilar1 da asagida Cizelge

5.3’ de verilmistir.

Cizelge 5.3. Es. 5.27 baglangi¢ kosullarina gore hesaplanan U(k,h), V(kh) ve W(k,h)

doniisiim katsayilarinin bazi degerleri

U(4,2) = %KW

_ 4
U(Ll)=4K*p U(3’1):_?K6ﬁ
68 992
UG, )=—K* U(7,1)=——=K"
(5. 35 p (7.1) 396 p
U(0,2)=2K"p* U(2,2)=-8K*p’
496

U(6,2)= —gKloﬁz

vy LK BB K

o LK BB K

G G
V@ :§K7ﬁ(ﬁ+K2) V=8 K°B(B+K?)
¢ 135 ¢
V(1,2):_§w V(s)z):_ﬁKgﬂz(ﬁ"‘Kz)
G 45 ¢

W(0,1)=cKp

w4,1) = gcleﬂ

w(1,2)=—cK’ B’

W(5,2)= —%clld 5’

V(3’2):EK7ﬂ2(ﬂ+K2) V(7’2):992 K"B*(B+K?)
9 G 945 G
W) =cK’p 17

W(6,1)=—4—501K7ﬂ

W(3,2) = gclkS B

W(7,2)= %cﬁ 5’

Boylece, elde edilen U(k,h), V(kh) ve W(kh) degerleri Es 5.3’ de yerine yazilirsa

asagidaki seri ¢6zliimii elde edilir.
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u(x,t)= {%,B—%Kz +2K%%° —gKgx() +..}

16 68 992
+H{4K* pxt —— K° fx’t + — K* Bx’t ——— K" Bx "t +..
14K fxt == K= px 15 Pt KO+
4 n2 8 n2_ 2 2 2 4 2_ 496 10 p2 6,2
+{2K"B-8K B xt Kﬂ 45Kﬂ Xt
3 5 2 7 2
V() = { Kc,(B+K” ) AK(B+K*) 4K (B+K )x3+iwx5+...}
G 3 G 9 G 45 G
2 5 2 7 2 9 2
+{1K PB+K)  AKPBK) o 8K PP+KD) oy 68 KPPHED) o
3 ¢ 3 q 9 ¢ 135 ¢
5 n2 2 7 n2 2 9 n2 2
CAKLBKD o 6 KB PR o B KPR
3 ¢ 9 ¢ 45 ¢
992 K"B(B+K?) T
945 ¢

w(x,t) = {c+cle—%K3x3 +%01K5x5 —%cleﬂ +}
3 2 2 5 4 17 7 6
+{c,Kpt—c, K" fx t+§clK px t—EclK Px’t+..}

24817

+-¢,K ﬂ2x2t2+ oK P - chK Brxr+—— 315 oK P

seklindedir. Birinci, ikinci ve {igiincli parantezlerin kapali formlar1 ise asagida

verilmistir.

u,(x,t) = %(/3 —2K?*)+ 2k’ tanh® (Kx)

2 2 2 2
y (x,t)=—4K ¢, (B+K )+4K (f+K7)
° 3¢, 3¢,

w,(x,t) = ¢, + ¢, tanh(KXx)

tanh(Kx) (5.31)
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R p——
@) +3(e®) +3(e’™) +1
v(x,0)= 16k° (&) 5 +16Kk° (™) 8 t .
. 3¢, (€) +6¢,(e™)+3¢, | :
)= 4 s

L (e )+2€ +1
th(¥,1) = 2kx 136k3 (ezztx)zzﬁ_likkj (kaX)ﬂzk }2‘2;
() +3(e7) +6(e) +4e™ +1

[ 16k ()2 B° £16k* ™ B° —16/k° (2 B2 + 16k B2
v, (x,t) = )/ YR ,6’21“ > ( 2kzﬂ P t, (5.33)
i 3¢,(e™™) +9c,(e”™) +9ce™ +3¢,
~dc k> (&) B +dc k™ B
W, (x,1) = e T T 3
(e™)y +3(e™) +3e +1

yazilabilir. Es 5.31-5.33 goz Oniine alinarak asagidaki seri ¢oziim elde edilir.

u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,t)+u,(x,)+...
v(x, 1) = v, (x5, 1) + v, (x, 1) + v, (x, 1) +... (5.34)
w(x,t) = w,(x,8) + w,(x, 1) + w, (x, 1) + ...

Bu problem icin Fan [59] tarafindan elde edilen tam (soliton ) ¢6ziim ise asagidaki

gibidir.

u(x,t) = %(ﬂ— 2K*)+2K? tanh® (K (x + ft))
4K c,(B+K?) .\ 4K*(B+K?)
3¢, 3¢,

w(x,t) = ¢, + ¢, tanh(K (x + ft))

(X, 1) = — tanh(K (x + f1)) (5.35)

Sekil 5.3° de yaklasik ¢Oziimiin grafigi goriilmektedir. Analitik ¢oziimiin grafigi ile
yaklasik ¢oziim grafigi aymidir. Bu yilizden analitik ¢ozliimiin grafigine yer

verilmemistir.
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u(z, t) v(z,t) w(z, )

Sekil 5.3. Es 5.25 denklem sisteminin Es 5.27 baslangi¢ sartlarinda elde edilen
yaklasik ¢6ziim grafigi

¢, =l¢=1 k=01, f=1,t=2 i¢in tam ¢ozim ve yaklastk ¢06ziimiin

karsilastirilmasi Cizelge 5.4 de yapilmustir.

Cizelge 5.4. Es 5.25 denklem sisteminin Es 5.27 baslangi¢ kosuluna gore elde edilen
yaklasik ¢oziimiin ¢, =1, ¢, =1, k=0,1,8=1,t=2 i¢in tam ¢dzliim ile
karsilastirilmasi

u

u yaklasik tam vyakla;lk Vv, W

tam Wyakla;lk tam

-50  0,3466612919 0,3466612490 -0,02693150931 -0,02693150930  0,000134375116  0,0001354483
-40  0,3466269860 0,3466266705 -0,02691986125 -0,02691986126  0,00099249278  0,0010004022
-30  0,3463752559 0,3463730133 -0,026683410451  -0,02683410448  0,007311643521  0,0073684798
-20  0,3446077137 0,3445954991 -0,026216987530  -0,02621698765  0,0531939872 0,0531939872
-10  0,3354597292 0,3354855632 -0,022409029190  -0,02240902851  0,3359632297 0,3359632297

0 0,3274666666 0,3274458069 -0,010808669870  -0,01080867902  1,197375320 1,197375320
10 0,3405773292 0.3405662667 -0,002240118162  -0,00224011796  1,833654607 1,833654607
20 0,3456974632 0,3457081597  -0,0003266590828 -0,00032665918  1,975743130 1,975743130
30 0,3465323318 0,3465341826  -0,0000446770543  -0,00004467704 1,996635271 1,996682398
40 0,3466484268 0,3466486853  -0,6055071517E-5 -0,605506E-5 1,999543888 1,999550366
50 0,3466641969 0,346642322 -0,8196274484E-5 -0,819620E-5 1,999938258 1,999939137

Cizelge 5.4’ de gorildigl gibi analitik ¢oziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki hata

10°° dan azdir.
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2. Durum: Es 5.27 denklemini

u(x,0) :%(ﬂ—81(2)+4]{2 tanh”(Kx)
4(3K*c, —2pK* +4K"¢c,) N 4K’
3¢, ¢

w(x,0) = ¢, + ¢, tanh® (Kx)

v(x,0)=-— tanh’ (Kx) (5.36)

baslangi¢ sartiyla gz oniine alalim [59]. Es 5.38 baslangi¢ sartiyla Es 5.27 denklem
sisteminin ¢oziimii diferensiyel doniisim metodu ile ¢oziildiiglinde Sekil 5.4° de
goriildigi gibi u(x,f), v(x,t) ve w(x,t) yaklasik soliton ¢oziim elde edilmistir. Cizelge
5.5 de [59]" da verilen tam c¢oziimler ile burada elde edilen yaklasik ¢oziimler

karsilastirilmistir. Sonug olarak, Es 5. 25 denklem sisteminin diferensiyel doniisiim

metoduyla ¢dziimiindeki hata 10 den kiiciiktiir.

Cizelge 5.5. Es 5.25 denklem sisteminin Es 5.36 baslangi¢ kosuluna gore elde edilen
yaklasik ¢oziimiin ¢, =1, ¢, =1, k=0,1, #=1, t =1 i¢in tam ¢ozlim ile

karsilastirilmast

X U ktagik U V.aklagik Viam W, aklagik Wiam

50 03466607106 03466607198  0,06572737731  0,06572738652  1,999851099  1,999851330
440 03466012375  0,3466011627  0,06566790424  0,06566782943  1,998364273  1,998362402
30 03461857110 03461851777 0,06525237786  0,006525184445  1,987976113  1,987962778
20 03432452281 0,3432422696  0,06231189475  0,06230893638  1,914464035  1,914390076
10 03271845676 03271899722 0,04625123430  0,04625663889  1,512947524  1,513082639
0 03070666666  0,3070640150  0,02613333333  0,02613068170  1,010000000  1,009933709
10 03323021676  0.3322986140  0,05136883436  0,05136528069  1,640887525  1,640798684
20 03443349776 03443377450  0,06340164429  0,06340441178 1941707773  1,941776961
30 03463427870 0,3463432716  0,06540945380  0,06540993837 1991903011  1,991915126
40 03466227784 03466227462  0,06568934511  0,06568941280 1998900294  1,998901989
50 03466607106  0,3466607198  0,06572737731  0,06572738652 1999851099  1,999851330




64

':’n'l:: T. !Ll E'I::_I'. J"l H-”::.I'. IL'

Sekil 5.4. Es 5.25 denklem sisteminin Es 5.36 baslangi¢ sartlarinda elde edilen
yaklagik ¢6ziim grafigi

5.3.2. Ikili mKdV diferensiyel denklem sisteminin diferensiyel doniisiim metodu

ile yaklasik ¢oziimleri
1. Durum: Es 5.26 denklemini asagidaki baglangic sartlariyla g6z 6niine alalim [59].

u(x,0) = K tanh(Kx)

5.37
v(x,0) = %(41{2 +2)—2K” tanh? (Kx) (5:37)

Ek-2’de ilgili doniisimler kullanilarak Es 5. 26 denklem sisteminin diferensiyel

doniisiimii asagidaki gibi elde edilir.
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(h+ 1)U (k,h+1) =%(k+l)(k+ 2)(k +3)U (k +3,h)

k—r h

-3Zk:zzf(k—r—t+1)U(r,h—s—p)U(t,s)

=0 t=0 s=0 p=0

Uk-r-t+1,p)

+%(k+l)(k +2W (k+2,h)

+3Zklzh:(k+1—l”)U(l”,h—S)V(k+1—l”,S)

r=0 s=0

+3izh:(k+l—r)V(r,h—S)U(k+1—r,s)

3/1(k N DU (k +1,h)
(h+ DV (k,h+1) = —(k + 1)k +2)(k +3)V (k +3, h)

k h

B3 Dk +1=rW(r,h=s)V (k+1-r,5)
r=0 s=0
k h

3D Dk +1=)U(r+1L,h=s)V (k+1-r,s)
r=0 s=0
k k-r h—s

+3)° iZ(k—r—t+1)U(r,h—s—p)U(t,s)
=0 =0 5=0 p=0 (5.38)
Vk—r—t+1,p)

+3A(k+ 1)V (k+1,h)
Es 5.37 baslangi¢ sartlarindan

Uk,0)=0, k=0,2,4,..., U(3,0)= -%k“,...

| (5.39)
V(k,00=0, k=1,3,5,..., U(0,0)=(2k> +22), UQ2,0)= 2k,

bulunur. Es 5.39 degerleri Es 5.38° de yerine yazildiginda U(k,h) ve V(k,h) sifirdan

farkli olan bazi1 degerleri Cizelge 5.6’ de listelenmistir.
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Cizelge 5.6. Es 5.37 baslangic kosuluna gore hesaplanan U(k,h) ve V(k,h) doniisiim

katsayilarinin bazi degerleri

U(,1)= —%K2(2K2 +34)

U,1)= %K4(2K2 +32)

1

17

U4,1)= —§K8(2K2 +31) U(6,1) :%KS(ZKZ +31)

1

U(1,2) = —HK“(ZKz +31)° UB,1)= %Ké(ZKZ +31)°

— 4 2
U2 =LK' QK +32) V(LD = 2K 2K +32)

34

V(3,1)= —§K6(2K2 +32) V(5,1) :EK6(2K2 +32)

_ 6 2 2
V(0,2)=—%K“(2K2 +34)° V(2,2)=2K°(2K* +32)

V(4,2)= —%Kg(ZKZ +31)° V(6,2)= %K“)QKZ +31)°

V(8,2)= —%1{”(21{2 +31)°

Bulunan U(k,h) ve V(k,h) degerleri Es 5.3° de yerine yazilirsa asagidaki seri ¢oziimii
elde edilir.

u(x,t)= {sz—lK“x3 +£K6x5 —1—7K8x7 +...}
3 15 315

+{_% K*(2K? +3/1)t+%K Y(2K? +3/1)X2t—%K fQK*H3A)x ...}
1

+{-ZK4 (2K2+3ﬂ)2xt2+§K6 (2K? +32.)2x3t2-é—(7)K8 QK> +31) Xt +.. ...

v(x,t) = {(2K2+%ﬂ,)-2K4x2 +§K6x4 —i—iK"f +..} (5.40)

+{2K*(2K? +3/1)xt—§K f(2K? +3/1)X3t+% K QK*H3A)x’t+..}

+{-% K*(2K*+32) 72K (2K*+31)*x°t? -%KS (K>+32)*x*t?

+%Klo(2K2+3ﬂ,)2x6t2+...}+...

Es 5.40° da birinci, ikinci ve iiglincii parantezlerin kapali formu
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u, (x,1) = k tanh(Kx)

v, (x,1) = %(41«2 +A)—2k> tanh® (Kx)

2 _2Kx 2

0 (x,1) = _2Ke 2E{ZK 42r3/1) ,
(e +1)
b (o) = 8K3(eZK" 1)em(21<2+3/1) (5.41)
I\ 2Kx+1)
(3.1 = K3(em D™ (2K* +32)
237 2Kx+1)
k'™ (2K* +31)* (™ —4e™ +1

nay-[ s q ;

Es 5.41 g6z ontine alinirsa

u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,t)+u,(x,)+...
v(x, 1) = v, (x, 1) +v,(x, £) + v, (x, 1) +... (5.42)

seri ¢oziimii elde edilir. Cizelge 5.7° de tam ¢6zliim [59] ile Es 5.42” deki yaklagik
¢Oziim arasinda K =0,1, A=1ver=0,5 degerleri i¢in karsilastirma yapilmistir.

Sekil 5.5° de Es 5.42 yaklasik ¢6ziimiin grafigi verilmistir.
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Cizelge 5.7. Es 5.37 baslangic kosuluyla Es 5.26 denklem sisteminin
k=0,,A=1t=0,5 1i¢in tam ¢O6zim ve yaklastk ¢6ziimiin
karsilastirilmast

X U ikasik U VY aklagik Viam

50 -0,09999218787  -0,09999219290  0,5000031248 0,5000031227
40 -0,09994229026  -0,09999219290  0,50000031248 0,5000031227
30 -0,09574367880  -0,0957463673 0,5001698889 0,5001697834
220 -0,09689734770  -0,09689910298  0,5012217282 0,5012211277
10 -0,7914789939 -0,07915243723  0,5074689741 0, 074696979
0 -0,0075500000 -0,007535687005  0,5198859950 0,5198864268
10 0,07280628682 0,07280192976  0,5094008681 0,5093997580
20 0,09583052025 0,09582864870  0,5016331086 0,5016337402
30 0,09942539071 0,09942510121  0,5002291852 0,500229285
40 0,09992204193 0,09992200205  0,5000311711 0,500229285
50 0,09998944598 0,09998944056  0,5000422140 0,500042236

ufx,t)

vl t)

Sekil 5.5. Es 5.37 baslangic kosuluyla Es 5.26 denklem sisteminin yaklasik ¢6ziim
grafigi
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2. Durum: Es 5.26 denklemini asagidaki bagslangic sartiyla gbz oniine alalim [59].

u(x,0)= 5—}{ + K tanh(KXx)

v(x,0) = %(1 + bf) +b, tanh(Kx)

1

(5.43)

Es 5.43 baslangi¢ sartiyla Durum 1° e benzer olarak diferensiyel doniisiim metoduyla

yaklagik ¢6zliim elde edilmistir ve tam sonuglarla [59] karsilagtirmas: Cizelge 5.8 de

verilmistir. Ayrica, Sekil 5.6’ da denklem sisteminin u(x,?) ve v(x,t)’ lerin yaklasik

¢Oziim grafikleri verilmistir.

Cizelge 5.8. Es 5.43 baslangic kosuluyla Es 5.25 denklem sisteminin
K=0,14=0,1, b =0,1vet=0,5 icin tam c¢oziim ve yaklasik
¢Oziimiin karsilagtirilmasi

X U oktagik Viam VY aklagik Viam
50 0,4000097764  0,4000097769 0,9776294441E-5 0, 977691E-5
40 0,4000722151  0,4000722196 0,0000722150305 0,00007221960
30 0,4005323729  0,4005324064 0,0005323799386 0,00053240638
220 0,4038679743  0,4038681909 0,003867974221 0,00386819089
210 04254382770 0,4254387962 0,02543827692 0,02543879620

0 0,5037000000  0,5036983125  0,103700000000 0,1036983125

10 0,5776695332  0,5776700629  0,1776695332 0, 1776700629
20 0,5966548419  0,5966550519  0,1966548419 01966550519
30 0,5995406357  0,5995406680  0,1995406357 0,1995406680
40 0,5999377080  0,5999377125  0,1999377080 0,1999377125
50 0,5999915674  0,9999915680  0,1999915674 0,1999915680
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ul(x,t) v(x, t)

Sekil 5.6. Es 5.43 baslangic kosuluyla Es 5.26 denklem sisteminin yaklagik
¢Oziim grafigi
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, integrallenebilmenin bir gostergesi olarak diferensiyel
denklemler i¢in ARS algoritmasi ve kismi tiirevli denklemler igcin WTC algoritmasi
ayrintili olarak incelenmistir. Ostrovsky denklemine Painleve analizi uygulanmis ve
bu denklemin integrallenebilir bir denklem oldugu gosterilmistir. Ayrica, Ostrovsky
denkleminin yardimci esitlik metoduyla bazi soliton ¢oziimleri elde edilmistir.
Asagida Es 6.1 ile verilen lineer olmayan evrim denkleminin m ve p’ in durumlarina

gore Painleve analizi yapilmstir.
it :K(umux)x_ﬂup (6.1)

[k terim davranisiin ve rezonans degerlerinin genel formiilleri elde edilip, p ve m’
in farkli degerleri icin Es 6.1 denkleminin Painleve 6zelligine mi yoksa sarta baglh
Painleve Ozelligine sahip olup olmadigi incelenmistir. p=4, m=1 ve p=3, m=1
degerleri icin Es 6.1 denkleminin sartli Painleve 6zelligine sahip oldugu
gosterilmistir. Sartli Painleve 6zelligine sahip olan denklemlerin Auto-Backlund
metodu, kesik seri metodu vb. metotlarla bazi 6zel ¢oziimleri bulunabilir. fleride bu
¢Ozlimler tlizerine calisilacaktir. Ve son olarak, KdV, mKdV denklemleri, Hirota-
Satsuma Ikili KdV ve Ikili mKdV denklem sistemlerine diferensiyel déniisiim
metodu uygulanmis ve yaklasik soliton ¢oziimler elde edilmistir. Bulunan yaklasik
coziimler tam c¢oziimleriyle karsilastirilarak sonuglarin duyarliligi incelenmistir.
Diferensiyel donilisim metodunun, hassasiyet, hesaplama kolayligi ve kolay
algoritmalanabilirligi dikkate alindiginda diger yontemlerden (Adomian ayrisma
metodu, Varyasyonel iterasyon yontemi, Homotopi perturbasyon metodu) ¢cok daha

etkili ve hizli sonug iirettigi goriilmiistiir.
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EK-1 ES 4.10. Denkleminin Cikarilmasi i¢in Kullanilan Maple10 Programi

u(x,t):=u0(x,t)*F(x,t)"(al pha);

u(x, t) =u0(x, 1) F(x, t)*
>del: =sort (expand(di ff(u(x,t),t,t)=DFntu(x,t) (m
D*diff(u(x,t),x)"2+Du(x,t) nmrdi ff(u(x,t),x,Xx)-
beta*u(x,t)”"p));

2 2
o u0(x, t) F(x, t)* (gt F(x, t)] o ul(x, 1) F(x, )" [;2 F(x, t)]

del = F(x, 1)’ ’ F(x, 1)
8 ? 8 0
aul(x, t)F(x, 1) (at F(x, t)] 2 aF(x, t)* (at u0(x, t)) (Gt F(x, t))
- +
F(x, 1) F(x, 1)

82
+ F(x, l) [61‘2 uO(x, t)} =
2 (m=1) (0 ?
D m a® u0(x, £)* (F(x, £)*) (u0(x, ¢) F(x, 1)*) (8x F(x, t)j

F(x, t)*
2 (m-1) 7 0 0
2D mau0(x, ) (F(x,t)*) (u0(x,t)F(x,1)*) [ax u0(x, t)] (ax F(x, t)]

- F(x, 1)

2 (m=1) (0 ’
+Dm (F(x,t)") (uO(x,t)F(x,)*) (ax ul(x, t)]
2

D o2 u0(x, 1) F(x, 1) (ai F(x, z)j (u0(x, 1) F(x, 1)*)
F(x, t)?
m{ A2
D auO(x, ) F(x, t)* (u0(x, t) F(x, 1)*) (;2 F(x, t)}
X

F(x,t)

+

+

2
D aul(x, £) F(x, 1) (ai F(x, t)] (u0(x, 1) F(x, 1)*)
- F(x, t)*
2D aF(x, 1) (8(1 u0(x, t)) (8(1 F(x, t)j (uO(x, ) F(x, t)“)m

F(x, 1)
+ D F(x, £)* (u0(x, ) F(x, 1)*) [;22 u0(x, t)] ~ B (u0(x, £) F(x, 1)%)
X

+
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EK-1 (Devam) ES 4.10. Denkleminin Cikarilmasi i¢in Kullanilan Maple10

Program

>restart:u(x,t):=u0(x,t)*F(x,t)"(al pha)+ur(x,t)*F(x,t)"(r
+al pha) ;

u(x, ) =u0(x, 1) F(x, )% +ur(x, ) F(x, 1)
>denk: =D*nfu(x, t) (m
D*diff(u(x,t),x)"2+Du(x, t) mdiff(u(x,t),x,Xx)-
bet a*u(x, t) *p;

rra) "D 0
denk =D m (u0(x, t) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, 1) ) (8}6 u0(x, t)) F(x, t)*

0
ul(x, 1) F(x, 1)* o ( F(x, f)j ta
¥ F(x, 1) . " (6x e, t)j Fos 0

2
ur(x, ) Fou ) (r - a) (aa F(x, t))
al +D

* F(x,t)

(r+ao) "

2
(u0(x, 1) F(x, £)* +ur(x, £) F(x, 1)) {[;2 u0(x, z)] F(x, t)
X
2

K (aax w0(cx, t)J F(x, )% o (8‘1 F(x, r)] w0(x, £) F(x, 1) o (aax F(x, t)j

+

F(x, 1) F(x, t)*
82 6 2
u0(x, 1) F(x, £)* a, [axz F(x, t)J u0(x, t) F(x, 1)* a (ax F(x, z)j
! F(x, 1) - F(x, 1)
rra o
. . 2(aaxur(x,t)j F(x, 1) )(r+(x)(8xF(x,t)]
+ (ze ur(x, t)} F(x, 1) + Fix.1)
2
ur(x, 1) F(x, )" (r + a)? (Gax F(x, t)]
i F(x, t)*

(r+a) (62 J
ur(x, t) F(x, t) (r+o)| ——F(x, 1)
ox

- F(x, 1)
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2

ur(x, ) Fx, ) (r + o) (ai F(x, z))
F(x, t)?

(r+a) ’

—B (u0(x, t) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t) )
>de: =si npl i f y(expand(denk), power);

(2a)

+ o (mil) ?
de =D (w0, ) FGx, ) s, ) B )™ (£ w060 | Fsn ™ 42

(m—1) -
D m (u0(x, ) F(x, £)* +ur(x, ) F(x, 1)) (aax u0(x, t)] Flx, 1) 2% D

) (m—=1)

ur(x, ¢) (ai F(x, t)j o+ D m (u0(x, 1) F(x, 1)* + ur(x, ) F(x, 1))

2
u0(x, )2 F(x, 1) "4 o2 (;CF(x, z)J +2Dm

(m—1)

"y u0(x, 1) F(x, 1)

(u0(x, £) F(x, ) +ur(x, ) F(x, )¢ (2a-2+r)

)(m—l)

2
(ai F(x, t)j ur(x, 1) r+2D m (u0(x, t) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t)(rm )

(2r+2a-1)

(8(1 ur(x, t)j F(x,t) ur(x, t) (ai F(x, t)) r+2Dm

(m-1) )
(w0, 1) F(x, ) +ur(x, 1) F(x, 1)) (ai ur(x, t)) Fx,0) "2

)(m—l)

ur(x, t) (aax F(x, t)j o+2Dm(ul(x,t)F(x,1)* +ur(x, t) F(x, t)(rm )

w0(x, £) F(x, 1) 2" Y a(aaxF(x, z)) (aiur(x, z)) +2D

(W0(x, 1) F(x, )% + ur(x, £) F(x, )"y (ai u0(x, t)) Fx, )" o (ai F(x, t))

(m—1)
) ul(x, 1) F(x, )

(r+a) (2a-2+7r) o
(04

+2 D m (u0(x, ) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t)
? (m—=1)
(ai Fx f)] ur(x, £) +2 D m (W0(x, 1) F(x, £)* + ur(x, 0) B(x, ) )

2
ur(x, 1)} F(x, 1) 2727 [;CF(x, z)) ro+Dm
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(m=1)

) our(x, ) B, )Y

a)

(uO(x, £) F(x, £)* +ur(x, £) F(x, 1)
2

(8(1 F(x, t)j rr+

D (u0(x, £) F(x, £)* + ur(x, £) F(x, 1) %

2

N w00x 1) Fx, )2 o (ai F(x, z))

a) (m=D (2r+2a-2)

+ D m (u0(x, t) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t)(H ) ur(x, 1)? F(x, t)

(aax F(x, t)j2 o’

~ D (u0(x, £) F(x, £)* +ur(x, ¢) F(x, 1)

2

P i [ai F(x, z)]

(r+a-1)

+2D (u0(x, 1) F(x, 1) + ur(x, ) Fr 1)) (a ur(x, z)j F(x, 1)

ox
(;CF(x,t)jr
o (r+o) m(az J (r+o)
+ D (u0(x, t) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, 1) ) 3 sur(x, ) | F(x, 1)
X

m 2
+D (u0(x, £) F(x, £)* +ur(x, £) F(x, 1)) (;2 u0(x, z)] F(x,£)* +2 D
X

m 2
(uO(x, £) F(x, )% +ur(x, £) F(x, £) %) ur(, £) Fx, £) 7472 (ai F(x, z)) o

+
m 2
D (u0(x, £) F(x, £)* + ur(x, £) F(x, 1)) ur(x,z)F(x,t)(”“)[aax F(x, t)) o

(r+o-1)

+2D (u0(x, 1) F(x, 1) + ur(x, ) Fr )" ) (aax ur(x, t)] F(x, t)
(ai F(x, t)j o+
2

D (u0(x, 1) F(x, 1)° + ur(x, ) Fr 1)) ur(x, 1) Fx, 1) 742 (ai F(x, r)) 2
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“ r+a) ™ (ria-1)( 0°
D (u0(x, ) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t) ) ur(x,t)F(x,t) ;F(x,t) r
X

)

m 2
+ D (u0(x, 1) F(x, £)* +ur(x, 1) Fxr, )7y uw0(x, 1) F(x, 1) * " a [;2 F(x, t)]
X

+
D u (r+a) " (r+a—1)[82 ]
(uO(x, ) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t) ) ur(x,t)F(x,t) o F(x,t) |a

rva) "D 0 ? (2r+2a)
+ D m (u0(x, t) F(x, t)* +ur(x, t) F(x, t) ) (axur(x,t)J F(x,t)

m 2
D (u0(x, £) F(x, £)* + ur(x, £) F(x, 1)) ur(x,t)F(x,t)(Ha_z)(aaxF(x,t)) r

(2o +7r)

(m—-1)
+ 2D m (u0(x, £) F(x, 1)* + ur(x, ) F(x, 1)) (ai u0(x, r)) F(x, 1)

0 reay "D 5
(Gx ur(x, t)j +2Dm (u0(x, t) F(x, )" +ur(x, t) F(x, t) ) (8)6 u0(x, t)J

(r+a) ’

Fr, )24 u0(x, 1) (ai F(x, r)) ~ B (u0(x, £) F(x, £)* +ur(x, 1) F(x, )~y

+ 2D m (u0(x, 1) F(x, 1)* + ur(x, 1) F(x, z)(”‘”)(m_ N (;x u0(x, z))

FOn, )2 ur(x, 1) (Gax F(x, r)) y
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EK-2 Bazi fonksiyonlarin diferensiyel doniistim tablosu

Baslangic Fonksiyonu

Doniisiim Fonksiyonu

w(x, y) =u(x,y) Fv(x, y)

W(k,h)=U(k,h)¥V (k,h)

w(x,y) =a u(x,y)

Wk, h)=a Uk,h)

w( ):% Wk, h) = (k+ DU (k +1,h)

w(x, ) a”(a);’y ) Wk, h) = (h+ 1)U (k,h+1)

oy 0 ) Wk, h) = (k+ 1)k +2).(k+7)

) ey (h+1)(h+2)..(h+ U (k +r.h+s)

w(x, y) = u(x, y).v(x, )

Wi(k,h)= iiU(n h—s)V(k—r,s)

r=0 s=0

Wz, ) = u(w)%

W (k,h) = Zk:i(k—r +2)k —r+ DU h—sW (k—r+2,5)

r=0 s=0

ou(x, y) ov(x,y)

w(x,y) = . o W(k,h):ii(r+l)(k—r+1)U(r+1,h—S)V(k—r+1,s)
w(x,y) = aug;,y) avg;’y) W (k, h) = ﬁi(ﬁl)(h—s+1)U(r,h—s+1)V(k—r,s+1)
Wi, y) = a“(a’;’y) 6\1(6);,)/) W (k.h) = gg(k—r+l)(h—s+1)U(k—r+1,s)V(r,h—s+1)

w(x, y) = u(x, y)v(x, y)w(x, y)

k k—r h h-s

Wk,h)y=> 3> >U(rh—s—pW(t,s)K(k—r—t,p)

r=0t=0 s=0 p=0

o*w(x,y)

W) = ey ) 3

k k—-r h h-s

Wk,h)=> 33> (k=r—t+2)k—r—t+)U(r,h—s—p)

r=0t=0 s=0 p=0

V(t,s) K(k—r—t+2,p)
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>restart:
>U: =proc(K, H
local r,s,t,f,m

U(0, 0): =1/ 3*bet a-

2/ 3*k"2; U(1,0):=0; U 2,0):=2*k"4; U(3,0):=0;U(4,0): =-

4/ 3*k"6; U(5, 0): =0; U(6, 0) : =34/ 45*k"8; U(7,0):=0; U 8, 0): =-
124/ 315*k"10; U(9, 0): =0; U(11, 0): =0; U(13,0):=0; Y(15,0):=0; U
(17,0):=0; U(19,0):=0; U 21,0):=0; U 23,0):=0; U 25,0):=0; U1
0, 0): =2764/ 14175*k"12; U(12, 0) : =-

43688/ 467775*k~14;U(14,0):=1859138/42567525*k"16;U(16,0):

12809164/638512875*k"18;U(18,0) :=887722324/97692469875*k"
20;U(20,0):=-
37776932168/9280784638125*k"22;U(22,0):=227854983724/1261
09485376875*k"24;U(24,0) :=-
117741336913208/147926426347074375*k"26;U(26,0):=16749287
034021368/48076088562799171875*k"28;

t:-=0;

V(0,0):=-
/3*k"2*c*(betat+k”™2)/d™2;V(1,0):=4/3*k"3*(betat+k”2)/d;V(2,
0):=0;V(3,0):=-

4/9*k"5*(betat+tk”2)/d;V(4,0):=0;V(5,0) :=8/45*k"7*(beta+k"2
)/d;V(6,0):=0;V(7,0):=-

68/945*k"9* (beta+k”2)/d;V(8,0):=0;V(9,0) :=248/8505*k"11*(
beta+k”~2)/d;V(10,0):=0;V(12,0):=0;V(14,0):=0;V(16,0):=0;V
(18,0):=0;Vv(20,0):=0;V(22,0):=0;V(24,0):=0;V(26,0):=0;V(1
1,0):=-
5528/467775*k"13*(beta+k”2)/d;V(13,0):=87376/18243225*k"1
5*(beta+k”2)/d;V(15,0) :=-
3718276/1915538625*k"17*(beta+k”™2)/d;V(17,0) :=25618328/32
564156625*k"19* (beta+k”~2)/d;V(19,0):=-
1775444648/5568470782875*k"21*(beta+k”™2)/d;V(21,0):=75553
864336/584689432201875*k"23*(beta+k”2)/d;V(23,0):=-
455709967448/8701554491004375*k"25* (beta+k”"2)/d;V(25,0):=
235482673826416/11094481976030578125*k"27* (beta+k”™2)/d;

W(0,0):=c;W(1,0):=d*k;W(2,0):=0;W(3,0):=-
1/3*d*k”3;W(4,0):=0;W(5,0) :=2/15*d*k"5;W(6,0) :=0;W(7,0):=
-17/315*d*k"7;W(8,0):=0;W(9,0):=62/2835*d*k"9;W(11,0) :=-
1382/155925*d*k"N11;
w(10,0):=0;wW(12,0):=0;W(14,0):=0;W(16,0):=0;W(18,0):=0;W(
20,0):=0;W(22,0):=0;W(24,0):=0;W(26,0):=0;W(28,0):=0;W(13
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,0):=21844/6081075*d*k"13;W(15,0) :=-
929569/638512875*d*k"15;
W(17,0):=6404582/10854718875*d*k"17;W(19,0) :=-
443861162/1856156927625*d*k"19;W(21,0):=18888466084/19489
6477400625*d*k"21;W(23,0) :=-
113927491862/2900518163668125*d*k"23;W(25,0) :=58870668456
604/3698160658676859375*d*k"25;W(27,0) :=-
8374643517010684/1298054391195577640625*d*k"27 ;

t:=0;

for r from O to K do

for s from O to H-1 do
t:=t-3*(K-r+1)*U(r,H-1-s)*U(K-r+1,s);
end do;

end do;

f:=0;

for r from O to K do

for s from O to H-1 do
f:=F+3*(K-r+1)*W(r,H-1-s)*V(K-r+1,s);
end do;

end do;

m:=0;

for r from O to K do

for s from O to H-1 do
m:=m+3*(K-r+1)*V(r,H-1-s)*W(K-r+1,s);
end do;

end do;

> RETURN((t+F+m+1/2* (K+1)* (K+2) *(K+3)*U(K+3,H-1))/H) ;
>end proc;

>V:=proc(K,H)

local r,s,t;

U(0,0):=1/3*beta-
2/3*k”2;U(1,0):=0;U(2,0):=2*k™M;U(3,0):=0;U(4,0) :=-
4/3*k"™6;U(5,0):=0;U(6,0):=34/45*k"8;U(7,0):=0;U(8,0):=-
124/315*k”~10;U(9,0):=0;U(11,0):=0;U(13,0):=0;U(15,0):=0;U
(17,0):=0;U(19,0):=0;U(21,0):=0;U(23,0):=0;U(25,0):=0;U(1
0,0):=2764/14175*k"~12;U(12,0) :=-
43688/467775*k~14;U(14,0):=1859138/42567525*k"16;U(16,0):
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2809164/638512875*k”~18;U(18,0):=887722324/97692469875*k"2
0;U(20,0):=-

37776932168/9280784638125*k"22;U(22,0) :=227854983724/1261
09485376875*k"24;U(24,0) :=-
117741336913208/147926426347074375*k"26;U(26,0) :=16749287
034021368/48076088562799171875*k"28;

t:=0;

V(0,0):=-
4/3*k"2*c*(betat+k”2)/d”2;V(1,0):=4/3*k"3*(beta+k”2)/d; V(2
,0):=0;V(3,0):=-

4/9*k"5*(betat+k”2)/d;V(4,0):=0;V(5,0) :=8/45*k"7*(beta+k"2
)/d;V(6,0):=0;V(7,0):=-

68/945*k"N9* (beta+k”2)/d;V(8,0):=0;V(9,0):=248/8505*k"11*(
beta+k”™2)/d;V(10,0):=0;Vv(12,0):=0;V(14,0):=0;V(16,0):=0;V
(18,0):=0;Vv(20,0):=0;V(22,0):=0;Vv(24,0):=0;V(26,0):=0;V(1
1,0):=-
5528/467775*k"13*(beta+k”™2)/d;V(13,0):=87376/18243225*k"1
5*(beta+k”"2)/d;V(15,0):=-
3718276/1915538625*k"17*(beta+k”2)/d;V(17,0) :=25618328/32
564156625*k"19* (beta+k”2)/d;V(19,0):=-
1775444648/5568470782875*k"21*(beta+k”~2)/d;V(21,0):=75553
864336/584689432201875*k"23*(beta+k”"2)/d;V(23,0) :=-
455709967448/8701554491004375*k"25* (beta+k”™2)/d;V(25,0):=
235482673826416/11094481976030578125*k"27*(beta+k"2)/d;

for r from O to K do

for s from O to H-1 do
t:=t+3*(K-r+1)*U(r,H-1-s)*V(K-r+1,s);
end do;

end do;

> RETURN((t-(K+1)*(K+2)*(K+3)*V(K+3,H-1))/H);
>end proc;

>

>W:=proc(K,H)

local r,s,t;

t:=0;
for r from O to K do
for s from 0 to H-1 do
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t:=t+3*(K-r+1)*U(r,H-1-s)*W(K-r+1,s);
end do;
end do;

> RETURN((t-(K+1)*(K+2)*(K+3)*W(K+3,H-1))/H) ;
>end proc;

>

>Toplaml:=proc(imax, jmax)
local j,i,x,t,toplam;
toplam:=0;

for j from 1 to jmax do

for 1 from O to imax do
toplam:=toplam+U(1, J)*xX " 1*t"} ;
end do;

end do;

> toplam;

>end
>Toplam2:=proc(imax, jmax)
local j,i,x,t,toplam;
toplam:=0;

for j from 1 to jmax do

for 1 from O to imax do
toplam:=toplam+V (1, J)*X " 1*t"} ;
end do;

end do;

> toplam;

>end proc;
>Toplam3:=proc(imax, ymax)
local j,i,x,t,toplam;
toplam:=0;

for jJ from 1 to jmax do

for 1 from O to imax do
toplam:=toplam+W(i, J)* X "i1*t"j;
end do;

end do;

> toplam;
>end proc;
>
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