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ÖZET 

PARA-KOMPLEKS GEOMETRİDE BAZI SLANT YARI-RIEMANN 

SUBMERSİYONLAR 

 

Başarır Noyan, Esra 

Doktora, Matematik Bölümü 

Danışman: Prof. Dr. Yılmaz Gündüzalp 

Temmuz 2023, 95 sayfa 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, konunun tarihsel gelişimi ele 

alınmaktadır. İkinci bölümde, devamında gelecek olan bölümlerdeki konulara öncülük 

edecek temel  kavramlar tanıtılmaktadır. Üçüncü bölümde, hemen hemen para-Hermityen 

manifoldlardan yarı-Riemann manifoldlara semi-slant yarı-Riemann submersiyonlar 

tanımlanarak bu submersiyonlarda üç tip açı için de bazı geometrik özellikler elde edilmiştir. 

Elde edilen bu özellikler aşikar olmayan örnekler üzerinde de incelenmiştir. Ayrıca, hemen 

hemen para-Hermityen manifoldlardan yarı-Riemann manifoldlara tanımlı semi-slant yarı-

Riemann submersiyonların harmonik ve tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin 

total geodezikliği için de gerek ve yeter şartlar elde edildi. Daha sonra para-kompleks uzay 

formlarını kullanarak para-kesit, Ricci ve skalar eğrilikler hesaplanmıştır. Dördüncü 

bölümde, hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yarı-Riemann manifoldlara hemi-

slant yarı-Riemann submersiyonlar tanımlanarak bu submersiyonlarda üç tip açı için de bazı 

geometrik özellikler elde edilmiştir. Elde edilen bu özellikler aşikar olmayan örnekler 

üzerinde de incelenmiştir. Ayrıca, hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yarı-

Riemann manifoldlara tanımlı hemi-slant yarı-Riemann submersiyonların harmonik ve 

tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin total geodezikliği için de gerek ve yeter 

şartlar elde edildi. Daha sonra para-kompleks uzay formlarını kullanarak para-kesit, Ricci ve 

skalar eğrilikler hesaplanmıştır. Beşinci bölümde, hemen hemen para-Hermityen 

manifoldlardan yarı-Riemann manifoldlara bi-slant yarı-Riemann submersiyonlar 

tanımlanarak bu submersiyonlarda üç tip açı için de bazı geometrik özellikler elde edilmiştir. 

Elde edilen bu özellikler aşikar olmayan örnekler üzerinde de incelenmiştir. Ayrıca, hemen 

hemen para-Hermityen manifoldlardan yarı-Riemann manifoldlara tanımlı bi-slant yarı-

Riemann submersiyonların harmonik ve tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin 

total geodezikliği için de gerek ve yeter şartlar elde edildi. Daha sonra bi-slant yarı-Riemann 

submersiyonlarda eğrilik ilişkileri arasında bağıntılar elde edildi.   

 

Anahtar Kelimeler: Yarı-Riemann submersiyon, Hemen hemen para-Hermityen 

manifold, Para-Kaehler manifold, Semi-slant yarı-Riemann submersiyon, Hemi-slant 

yarı-Riemann submersiyon, Bi-slant yarı-Riemann submersiyon. 
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ABSTRACT 
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 Supervisor: Prof. Dr. Yılmaz Gündüzalp 

July 2023, 95 pages 

 

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the historical development of the 

subject is discussed. In the second chapter, the basic definitions regarding to the subjects in 

the next chapters are introduced. In the third chapter, semi-slant pseudo-Riemannian 

submersions from almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are 

defined and some geometric properties are obtained for all three types of angles in these 

submersions. These properties were also examined on the non-trivial examples. Also, the 

harmonicity and being totally geodesic of semi-slant pseudo-Riemannian submersions from 

almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are investigated. Then 

necessary and sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are obtained. 

Also, curvature  properties for semi-slant pseudo-Riemannian submersions from para-

Kaehler space forms are given. In the fourth chapter, hemi-slant pseudo-Riemannian 

submersions from almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are 

defined and some geometric properties are obtained for all three types of angles in these 

submersions. These properties were also examined on the non-trivial examples. Also, the 

harmonicity and being totally geodesic of hemi-slant pseudo-Riemannian submersions from 

almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are investigated. Then 

necessary and sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are obtained. 

Also, curvature  properties for hemi-slant pseudo-Riemannian submersions from para-

Kaehler space forms are given. In the fifth chapter, bi-slant pseudo-Riemannian submersions 

from almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are defined and 

some geometric properties are obtained for all three types of angles in these submersions. 

These properties were also examined on the non-trivial examples. Also, the harmonicity and 

being totally geodesic of bi-slant pseudo-Riemannian submersions from almost para-

Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are investigated. Then necessary and 

sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are obtained. Also, the 

curvature relations between the total manifold and the base manifold for such submersions 

are given. 

 

Keywords: Pseudo-Riemannian submersion, Almost para-Hermitian manifold, Para-

Kaehler manifold, Semi-slant pseudo- Riemannian submersion, Hemi-slant pseudo- 

Riemannian submersion, Bi-slant pseudo-Riemannian submersion.
 



1. G·IR·IŞ

Eski uygarl¬klardan günümüze kadar olan dönemde, her alanda geometri biliminin

izi vard¬r. Zaman içerisinde bilim ve tekni¼gin ilerlemesi ile oluşan ihtiyaçlara

göre geometri çeşitli alanlara ayr¬lm¬̧st¬r. Bu alanlardan birisi de diferensiyel

geometridir. Modern matemati¼gin çal¬̧sma alanlar¬na bakt¬¼g¬m¬zda diferensiyel

geometrinin en aktif çal¬̧sma alanlar¬ndan biri oldu¼gu görülmektedir.

19. yüzy¬ldan sonra diferensiyel geometri daha çok diferensiyellenebilir manifold-

lar üzerinde oluşan geometrik yap¬lar ile ilgilenmi̧stir. Bir manifoldun geometrisi

üzerine yap¬lan çal¬̧smalarda kullan¬lan metotlardan biri, di¼ger bir manifold için

uygun bir dönüşüm tan¬mlamakt¬r. Bu metotda, dönüşümün ve di¼ger manifoldun

özelliklerinden yararlanarak ele al¬nan manifoldun geometrisi incelenir. Araşt¬r-

maya de¼ger olan bu dönüşümlerden submersiyon dönüşümü önemli bir yer tutar.

·Izometrik immersiyonlar¬n submersiyonlardaki kaŗs¬l¬¼g¬olan Riemann submersiy-

onlar, manifoldlar teorisi ve matematiksel �zikte önemli rol oynar. Bu dönüşüm-

ler Kaluza Klein (Bourguignon ve Lawson, 1989; Ianus ve Visinescu, 1987) ve

Yang Mills (Bourguignon ve Lawson, 1981) teorilerinde pek çok uygulama alan¬na

sahiptir.

Riemann submersiyonlar ilk defa (O�Neill, 1966) taraf¬ndan tan¬mland¬. O�Neill

makalesinde, immersiyondaki ikinci temel form ve şekil operatörüne kaŗs¬l¬k, Rie-

mann submersiyonlar¬için iki tane tensör alan¬tan¬mlad¬ve bunlar¬n temel özel-

liklerini inceledi. O�Neill tensörleri olarak adland¬r¬lan bu tensörler Riemann

submersiyonlar¬ için önemli araçlar olarak görülmektedir. Bu makalede ayr¬ca

iki manifold aras¬ndaki submersiyon dönüşümünden faydalan¬larak, manifoldlar¬n

e¼grilikleri kaŗs¬laşt¬r¬ld¬. Daha sonra Falcitelli, Ianus ve Pastore taraf¬ndan baz¬

derlemeler yap¬ld¬ (Falcitelli vd., 2004). B ve ~B yar¬-Riemann manifoldlar¬n¬

alal¬m. Bu durumda, O�Neill taraf¬ndan (O�Neill, 1966) de verilen Riemann sub-

mersiyon kavram¬ tan¬mlanamaz. Bu yüzden O�Neill (O�Neill, 1983) iki yar¬-

Riemann manifoldu aras¬nda yar¬-Riemann submersiyon kavram¬n¬tan¬mland¬.

Buna göre, B ve ~B iki yar¬-Riemann manifold olmak üzere F : B ! ~B bir yar¬-

Riemann submersiyon olsun. E¼ger F in li�eri non-dejenere altmanifoldlar ve F ,
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yatay vektörlerin skaler çarp¬mlar¬n¬koruyorsa F e bir yar¬-Riemann submersiyon

denir.

Watson, 1976 y¬l¬nda hemen hemen Hermityen manifoldlar aras¬nda hemen hemen

Hermityen submersiyonlar¬tan¬mlad¬ve baz manifoldun ve her bir li�n ço¼gu du-

rumda ayn¬çeşit yap¬ya sahip olaca¼g¬n¬gösterdi (Watson, 1976). Hemen hemen

Hermityen submersiyonlar (Chinea, 1985) arac¬l¬¼g¬ile tan¬mlanan hemen hemen

Kontakt manifoldlar¬, (Marrero and Rocha, 1994) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan lokal kon-

formal Kaehler manifoldlar¬ ve kuaterniyon Kaehler manifoldlar¬ içermektedir

(Ianus vd., 2008). Şahin, hemen hemen Hermityen manifoldlar¬ndan Riemann

manifoldlar¬na anti-invaryant (Şahin, 2010) ve semi-invaryant submersiyonlar¬

(Şahin, 2013a) ilk çal¬̧sanlardand¬r. Ayr¬ca bu dönüşümlerin geometrik yap¬lar¬n¬

da inceledi. Daha sonra birçok yazar taraf¬ndan bu submersiyonlar¬n geometrisi

çal¬̧s¬ld¬. (Şahin, 2011) hemen hemen Hermityen manifoldlar¬ndan Riemann man-

ifoldlar¬na slant submersiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlad¬: (B; g; J) hemen hemen

Hermityen manifold, ( ~B; ~g) Riemann manifold ve

F : (B; g; J)!( ~B; ~g)

bir Riemann submersiyon olsun. E¼ger s¬f¬rdan farkl¬herhangi bir vektör alan¬

W 2 �(çekF�) için p 2 B (8p 2 B ve herhangi bir s¬f¬rdan farkl¬vektör alan¬

W 2 �(çekF�) seçiminden ba¼g¬ms¬z) noktas¬nda JW ve (çekF�) aras¬ndaki '(W )

aç¬s¬sabit ise F slant submersiyon olarak adland¬r¬l¬r. Burada oluşan ' aç¬s¬da

slant submersiyonun slant aç¬s¬olarak ifade edilir. Slant submersiyonlar üzerine

birçok çal¬̧sma yap¬ld¬ve günümüzde de çal¬̧smalar devam etmektedir (Erken ve

Murathan, 2016; Sepet ve Ergüt, 2016).

Slant submersiyon kavram¬n¬n bir genelleştirilmesi olarak (Park ve Prasad, 2013)

semi-slant submersiyon kavram¬na giri̧s yapt¬. Burada, (B; g; P ) bir hemen hemen

Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir Riemann manifold ve F : B! ~B bir Riemann

submersiyonunun

(i) çekF� = D1 �D2;

(ii) D1 distribüsyonu P alt¬nda invaryantt¬r yani P (D1) = D1,
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(iii) D2 distribüsyonu ' 6= 0 aç¬s¬ile slant distribüsyondur,

şartlar¬sa¼glanacak şekilde çekF� da iki ortogonal D1 ve D2 distribüsyonlar¬varsa

F e semi-slant Riemann submersiyon denir. Bu durumda ' aç¬s¬na da semi-

slant aç¬denir. Daha sonra, (Gündüzalp, 2016) hemen hemen çarp¬m Riemann

manifoldlardan Riemann manifoldlara tan¬mlanan semi-slant submersiyonlar¬ve

(Noyan ve Gündüzalp, 2022a) para-Kaehler geometride proper semi-slant yar¬-

Riemann submersiyonlar¬çal¬̧sm¬̧st¬r.

Anti-invaryant submersiyonlar, semi-invaryant submersiyonlar ve slant submer-

siyonlar¬n genelleştirilmesi olan hemi-slant submersiyonlar¬ (Taştan vd., 2016)

çal¬̧sm¬̧st¬r. Bu tür submersiyonlar¬n zengin geometrik özelliklere sahip oldu¼gunu

ve total uzay¬n geometrisini araşt¬rmak için faydal¬olduklar¬n¬gösterdiler. Bu-

rada, (B; g; P ) bir hemen hemen Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir Riemann mani-

fold ve F : B! ~B bir Riemann submersiyonunun

(i) çekF� = D? �D';

(ii) D? distribüsyonu anti-invaryantt¬r,

(iii) D' distribüsyonu slant distribüsyondur,

şartlar¬sa¼glanacak şekilde çekF� da iki ortogonal D? ve D' distribüsyon varsa

F e hemi-slant Riemann submersiyon denir. Bu durumda ' aç¬s¬na da hemi-

slant aç¬denir. Daha sonra (Akyol ve Güdüzalp, 2016) hemen hemen çarp¬m

Riemann manifoldlar¬ndan hemi-slant submersiyon kavram¬n¬ve (Sari ve Akyol,

2020) Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara hemi-slant �?�Riemann

submersiyonlar¬tan¬mlam¬̧st¬r.

·Invaryant, anti-invaryant, semi-invaryant, slant, semi-slant ve hemi-slant Rie-

mann submersiyonlar¬n genelleştirilmesi olan bi-slant submersiyonlar¬(Sayar vd.,

2020) çal¬̧sm¬̧st¬r. Burada, (B; g; P ) bir Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir Riemann

manifold ve F : B! ~B bir Riemann submersiyonu

(i) çekF� = D'1 �D'2 ;

(ii) D'1 2 (çekF�) ve D'2 2 (çekF�) olacak şekilde slant distribüsyonlar vard¬r,

(iii) D'1 ve D'2 distribüsyonlar¬n¬n slant aç¬lar¬s¬ras¬yla '1 ve '2 dir,

şartlar¬ sa¼glanacak şekilde çekF� da iki ortogonal D'1 ve D'2 distribüsyonlar¬
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varsa F e bi-slant Riemann submersiyon denir. (Noyan ve Gündüzalp, 2022b)

para-Kaehler geometride proper bi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar¬çal¬̧sm¬̧st¬r.

Hemen hemen para-Hermityen manifoldlar¬ndan yar¬-Riemannmanifoldlar¬na anti-

invaryant yar¬-Riemann submersiyonlar (Gündüzalp, 2013) taraf¬ndan ve hemen

hemen para-kontakt manifoldlar¬ndan yar¬-Riemann manifoldlar¬na slant submer-

siyonlar (Gündüzalp, 2020) taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬. Daha sonra, hemen hemen para-

Hermityen manifoldlar¬ndan yar¬-Riemann manifoldlar¬na yar¬-Riemann submer-

siyonlar (Gündüzalp, 2021) taraf¬ndan şöyle tan¬mland¬: (B; g; P ) hemen hemen

para-Hermityen manifold ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. 8W 2 �(çekF�) için

PW = �W +$W

d¬r. Burada, �W ve $W s¬ras¬yla PW n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Ayr¬ca,

8� 2 �(çekF�)? için

P� = B� + C�

d¬r. Burada, B� ve C� s¬ras¬yla P� n¬n dikey ve yatay bileşenleridir.

E¼ger her space-like veya time-like vektör alan¬W 2 �(çekF�) için p 2 B (8p 2 B

ve her space-like veya time-like vektör alan¬W 2 �(çekF�) seçiminden ba¼g¬ms¬z)

noktas¬nda g(�W;�W )
g(PW;PW )

oran¬sabit ise F slant submersiyon olarak adland¬r¬l¬r. Bu-

rada oluşan ' sabit aç¬s¬n¬da slant submersiyonun slant aç¬s¬olarak ifade ederiz.

Ayr¬ca, ' 6= 0 ve ' 6= �
2
şartlar¬sa¼glan¬yor ise F e has slant submersiyon denir.

Gündüzalp, bu çal¬̧smada has slant submersiyonlar¬n üç tipi için baz¬geometrik

özellikleri de incelemi̧stir: (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold,

( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun.
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(i) Tip-1: Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-

like (space-like) olur ve k�Wk
kPWk > 1 dir,

(ii) Tip-2: Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-

like (space-like) olur ve k�Wk
kPWk < 1 dir,

(iii) Tip-3: Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W space-

like (time-like) olur.

(B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifold

ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun.

(i) Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-like

(space-like) oldu¼gunda ve sabit bir 
 2 (1;1) aral¬¼g¬nda F , tip-1 slant submer-

siyon olur. Yani,

�2W = 
W

d¬r. E¼ger F , tip-1 has slant submersiyon ise ' > 0 için 
 = cosh2 ' d¬r.

(ii) Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-like

(space-like) oldu¼gunda ve sabit bir 
 2 (0; 1) aral¬¼g¬ndaF , tip-2 slant submersiyon

olur. Yani,

�2W = 
W

d¬r. E¼ger F , tip-2 has slant submersiyon ise 0 < ' < 2� için 
 = cos2 ' d¬r.

(iii) Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W space-like

(time-like) oldu¼gunda ve sabit bir 
 2 (�1; 0) aral¬¼g¬nda F , tip-3 slant submer-

siyon olur. Yani,

�2W = 
W

d¬r. E¼ger F , tip-3 has slant submersiyon ise ' > 0 için 
 = � sinh2 ' d¬r.

Bütün bu çal¬̧smalardan ilham alarak, bu tezde hemen hemen para-Hermityen

manifoldlardan yar¬-Riemann manifoldlara semi-slant, hemi-slant ve bi-slant yar¬-

Riemann submersiyonlar tan¬mlanarak bu submersiyonlarda üç tip için de baz¬
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geometrik özellikler elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, tan¬mlanan bu yar¬-Riemann submer-

siyon türlerinde üç tip aç¬için aşikar olmayan örnekler inşa edilmi̧stir. Harmonik

ve tamamen geodezik olma durumu incelenerek li�erin total geodezikli¼gi için gerek

ve yeter şartlar araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Daha sonra para-kompleks uzay formlar¬n¬kulla-

narak para-kesit, Ricci ve skalar e¼grilikler üzerinde de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Beş altbölümden oluşan bu bölümde s¬ras¬yla; yar¬-Riemann manifoldlar, dis-

tribüsyonlar, para-kompleks manifoldlar, yar¬-Riemann submersiyonlar ve son

olarak da Neutral slant submersiyonlar incelenmektedir.

2.1 Yar¬-Riemann Manifoldlar

Tan¬m 2.1.1 n-boyutlu bir reel vektör uzay¬W olsun. g : W�W ! R dönüşümü

aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yor ise bu dönüşüme skaler çarp¬m denir. 8�; �; 
 2 W ve

p; r 2 R için;

(i) Simetriktir; g(�; �) = g(�; �);

(ii) Bi-lineerdir;

g (p� + r�; 
) = pg (�; 
) + rg (�; 
)

g (�; p� + r
) = pg (�; �) + rg (�; 
)

(iii) Non-dejeneredir; 8� 2 W için g(�; �) = 0, � = 0 d¬r (Duggal ve Bejancu,

1996).

Tan¬m 2.1.2 W reel vektör uzay¬üzerinde bilineer form g olsun.

(i) 8u 2 W için g(u; u) > 0 ise g bilineer forma pozitif tan¬ml¬,

(ii) 8u 2 W için g(u; u) < 0 ise g bilineer forma negatif tan¬ml¬d¬r

denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.3 W bir reel vektör uzay¬ve g, W üzerinde simetrik bilineer form

olsun. gpU : U � U ! R negatif tan¬ml¬olan en büyük boyutlu U altuzay¬n¬n

boyutuna g simetrik bilineer formun indeksi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.4 B bir C1 manifold olsun. p 2 B noktas¬ndaki tanjant uzay¬TpB

olmak üzere, Up; Vp 2 TpB için

g : TpB � TpB ! R

(Up; Vp)! g(Up; Vp)
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ile tan¬mlanan sabit indeksli, g skaler çarp¬ma B üzerinde bir metrik tensör denir

(Kobayashi ve Nomizu, 1963).

Tan¬m 2.1.5 B bir C1 manifold ve g; B üzerinde bir metrik tensör olsun. Buna

göre (B; g) ikilisine yar¬-Riemann manifold denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.6 B yar¬-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensörünün indeksine

yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir. Yar¬-Riemann manifoldunun indeksini

� olarak tan¬mlarsak 0 � � � boyB dir. Özel olarak, � = 0 ise 8p 2 B için gp; TpB

üzerinde pozitif tan¬ml¬bir metrik tensör oldu¼gundan, B bir Riemann manifoldu

olur. � = 1 ve boyB � 2 olmas¬durumunda ise B ye Lorentz manifoldu denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.7 (B; g) bir yar¬-Riemann manifoldu ve i : B ! ~B bir immersiyon

olsun. Bu durumda i�g; B üzerinde bir metrik tensör ise B ye yar¬-Riemann

altmanifold denir. Aksi durumda i�g; B üzerinde bir metrik tensör de¼gil ise B ye

dejenere altmanifold denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.8 B bir yar¬-Riemann manifold ve g; B üzerinde bir metrik tensör

olsun. 8p 2 B ve wp 2 TpB için

g : TpB � TpB ! R

olacak şekilde

(i) g(wp; wp) > 0 ya da wp = 0 ise wp vektörüne space-like,

(ii) g(wp; wp) < 0 ise wp vektörüne time-like,

(iii) g(wp; wp) = 0, wp 6= 0 ise wp vektörüne light-like(null) denir (Duggal ve

Bejancu, 1996).

Tan¬m 2.1.9 B bir manifold ve B üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z konneksiyon r olsun.

Böylece

T : � (B)� � (B)! � (B)

(�1; �2)! T (�1; �2) = r�1�2 �r�2�1 � [�1; �2] (2.1.1)

olarak tan¬mlanan vektör de¼gerli tensöre B üzerinde tan¬ml¬r konneksiyonun

torsiyon tensörü denir (Do Carmo, 1992; Hac¬saliho¼glu, 2003).

8



Tan¬m 2.1.10 B bir manifold veB üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z konneksiyonr olsun.

E¼ger T = 0 ise r konneksiyonuna simetriktir veya s¬f¬r torsiyonludur denir (Do

Carmo, 1992).

Tan¬m 2.1.11 B bir manifold ve B üzerinde tan¬mlad¬¼g¬m¬z vektör alanlar¬n¬n

uzay¬�(TB) olsun.

r : �(TB)� �(TB)! �(TB)

(�1; �2)! r�1�2

8�1; �2; �3 2 �(TB) ve 8f; g 2 C1(B) için

(i) rf�1+g�2�3 = fr�1�3 + gr�2�3;

(ii)r�1(f�2+g�3) = fr�1�2+gr�1�3+(�1f)�2+(�1g)�3

şartlar¬n¬sa¼gl¬yor ise r ya B manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon denir.

Ayr¬ca,r lineer konneksiyonu

(iii) [�1; �2] = r�1�2 �r�2�1,

(iv) �1g (�2; �3) = g
�
r�1�2; �3

�
+g
�
�2;r�1�3

�
şartlar¬n¬sa¼gl¬yor ise r konneksiyonuna B manifoldu üzerinde Riemann konnek-

siyonu, Levi-Civita konneksiyonu veya metrik konneksiyon denir. B üzerinde bir

Levi-Civita konneksiyonu;

2g
�
r�1�2; �3

�
= �1 (g (�2; �3)) + �2 (g (�3; �1))

��3 (g (�1; �2))� g (�1; [�2; �3])

+g (�2; [�3; �1]) + g (�3; [�1; �2]) (2.1.2)

Kozsul eşitli¼gi ile görülür (Bejancu ve Farran, 2006; Bootby, 1986).

Tan¬m 2.1.12 B bir Riemann manifoldu, g de B nin Riemann metri¼gi ve r; B

üzerinde bir Riemann konneksiyon olsun. 8�1; �2; �3 2 � (B) için

R : � (B)� � (B)� � (B)! � (B)

(�1; �2; �3)! R (�1; �2; �3) = R (�1; �2) �3

R (�1; �2) �3 = r�1r�2�3 �r�2r�1�3 �r[�1;�2]�3 (2.1.3)

olarak tan¬mlanan R tensör alan¬na r konneksiyonunun e¼grilik tensörü denir

(Yano ve Kon, 1984; Bootby, 1986).
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Tan¬m 2.1.13 (B; g) bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

K : � (B)� � (B)� � (B)� � (B)! C1 (B)

(�1; �2; �3; �4)! K (�1; �2; �3; �4) = g (R (�1; �2) �3; �4)

olarak tan¬mlanan 4.mertebeden kovaryant tensöre B üzerinde Riemann Christof-

fel e¼grilik tensörü denir (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2.1.14 F : B ! ~B bir dönüşüm ve ~B üzerinde bir konneksiyon
2

r olsun.

F boyunca ~B üzerindeki
2

rF konneksiyonuna F boyunca
2

r konneksiyonun pull-

back konneksiyonu denir (Şahin, 2012).

Tan¬m 2.1.15 F : B ! ~B bir dönüşüm ise F boyunca
2

r konneksiyonun pull-

back konneksiyonu
2

rF ve 8�; Z 2 �(TB) olacak şekilde

rF� : �(B)� �(B)! �( ~B)

rF�(�; Z) =
2

rF
� F�Z �F�(

1

r�Z) (2.1.4)

ile tan¬mlananrF� dönüşümüneF dönüşümünün ikinci temel formu denir (Şahin,

2012).

Tan¬m 2.1.16 (B; g) ; n�boyutlu bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. Bu du-

rumda

r : �(B)! �(B)

r(U) =

nX
i=1

�iR(U; ei)ei (2.1.5)

şeklinde tan¬mlanan operatöre (B; g) nin Ricci operatörü denir (Küpeli, 1987).

Tan¬m 2.1.17 (B; g) ; n�boyutlu bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. Bu du-

rumda

S : �(B)� �(B)! C1(B)

S(U;W ) =
X

�ig(R(U; ei)ei;W ) (2.1.6)

şeklinde tan¬mlanan tensör alan¬na (B; g) nin Ricci tensör alan¬denir ve S ile

gösterilir. Burada feig; i = 1; :::; n; (B; g) de ortonormal bir çat¬d¬r (Küpeli,

1987).

10



Tan¬m 2.1.18 (B; g) ; n�boyutlu bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. ~� 2 C1(B)

ve 8p 2 B için TpB nin 2 -boyutlu altuzaylar¬na göre kesit e¼griliklerinin toplam¬na

skaler e¼grilik denir ve

~� =

nX
j=1

�iS(ej; ej) =

nX
i;j=1

�ig(R(ei; ej)ej; ei) (2.1.7)

olarak ifade edilir. Burada fei; ejg; (B; g) de ortonormal bir çat¬d¬r (Küpeli,

1987).

Tan¬m 2.1.19 (B; g) ; n�boyutlu bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. 8�; Z 2

�(B) için

S(�; Z) = �g(�; Z) (2.1.8)

olacak şekilde B üzerinde bir � fonksiyonu varsa, yani B nin Ricci tensörü S,

metrik tensör g nin bir kat¬ ise B ye Einstein manifoldu ad¬ verilir (Ishihara,

1979).

Tan¬m 2.1.20 (B; g) bir yar¬-Riemann manifoldu ve bir y 2 B noktas¬ndaki

tanjant uzay¬n¬n iki boyutlu non-dejenere bir altuzay¬Y olsun. Y nin bir baz¬

fW1;W2g olmak üzere

K (Y ) =
g (R (W1;W2)W2;W1)

kW1k2 kW2k2 � g (W1;W2)
2

=
K (W1;W2;W1;W2)

kW1k2 kW2k2 � g (W1;W2)
2 (2.1.9)

olarak ifade edilen K (Y ) reel say¬s¬na Y nin kesit e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).
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2.2 Distribüsyonlar

Tan¬m 2.2.1 B; n�boyutlu bir manifold olsun. B üzerinde

W : B ! TyB

y ! Wy � TyB

ile tan¬mlanan W dönüşümüne bir distribüsyon denir. X 2 � (B) için y 2 B

olacak şekilde Xy 2 Wy oluyorsa X vektör alan¬W ya aittir denir. E¼ger her

y noktas¬için W ye ait q tane diferansiyellenebilir lineer ba¼g¬ms¬z vektör alan¬

mevcut ise W ya diferansiyellenebilirdir denir (Bejancu ve Farran, 2006).

Tan¬m 2.2.2 B bir C1 manifold, W , B manifoldu üzerinde q� boyutlu bir C1

distribüsyon ve N; B nin altmanifoldu olsun. Wx, x noktas¬nda N ye te¼get olan

uzaya eşit ise N ye W n¬n integral manifoldu denir. Yani

F : N ! B

bir imbedding olacak şekilde 8x 2 N için

F�(TxN) =Wx

dir. E¼ger W n¬n N yi kapsayan başka bir integral manifoldu yoksa N ye W n¬n

bir maksimal integral manifoldu (leaf) denir (Şahin, 1996).

Tan¬m 2.2.3 B bir C1 manifold ve N;B nin altmanifoldu olsun. W , B man-

ifoldu üzerinde bir distribüsyon olacak şekilde, e¼ger 8x 2 N için W n¬n x i

kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa W ya integrallenebilirdir denir

(Şahin, 1996).

2.3 Para-KompleksManifoldlar

Tan¬m 2.3.1 V , 2n�boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun. E¼ger

P 2 = I (2.3.1)
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için P�nin s¬ras¬yla +I ve �I öz de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen V +; V � öz uzaylar¬ayn¬

n�boyuta sahip ve V =V + � V � ise P : V ! V endomor�zmas¬na bir hemen

hemen para-kompleks yap¬denir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).

Tan¬m 2.3.2 B, 2n�boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve P , B manifoldu

üzerinde (1, 1) mertebeli bir tensör alan¬olsun. E¼ger P 2 = I ise P tensör alan¬na

hemen hemen çarp¬m yap¬s¬ denir. Bu durumda (B;P ) çiftine hemen hemen

çarp¬m manifoldu denir. P�nin +I ve �I öz de¼gerleri ile birleşen T+B ve T�B öz

demetleri ayn¬ranka sahip oldu¼gunda (B;P ) hemen hemen çarp¬m manifolduna

hemen hemen para-kompleks manifold denir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).

Tan¬m 2.3.3 B, 2n�boyutlu bir manifold olsun. 8W1;W2 2 �(B) için

g(PW1; PW2) = �g(W1;W2) (2.3.2)

şart¬n¬sa¼glayan bir P hemen hemen para-kompleks yap¬ve g yar¬-Riemannmetri¼gi

var ise (B; g; P ) üçlüsüne bir hemen hemen para-Hermityen manifold ad¬verilir.

Burada g metri¼gi için neutrald¬r denir. Yani, g metri¼ginin i̧sareti (n; n) olur ve

T�B öz demetleri g metri¼gine göre total izotropiktir.

�i = g(�i; �i) = �1 (�i = 1; i = 1; :::; n; �j = �1; j = n + 1; :::; 2n) olarak

al¬nd¬¼g¬nda bir ortonormal baz fe1; :::; en; en+1 = Pe1; :::; e2n = Peng olarak tan¬m-

lan¬r (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).

Tan¬m 2.3.4 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. 8W1;W2 2

�(B) için

�(W1;W2) = g(W1; PW2) (2.3.3)

şart¬n¬sa¼glayan tensöre temel 2-form denir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).
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Tan¬m 2.3.5 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. B

manifoldunun temel 2-formu kapal¬ ise (d� = 0); (B; g; P ) üçlüsüne ise para-

Kaehler manifoldu denir. (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifoldunun

bir para-Kaehler manifold olmas¬için gerek ve yeter şart

rP = 0 (2.3.4)

olmas¬d¬r. 8W1;W2 2 �(B) için

(rW1P )W2 = 0) rW1PW2 � PrW1W2 = 0

) rW1PW2 = PrW1W2 (2.3.5)

d¬r. Ayr¬ca hat¬rlayal¬m ki (B; g; P ) para-Kaehler manifold ve 8W;Z 2 �(TB)

için (2.3.2) den aşa¼g¬daki eşitlik elde edilebilir.

g(PW;Z) + g(W;PZ) = 0

Dahas¬ g(PW;W ) = 0 oldu¼gu görülür. E¼ger fPW;Wg dejenere olmayan bir

düzlem kesitini gerer ise, fPW;Wg taraf¬ndan gerilen kesit e¼grili¼gi HB(W ) =

KB(W�PW ) bir para-kesit e¼grili¼gi olarak adland¬r¬l¬r. Bir para-Kaehler uzay

formu, tan¬m¬gere¼gi bir para-Kaehler manifoldudur. � sabit para-holomor�k kesit

e¼grili¼gi olacak şekilde B2nn (�) para-Kaehler uzay formunun Riemann Christo¤el

e¼grilik tensörü 8Y1; Y2; �; Z 2 �(TB) için

RB(Y1; Y2; �; Z) =
�

4
fg(Y1; �)g(Y2; Z)� g(Y1; Z)g(Y2; �)

� g(Y1; P �)g(Y2; PZ) + g(Y1; PZ)g(Y2; P �)

� 2g(Y1; PY2)g(�; PZ)g (2.3.6)

dir (Chen, 2011).

2.4 Yar¬-Riemann Submersiyonlar

Tan¬m 2.4.1 (B; g) ve ( ~B; ~g) s¬ras¬yla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar¬

olacak şekilde

F : (B; g)!( ~B; ~g)
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C1 örten dönüşümü için

rankF�y = boy ~B

sa¼glan¬yor ise F dönüşümüne y 2 B noktas¬nda bir submersiyon denir.

(B; g) manifoldunun � 2 ~B noktas¬nda �� = F�1(�) üzerindeki lif, bu man-

ifoldun q = (m � n) boyutlu bir altmanifoldudur. F�1(�) altmanifoldlar¬na

submersiyonun li�eri denir (Falcitelli vd., 2004).

(B; g) manifoldunun herhangi bir � 2 B için V integrallenebilir distribüsyonu

V� = çekF��

şeklinde tan¬mlan¬r ve V� submersiyonun dikey distribüsyonu olarak ifade edilir.

Hp = (V�)?

olarak tan¬mlanan distribüsyon da submersiyonun yatay distribüsyonu olarak

ifade edilir.

Tan¬m 2.4.2 (B; g) ve ( ~B; ~g) Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

C1 dönüşümünde � 2 B için

V� = V�(F) = çekF�� = f� 2 T�B j F��(�) = 0g � T�B

ve

Hp = Hp(F) = V�? � T�B

şeklinde ifade edebiliriz. V� uzay¬n¬dikey uzay, B deki g metri¼gine göre V� dikey

uzay¬n¬n dik tümleyeni olan H� uzay¬n¬ ise yatay uzay olarak ifade edebiliriz.

Buradan B Riemann manifoldu � 2 B noktas¬nda

T�B = V� �Hp = V� � V�?

ortogonal ayr¬̧s¬m¬na sahiptir (Baird ve Wood, 2003).
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Tan¬m 2.4.3 (B; g) ve ( ~B; ~g) Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir C1- submersiyonu aşa¼g¬daki özelliklere sahip ise F e bir Riemann submersiyon

denir.

(i) F dönüşümü maksimal ranka sahiptir.

(ii) Her p 2 B noktas¬nda F�p dönüşümü yatay vektörlerinin uzunlu¼gunu korur.

Yani

gp (v; w) = ~gF(p) (F�pv;F�pw) ; v; w 2 H; p 2 B

d¬r. Bu da bir p 2 B noktas¬nda F� türev dönüşümünün Hp yatay uzay¬ndan

TF(p) ~B üzerine bir lineer izometri oldu¼gunu gösterir (Falcitelli vd., 2004).

Yukar¬da verilen tan¬mda kaynak ve hedef manifoldlar yar¬-Riemann manifold

olarak seçildi¼ginde aşa¼g¬daki gibi düzenlenebilir.

Tan¬m 2.4.4 (Bmq ; g) ve ( ~B
n
~q ; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬olsun (0 � q � m; 0 �

~q � n).

F : (B; g)!( ~B; ~g)

örten dönüşümü aşa¼g¬daki özelliklere sahip ise F ye bir yar¬-Riemann submersiyon

denir.

(i) 8p 2 B noktas¬nda F�p örten,

(ii) 8� 2 B için F�1(�) li�eri B nin yar¬-Riemann altmanifoldlar¬d¬r,

(iii) F� yatay vektörlerin skaler çarp¬mlar¬n¬ korur (O�neill, 1983; Gündüzalp,

2011).

Önerme 2.4.5 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)
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bir yar¬-Riemann submersiyonu r ve r0 s¬ras¬yla B ve ~B nin Levi-Civita kon-

neksiyonlar¬oldu¼gunu varsayal¬m. B üzerindeki W1 ve W2 temel vektör alanlar¬

W
0
1, W

0
2 vektör alanlar¬na F�ba¼gl¬olsun. Buna göre

(i) g (W1;W2) = ~g
�
W

0
1;W

0
2

�
� F

(ii) h [W1;W2] temel vektör alan¬,
�
W

0
1;W

0
2

�
vektör alan¬na F�ba¼gl¬d¬r.

(iii) h (rW1W2) temel vektör alan¬ve r
0

W
0
1
W

0
2 F�ba¼gl¬d¬r.

(iv) Herhangi bir W3 2 �v (M1) için [W1;W3] dikey vektör alan¬d¬r (Falcitelli vd.,

2004).

Tan¬m 2.4.6 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buradan E;F 2 � (B) için (1; 2) mertebeli

T temel tensör alan¬

T (E;F ) = TEF = hrvEvF + vrvEhF (2.4.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, T dikey tensör alan¬simetriktir. Yani U;W 2 �(V)

için

TUW = TWU

d¬r (O�neill, 1966).

Tan¬m 2.4.7 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buradan E;F 2 � (B) için (1; 2) mertebeli

A temel tensör alan¬

A (E;F ) = AEF = vrhEhF + hrhEvF (2.4.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, A yatay tensör alan¬alterneleyendir. Yani Y; Z 2

�(H) için

AYZ = �AZY
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dir (O�neill, 1966).

Önerme 2.4.8 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. TE ve AE anti-simetrik operatörler olsun.

Buradan X;Y; Z 2 �(TB) için

g (TXY; Z) = �g (TXZ; Y ) (2.4.3)

g (AXY; Z) = �g (AXZ; Y ) (2.4.4)

d¬r (Gündüzalp, 2007).

Tan¬m 2.4.9 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. Burada T temel tensör alan¬n¬n s¬f¬ra eşit

olmas¬ durumunda F in herhangi bir li�ne B nin total geodezik altmanifoldu

denir (Falcitelli vd., 2004).

Bir yar¬-Riemann submersiyon için dikey distribüsyonun her zaman integral-

lenebilir oldu¼gunu söyleyebiliriz. Yatay distribüsyon için ise aşa¼g¬daki ifade geçer-

lidir.

Teorem 2.4.10 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. (B; g) üzerindeki yatay distribüsyonu H

olarak ifade edebiliriz. Burada H yatay distribüsyonun integrallenebilir olmas¬

için gerek ve yeter şart A = 0 olmas¬d¬r (O�neill, 1966).
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Önerme 2.4.11 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olacak şekilde �, � 2 �(çekF�)? ve Y , W 2

�(çekF�) için;

(i) rYW = TYW +
^

rYW; (VrYW
^

= rY W )

(ii) rY � = TY � +HrY �;

(iii) r�Y = A�Y + Vr�Y;

(iv) r�� = A�� +Hr��

d¬r. Buna ek olarak, � temel vektör alan¬iken [�; Y ] dikey vektör alan¬oldu¼gun-

dan

HrY � = Hr�Y = A�Y (2.4.5)

d¬r (O�neill, 1966).

Tan¬m 2.4.12 fWjg1�j�n; �(çekF�) uzay¬n¬n bir yerel ortonormal çat¬s¬olmak

üzere herhangi bir li�n ortalama e¼grilik vektör alan¬

H =
1

n
�Iz(T ) =

1

n

nX
TWj

j=1

Wj (2.4.6)

şeklinde ifade edilir. E¼ger H = 0 ise submersiyona minimal li�ere sahip yar¬-

Riemann submersiyon denir (Şahin, 2012).

Tan¬m 2.4.13 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. 8Z; � 2 �(çekF�) ve H li�erin ortalama

e¼grilik vektör alan¬olmak üzere

TZ� = g(Z; �)H (2.4.7)

ile birlikte yar¬-Riemann submersiyonda total umbilik li�er olarak adland¬r¬l¬r

(Şahin, 2013a).
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Tan¬m 2.4.14 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun.

�IzrF� = 0 (2.4.8)

ise F e harmoniktir denir (Baird ve Wood, 2003).

Tan¬m 2.4.15 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. 8�; Z 2 �(TB) için

(rF�)(�; Z) = 0 (2.4.9)

ise F e total geodezik dönüşüm denir (Baird ve Wood, 2003).

Tan¬m 2.4.16 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. (B; g) manifoldunun yatay distribüsyonu

H ve �h (B) üzerinde (1; 3)�mertebeli e¼grilik tensör alan¬n¬R� olarak kabul

edelim.8�; Z;W 2 �(H) ve p 2 B için

�RF(p)
�
F�p�p;F�pZp;F�pWp

�
tensörünün yatay lifti R� (�; Z;W ) olarak ifade edilir. ( ~B; ~g) manifoldunun �R

yar¬-Riemann e¼grili¼gi

F� (R� (�; Z;W )) = �R (F��;F�Z;F�W )

şeklinde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca 8�; Z;W; �W 2 �(H) için

R�
�
�; Z;W; �W

�
= �R

�
F��;F�Z;F�W;F� �W

�
� F
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d¬r (Falcitelli vd., 2004).

Teorem 2.4.17 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. R; �R ve
^

R s¬ras¬yla B; ~B ve
�
F�1 (x) ;

^
gx

�
li�nin Riemann e¼grilik tensörleri oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda herhangi bir

�; Z;W; �W 2 �v (B) ve X; �; Y; � 2 �h (B) için

R(�; Z;W; �W ) = ~R(�; Z;W; �W )� g(T�W;TZ �W )

+g(TZW;T� �W ) (2.4.10)

R(X; �; Y; �) = R�(X; �; Y; �)� 2g(AX�; AY �)

+g(A�Y;AX�)� g(AXY;A��) (2.4.11)

R(X; �; �; Z) = g((rXT )�Z; �) + g((r�A)X�; Z)

�g(T�X;TZ�) + g(AX�; A�Z) (2.4.12)

d¬r (Gray, 1967; Baditoiu ve Ianuş, 2002).

Teorem 2.4.18 (B; g) ve ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifoldlar¬ve

F : (B; g)!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. K;K
0
ve

^

K s¬ras¬yla B; ~B ve
�
F�1 (x) ;

^
gx

�
li�nin kesit e¼grilikleri oldu¼gunu varsayal¬m. �; Z 2 �v (B) ve Y; � 2 �h (B) orto-

normal vektörler için

K(�; Z) = ~K(�; Z) + jjT�Zjj2 � g(T��; TZZ) (2.4.13)

K(Y; �) = g((rY T )��; Y ) + jjAY �jj2 � jjT�Y jj2 (2.4.14)

K(Y; �) = K�(Y; �)� 3jjAY �jj2 (2.4.15)

d¬r (Gray, 1967).
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2.5 Neutral Slant Submersiyonlar

Tan¬m 2.5.1 (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. 8W 2 �(çekF�) için

PW = �W +$W

d¬r. Burada, �W ve $W s¬ras¬yla PW n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Ayr¬ca,

8� 2 �(çekF�)? için

P� = B� + C�

d¬r. Burada, B� ve C� s¬ras¬yla P� n¬n dikey ve yatay bileşenleridir.

E¼ger her space-like veya time-like vektör alan¬W 2 �(çekF�) için p 2 B (8p 2 B

ve her space-like veya time-like vektör alan¬W 2 �(çekF�) seçiminden ba¼g¬ms¬z)

noktas¬nda g(�W;�W )
g(PW;PW )

oran¬sabit ise F slant submersiyon olarak adland¬r¬l¬r. Bu-

rada oluşan ' sabit aç¬s¬n¬da slant submersiyonun slant aç¬s¬olarak ifade ederiz.

Ayr¬ca, ' 6= 0 ve ' 6= �
2
şartlar¬sa¼glan¬yor ise F e has slant submersiyon denir

(Gündüzalp, 2021).

Tan¬m 2.5.2 (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun.

(i) Tip-1: Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-

like (space-like) olur ve k�Wk
kPWk > 1 dir,

(ii) Tip-2: Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-

like (space-like) olur ve k�Wk
kPWk < 1 dir,

(iii) Tip-3: Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W space-

like (time-like) olur (Gündüzalp, 2021).
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Teorem 2.5.3 (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) yar¬-

Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun.

(i) Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-like (space-

like) oldu¼gunda ve sabit bir 
 2 (1;1) aral¬¼g¬nda F , tip-1 slant submersiyon olur.

Yani,

�2W = 
W

d¬r. E¼ger F , tip-1 has slant submersiyon ise ' > 0 için 
 = cosh2 ' d¬r.

(ii) Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W time-like

(space-like) oldu¼gunda ve sabit bir 
 2 (0; 1) aral¬¼g¬ndaF , tip-2 slant submersiyon

olur. Yani,

�2W = 
W

d¬r. E¼ger F , tip-2 has slant submersiyon ise 0 < ' < 2� için 
 = cos2 ' d¬r.

(iii) Her space-like (time-like) vektör alan¬W 2 �(çekF�) için, �W space-like

(time-like) oldu¼gunda ve sabit bir 
 2 (�1; 0) aral¬¼g¬nda F , tip-3 slant submer-

siyon olur. Yani,

�2W = 
W

d¬r. E¼ger F , tip-3 has slant submersiyon ise ' > 0 için 
 = � sinh2 ' d¬r

(Gündüzalp, 2021).

Teorem 2.5.4 (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) yar¬-

Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun.

(i) Her space-like (time-like) vektör alan¬U;W 2 �(çekF�) ve F , tip-1 has slant

submersiyon ise

g(�U; �W ) = � cosh2 'g(U;W ) (2.5.1)

g($U;$W ) = sinh2 'g(U;W ) (2.5.2)
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d¬r.

(ii) Her space-like (time-like) vektör alan¬U;W 2 �(çekF�) ve F , tip-2 has slant

submersiyon ise

g(�U; �W ) = � cos2 'g(U;W ) (2.5.3)

g($U;$W ) = � sin2 'g(U;W ) (2.5.4)

d¬r.

(iii) Her space-like (time-like) vektör alan¬U;W 2 �(çekF�) ve F , tip-3 has slant

submersiyon ise

g(�U; �W ) = sinh2 'g(U;W ) (2.5.5)

g($U;$W ) = � cosh2 'g(U;W ) (2.5.6)

d¬r (Gündüzalp, 2021).

Önerme 2.5.5 (B; g; P ) hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) yar¬-

Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. 8U;W 2 �(çekF�) ve X; Y 2 �(çekF�)?

için aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬labilir.

r̂U�W + TU$W = �r̂UW +BTUW (2.5.7)

TU�W +HrU$W = $r̂UW + CTUW (2.5.8)

VrXY + AXCY = �AXY +BHrXY (2.5.9)

AXBY +HrXCY = $AXY + CHrXY (2.5.10)

r̂UBX + TUCX = �TUX +BHrUX (2.5.11)

TUBX +HrUCX = $TUX + CHrUX (2.5.12)

ayr¬ca gösterebiliriz ki

(rU�)W = r̂U�W � �r̂UW (2.5.13)

(rU$)W = HrU$W �$r̂UW (2.5.14)
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dir. 8U;W 2 �(çekF�) için

r� � 0 () TU$W = BT UW (2.5.15)

ve

r$ � 0 () TU�W = CT UW (2.5.16)

dir (Gündüzalp, 2021).
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3. SEMI-SLANTYARI-RIEMANNSUBMERS·IYONLAR

Bu bölümde hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yar¬-Riemann mani-

foldlara semi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar tan¬t¬lmakta ve tan¬mlanan bu

semi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda üç tip aç¬için aşikar olmayan örnek-

ler inşa edilmektedir. Ard¬ndan iki altbölümden oluşan bu bölümde ilk olarak

semi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda total umbilik li�er incelenmektedir.

·Ikinci altbölümde ise para-Kaehler uzay formundan yar¬-Riemann manifoldlar¬na

tan¬ml¬olan semi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar¬n total uzay, baz uzay ve

li�erin para-kesit e¼grili¼gi, Ricci e¼grili¼gi ve skaler e¼grili¼gi araşt¬r¬lmaktad¬r.

Tan¬m 3.1 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-

Riemann manifold ve F : B! ~B bir yar¬-Riemann submersiyon olsun. E¼ger dikey

distribüsyon P ye göre invaryant ise F e invaryant yar¬-Riemann submersiyon

denir:

P (çekF�) = çekF�:

Tan¬m 3.2 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-

Riemann manifold ve F : B! ~B bir yar¬-Riemann submersiyonu

(i) çekF� = D1 �D2;

(ii) D1 distribüsyonu P alt¬nda invaryantt¬r yani P (D1) = D1,

(iii) D2 distribüsyonu ' 6= 0 aç¬s¬ile slant distribüsyondur,

şartlar¬sa¼glanacak şekilde çekF� da iki ortogonal D1 ve D2 distribüsyonlar¬varsa

F e semi-slant yar¬-Riemann submersiyon denir. Bu durumda ' aç¬s¬na da semi-

slant aç¬denir.

Şimdi R2nn de bir para-kompleks yap¬tan¬mland¬ktan sonra Teorem 2.5.3 ten fay-

dalanarak has semi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar için örnekler verilecektir.

R2nn de kartezyen koordinatlar¬(y1; y2; :::; y2n), i 2 f1; :::; ng olacak şekilde para-
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kompleks yap¬

P (
@

@y2i
) =

@

@y2i�1
; P (

@

@y2i�1
) =

@

@y2i

tan¬mlan¬r.

Örnek 3.3 F : R84 ! R42

F(y1; :::; y8) = (y4; y2 sinh � � y3 cosh �; y7; y8)

� 6= 0 olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y8
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R84

yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (�;+;�;+;�;+;�;+) ve ( @
@y1
; :::; @

@y4
) kanonik

bazlar¬na ba¼gl¬R42 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;�;+) şeklinde alal¬m.

F� türev dönüşümünün matrisi

F� =

26666664
0 0 0 1 0 0 0 0

0 sinh � � cosh � 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

37777775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 =
@
@y1
; U2 = cosh �

@
@y2
+ sinh � @

@y3
;

U3 =
@
@y5
; U4 =

@
@y6

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 =
@
@y4
;W2 = sinh �

@
@y2
+ cosh � @

@y3
;

W3 =
@
@y7
;W4 =

@
@y8

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U3 time-like ve U2; U4 space-like vektör alan-

lar¬d¬r. Dahas¬, rankF�=4 ve

gR42(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = 1

gR42(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR42(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = �1

gR42(F�W4;F�W4) = gR84(W4;W4) = 1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D1 in-

varyant ve D2 slant distribüsyonlar¬n¬geren vektörler

D1 =< U3; U4 > ve D2 =< U1; U2 >
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dir.

PU3 = P (
@

@y5
) =

@

@y6
= U4

cosh' =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve cosh' =

g(PU2; U1)

kPU2k kU1k
do¼grudan i̧slemler ile cosh' = cosh � oldu¼gundan ' semi-slant aç¬s¬ile F bir has

semi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

Örnek 3.4 F : R84 ! R42

F(y1; :::; y8) = (y1 sin! + y3 cos!; y2 sin � + y4 cos �; y5; y6)

! 6= � 6= 0 olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y8
) kanonik bazlar¬na

ba¼gl¬R84 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y4
)

kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R42 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�) şeklinde

alal¬m. F� türev dönüşümünün matrisi

F� =

26666664
sin! 0 cos! 0 0 0 0 0

0 sin � 0 cos � 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

37777775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 = cos!
@
@y1
� sin! @

@y3
; U2 = � cos � @

@y2
+ sin � @

@y4
;

U3 =
@
@y7
; U4 =

@
@y8

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 = sin!
@
@y1
+ cos! @

@y3
;W2 = sin �

@
@y2
+ cos � @

@y4
;

W3 =
@
@y5
;W4 =

@
@y6

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U3 space-like ve U2; U4 time-like vektör alan-

lar¬d¬r. Dahas¬, rankF�=4 ve

gR42(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = 1

gR42(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR42(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = 1

gR42(F�W4;F�W4) = gR84(W4;W4) = �1
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eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D1 in-

varyant ve D2 slant distribüsyonlar¬n¬geren vektörler

D1 =< U3; U4 > ve D2 =< U1; U2 >

dir.

PU3 = P (
@

@y7
) =

@

@y8
= U4

cos' =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve cos' =

g(PU2; U1)

kPU2k kU1k
do¼grudan i̧slemler ile ' = (! � �) oldu¼gundan ' semi-slant aç¬s¬ ile F bir has

semi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

Örnek 3.5 F : R84 ! R43

F(y1; :::; y8) = (y2 cosh � � y3 sinh �; y4; y5; y6)

� 6= 0 olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y8
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R84

yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y4
) kanonik

bazlar¬na ba¼gl¬R43 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (�;�;+;�) şeklinde alal¬m.

F� türev dönüşümünün matrisi

F� =

26666664
0 cosh � � sinh � 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

37777775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 = sinh �
@
@y2
+ cosh � @

@y3
; U2 =

@
@y1
;

U3 =
@
@y7
; U4 =

@
@y8

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 = cosh �
@
@y2
+ sinh � @

@y3
;W2 =

@
@y4
;

W3 =
@
@y5
;W4 =

@
@y6

9=;
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elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U3 space-like ve U2; U4 time-like vektör alan-

lar¬d¬r. Dahas¬, rankF�=4 ve

gR43(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = �1

gR43(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR43(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = 1

gR43(F�W4;F�W4) = gR84(W4;W4) = �1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D1 in-

varyant ve D2 slant distribüsyonlar¬n¬geren vektörler

D1 =< U3; U4 > ve D2 =< U1; U2 >

d¬r.

PU3 = P (
@

@y7
) =

@

@y8
= U4

sinh' =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve sinh' =

g(PU2; U1)

kPU2k kU1k
do¼grudan i̧slemler yap¬larak Teorem 2.5.3 (iii) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa �2 = � sinh2 �I

bulunur. Buradan ' semi-slant aç¬s¬ile F bir has semi-slant yar¬-Riemann sub-

mersiyondur.

(B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan vektör

alan¬W 2 �(çekF�) için

W = QW +	W (3.1)

d¬r. Burada, QW 2 �(D1) ve 	W 2 �(D2) dir.

PW = �W +$W (3.2)

için �W ve $W s¬ras¬yla PW n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Ayr¬ca, her null

olmayan vektör alan¬� 2 �(çekF�)? için

P� = B� + C� (3.3)
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d¬r. Burada, B� ve C� s¬ras¬yla P� n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Bunlara ek

olarak

(çekF�)? = $D2 � � (3.4)

şeklinde yaz¬labilir. Burada �; P ye göre (çekF�)? in invaryant distribüsyonudur.

(3.2), (3.3) ve (3.4) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 3.6 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buna göre aşa¼g¬daki eşitlikler

elde edilir.

(i) �D1 = D1 (iii) �D2 � D2

(ii) $D1 = 0 (iv) B((çekF�)?) = D2:

(2.3.1), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 3.7 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buna göre aşa¼g¬daki eşitlikler

elde edilir.

(i) �2 +B$ = I (iii) �B +BC = f0g

(ii) C2 +$B = I (iv) $�+ C$ = f0g :

Şimdi, has semi-slant yar¬-Riemann submersiyonda distribüsyonlar¬n integral-

lenebilirli¼gi incelenilecektir.

31



Teorem 3.8 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D1) için D1 distribüsyonun integrallenebilir

olmas¬için gerek ve yeter şart

$(r̂UZ � r̂ZU) = C(TZU � TUZ)

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D1); � 2 �(çekF�)? ve [U;Z] 2

�(çekF�) için Teorem 2.1.11 (iii), Önerme 2.4.11 (i), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri

kullan¬larak

g(P [U;Z] ; �) = g(P (rUZ �rZU); �)

= g(�r̂UZ +$r̂UZ +BTUZ + CTUZ

��r̂ZU �$r̂ZU �BTZU � CTZU; �)

= g($r̂UZ + CTUZ �$r̂ZU � CTZU; �)

ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.9 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D2) için D2 distribüsyonun integrallenebilir

olmas¬için gerek ve yeter şart

Q(�(r̂UZ � r̂ZU)) +B(TUZ � TZU) = 0

d¬r.
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·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 3.7 nin ispat¬ile benzer şekilde elde edilir.

Teorem 3.10 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her

null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D2) için semi-slant D2 distribüsyonun

integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

P (r̂U�Z � r̂Z�U + TU$Z � TZ$U) = 0

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D2); � 2 �(D1) ve [U;Z] 2

�(çekF�) için Teorem 2.1.11 (iii), Önerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri

kullan¬larak

g(P [U;Z] ; �) = g(rUPZ �rZPU); �)

= g(r̂U�Z + TU�Z + TU$Z +HrU$Z � r̂Z�U

�TZ�U � TZ$U �HrZ$U; �)

= g(r̂U�Z + TU$Z � r̂Z�U � TZ$U; �)

ispat tamamlan¬r.

Şimdi, has semi-slant yar¬-Riemann submersiyonda dikey ve yatay distribüsyon-

lar¬n total geodezik olma durumlar¬incelenilecektir.

Teorem 3.11 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)
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tip-1 veya tip-2 için bir semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(çekF�) için B de tan¬ml¬dikey distribüsyonun

total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

$(r̂U�Z + TU$Z) + C(TU�Z +HrU$Z) = 0

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(çekF�) için (2.4.9), (2.3.1),

Önerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullan¬larak

rUZ = PrUPZ

= P (r̂U�Z + TU�Z + TU$Z +HrU$Z)

= �r̂U�Z +$r̂U�Z +BTU�Z + CTU�Z + �TU$Z

+$TU$Z +BHrU$Z + CHrU$Z

elde edilir. Buradan

rUZ 2 �(çekF�)() $(r̂U�Z + TU$Z) + C(TU�Z +HrU$Z) = 0

olup ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.12 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(çekF�)? için B de tan¬ml¬yatay distribüsyonun

total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

�(VrUBZ + AUCZ) +B(AUBZ +HrUCZ) = 0

d¬r.
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·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 3.10 nun ispat¬ile benzer şekilde elde edilir.

Teorem 3.13 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her

null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D1) için D1 distribüsyonun total geodezik

olmas¬için gerek ve yeter şart

rUZ 2 �(D1) () 	(�r̂U�Z +BTU�Z) = 0

ve

$r̂U�Z + CTU�Z = 0

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D1) için (2.4.9), (2.3.1), Ön-

erme 2.4.11 (i), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullan¬larak

rUZ = PrUPZ

= P (r̂U�Z + TU�Z)

= �r̂U�Z +$r̂U�Z +BTU�Z + CTU�Z

elde edilir. Buradan

rUZ 2 �(D1) () 	(�r̂U�Z +BTU�Z) = 0

ve

$r̂U�Z + CTU�Z = 0

şartlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.14 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)
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tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her

null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D2) için D2 distribüsyonun total geodezik

olmas¬için gerek ve yeter şart

Q(�(r̂U�Z + TU$Z) +B(TU�Z +HrU$Z)) = 0

ve

$(r̂U�Z + TU$Z) + C(TU�Z +HrU$Z) = 0

d¬r.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 3.12 nin ispat¬ile benzer şekilde elde edilir.

Teorem 3.15 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(çekF�) ve � 2 �(çekF�)? için F dönüşümünün

total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

$(r̂U�Z + TU$Z) + C(TU�Z +HrU$Z) = 0

ve

$(r̂UB� + TUC�) + C(TUB� +HrUC�) = 0

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬ Y; � 2 �(çekF�)? için F bir yar¬-

Riemann submersiyon oldu¼gundan (2.1.4) eşitli¼gi kullan¬larak

(rF�)(Y; �) = 0

d¬r. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(çekF�) için (2.1.4), (2.3.4) ve (3.2)

eşitlikleri kullan¬larak

(rF�)(U;Z) = �F�(rUZ) = �F�(PrU(�Z +$Z))
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elde edilir. Ard¬ndan Önerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullan¬larak

(rF�)(U;Z) = �F�(�r̂U�Z +$r̂U�Z +BTU�Z + CTU�Z

+�TU$Z +$TU$Z +BHrU$Z + CHrU$Z)

yaz¬labilir. Buradan aşa¼g¬daki koşul elde edilir.

(rF�)(U;Z) = 0() $(r̂U�Z + TU$Z) + C(TU�Z +HrU$Z) = 0:

Her null olmayan vektör alanlar¬U 2 �(çekF�) ve � 2 �(çekF�)? için tekrar

(2.1.4), (2.3.4) ve (3.2) eşitlikleri kullan¬larak

(rF�)(U; �) = �F�(rU�) = �F�(PrU(B� + C�))

elde edilir. Ard¬ndan Önerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullan¬larak

(rF�)(U; �) = �F�(�r̂UB� +$r̂UB� +BTUB� + CTUB�

+�TUC� +$TUC� +BHrUC� + CHrUC�)

yaz¬labilir. Buradan da aşa¼g¬daki koşul elde edilir.

(rF�)(U; �) = 0() $(r̂UB� + TUC�) + C(TUB� +HrUC�) = 0:

Böylece ispat tamamlan¬r.

3.1 Semi-Slant Yar¬-Riemann Submersiyonlarda Total Umbilik Li�er

Önerme 3.1.1 (B; g; P ) para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifold

ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

dönüşümü total umbilik li�ere sahip bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon

olsun. O zaman

H 2 �($D2)

d¬r.
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·Ispat. 8Z; � 2 �(D1) ve W 2 �(�) için (2.3.5), Önerme (2.4.11) (i), (3.2) ve

(3.3) eşitlikleri kullan¬larak

PrZ� = rZP� = TZP� + hrZP�

= �r̂Z� +$r̂Z� +BTZ� + CTZ�

elde edilir. (2.5.16) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

g( TZP�;W ) = g(CTZ�;W )

elde edilir. Daha sonra (2.4.7) eşitli¼ginden

g(Z; P�)g(H;W ) = g(Z; �)g(H;PW )

bulunur. Buradan Z ve � n¬n rolleri de¼gi̧stirildi¼ginde

g(�; PZ)g(H;W ) = g(�; Z)g(H;PW )

olur. Şimdi bu eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

g(�; Z)g(H;PW ) = 0

bulunur. g(�; Z) 6= 0 olaca¼g¬ndan g(H;PW ) = 0 olur. Buradan H 2 �($D2)

olmal¬d¬r.

3.2 Para-Kompleks Uzay Formundan Yar¬-RiemannManifolduna Semi-

Slant Yar¬-Riemann Submersiyonlar

Bu alt bölümde para-Kaehler uzay formundan yar¬-Riemannmanifoldlar¬na tan¬ml¬

olan semi-slant yar¬-Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve li�erin para-

kesit e¼grili¼gi, Ricci e¼grili¼gi ve skaler e¼grili¼gi incelenilecektir. (B; g; P ) bir para-

Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann manifold ve F : B ! ~B bir semi-

slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. 8q 2 B için TqB uzay¬nda invaryant

bir M düzlemi alal¬m. Ayr¬ca M nin bir ortonormal baz¬fU; PUg olsun. B; ~B

ve F�1 (F(q)) li�nin para-kesit e¼griliklerini s¬ras¬yla K(M), K�(M) ve K̂(M) ile

ifade edebiliriz. Buradan aşa¼g¬daki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.1 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Burada �U = g(U;U) 2

f�1;+1g; �PU = g(PU; PU) 2 f�1;+1g d¬r.

(i) M � (D1)q olmas¬durumunda

K(M) = K̂(M) + �U�PUf�jjTPUU jj2 + jjTUU jj2 + g(P [PU;U ]; TUU)g

ve

(ii) M � (�)q olmas¬durumunda

K(M) = K�(M) + 3jjAUPU jj2

d¬r.

·Ispat. (i) Her null olmayan vektör alan¬U 2 �(D1) için (2.1.9) ve (2.4.13)

eşitliklerinden

K(U�PU) = K̂(U�PU)� jjTPUU jj2 + g(TUU; TPUPU)

bulunur. Daha sonra g yar¬-Riemann metri¼gi simetrik olup Önerme (2.4.11) (i),

(2.3.5) ve Teorem 2.1.11 (i) eşitliklerinden

K(U�PU) = K̂(U�PU)� jjTPUU jj2 + g(P [PU;U ] + PrUPU; TUU)

bulunur. Ard¬ndan g yar¬-Riemann metri¼ginin bilineerlik özelli¼gi ve Önerme

(2.4.11) (i) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

K(M) = K̂(M) + �U�PUf�jjTPUU jj2 + jjTUU jj2 + g(P [PU;U ]; TUU)g

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

(ii) U 2 � için (2.1.9) ve (2.4.11) eşitliklerini kullanarak

K(U�PU) = K�(U�PU)� 2g(AUPU;APUU) + g(APUPU;AUU)

�g(AUPU;APUU)
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elde edilir. A tensör alan¬alterneleyen oldu¼gundan AUU = �AUU dan 2AUU = 0

olup son denklemde yaz¬l¬rsa

K(M) = K�(M) + 3jjAUPU jj2

elde edilir.

Teorem 3.2.2 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬W;Z; �; Y 2 �(D1) için

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)

� g(W;P�)g(Z; PY ) + g(W;PY )g(Z; P�)

� 2g(W;PZ)g(�; PY )g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY ) (3.2.1)

ve

~K(W;Z) =
�

4
fjjW jj2jjZjj2 � g2(W;Z)� 3g2(W;PZ)g

+ g(TWW;TZZ) + jjTWZjj2 (3.2.2)

dir.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬W;Z; �; Y 2 �(D1) için (2.3.6) ve (2.4.10)

eşitliklerini kullanarak

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)

� g(W;P�)g(Z; PY ) + g(W;PY )g(Z; P�)

� 2g(W;PZ)g(�; PY )g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY )
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(3.2.1) eşitli¼gi elde edilir. Şimdi � = W ve Y = Z kabul edilir ve (3.2.1) denkle-

minde yaz¬l¬rsa

~K(W;Z) =
�

4
fg(W;W )g(Z;Z)� g(W;Z)g(Z;W )

�g(W;PW )g(Z; PZ) + g(W;PZ)g(Z; PW )

�2g(W;PZ)g(W;PZ)g

+g(TWW;TZZ)� g(TZW;TWZ)

bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

~K(W;Z) =
�

4
fjjW jj2jjZjj2 � g2(W;Z)� 3g2(W;PZ)g

+ g(TWW;TZZ) + jjTWZjj2

(3.2.2) eşitli¼gi de elde edilir.

Teorem 3.2.3 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. D1 in

total geodezik olmas¬için boy(D1) = p olacak şekilde li�erin skaler e¼grili¼gi

~�D1 = �
�

4
(p+ 2)p (3.2.3)

dir.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬W;Z 2 �(D1) ve fE1; :::; Epg ; �(D1)

üzerinde time-like(space-like) ortonormal bazlar için (2.1.6) eşitli¼gi kullan¬larak

~SD1(W;Z) =

pX
i=1

�i ~R(Ei;W; Z;Ei)

yaz¬l¬r. Ard¬ndan (2.3.6) eşitli¼gi kullan¬larak

~SD1(W;Z) =

pX
i=1

�

4
fg(Ei; Z)g(W;Ei)� g(Ei; Ei)g(W;Z)

�g(Ei; PZ)g(W;PEi) + g(Ei; PEi)g(W;PZ)

�2g(Ei; PW )g(Z; PEi)g
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elde edilir. Gerekli i̧slemleri yapt¬ktan sonra (2.3.1) eşitli¼gi kullan¬larak

~SD1(W;Z) = �
�

4
(p+ 2)g(W;Z) (3.2.4)

bulunur. Buradan (2.1.7) eşitli¼ginden

~�D1 = �
�

4
(p+ 2)p

(3.2.3) elde edilir.

Sonuç 3.2.4 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has semi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has semi-slant

yar¬-Riemann submersiyon olsun. O halde total geodezik olma şart¬n¬sa¼glayan

D1 distribüsyonu ayn¬zamanda Einstein manifoldudur.

·Ispat. (3.2.4) eşitli¼gi kullan¬larak

~SD1(W;Z) = �
�

4
(p+ 2)g(W;Z)

d¬r. Burada Einstein manifoldu tan¬m¬hat¬rlan¬rsa yani (2.1.8) eşitli¼gininden D1
total geodezik oldu¼gundaD1 e Einstein manifoldu denir.

Teorem 3.2.5 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 için bir has semi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has semi-slant yar¬-Riemann

submersiyon olsun. D2 nin total geodezik olmas¬için boy(D2) = 2q olacak şekilde

~�D2 =
�

2
(�1� 2q + 3 tanh2 ' sinh2 ') (3.2.5)

dir.

42



·Ispat. fE1; :::; Eqg space-like ve Eq+1 = sech'$E1; Eq+2 = sech'$E2; :::; E2q =

sech'$Eq time-like ortonormal bazlar¬�(D2) üzerinde seçildi¼ginde ve her null

olmayan vektör alanlar¬W;Z 2 �(D2) için

~SD2(W;Z) =

qX
i=1

~R(Ei;W; Z;Ei) +

2qX
j=q+1

~R(sech'$Ej;W; Z; sech'$Ej)

yaz¬labilir. Buradan ilk toplam (3.2.4) eşitli¼ginden bulunur. Yani

~SD2(W;Z) = �
�

4
(p+ 2)g(W;Z) +

2qX
j=q+1

~R(sech'$Ej;W; Z; sech'$Ej)

yaz¬labilir. Şimdi ikinci toplamda (2.3.6) eşitli¼gini kullanarak

~SD2(W;Z) =

pX
i=1

�

4
fg(sech'$Ej; Z)g(W; sech'$Ej)

�g(sech'$Ej; sech'$Ej)g(W;Z)

�g(sech'$Ej; PZ)g(W;P sech'$Ej)

+g(sech'$Ej; P sech'$Ej)g(W;PZ)

�2g(sech'$Ej; PW )g(Z; P sech'$Ej)g

elde edilir. Gerekli i̧slemleri yap¬ld¬ktan sonra (3.2) ve (2.5.2) eşitlikleri kul-

lan¬l¬rsa

~SD2(W;Z) =
�

4
(�1� 2q + 3 tanh2 ' sinh2 ')g(W;Z) (3.2.6)

bulunur. Buradan (2.1.7) eşitli¼ginden

~�D2 =
�

2
(�1� 2q + 3 tanh2 ' sinh2 ')

(3.2.5) elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.6 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 için bir has semi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has semi-slant yar¬-Riemann

submersiyon olsun. O halde total geodezik olma şart¬n¬sa¼glayanD2 distribüsyonu

ayn¬zamanda Einstein manifoldudur.
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·Ispat. (3.2.6) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

~SD2(W;Z) =
�

4
(�1� 2q + 3 tanh2 ' sinh2 ')g(W;Z)

d¬r. Burada Einstein manifoldu tan¬m¬hat¬rlan¬rsa yani (2.1.8) eşitli¼gindenD2 to-

tal geodezik oldu¼gundaD2 ye Einstein manifoldu denir.
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4. HEMI-SLANTYARI-RIEMANNSUBMERS·IYONLAR

Bu bölümde hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yar¬-Riemann mani-

foldlara hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar tan¬t¬lmakta ve tan¬mlanan bu

hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda üç tip aç¬için aşikar olmayan örnek-

ler inşa edilmektedir. Ard¬ndan iki altbölümden oluşan bu bölümde ilk olarak

hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda total umbilik li�er incelenmektedir.

·Ikinci altbölümde ise para-Kaehler uzay formundan yar¬-Riemann manifoldlar¬na

tan¬ml¬olan hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar¬n total uzay, baz uzay ve

li�erin para-kesit e¼grili¼gi, Ricci e¼grili¼gi ve skaler e¼grili¼gi araşt¬r¬lmaktad¬r.

Tan¬m 4.1 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-

Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

yar¬-Riemann submersiyonu P (çekF�) � (çekF�)? şart¬n¬sa¼gl¬yor ise bu dönüşüme

anti-invaryant yar¬-Riemann submersiyon denir (Gündüzalp, 2013).

Tan¬m 4.2 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-

Riemann manifold ve F : B! ~B bir yar¬-Riemann submersiyonu

(i) çekF� = D? �D';

(ii) D? distribüsyonu anti-invaryantt¬r,

(iii) D' distribüsyonu slant distribüsyondur,

şartlar¬sa¼glanacak şekilde çekF� da iki ortogonal D? ve D' distribüsyon varsa F

e hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon denir. Bu durumda ' aç¬s¬na da hemi-

slant aç¬denir. Ayr¬ca D? ve D' distribüsyonlar¬n¬n boyutu s¬ras¬yla m ve n ile

gösterilirse bu durumda

(i) n = 0 ise B bir anti-invaryant yar¬-Riemann submersiyondur.

(ii) m = 0 ve ' = 0 ise B bir invaryant yar¬-Riemann submersiyondur.

(iii) m = 0 ve ' 6= 0; �
2
ise B bir has slant yar¬-Riemann submersiyondur.

Şimdi R2nn de bir para-kompleks yap¬tan¬mland¬ktan sonra Teorem 2.5.3 ten fay-

dalanarak has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar için örnekler verilecektir.
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R2nn de kartezyen koordinatlar¬(y1; y2; :::; y2n), i 2 f1; :::; ng olacak şekilde para-

kompleks yap¬

P (
@

@y2i
) =

@

@y2i�1
; P (

@

@y2i�1
) =

@

@y2i

tan¬mlan¬r.

Örnek 4.3 F : R63 ! R31

F(y1; :::; y6) = (y2 sinh t� y3 cosh t; y1 sinh s� y4 cosh s; y5); t; s 2 R

dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y6
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R63 yar¬-öklidyen uza-

y¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y3
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R31 yar¬-

öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+) şeklinde alal¬m. F� türev dönüşümünün

matrisi

F� =

26664
0 sinh t � cosh t 0 0 0

sinh s 0 0 � cosh s 0 0

0 0 0 0 1 0

37775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 = cosh t
@
@y2
+ sinh t @

@y3
; U2 = cosh s

@
@y1
+ sinh s @

@y4
;

U3 =
@
@y6

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 = sinh t
@
@y2
+ cosh t @

@y3
;W2 = sinh s

@
@y1
+ cosh s @

@y4
;

W3 =
@
@y5

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U3 time-like vektör alanlar¬ve U2 space-like

vektör alan¬d¬r. Dahas¬, rankF� = 3 ve

gR31(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = 1

gR31(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR31(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = 1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D? anti-

invaryant ve D' slant distribüsyonlar¬geren vektörler

D' =< U1; U2 > ve D? =< U3 >
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d¬r.

PU3 = P (
@

@y6
) =

@

@y5
= W3

cosh' =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve cosh' =

g(PU2; U1)

kPU2k kU1k
do¼grudan i̧slemler ve Teorem (2.5.3) (i) den �2 = cosh2(t� s)I olup ' hemi-slant

aç¬s¬ile F bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

Örnek 4.4 F : R63 ! R32

F(y1; :::; y6) = (y1 sin�+ y3 cos�; y2 sin � + y4 cos �; y6)

� ve � sabit olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y6
) kanonik bazlar¬na

ba¼gl¬R63 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y3
) kanonik

bazlar¬na ba¼gl¬R32 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;�) şeklinde alal¬m. F�
türev dönüşümünün matrisi

F� =

26664
sin� 0 cos� 0 0 0

0 sin � 0 cos � 0 0

0 0 0 0 0 1

37775
dir. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 = cos�
@
@y1
� sin� @

@y3
; U2 = cos �

@
@y2
� sin � @

@y4
;

U3 =
@
@y5

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 = sin�
@
@y1
+ cos� @

@y3
;W2 = sin �

@
@y2
+ cos � @

@y4
;

W3 =
@
@y6

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U3 space-like vektör alanlar¬ve U2 time-like

vektör alan¬d¬r. Dahas¬, rankF� = 3 ve

gR32(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = 1

gR32(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR32(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = �1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D? anti-

invaryant ve D' slant distribüsyonlar¬geren vektörler

D' =< U1; U2 > ve D? =< U3 >
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d¬r.

PU3 = P (
@

@y5
) =

@

@y6
= W3

cos' =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve cos' =

g(PU2; U1)

kPU2k kU1k
do¼grudan i̧slemler ve Teorem (2.5.3) (ii) den �2 = cos2(���)I olup ' hemi-slant

aç¬s¬ile F bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

Örnek 4.5 F : R63 ! R33

F(y1; :::; y6) = (y2 cosh t� y3 sinh t; y4; y6)

0 6= t 2 R olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y6
) kanonik bazlar¬na

ba¼gl¬R63 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y3
) kanonik

bazlar¬na ba¼gl¬R33 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (�;�;�) şeklinde alal¬m. F�
dönüşüm matrisi

F� =

26664
0 cosh t � sinh t 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

37775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp
�
U1 = sinh t

@

@y2
+ cosh t

@

@y3
; U2 =

@

@y1
; U3 =

@

@y5

�

(çekF�)? = Sp
�
W1 = cosh t

@

@y2
+ sinh t

@

@y3
;W2 =

@

@y4
;W3 =

@

@y6

�
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U2 space-like vektör alanlar¬ve U3 time-like

vektör alan¬d¬r. Dahas¬, rankF� = 3 ve

gR33(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = �1

gR33(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR33(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = �1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D? anti-

invaryant ve D' slant distribüsyonlar¬geren vektörler

D' =< U1; U2 > ve D? =< U3 >
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PU3 = P (
@

@y5
) =

@

@y6
= W3

sinh' =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve sinh' =

g(PU2; U1)

kPU2k kU1k
do¼grudan i̧slemler ve Teorem (2.5.3) (iii) den �2 = � sinh2 tI olup ' hemi-slant

aç¬s¬ile F bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

(B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan vektör alan¬

W 2 �(çekF�) için

W = QW +	W (4.1)

yaz¬labilir. Burada, QW 2 �(çekF�) ve 	W 2 �(çekF�)? dir.

PW = �W +$W (4.2)

için �W ve $W s¬ras¬yla PW n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Ayr¬ca, her null

olmayan vektör alan¬� 2 �(çekF�)? için

P� = B� + C� (4.3)

d¬r. Burada, B� ve C� s¬ras¬yla P� n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Buna ek

olarak (çekF�)?

(çekF�)? = $D' � PD? � � (4.4)

şeklinde bir ayr¬̧s¬ma sahiptir. Burada �; P ye göre (çekF�)? in invaryant dis-

tribüsyonudur.

(4.2), (4.3) ve (4.4) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 4.6 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)
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bir hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buna göre aşa¼g¬daki eşitlikler

elde edilir.

(i) �D' = W 2 �(çekF�) (iii) �D? = f0g

(ii) B$D' = D' (iv) BPD? = D?.

(2.3.1), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 4.7 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buna göre aşa¼g¬daki eşitlikler

elde edilir.

(i) �2 +B$ = I (iii) �B +BC = f0g

(ii) C2 +$B = I (iv) $�+ C$ = 0:

Şimdi, has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonda distribüsyonlar¬n integral-

lenebilirli¼gi incelenilecektir.

Teorem 4.8 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann mani-

fold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬U;Z 2 �(D') ve � 2 �(D?) için D' slant distribüsyonun inte-

grallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

g(HrU$Z �HrZ$U;P�) = �g(TU$�Z � TZ$�U; �)

d¬r.
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·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D') ve � 2 �(D?) için Teorem

2.1.12 (i), (2.3.2) ve (4.2) eşitlikleri kullan¬larak

g([U;Z] ; �) = �g(rU$Z;P�) + g(rUP�Z; �)

+g(rZ$U;P�)� g(rZP�U; �)

bulunur. Daha sonra Önerme 2.4.15 (ii) ve Teorem 2.5.3 (i) kullan¬larak

g([U;Z] ; �) = g(�HrU$Z +HrZ$U;P�)

+ cosh2 'g([U;Z] ; �) + g(TU$�Z � TZ$�U; �)

bulunur ve eşitlik düzenlenirse

sinh2 'g([U;Z] ; �) = g(HrU$Z �HrZ$U;P�)

�g(TU$�Z � TZ$�U; �)

bulunur ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.8 kullan¬larak slant distribüsyonun integrallenebilir olmas¬için aşa¼g¬-

daki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.9 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann manifold

ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬U;Z 2 �(D') için has hemi-slant D' distribüsyonu

HrU$Z �HrZ$U 2 �($D' � �)

ve

TU$�Z � TZ$�U 2 �(D')

oldu¼gu için integrallenebilirdir.
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Teorem 4.10 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1, 2, 3 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

D? anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir.

·Ispat. Hat¬rlayal¬m ki B bir para-Kaehler manifold ise her null olmayan vektör

alanlar¬U;Z 2 �(TB); �(U;Z) = g(U; PZ) ile tan¬mlanan temel 2-form ve d

d¬̧s türevi için d� = 0 d¬r. Her null olmayan vektör alanlar¬U;Z 2 �(D?) ve

� 2 (çekF�) için

0 = 3d�(�; U; Z) = ��(U;Z) + U�(Z; �) + Z�(�; U)

� �([�; U ] ; Z)� �([U;Z] ; �)� �([Z; �] ; U)

= g(� [U;Z] ; �):

g bir yar¬-Riemann metrik oldu¼gundan � [U;Z] = 0 d¬r. Önerme 4.6(iii) den [U;Z]

2 D? elde edilir ki bu D? da¼g¬l¬m¬n¬n integrallenebilir oldu¼gu anlam¬na gelir.

Sonuç 4.11 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-

Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1, 2, 3 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(D?) için

TZP� = T�PZ (4.5)

dir.

·Ispat. (2.5.7) denkleminde Önerme 4.6 (iii) uygulan¬rsa

TZ$� = �(r̂Z�) +BT�Z (4.6)
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bulunur. Şimdi (4.6) denkleminde Z = � al¬n¬rsa

T�$Z = �(r̂�Z) +BTZ� (4.7)

olur. (4.6) ve (4.7) denklemleri birbirinden ç¬kar¬l¬rsa

TZ$� � T�$Z = � [Z; �]

elde edilir. Teorem 4.10 ve Önerme 4.6(iii) kullan¬l¬rsa � [Z; �] = 0 oldu¼gu görülür.

Buradan Z 2 �(D?) için $Z = PZ oldu¼gundan (4.5) ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi, has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonda dikey ve yatay distribüsyon-

lar¬n total geodezik olma durumlar¬incelenilecektir.

Teorem 4.12 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�)? ve U 2 �(çekF�) için B de tan¬ml¬yatay dis-

tribüsyonun total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

g(AZ�;QU) = �
1

cosh2 '
fg( HrZ�;$�QU)� g(AZB� + HrZC�;$U)g

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�)? ve U 2 �(çekF�) için

(4.1) eşitli¼ginden

g(rZ�; U) = g(rZ�;QU) + g(rZ�;	U)

elde edilir. (2.3.2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

g(rZ�; U) = �g(rZP�; PQU)� g(rZP�; P	U)

bulunur. (4.2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

g(rZ�; U) = �g(rZP�; �QU)� g(rZP�;$QU)

�g(rZP�; P	U)
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bulunur. Tekrar (4.2) ve (2.3.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; U) = g(rZ�; �
2QU) + g(rZ�;$�QU)

�g(rZP�;$QU)� g(rZP�; P	U)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i), Önerme 2.4.15 (iii), (iv) ve (4.3) eşitlikleri

kullan¬l¬rsa

g(rZ�; U) = cosh2 'g(AZ�;QU) + g(HrZ�;$�QU)

�g(AZB�;$QU)� g(HrZC�;$QU)

�g(AZB�; P	U)� g(HrZC�; P	U)

elde edilir. $U = $QU + P	U oldu¼gundan

g(rZ�; U) = cosh2 'g(AZ�;QU) + g(HrZ�;$�QU)

�g(AZB�;$U)� g(HrZC�;$U)

bulunur ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.13 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�) ve � 2 �(çekF�)? için B de tan¬ml¬dikey dis-

tribüsyonun total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

g(TZ�; �) = �
1

cosh2 '
fg(HrZ$��; �)� g(TZ$�;B�)� g(HrZ$�;C�)g

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�) ve � 2 �(çekF�)? için

(2.3.2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

g(rZ�; �) = �g(rZP�; P�)
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elde edilir. (4.2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

g(rZ�; �) = �g(rZ��; P�)� g(rZ$�; P�)

bulunur. Tekrar (2.3.2), (4.2) ve (4.3) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; �) = g(rZ�
2�; �) + g(rZ$��; �)

�g(rZ$�;B�)� g(rZ$�;C�)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve Önerme 2.4.15 (ii) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; �) = cosh2 'g(TZ�; �) + g(HrZ$��; �) + g(TZ$��; �)

�g(TZ$�;B�)� g(HrZ$�;B�) + g(TZ$�;C�)

+g(HrZ$�;C�)

elde edilir. Buradan gerekli düzenleme yap¬l¬rsa

g(rZ�; �) = cosh2 'g(TZ�; �)� g(HrZ$��; �) + g(TZ$�;B�)

+g(HrZ$�;C�)

bulunur.

Şimdi, has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonda anti-invaryant ve slant dis-

tribüsyonlar¬n total geodezik olma durumlar¬incelenilecektir.

Teorem 4.14 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬Z; � 2 �(D?); Y 2 �(D') ve � 2 �(çekF�)? içinD? anti-invariant

distribüsyonun total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

g(HrZ$�;$Y ) = g(TZ�;$�Y ) (4.8)

ve

g($TZP�; �) = g(HrZP�; C�) (4.9)
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d¬r.

·Ispat. Anti-invariant distribüsyonun total geodezik olmas¬için (2.4.10) eşitli¼ginin

gösterilmesi yeterlidir. Her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(D?); Y 2 �(D')

için (2.3.2) ve (4.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; Y ) = �g(rZP�; �Y )� g(rZP�;$Y )

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve Önerme 2.4.15 (ii) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

ve gerekli düzenlemeler ile

g(rZ�; Y ) = cosh
2 'g(rZ�; Y ) + g(TZ�;$�Y )� g(HrZ$�;$Y )

� sinh2 'g(rZ�; Y ) = �g(HrZ$�;$Y ) + g(TZ�;$�Y )

elde edilir. Buradan (4.8) ispatlanm¬̧s olur.

Benzer şekilde her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(D?), � 2 �(çekF�)? için

(2.3.2) ve (4.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; �) = �g(rZP�; P�)

bulunur. Daha sonra Önerme 2.4.15(ii) ve (4.3) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; �) = �g(TZP�;B�)� g(HrZP�; C�)

elde edilir. Buradan da (4.9) ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 4.15 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬Z; � 2 �(D'); Y 2 �(D?) ve � 2 �(çekF�)? için D' has hemi-

slant distribüsyonun total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

g(HrZ$�;$Y ) = g(TZ$��; Y ) (4.10)
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ve

g(HrZ$��; �) = g(TZ$�;B�) + g(HrZ$�;C�) (4.11)

d¬r.

·Ispat.Has hemi-slant distribüsyonun total geodezik olmas¬için (2.4.10) eşitli¼ginin

gösterilmesi yeterlidir. Her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(D'); Y 2 �(D?)

için (2.3.2) ve (4.2) den

g(rZ�; Y ) = �g(rZ��; PY )� g(rZ$�; PY )

bulunur. Daha sonra (2.3.2), Önerme 2.4.15 (ii) den

g(rZ�; Y ) = g(rZP��; Y )� g(TZ$� +HrZ$�; PY )

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve (4.2) den

� sinh2 'g(rZ�; Y ) = g(TZ$��; PY )� g(HrZ$�; PY )

elde edilir. Buradan (4.10) ispatlanm¬̧s olur. Benzer i̧slemler her null olmayan

vektör alanlar¬Z; � 2 �(D') ve � 2 �(çekF�)? için yap¬l¬rsa

� sinh2 'g(rZ�; �) = �g(TZ$�;B�)� g(HrZ$�;C�)

+g(HrZ$��; �)

elde edilir. Buradan da (4.11) ispatlanm¬̧s olur.

Son olarak bu bölümde has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonun total geo-

dezik olma durumu incelenilecektir.

Teorem 4.16 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�) ve �; � 2 �(çekF�)? için F in total geodezik
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olmas¬için gerek ve yeter şart

g(HrZ$�Q� + cosh
2 'TZQ�; �) = g(TZ$Q� + P	�; B�)

+g(HrZQ� +HrZP	�; C�) (4.12)

ve

g(Hr�$�� + cosh
2 'A�Q�; �) = g(A�$Q� + A�P	�; B�)

+g(Hr�$Q� +Hr�P��; C�) (4.13)

d¬r.

·Ispat. F in total geodezik olmas¬için (2.4.10) eşitli¼ginin gösterilmesi yeterlidir.

Her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�) ve � 2 �(çekF�)? için (2.3.2),

(4.1) ve (4.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; Y ) = �g(rZ�Q�; P�)� g(rZ$Q�; P�)� g(rZP	�; P�)

bulunur. Daha sonra (2.3.2), Önerme 2.4.15 (ii) ve (4.3) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; Y ) = g(rZP�Q�; �)� g(TZ$Q� +HrZ$Q�;B� + C�)

�g(TZP	� +HrZP	�; P�)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve (4.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; Y ) = cosh2 'g(rZQ�; �) + g(rZ$�Q�; �)

�g(TZ$Q� + P	�; B�)�g(HrZ$Q� +HrZP	�; C�)

olur. Daha sonra Önerme 2.4.15 (i) ve Önerme 2.4.15(ii) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rZ�; Y ) = g(HrZ$�Q� + cosh
2 'TZQ�; �)

�g(TZ$Q� + P	�; B�)�g(HrZ$Q� +HrZP	�; C�)

elde edilir. Buradan (4.12) ispatlanm¬̧s olur. Her null olmayan vektör alanlar¬

� 2 �(çekF�) ve �; � 2 �(çekF�)? için benzer i̧slemler ile (4.13) de ispatlan¬r.
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4.1 Hemi-Slant Yar¬-Riemann Submersiyonlarda Total Umbilik Li�er

Teorem 4.1.1 (B; g; P ) para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

dönüşümü bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. O zaman ya anti-

invariant distribüsyon için boy(D?) = 1 olmal¬ya da 8�q 2 B; F�1(�q) için herhangi

bir li�n ortalama e¼grilik vektör alan¬ olan H ile PD? birbirine dik olmal¬d¬r.

Ayr¬ca � nin paralel olmas¬durumunda H 2 �, $ n¬n paralel olmas¬durumunda

ise T � 0 olur.

·Ispat. F dönüşümünün has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olmas¬için ya

boy(D?) = 1 olmal¬ya da boy(D?) > 1 olmal¬d¬r. boy(D?) = 1 olmas¬durumu

aşikard¬r. fZ; �g ortonormal olacak şekilde 8Z; � 2 �(D?) için boy(D?) > 1

olmas¬ durumunu inceleyelim. Buradan (2.3.4), Önerme (2.4.15) (i), (3.2) ve

(3.3) eşitlikleri kullan¬larak

PrZ� = rZP� = TZP� +HrZP�

= �r̂Z� +$r̂Z� +BTZ� + CTZ�

olur ve eşitlik düzenlenirse

g( TZP�; Z) = g(�r̂Z�; Z) + g(BTZ�; Z)

elde edilir. Daha sonra (2.3.2) eşitli¼ginden

g( TZP�; Z) = �g( TZ�; PZ) (4.1.1)

bulunur. (2.4.8) ve (4.1.1) den

g(H;P�) = g( TZZ; P�) = �g( TZP�; Z) = g( TZ�; PZ)

= g(Z; �)g(H;PZ) = 0

bulunur. g(Z; �) = 0 olup, buradan

H?PD? (4.1.2)
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oldu¼gu görülür. Di¼ger bir yandan 8W1 2 �(D') için � nin paralel olmas¬duru-

munda (2.5.15) ve (2.3.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(H;$W1) = g( TZZ;$W1) = �g( TZ$W1; Z) = �g( BTZ$W1; Z)

= �g( PTZ$W1; Z) = g( TZ$W1; PZ) = 0

bulunur. Buradan

H?$D' (4.1.3)

oldu¼gu görülür. (4.4) eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa (4.1.2) ve (4.1.3) eşitliklerinden

H 2 �(�) oldu¼gu kolayca görülür. Son olarak $ n¬n paralel olmas¬durumunda

8Z 2 �(D?) ve � 2 �(�) için (2.5.16) ve (2.3.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(H; �) = g( TZZ; �) = �g( PTZZ; P�) = �g( CTZZ; P�)

= g( TZ�Z; P�) = 0

bulunur. �Z = 0 oldu¼gundan H = 0 oldu¼gu ve minimal li�ere sahip oldu¼gu

sonucu bulunur. Dahas¬li�er total umbilik oldu¼gundan (2.4.8) eşitli¼ginden T � 0

oldu¼gu ifade edilir.

4.2 Para-Kompleks Uzay Formundan Yar¬-RiemannManifolduna Hemi-

Slant Yar¬-Riemann Submersiyonlar

Bu alt bölümde para-Kaehler uzay formundan yar¬-Riemannmanifoldlar¬na tan¬ml¬

olan has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve li�erin

para-kesit e¼grili¼gi, Ricci e¼grili¼gi ve skaler e¼grili¼gi incelenilecektir.

Teorem 4.2.1 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her

space-like vektör alanlar¬W;Z; �; Y 2 �(D?) için

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY ) (4.2.1)
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ve

~K(W;Z) =
�

4
fjjW jj2jjZjj2 � g2(W;Z)g

� g(TWW;TZZ) + jjTWZjj2 (4.2.2)

d¬r.

·Ispat. Her space-like vektör alanlar¬W;Z; �; Y 2 �(D?) için (2.3.6) ve (2.4.11)

eşitlikleri kullan¬l¬rsa

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)

� g(W;P�)g(Z; PY ) + g(W;PY )g(Z; P�)

� 2g(W;PZ)g(�; PY )g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY )

elde edilir. W 2 �(D?) için PW 2 �(çekF�)? olup gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY )

(4.2.1) eşitli¼gi elde edilir. Şimdi � = W ve Y = Z al¬n¬r ve (4.2.1) eşitli¼ginde

yaz¬l¬rsa

~K(W;Z) =
�

4
fg(W;W )g(Z;Z)� g(W;Z)g(Z;W )

�g(W;PW )g(Z; PZ) + g(W;PZ)g(Z; PW )

�2g(W;PZ)g(W;PZ)g

+g(TWW;TZZ)� g(TZW;TWZ)

bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

~K(W;Z) =
�

4
fjjW jj2jjZjj2 � g2(W;Z)g

�g(TWW;TZZ) + jjTWZjj2

(4.2.2) eşitli¼gi elde edilir.
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Sonuç 4.2.2 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. E¼ger

space-like vektör alanlar¬W;Z 2 �(D?) için fW;Zg space-like ortonormal baz

ise

~K(W;Z) = ��
4
� g(TWW;TZZ) + jjTWZjj2 (4.2.3)

d¬r.

Sonuç 4.2.3 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için boy(B) > 2 olacak şekilde bir has hemi-slant yar¬-Riemann

submersiyon olsun. O halde sabit kesit e¼grili¼gi � = 0 olmak üzere, e¼ger anti-

invariant distribüsyonD? total geodezik iseB �att¬r.

Teorem 4.2.4 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has hemi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. E¼ger

D? total geodezik ise li�erin skaler e¼grili¼gi

~�? =
�

4
(1� p)p (4.2.4)

d¬r.

·Ispat. 8W;Z 2 �(D?) ve fE1; :::; Epg ; �(D?) üzerinde space-like ortonormal

baz için (2.1.6) eşitli¼gini kullanarak

~S?(W;Z) =

pX
i=1

�i ~R(Ei;W; Z;Ei)
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bulunur. Ard¬ndan (4.2.1) eşitli¼gini kullanarak

~S?(W;Z) =

pX
i=1

�

4
fg(Ei; Z)g(W;Ei)� g(Ei; Ei)g(W;Z)g

elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra

~S?(W;Z) =
�

4
(1� p)g(W;Z) (4.2.5)

bulunur. Buradan i = 1; :::p olacak şekilde W = Z = Ei al¬n¬p ve (4.2.5) den-

klemine uygulan¬r. Ard¬ndan (2.1.7) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

~�? =
�

4
(1� p)p

elde edilir.

Sonuç 4.2.5 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has hemi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has hemi-slant

yar¬-Riemann submersiyon olsun. O halde total geodezik olma şart¬n¬sa¼glayan

D? distribüsyonu ayn¬zamanda Einstein manifoldudur.

·Ispat. (4.2.5) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

~S?(W;Z) =
�

4
(1� p)g(W;Z)

d¬r. Burada Einstein manifoldu tan¬m¬hat¬rlan¬rsa yani (2.1.8) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

D? total geodezik oldu¼gundaD? e Einstein manifoldu denir.

Teorem 4.2.6 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)
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tip-1 için bir has hemi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has hemi-slant yar¬-Riemann

submersiyon olsun. Her null olmayan vektör alanlar¬W;Z; �; Y 2 �(D') için

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)

� g(W;P�)g(Z; PY ) + g(W;PY )g(Z; P�)

� 2g(W;PZ)g(�; PY )g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY ) (4.2.6)

ve

~K(W;Z) =
�

4
fjjW jj2jjZjj2 � g2(W;Z) + 3g2(W;PZ)g

�g(TWW;TZZ) + jjTWZjj2 (4.2.7)

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬W;Z; �; Y 2 �(D?) için (2.3.6) eşitli¼gi

kullan¬larak

~R(W;Z; �; Y ) =
�

4
fg(W; �)g(Z; Y )� g(W;Y )g(Z; �)

� g(W;P�)g(Z; PY ) + g(W;PY )g(Z; P�)

� 2g(W;PZ)g(�; PY )g

+g(TW �; TZY )� g(TZ�; TWY )

(4.2.6) eşitli¼gi elde edilir. Şimdi � = W ve Y = Z olsun. Ard¬ndan (4.2.6)

eşitli¼ginde yaz¬ld¬ktan sonra gerekli i̧slemlerle (4.2.7) eşitli¼gi elde edilir.

Teorem 4.2.7 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)

tip-1 için bir has hemi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has hemi-slant yar¬-Riemann

submersiyon olsun. D' nin total geodezik olmas¬için

~�' =
�

2
(�q � 2 + 3 cosh2 ') (4.2.8)
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d¬r.

·Ispat. fE1; :::; Eqg space-like ve Eq+1 = sech'$E1; Eq+2 = sech'$E2; :::; E2q =

sech'$Eq time-like ortonormal bazlar¬�(D') üzerinde seçilir ve her null olmayan

vektör alanlar¬W;Z 2 �(D') için

~S'(W;Z) =

qX
i=1

~R(Ei;W; Z;Ei) +

2qX
j=q+1

~R(sech'$Ej;W; Z; sech'$Ej)

yaz¬l¬r. Buradan ilk toplam (4.2.4) eşitli¼ginden bulunur. Yani

~S'(W;Z) =
�

4
(1� p)g(W;Z) +

2qX
j=q+1

~R(sech'$Ej;W; Z; sech'$Ej)

yaz¬l¬r. Şimdi ikinci toplamda (2.3.6) eşitli¼gini kullanarak

~S'(W;Z) =

pX
i=1

�

4
fg(sech'$Ej; Z)g(W; sech'$Ej)

�g(sech'$Ej; sech'$Ej)g(W;Z)

�g(sech'$Ej; PZ)g(W;P sech'$Ej)

+g(sech'$Ej; P sech'$Ej)g(W;PZ)

�2g(sech'$Ej; PW )g(Z; P sech'$Ej)g

bulunur. Gerekli i̧slemleri yapt¬ktan sonra

~S'(W;Z) =
�

4
(�q � 2 + 3 cosh2 ')g(W;Z) (4.2.9)

bulunur. Buradan (2.1.7) eşitli¼ginden

~�' =
�

2
(�q � 2 + 3 cosh2 ')

(4.2.8) elde edilir.

Sonuç 4.2.8 (B(�); g) bir para-Kaehler uzay formu, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B(�); g)! ( ~B; ~g)
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tip-1 için bir has hemi-slant aç¬olan ' ile birlikte bir has hemi-slant yar¬-Riemann

submersiyon olsun. O halde total geodezik olma şart¬n¬sa¼glayanD' distribüsyonu

ayn¬zamanda Einstein manifoldudur.

·Ispat. (4.2.9) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

~S'(W;Z) =
�

4
(�q � 2 + 3 cosh2 ')g(W;Z)

d¬r. Burada Einstein manifoldu tan¬m¬hat¬rlan¬rsa yani (2.1.8) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

D' total geodezik oldu¼gunda D' ye Einstein manifoldu denir.
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5. BI-SLANT YARI-RIEMANN SUBMERS·IYONLAR

Bu bölümde hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yar¬-Riemann man-

ifoldlara bi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar tan¬t¬lmakta ve tan¬mlanan bu

bi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda üç tip aç¬için aşikar olmayan örnekler

inşa edilmektedir. Ard¬ndan iki altbölümden oluşan bu bölümde ilk olarak bi-

slant yar¬-Riemann submersiyonlarda total umbilik li�er incelenmektedir. ·Ikinci

altbölümde ise bi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda e¼grilik ili̧skileri araşt¬r¬l-

maktad¬r.

Tan¬m 5.1 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann manifold

ve F : B! ~B bir yar¬-Riemann submersiyonu

(i) çekF� = D'1 �D'2 ;

(ii) D'1 2 (çekF�) ve D'2 2 (çekF�) olacak şekilde slant distribüsyonlar vard¬r,

(iii) D'1 ve D'2 distribüsyonlar¬n¬n slant aç¬lar¬s¬ras¬yla '1 ve '2 dir,

şartlar¬ sa¼glanacak şekilde çekF� da iki ortogonal D'1 ve D'2 distribüsyonlar¬

varsa F e bi-slant yar¬-Riemann submersiyon denir.

:

Şimdi R2nn de bir para-kompleks yap¬ tan¬mland¬ktan sonra Teorem 2.5.3 ten

faydalanarak has bi-slant yar¬-Riemann submersiyonlar için örnekler verilecektir.

R2nn de kartezyen koordinatlar¬(y1; y2; :::; y2n), i 2 f1; :::; ng olacak şekilde para-

kompleks yap¬

P (
@

@y2i
) =

@

@y2i�1
; P (

@

@y2i�1
) =

@

@y2i

tan¬mlan¬r.

Örnek 5.2 F : R84 ! R42

F(y1; :::; y8) = (y2 sinh �1 � y3 cosh �1; y7; y4 cosh �2 � y5 sinh �2; y8)

olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y8
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R84 yar¬-

öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y4
) kanonik ba-

zlar¬na ba¼gl¬R42 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretlerini (+;+;�;�) şeklinde alal¬m.

67



F� türev dönüşümünün matrisi

F� =

26666664
0 sinh �1 � cosh �1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 cosh �2 � sinh �2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

37777775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 = cosh �1
@
@y2
+ sinh �1

@
@y3
; U2 =

@
@y1
;

U3 = sinh �2
@
@y4
+ cosh �2

@
@y5
; U4 =

@
@y6

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 = sinh �1
@
@y2
+ cosh �1

@
@y3
;W2 =

@
@y7
;

W3 = cosh �2
@
@y4
+ sinh �2

@
@y5
;W4 =

@
@y8

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U4 time-like vektör alanlar¬ve U2; U3 space-

like vektör alanlar¬d¬r. Dahas¬, rankF� = 4 ve

gR42(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = 1

gR42(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = 1

gR42(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = �1

gR42(F�W4;F�W4) = gR84(W4;W4) = �1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D'1 ve

D'2 slant distribüsyonlar¬n¬geren vektörler

D'1 =< U1; U2 > ve D'2 =< U3; U4 >

d¬r.

cosh'1 =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve cosh'2 =

g(PU3; U4)

kPU3k kU4k
do¼grudan i̧slemler ile cosh'1 = cosh �1 ve cosh'2 = cosh �2 oldu¼gundan �1 ve �2

bi-slant aç¬lar¬ile F bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

Örnek 5.3 F : R84 ! R42

F(y1; :::; y8) = (
y1 � y3p

2
; y4;

p
3y5 � y7
2

; y8)
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olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y8
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R84 yar¬-

öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y4
) kanonik ba-

zlar¬na ba¼gl¬R42 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretlerini (+;�;+;�) şeklinde alal¬m.

F� türev dönüşümünün matrisi

F� =

26666664
1p
2
0 � 1p

2
0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0
p
3
2

0 �1
2
0

0 0 0 0 0 0 0 1

37777775
d¬r. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 =
1p
2

�
@
@y1
+ @

@y3

�
; U2 =

@
@y2
;

U3 =
1
2

�p
3 @
@y5
+ @

@y7

�
; U4 =

@
@y6

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 =
1p
2

�
@
@y1
� @

@y3

�
;W2 =

@
@y4
;

W3 =
1
2

�p
3 @
@y5
� @

@y7

�
;W4 =

@
@y8

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U1; U3 space-like vektör alanlar¬ve U2; U4 time-

like vektör alanlar¬d¬r. Dahas¬, rankF� = 4 ve

gR42(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = 1

gR42(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR42(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = 1

gR42(F�W4;F�W4) = gR84(W4;W4) = �1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D'1 ve

D'2 slant distribüsyonlar¬n¬geren vektörler

D'1 =< U1; U2 > ve D'2 =< U3; U4 >

d¬r.

cos'1 =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve cos'2 =

g(PU3; U4)

kPU3k kU4k
do¼grudan i̧slemler ile cos'1 = cos

�
�
4

�
ve cos'2 = cos

�
�
3

�
oldu¼gundan '1 =

�
4
ve

'2 =
�
3
bi-slant aç¬lar¬ile F bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.
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Örnek 5.4 F : R84 ! R42

F(y1; :::; y8) = (y2 cosh 
1 � y3 sinh 
1; y4; y5 cosh 
2 � y8 sinh 
2; y7)

olacak şekilde dönüşümü verilsin. ( @
@y1
; :::; @

@y8
) kanonik bazlar¬na ba¼gl¬R84 yar¬-

öklidyen uzay¬n¬n i̧saretini (+;�;+;�;+;�;+;�) ve ( @
@y1
; :::; @

@y4
) kanonik ba-

zlar¬na ba¼gl¬R42 yar¬-öklidyen uzay¬n¬n i̧saretlerini (�;�;+;+) şeklinde alal¬m.

F� dönüşüm matrisi

F� =

26666664
0 cosh 
1 � sinh 
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 cosh 
2 0 0 � sinh 
2
0 0 0 0 0 0 1 0

37777775
dir. Buradan

çekF� = Sp

8<: U1 = sinh 
1
@
@y2
+ cosh 
1

@
@y3
; U2 =

@
@y1
;

U3 = sinh 
2
@
@y5
+ cosh 
2

@
@y8
; U4 =

@
@y6

9=;
(çekF�)? = Sp

8<: W1 = cosh 
1
@
@y2
+ sinh 
1

@
@y3
;W2 =

@
@y4
;

W3 = cosh 
2
@
@y5
+ sinh 
2

@
@y8
;W4 =

@
@y7

9=;
elde edilir. Ayr¬ca not edelim ki U3; U4 time-like ve U1; U2 space-like vektör alan-

lar¬d¬r. Dahas¬, rankF� = 4 ve

gR42(F�W1;F�W1) = gR84(W1;W1) = �1

gR42(F�W2;F�W2) = gR84(W2;W2) = �1

gR42(F�W3;F�W3) = gR84(W3;W3) = 1

gR42(F�W4;F�W4) = gR84(W4;W4) = 1

eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan F bir yar¬-Riemann submersiyondur. Ayr¬ca D'1 ve

D'2 slant distribüsyonlar¬n¬geren vektörler

D'1 =< U1; U2 > ve D'2 =< U3; U4 >

d¬r.

sinh'1 =
g(PU1; U2)

kPU1k kU2k
ve sinh'2 =

g(PU3; U4)

kPU3k kU4k

70



do¼grudan i̧slemler ile sinh'1 = sinh 
1 ve sinh'2 = sinh 
2 oldu¼gundan 
1 ve 
2

bi-slant aç¬lar¬ile F bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyondur.

(B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann

manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan vektör alan¬

W 2 �(çekF�) için

PW = �W +$W (5.1)

d¬r.Burada, �W ve $W s¬ras¬yla PW n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Ayr¬ca,

her null olmayan vektör alan¬� 2 �(çekF�)? için

P� = B� + C� (5.2)

d¬r. Burada, B� ve C� s¬ras¬yla P� n¬n dikey ve yatay bileşenleridir. Bunlara ek

olarak

(çekF�)? = $D'1 �$D'2 � � (5.3)

şeklinde yaz¬labilir. Burada �; P ye göre (çekF�)? in invaryant distribüsyonudur.

(5.1) ve (5.2) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 5.5 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buna göre aşa¼g¬daki eşitlikler

elde edilir.

(i) �D'1 � D'1 (iii) �D'2 � D'2

(ii) B� = f0g (iv) C� = �.

(2.3.1), (5.1) ve (5.2) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki önerme elde edilir.
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Önerme 5.6 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Buna göre Z 2 D'1 ve � 2 D'2

vektör alanlar¬için aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

(i) �2Z +B$Z = Z (iii) �B +BC = f0g

(ii) C2� +$B� = � (iv) $�+ C$ = f0g.

Şimdi, aşa¼g¬da elde edilen eşitlikler has bi-slant yar¬-Riemann submersiyonlarda

distribüsyonlar¬n integrallenebilirli¼gi ve total geodezik olma durumlar¬n¬incele-

mek için kolayl¬k sa¼glayacakt¬r.

Lemma 5.7 (B; g; P ) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, ( ~B; ~g) bir

yar¬-Riemann manifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun.

E¼ger F ; tip-1 bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon ise her null olmayan

U;W 2 D'1 ve Z; � 2 D'2 için

g(rUW;Z) = csch
2'1g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U) (5.4)

g(rZ�; U) = csch
2'2g(TU$�� � T�U$� � A$U$�;Z) (5.5)

d¬r. E¼ger F ; tip-2 bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon ise her null olmayan

U;W 2 D'1 ve Z; � 2 D'2 için

g(rUW;Z) = csc
2 '1g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U) (5.6)

g(rZ�; U) = csc
2 '2g(TU$�� � T�U$� � A$U$�;Z) (5.7)
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d¬r. E¼ger F ; tip-3 bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon ise her null olmayan

U;W 2 D'1 ve Z; � 2 D'2 için

g(rUW;Z) = sech
2'1g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U) (5.8)

g(rZ�; U) = sech
2'2g(TU$�� � T�U$� � A$U$�;Z) (5.9)

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan U;W 2 D'1 ve Z; � 2 D'2 için (2.3.2) ve (5.1) eşitlikleri

kullan¬l¬rsa

g(rUW;Z) = �g(rUPW;PZ)

= �g(rU�W;PZ)� g(rU$W;PZ)

elde edilir. Tekrar (2.3.2) ve (5.1) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rUW;Z) = g(rU�
2W;Z) + g(rU$�W;Z)

�g(rU$W;�Z)� g(rU$W;$Z)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve Önerme 2.4.11 (i), (ii) eşitlikleri kul-

lan¬larak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

g(rUW;Z) = cosh2 'g(rUW;Z) + g(TU$�W;Z)

�g(TU$W;�Z)� g(AU$W;$Z)

elde edilr. Son olarak (2.4.3) ve (2.4.4) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(rUW;Z) = csch
2'1g(T�Z$W � TZ$�W + A$Z$W;U)

(5.4) bulunur. Benzer şekilde (5.5) de elde edilir. Ayr¬ca tip-2 ve tip-3 için ifade

edilen eşitlikler de benzer i̧slemler ile elde edilebilir.

Teorem 5.8 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann mani-

fold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)
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tip-1 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬U;W 2 (D'1) ve Z 2 �(D'2) için has bi-slant D'1 distribüsyonun

integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U) = g(TZ$�U � T�Z$U � A$Z$U;W )

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬U;W 2 (D'1) ve Z 2 �(D'2) için (5.4)

eşitli¼gi kullan¬larak

g([U;W ] ; Z) = g(rUW;Z)� g(rWU;Z)

= csch2'1

8<: g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U)

�g(TZ$�U � T�Z$U � A$Z$U;W )

9=;
ispat elde edilir.

Teorem 5.9 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann mani-

fold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬U 2 D'1 ve Z; � 2 D'2 için has bi-slant D'2 distribüsyonun

integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

g(TU$�� � T�U$� � A$U$�;Z) = g(TU$�Z � T�U$Z � A$U$Z; �)

d¬r.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 5.8 in ispat¬ile benzer şekilde elde edilir.

Teorem 5.10 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)
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tip-1 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬U;W 2 (D'1) ve Z 2 �(D'2) için has bi-slant D'1 distribüsyonun

total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U) = 0 (5.10)

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan U;W 2 D'1 ve Z 2 D'2 için Önerme 2.4.11 (i) ve (5.4)

eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g(r̂UW;Z) = g(rUW;Z)

= csch2'1g(TZ$�W � T�Z$W � A$Z$W;U)

bulunur. Buradan slant D'1 distribüsyonun total geodezik olmas¬için gerek ve

yeter şart r̂UW 2 D'1 olmas¬d¬r.

Teorem 5.11 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektör alanlar¬U 2 (D'1) ve Z; � 2 �(D'2) için has bi-slant D'2 distribüsyonun

total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart

g(TU$�� � T�U$� � A$U$�;Z) = 0 (5.11)

d¬r.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 5.10 un ispat¬ile benzer şekilde elde edilir.

Sonuç 5.12 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve F : (B; g; P )!( ~B; ~g) dönüşümünün tip-1, 2 veya 3 için bir has bi-slant
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yar¬-Riemann submersiyon olsun. BD'1 �BD'2 , çekF� da bir yerel çarp¬m olmas¬

için gerek ve yeter şart D'1 ve D'2 distribüsyonlar¬n¬n s¬ras¬yla BD'1 ve BD'2

integral manifoldlar¬n¬n (5.10) ve (5.11) denklemlerinde geçerli olmas¬d¬r.

Teorem 5.13 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1, 2 veya 3 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�) için (çekF�) ¬n total geodezik olmas¬için

gerek ve yeter şart

Cg(TZ�� +HrZ$�) +$g(r̂Z�� + TZ$�) = 0 (5.12)

d¬r.

·Ispat. Her null olmayan vektör alanlar¬Z; � 2 �(çekF�) için (2.3.1), Önerme

2.4.11 (i), (ii), (5.1) ve (5.2) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

rZ� = PrZP� = P (rZ�� +rZ$�)

= P (TZ�� + r̂Z�� + TZ$� +HrZ$�)

= BTZ�� + CTZ�� + �r̂Z�� +$r̂Z��

+�TZ$� +$TZ$� +BHrZ$� + CHrZ$�

bulunur. Burada çekF� a ait k¬s¬mlar ayr¬l¬rsa (5.12) elde edilir.

Teorem 5.14 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1, 2 veya 3 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬U;W 2 �(çekF�)? için (çekF�)? in total geodezik olmas¬

için gerek ve yeter şart

Bg(AUBW +HrUCW ) + �g(AUCW + VrUBW ) = 0 (5.13)
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d¬r.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬Teorem 5.13 ün ispat¬ile benzer şekilde elde edilir.

Sonuç 5.12 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve F : (B; g; P )!( ~B; ~g) dönüşümünün tip-1, 2 veya 3 için bir has bi-slant

yar¬-Riemann submersiyon olsun. BçekF� �BçekF?� , çekF� da bir yerel çarp¬m

olmas¬için gerek ve yeter şart (çekF�) ve (çekF�)? distribüsyonlar¬n¬n s¬ras¬yla

BçekF� ve BçekF� integral maifoldlar¬n¬n (5.12) ve (5.13) denklemlerinde geçerli

olmas¬d¬r.

5.1 Bi-Slant Yar¬-Riemann Submersiyonlarda E¼grilik ·Ili̧skileri

Bu alt bölümde bir (B; g; P ) para-Kaehler manifoldundan bir ( ~B; ~g) yar¬-Riemann

manifolduna tan¬ml¬olan bi-slant yar¬-Riemann submersiyonun total uzay, baz

uzay ve li�erin para-kesit e¼grili¼gi incelenilecektir. B; ~B ve F�1 (F(x)) li�nin para-

kesit e¼griliklerini s¬ras¬yla K(M), K�(M) ve ~K(M) ile ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.1 (B; g; P ) bir para-Kaehler manifold, ( ~B; ~g) bir yar¬-Riemann man-

ifold ve

F : (B; g; P )!( ~B; ~g)

tip-1 veya tip-2 için bir has bi-slant yar¬-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektör alanlar¬Z1; Z2 2 (çekF�) ve �1; �2 2 (çekF�)? için

K(Z1; Z2) = �Z1�Z2

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

~K(�Z1; �Z2) k�Z1k�2 k�Z2k�2

+K�($Z1; $Z2) k$Z1k�2 k$Z2k�2

�g(T�Z1�Z1; T�Z2�Z2) + kT�Z1�Z2k
2

�3 kA$Z1$Z2k
2 + g((r$Z2T )�Z1�Z1; $Z2)

+ kA$Z2�Z1k
2 � kT�Z1$Z2k

2

+g((r$Z1T )�Z2�Z2; $Z1) + kA$Z1�Z2k
2

�kT�Z2$Z1k
2

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;

(5.1.1)
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K(Z1; �1) = �Z1��1

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

~K(�Z1; B�1) k�Z1k
�2 kB�1k

�2

+K�($Z1; C�1) k$Z1k
�2 kC�1k

�2

�g(T�Z1�Z1; TB�1B�1) + kT�Z1B�1k
2

�3 kA$Z1C�1k
2 + g((rC�1T )�Z1�Z1; C�1)

+


AC�1�Z1

2 � kT�Z1C�1k2

+g((r$Z1T )B�1B�1; $Z1) + kA$Z1B�1k
2

�


TB�1$Z1

2

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;

(5.1.2)

K(�1; �2) = ��1��2

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

~K(B�1; B�2) kB�1k
�2 kB�2k

�2

+K�(C�1; C�2) kC�1k
�2 kC�2k

�2

�g(TB�1B�1; TB�2B�2) +


TB�1B�2

2

�3


AC�1C�2

2 + g((rC�2T )B�1B�1; C�2)

+


AC�2B�1

2 � 

TB�1C�2

2

+g((rC�1T )B�2B�2; C�1) +


AC�1B�2

2

�


TB�2C�1

2

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;

(5.1.3)

d¬r. Burada �Z1 = g(Z1; Z1) 2 f�1g ; �Z2 = g(Z2; Z2) 2 f�1g ; ��1 = g(�1; �1) 2

f�1g ; ��2 = g(�2; �2) 2 f�1g d¬r.

·Ispat. Her null olmayan ortonormal vektör alanlar¬Z1; Z2 2 (çekF�) ve �1; �2
2 (çekF�)? için K(Z1; Z2) = K(PZ1; PZ2) eşitli¼gi için (5.1) ve (5.2) kullan¬l¬rsa

K(Z1; Z2) = K(PZ1; PZ2) = K(�Z1; �Z2) +K(�Z1; $Z2)

+K($Z1; �Z2) +K($Z1; $Z2)

bulunur. Kesit e¼grili¼ginin tan¬m¬kullan¬l¬rsa

K(Z1; Z2) = R(�Z1; �Z2; �Z2; �Z1) +R(�Z1; $Z2; $Z2; �Z1)

+R($Z1; �Z2; �Z2; $Z1) +R($Z1; $Z2; $Z2; $Z1)
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elde edilir.Burada (2.4.10), (2.4.11) ve (2.4.12) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

K(Z1; Z2) = �Z1�Z2

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

~R(�Z1; �Z2; �Z2; �Z1)� g(T�Z1�Z1; T�Z2�Z2)

+ kT�Z1�Z2k
2 + g((r$Z2T )�Z1�Z1; $Z2)

+ kA$Z2�Z1k
2 � kT�Z1$Z2k

2

+g((r$Z1T )�Z2�Z2; $Z1) + kA$Z1�Z2k
2

�kT�Z2$Z1k
2 +R�($Z1; $Z2; $Z2; $Z1)

�3 kA$Z1$Z2k
2

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
bulunur. Şimdi

~R(�Z1; �Z2; �Z2; �Z1) = ~K(�Z1; �Z2) k�Z1k�2 k�Z2k�2

ve

R�($Z1; $Z2; $Z2; $Z1) = K
�($Z1; $Z2) k$Z1k�2 k$Z2k�2

eşitliklerini son denklemde yaz¬l¬rsa (5.1.1) elde edilir. Benzer i̧slemler ile (5.1.2)

ve (5.1.3) eşitlikleri elde edilir.
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6. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tez çal¬̧smas¬na yar¬-Riemannmanifoldlar, distribüsyonlar, para-kompleks man-

ifoldlar, yar¬-Riemann submersiyonlar ve son olarak da Neutral slant submer-

siyonlar¬n tan¬mlar¬verilerek başland¬. Ard¬ndan hemen hemen para-Hermityen

manifoldlardan yar¬-Riemann manifoldlara semi-slant, hemi-slant ve bi-slant yar¬-

Riemann submersiyonlar tan¬mlanarak bu submersiyonlarda da üç tip içinde

özgün geometrik sonuçlar elde edilmi̧stir. Ayr¬ca tan¬mlanan bu yar¬-Riemann

submersiyon türlerinde üç tip aç¬için de aşikar olmayan örnekler inşa edilmi̧stir.

Daha sonra para-kompleks uzay formlar¬n¬kullanarak para-kesit, Ricci ve skalar

e¼grilikler için karakterizasyonlar elde edilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda yar¬-Riemann submersiyondaki benzer problemler farkl¬man-

ifold çeşitleri için incelenebilir. Dolay¬s¬yla bu tez çal¬̧smas¬yeni çal¬̧smalara ¬̧s¬k

tutacak niteliktedir.
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