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OZET

PARA-KOMPLEKS GEOMETRIDE BAZI SLANT YARI-RIEMANN
SUBMERSIYONLAR

Basarir Noyan, Esra
Doktora, Matematik Bolumii
Danigman: Prof. Dr. Yilmaz Glndizalp
Temmuz 2023, 95 sayfa

Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Birinci bolimde, konunun tarihsel gelisimi ele
alinmaktadir. Ikinci boliimde, devaminda gelecek olan boliimlerdeki konulara onciiliik
edecek temel kavramlar tamitilmaktadir. Ugiincl bolimde, hemen hemen para-Hermityen
manifoldlardan yari-Riemann manifoldlara semi-slant yari-Riemann submersiyonlar
tanimlanarak bu submersiyonlarda {i¢ tip a¢1 i¢in de bazi geometrik 6zellikler elde edilmistir.
Elde edilen bu 6zellikler asikar olmayan ornekler tizerinde de incelenmistir. Ayrica, hemen
hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-Riemann manifoldlara tanimli semi-slant yari-
Riemann submersiyonlarin harmonik ve tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin
total geodezikligi i¢in de gerek ve yeter sartlar elde edildi. Daha sonra para-kompleks uzay
formlarmi kullanarak para-kesit, Ricci ve skalar egrilikler hesaplanmigtir. Dordincu
b6limde, hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-Riemann manifoldlara hemi-
slant yari-Riemann submersiyonlar tanimlanarak bu submersiyonlarda {i¢ tip a¢1 i¢in de bazi
geometrik ozellikler elde edilmistir. Elde edilen bu 6zellikler asikar olmayan Ornekler
tizerinde de incelenmistir. Ayrica, hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-
Riemann manifoldlara tanimli hemi-slant yari-Riemann submersiyonlarin harmonik ve
tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin total geodezikligi igin de gerek ve yeter
sartlar elde edildi. Daha sonra para-kompleks uzay formlarini kullanarak para-kesit, Ricci ve
skalar egrilikler hesaplanmigtir. Besinci boélimde, hemen hemen para-Hermityen
manifoldlardan  yari-Riemann manifoldlara bi-slant yari-Riemann  submersiyonlar
tanimlanarak bu submersiyonlarda ii¢ tip ag1 i¢in de bazi geometrik 6zellikler elde edilmistir.
Elde edilen bu 6zellikler asikar olmayan ornekler tizerinde de incelenmistir. Ayrica, hemen
hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-Riemann manifoldlara tanimli bi-slant yari-
Riemann submersiyonlarin harmonik ve tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin
total geodezikligi i¢in de gerek ve yeter sartlar elde edildi. Daha sonra bi-slant yari-Riemann
submersiyonlarda egrilik iliskileri arasinda bagmtilar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Yari-Riemann submersiyon, Hemen hemen para-Hermityen
manifold, Para-Kaehler manifold, Semi-slant yari-Riemann submersiyon, Hemi-slant
yar1-Riemann submersiyon, Bi-slant yari-Riemann submersiyon.
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ABSTRACT

SOME SLANT PSEUDO-RIEMANNIAN SUBMERSIONS IN PARA-
COMPLEX GEOMETRY

Basarir Noyan, Esra
Doctorate of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz Gunduzalp
July 2023, 95 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the historical development of the
subject is discussed. In the second chapter, the basic definitions regarding to the subjects in
the next chapters are introduced. In the third chapter, semi-slant pseudo-Riemannian
submersions from almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are
defined and some geometric properties are obtained for all three types of angles in these
submersions. These properties were also examined on the non-trivial examples. Also, the
harmonicity and being totally geodesic of semi-slant pseudo-Riemannian submersions from
almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are investigated. Then
necessary and sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are obtained.
Also, curvature properties for semi-slant pseudo-Riemannian submersions from para-
Kaehler space forms are given. In the fourth chapter, hemi-slant pseudo-Riemannian
submersions from almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are
defined and some geometric properties are obtained for all three types of angles in these
submersions. These properties were also examined on the non-trivial examples. Also, the
harmonicity and being totally geodesic of hemi-slant pseudo-Riemannian submersions from
almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are investigated. Then
necessary and sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are obtained.
Also, curvature properties for hemi-slant pseudo-Riemannian submersions from para-
Kaehler space forms are given. In the fifth chapter, bi-slant pseudo-Riemannian submersions
from almost para-Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are defined and
some geometric properties are obtained for all three types of angles in these submersions.
These properties were also examined on the non-trivial examples. Also, the harmonicity and
being totally geodesic of bi-slant pseudo-Riemannian submersions from almost para-
Hermitian manifolds to pseudo-Riemannian manifolds are investigated. Then necessary and
sufficient conditions for the maps to have totally geodesic fibers are obtained. Also, the
curvature relations between the total manifold and the base manifold for such submersions
are given.

Keywords: Pseudo-Riemannian submersion, Almost para-Hermitian manifold, Para-
Kaehler manifold, Semi-slant pseudo- Riemannian submersion, Hemi-slant pseudo-
Riemannian submersion, Bi-slant pseudo-Riemannian submersion.



1. GIRIS

Eski uygarhiklardan giintimiize kadar olan donemde, her alanda geometri biliminin
izi vardir. Zaman icerisinde bilim ve teknigin ilerlemesi ile olusan ihtiyaclara
gore geometri cesitli alanlara ayrilmistir. Bu alanlardan birisi de diferensiyel
geometridir. Modern matematigin caligma alanlarina baktigimizda diferensiyel

geometrinin en aktif ¢calisma alanlarindan biri oldugu goriilmektedir.

19. yiizyildan sonra diferensiyel geometri daha ¢ok diferensiyellenebilir manifold-
lar iizerinde olugan geometrik yapilar ile ilgilenmistir. Bir manifoldun geometrisi
iizerine yapilan c¢aligmalarda kullanilan metotlardan biri, diger bir manifold icin
uygun bir doniigiim tanimlamaktir. Bu metotda, déniigiimiin ve diger manifoldun
ozelliklerinden yararlanarak ele alinan manifoldun geometrisi incelenir. Aragtir-
maya deger olan bu doniisiimlerden submersiyon déniigiimii énemli bir yer tutar.
Izometrik immersiyonlarin submersiyonlardaki karsihigi olan Riemann submersiy-
onlar, manifoldlar teorisi ve matematiksel fizikte 6nemli rol oynar. Bu doniigiim-
ler Kaluza Klein (Bourguignon ve Lawson, 1989; Tanus ve Visinescu, 1987) ve
Yang Mills (Bourguignon ve Lawson, 1981) teorilerinde pek ¢ok uygulama alanina

sahiptir.

Riemann submersiyonlar ilk defa (O’Neill, 1966) tarafindan tanmimland: . O’Neill
makalesinde, immersiyondaki ikinci temel form ve gekil operatoriine karsilik, Rie-
mann submersiyonlar: icin iki tane tensor alani tanmimladi ve bunlarin temel 6zel-
liklerini inceledi. O’Neill tensorleri olarak adlandirilan bu tensorler Riemann
submersiyonlar1 i¢in ¢énemli araclar olarak goriilmektedir. Bu makalede ayrica
iki manifold arasindaki submersiyon déniistimiinden faydalanilarak, manifoldlarin
egrilikleri karsilagtirildi. Daha sonra Falcitelli, lanus ve Pastore tarafindan bazi
derlemeler yapild: (Falcitelli vd., 2004). B ve B yari-Riemann manifoldlarim
alalim. Bu durumda, O’Neill tarafindan (O’Neill, 1966) de verilen Riemann sub-
mersiyon kavrami tamimlanamaz. Bu yiizden O’Neill (O’Neill, 1983) iki yari-
Riemann manifoldu arasinda yari-Riemann submersiyon kavramini tanimlandi.
Buna gore, B ve B iki yari-Riemann manifold olmak iizere F : B — B bir yari-

Riemann submersiyon olsun. Eger F in lifleri non-dejenere altmanifoldlar ve F,



yatay vektorlerin skaler carpimlarimi koruyorsa F e bir yari-Riemann submersiyon

denir.

Watson, 1976 yilinda hemen hemen Hermityen manifoldlar arasinda hemen hemen
Hermityen submersiyonlar1 tanimladi ve baz manifoldun ve her bir lifin ¢cogu du-
rumda ayni gesit yapiya sahip olacagim gosterdi (Watson, 1976). Hemen hemen
Hermityen submersiyonlar (Chinea, 1985) araciligi ile tanimlanan hemen hemen
Kontakt manifoldlar1, (Marrero and Rocha, 1994) tarafindan ¢aligilan lokal kon-
formal Kaehler manifoldlar1 ve kuaterniyon Kaehler manifoldlar1 igermektedir
(Ianus vd., 2008). Sahin, hemen hemen Hermityen manifoldlarindan Riemann
manifoldlarina anti-invaryant (Sahin, 2010) ve semi-invaryant submersiyonlari
(Sahin, 2013a) ilk caliganlardandir. Ayrica bu doniigiimlerin geometrik yapilarim
da inceledi. Daha sonra bircok yazar tarafindan bu submersiyonlarin geometrisi
galigildi. (Sahin, 2011) hemen hemen Hermityen manifoldlarimndan Riemann man-
ifoldlarina slant submersiyonlar1 agagidaki gibi tamimladi: (B, g, JJ) hemen hemen

Hermityen manifold, (B, §) Riemann manifold ve

F:(B,g,J)=(B,9)
bir Riemann submersiyon olsun. Eger sifirdan farkli herhangi bir vektor alan
W e T'(¢ekF,) i¢in p € B (Vp € B ve herhangi bir sifirdan farkh vektor alani
W e I'(¢ekF,) segiminden bagimsiz) noktasinda JW ve (¢ekF,) arasindaki ¢ (W)
aglst sabit ise F slant submersiyon olarak adlandirilir. Burada olusan ¢ agisi da
slant submersiyonun slant acisi olarak ifade edilir. Slant submersiyonlar {izerine
birgok galigma yapildi ve giiniimiizde de ¢aligmalar devam etmektedir (Erken ve

Murathan, 2016; Sepet ve Ergiit, 2016).

Slant submersiyon kavraminin bir genellestirilmesi olarak (Park ve Prasad, 2013)
semi-slant submersiyon kavramina girig yapti. Burada, (B, g, P) bir hemen hemen
Hermityen manifold, (B,§) bir Riemann manifold ve F : B—B bir Riemann
submersiyonunun

(i) cekF, = D1 & Ds,

(ii) D, distribiisyonu P altinda invaryanttir yani P(D;) = Dy,

2



(iii) Dy distribiisyonu ¢ # 0 agst ile slant distribiisyondur,

sartlar1 saglanacak sekilde cekF, da iki ortogonal D; ve Dy distribiisyonlar: varsa
F e semi-slant Riemann submersiyon denir. Bu durumda ¢ acisina da semi-
slant ag1 denir. Daha sonra, (Giindiizalp, 2016) hemen hemen ¢arpim Riemann
manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimlanan semi-slant submersiyonlar: ve
(Noyan ve Giindiizalp, 2022a) para-Kaehler geometride proper semi-slant yari-

Riemann submersiyonlar1 ¢caligmigtir.

Anti-invaryant submersiyonlar, semi-invaryant submersiyonlar ve slant submer-
siyonlarin genellegtirilmesi olan hemi-slant submersiyonlar1 (Tagtan vd., 2016)
calismistir. Bu tiir submersiyonlarin zengin geometrik ¢zelliklere sahip oldugunu
ve total uzayimn geometrisini aragtirmak icin faydali olduklarini gosterdiler. Bu-
rada, (B, g, P) bir hemen hemen Hermityen manifold, (B, §) bir Riemann mani-
fold ve F : B—B bir Riemann submersiyonunun

(i) ¢ekF, = D+ @ D¥,

(ii) D+ distribiisyonu anti-invaryanttr,

(iii) D¥ distribiisyonu slant distribiisyondur,

sartlar saglanacak sekilde cekF, da iki ortogonal D+ ve D¥ distribiisyon varsa
F e hemi-slant Riemann submersiyon denir. Bu durumda ¢ acisina da hemi-
slant ag1 denir. Daha sonra (Akyol ve Giidiizalp, 2016) hemen hemen garpim
Riemann manifoldlarindan hemi-slant submersiyon kavramim ve (Sari ve Akyol,
2020) Sasakian manifoldlardan Riemann manifoldlara hemi-slant ¢é-—Riemann

submersiyonlar: tanimlamigtir.

Invaryant, anti-invaryant, semi-invaryant, slant, semi-slant ve hemi-slant Rie-
mann submersiyonlarin genellegtirilmesi olan bi-slant submersiyonlar1 (Sayar vd.,
2020) calismustir. Burada, (B, g, P) bir Kaehler manifold, (B,§) bir Riemann
manifold ve F : B—B bir Riemann submersiyonu

(i) gekF, = D¥1 @ D¥2,

(i) D*r € (¢ekF.) ve D?> € (¢ekF,) olacak sekilde slant distribiisyonlar vardir,
(iii) D¥r ve D¥2 distribiisyonlarimin slant acilar sirasiyla ¢, ve @, dir,

sartlar1 saglanacak sekilde ¢ekF, da iki ortogonal D¥1 ve D¥2 distribiisyonlar



varsa F e bi-slant Riemann submersiyon denir. (Noyan ve Giindiizalp, 2022b)

para-Kaehler geometride proper bi-slant yari-Riemann submersiyonlar: ¢aligmigtir.

Hemen hemen para-Hermityen manifoldlarindan yari-Riemann manifoldlarina anti-
invaryant yari-Riemann submersiyonlar (Giindiizalp, 2013) tarafindan ve hemen
hemen para-kontakt manifoldlarindan yari-Riemann manifoldlarina slant submer-
siyonlar (Giindiizalp, 2020) tarafindan ¢alisildi. Daha sonra, hemen hemen para-
Hermityen manifoldlarindan yari-Riemann manifoldlarina yari-Riemann submer-
siyonlar (Giindiizalp, 2021) tarafindan goyle tammlandi: (B, g, P) hemen hemen

para-Hermityen manifold (B, §) yari-Riemann manifold ve

F :(B,g,P)—(B,3)
bir yari-Riemann submersiyon olsun. YW € I'(¢ekF,) i¢in
PW = ¢W + wW

dir. Burada, ¢\W ve wW sirasiyla PW nin dikey ve yatay bilesenleridir. Ayrica,
V(¢ € T'(¢ekF, )t igin
P(=B(+ C(¢

dir. Burada, B( ve C'( sirasiyla P¢ nin dikey ve yatay bilegenleridir.

Eger her space-like veya time-like vektor alam W € I'(¢ekF,) iginp € B (Vp € B

ve her space-like veya time-like vektor alan1 W € T'(gekF,) se¢iminden bagimsiz)

9(oW,0W)

noktasinda W

orani sabit ise F slant submersiyon olarak adlandirilir. Bu-
rada olusan ¢ sabit agisini da slant submersiyonun slant agisi olarak ifade ederiz.
Ayrica, ¢ # 0 ve ¢ # 3 sartlar saglaniyor ise F e has slant submersiyon denir.
Giindiizalp, bu ¢aligmada has slant submersiyonlarin ii¢ tipi i¢cin baz1 geometrik

ozellikleri de incelemigtir: (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold,

(B, §) yari-Riemann manifold ve

F:(B,g,P)=(B,g)

bir yari-Riemann submersiyon olsun.



(i) Tip-1: Her space-like (time-like) vektor alan1 W € I'(gekF,) igin, oW time-

oWl
1Pw]

(ii) Tip-2: Her space-like (time-like) vektor alam W € I'(¢ekFy) igin, oW time-

like (space-like) olur ve > 1 dir,

oWl
1PW]

(iii) Tip-3: Her space-like (time-like) vektor alanm1 W € I'(gekF,) icin, oW space-

like (space-like) olur ve < 1 dir,

like (time-like) olur.

(B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) yari-Riemann manifold

ve

F:(B,g, P)=(B,g)

bir yari-Riemann submersiyon olsun.

(i) Her space-like (time-like) vektor alamm W € I'(¢ekF,) igin, ¢W time-like
(space-like) oldugunda ve sabit bir v € (1, 00) arahginda F, tip-1 slant submer-
siyon olur. Yani,

O*W =AW

dir. Eger F, tip-1 has slant submersiyon ise ¢ > 0 icin v = cosh® ¢ dir.

(ii) Her space-like (time-like) vektor alamn W € T'(¢ekFy) igin, ¢W time-like
(space-like) oldugunda ve sabit bir v € (0, 1) araliginda F, tip-2 slant submersiyon
olur. Yani,

W =W

dir. Eger F, tip-2 has slant submersiyon ise 0 < ¢ < 27 icin v = cos? ¢ dir.

(iii) Her space-like (time-like) vektor alam1 W € T'(¢ekF,) igin, ¢W space-like
(time-like) oldugunda ve sabit bir 7 € (—o0,0) araliginda F, tip-3 slant submer-
siyon olur. Yani,

FW =W
dir. Eger F, tip-3 has slant submersiyon ise ¢ > 0 i¢cin v = — sinh® ¢ dur.
Biitiin bu calismalardan ilham alarak, bu tezde hemen hemen para-Hermityen

manifoldlardan yari-Riemann manifoldlara semi-slant, hemi-slant ve bi-slant yari-

Riemann submersiyonlar tanimlanarak bu submersiyonlarda ii¢ tip icin de baz



geometrik ozellikler elde edilmigtir. Ayrica, tanimlanan bu yari-Riemann submer-
siyon tiirlerinde ii¢ tip ag1 i¢in agikar olmayan drnekler inga edilmistir. Harmonik
ve tamamen geodezik olma durumu incelenerek liflerin total geodezikligi icin gerek
ve yeter sartlar arastirilmistir. Daha sonra para-kompleks uzay formlarii kulla-

narak para-kesit, Ricci ve skalar egrilikler iizerinde de ¢aligilmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bes altboliimden olugan bu béliimde sirasiyla; yari-Riemann manifoldlar, dis-
tribiisyonlar, para-kompleks manifoldlar, yari-Riemann submersiyonlar ve son

olarak da Neutral slant submersiyonlar incelenmektedir.

2.1 Yar1-Riemann Manifoldlar

Tanim 2.1.1 n-boyutlu bir reel vektor uzayr W olsun. g : W xW — R doniisiimii
agagidaki sartlar1 sagliyor ise bu doniisiime skaler carpim denir. Vo, 5,7 € W ve
p,7 € R igin;

(i) Simetriktir; g(«, 5) = g(8, ),

(ii) Bi-lineerdir;
g(pa+rB,y) = pgla,vy)+rg(B,7)
g(a,pB+ry) = pg(a,B)+rg(a,y)

(iii) Non-dejeneredir; V3 € W igin g(a, f) = 0 < a = 0 dir (Duggal ve Bejancu,
1996).

Tanmim 2.1.2 W reel vektor uzay iizerinde bilineer form ¢ olsun.
(i) Vu € W igin g(u,u) > 0 ise g bilineer forma pozitif taniml,
(ii) Yu € W igin g(u,u) < 0 ise g bilineer forma negatif tanimhdir
denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.3 W bir reel vektor uzay1 ve g, W iizerinde simetrik bilineer form
olsun. gy : U x U — R negatif tanimh olan en biiyiik boyutlu U altuzayimnin

boyutuna g simetrik bilineer formun indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.4 B bir C* manifold olsun. p € B noktasindaki tanjant uzay1 17,3

olmak tizere, U, V, € T;,B igin
g:1,BxT,B—R
(Up, V) = 9(Up, V})
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ile tanimlanan sabit indeksli, g skaler ¢carpima B tizerinde bir metrik tensor denir

(Kobayashi ve Nomizu, 1963).

Tanim 2.1.5 B bir C*° manifold ve g, B iizerinde bir metrik tensér olsun. Buna

gore (B, g) ikilisine yari-Riemann manifold denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.6 B yari-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin indeksine
yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. Yari-Riemann manifoldunun indeksini
v olarak tamimlarsak 0 < v < boyB dir. Ozel olarak, v = 0 ise Vp € B icin g,, T, B
iizerinde pozitif tanimli bir metrik tensor oldugundan, B bir Riemann manifoldu
olur. v = 1 ve boyB > 2 olmasi durumunda ise B ye Lorentz manifoldu denir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.7 (B, g) bir yari-Riemann manifoldu ve i : B — B bir immersiyon
olsun. Bu durumda *g, B {izerinde bir metrik tensor ise B ye yari-Riemann
altmanifold denir. Aksi durumda ¢*g, B iizerinde bir metrik tensor degil ise B ye

dejenere altmanifold denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.8 B bir yari-Riemann manifold ve g, B iizerinde bir metrik tensor

olsun. Vp € B ve w, € T,,B icin
g:T,BxT,B—R

olacak sekilde

(1) g(wp, wp,) > 0 ya da w, = 0 ise w, vektoriine space-like,

(ii) g(wp,w,) < 0 ise w, vektodriine time-like,

(ili) g(wp,wp) = 0, w, # 0 ise w, vektoriine light-like(null) denir (Duggal ve
Bejancu, 1996).

Tanim 2.1.9 B bir manifold ve B iizerinde tanimladigimiz konneksiyon V olsun.
Boylece
T: x(B) x x(B) — x(B)
(€1,¢2) = T(Ch,62) = Ve, (o — Ve, G — €1, Cal (2.1.1)

olarak tanmimlanan vektor degerli tensdre B {izerinde tamimh V konneksiyonun

torsiyon tensorii denir (Do Carmo, 1992; Hacisalihoglu, 2003).
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Tanim 2.1.10 B bir manifold ve B iizerinde tanimladigimiz konneksiyon V olsun.
Eger T' = 0 ise V konneksiyonuna simetriktir veya sifir torsiyonludur denir (Do

Carmo, 1992).

Tanim 2.1.11 B bir manifold ve B iizerinde tanimladigimiz vektor alanlarinin
uzay1 ['(T'B) olsun.
V:I'(TB) x I'(TB) — I'(T'B)
(C1,C2) = Ve, Gy
V(1,(s, (5 € T(TB) ve Vf, g € C*(B) igin
(1) Ve, 496,63 = fV¢, (3 + 9V, (s,
(i) Ve, (fCatgCs) = [V, CatgVe, GH(Cf)CH(C19)Cs

sartlarim1 saghyor ise V ya B manifoldu iizerinde bir lineer konneksiyon denir.
Ayrica, V lineer konneksiyonu

(iii) [¢1, Ca] = V¢, 6o = Vi, (o,

(iv) €19 (€2, C3) = 9 (VC1€27 Cs)+9 (C27 Vchs)

sartlarini sagliyor ise V konneksiyonuna B manifoldu iizerinde Riemann konnek-
siyonu, Levi-Civita konneksiyonu veya metrik konneksiyon denir. B iizerinde bir

Levi-Civita konneksiyonu;

29 (VC1C27 Cg) = (9 (Cz: C3)) + (s (9 (C?n Cl))
—(5(9(¢1,¢2)) — 9 (¢, [€a5 C5))
+9 (Cas [€35C1)) + 9 (¢35 [€15 Ca)) (2.1.2)

Kozsul esitligi ile goriiliir (Bejancu ve Farran, 2006; Bootby, 1986).

Tanim 2.1.12 B bir Riemann manifoldu, g de B nin Riemann metrigi ve V, B

tizerinde bir Riemann konneksiyon olsun. V(,, (,, (5 € x (B) igin
R: x(B) x x(B) x x(B) = x(B)

(€1,€2,C3) — R(C15C2,C3) = R((1,€2) (5

R(€1,€¢2) €3 =V, V(3 — Ve,V (5 — Vi, (s (2.1.3)

olarak tanimlanan R tensor alanina V konneksiyonunun egrilik tensorii denir

(Yano ve Kon, 1984; Bootby, 1986).



Tanim 2.1.13 (B, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
K: X (B) x x(B) x X (B) x x(B) — C™ (B)

(C15C2, €3, Ca) — K (C1,€2,C3,Cq) = g (R(C1,C2) C35Ca)

olarak tanimlanan 4.mertebeden kovaryant tensore B iizerinde Riemann Christof-

fel egrilik tensorii denir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.1.14 7 : B — B bir déniigiim ve B iizerinde bir konnek31yon V olsun.
F boyunca B iizerindeki Vf konneksiyonuna F boyunca V konneksiyonun pull-

back konneksiyonu denir (Sahin, 2012).

. 2
Tanim 2.1.15 F : B — B bir doniisiim ise F boyunca V konneksiyonun pull-
2
back konneksiyonu V7 ve V¢, Z € I'(TB) olacak sekilde

VF. : x(B) x x(B) = x(B)

2 1
VF(( 2Z2) =VIFZ - Fu(V:Z) (2.1.4)

ile tammlanan V F, doéniisiimiine F doniigiimiiniin ikinci temel formu denir (Sahin,

2012).

Tanim 2.1.16 (B, g), n—boyutlu bir yar-Riemann manifoldu olsun. Bu du-

rumda

r:x(B) = x(B)

n

=1

seklinde tanimlanan operatore (B, g) nin Ricci operatorii denir (Kiipeli, 1987).

Tanim 2.1.17 (B, g), n—boyutlu bir yar-Riemann manifoldu olsun. Bu du-

rumda
S x(B) x x(B) — C™(B)
S(UW) =Y eg(R(U, e)e;, W) (2.1.6)

seklinde tamimlanan tensér alamna (B, g) nin Ricci tensor alani denir ve S ile
gosterilir. Burada {e;}, i = 1,...,n, (B,g) de ortonormal bir ¢atidir (Kiipeli,
1987).
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Tanim 2.1.18 (B, g) , n—boyutlu bir yari-Riemann manifoldu olsun. 6 € C*°(B)
ve Vp € B icin T}, B nin 2 -boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplamina

skaler egrilik denir ve

o= ZeiS(ej, e;) = Zeig(R(ei, €;)€;, €;) (2.1.7)
j=1 ij=1

olarak ifade edilir. Burada {e;, e;}, (B,g) de ortonormal bir ¢atidir (Kiipeli,
1987).

Tanim 2.1.19 (B, g), n—boyutlu bir yari-Riemann manifoldu olsun. V(,Z €
X(B) igin
S(¢.Z2) = Xg((, Z) (2.1.8)

olacak gekilde B iizerinde bir A fonksiyonu varsa, yani B nin Ricci tensorii S,
metrik tensdér ¢ nin bir kati ise B ye Einstein manifoldu adi verilir (Ishihara,

1979).

Tanim 2.1.20 (B, g) bir yar-Riemann manifoldu ve bir y € B noktasindaki
tanjant uzaymin iki boyutlu non-dejenere bir altuzayi Y olsun. Y nin bir baz

{Wy, Wy} olmak iizere

g (R (Wh Wz) Wz; Wl)
WA > [Wa|* — g (Wy, Wa)?
K (Wla W27 W17 WQ)

_ (2.1.9)
W12 [ Wal? — g (Wi, Wa)®

K(Y) =

olarak ifade edilen K (Y') reel sayisina Y nin kesit egriligi denir (O’Neill, 1983).
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2.2 Distribiisyonlar
Tanim 2.2.1 B, n—boyutlu bir manifold olsun. B iizerinde
W:B — 1T,B
y — W,C1T,B
ile tanimlanan W doniigtimiine bir distribiisyon denir. X € x (B) i¢in y € B
olacak sekilde X, € W, oluyorsa X vektor alam1 W ya aittir denir. Eger her

y noktasi icin W ye ait ¢ tane diferansiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alam

mevcut ise W ya diferansiyellenebilirdir denir (Bejancu ve Farran, 2006).

Tanim 2.2.2 B bir C*° manifold, W, B manifoldu iizerinde ¢— boyutlu bir C'*
distribiisyon ve N, B nin altmanifoldu olsun. W,,  noktasinda N ye teget olan

uzaya esit ise N ye W nin integral manifoldu denir. Yani
F:N—B
bir imbedding olacak sekilde Vz € N icin
Fo(TuN) =W,

dir. Eger W nin N yi kapsayan bagka bir integral manifoldu yoksa N ye W nin
bir maksimal integral manifoldu (leaf) denir (Sahin, 1996).

Tanim 2.2.3 B bir C'"*° manifold ve N, B nin altmanifoldu olsun. W, B man-
ifoldu tizerinde bir distribiisyon olacak sekilde, eger Vx € N igin W nin x i
kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa W ya integrallenebilirdir denir

(Sahin, 1996).

2.3 Para-Kompleks Manifoldlar

Tanim 2.3.1 V', 2n—boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. Eger
P?=1 (2.3.1)
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icin P’nin sirasiyla +1 ve —I 6z degerlerine karsilik gelen V', V'~ 6z uzaylar1 aym
n—boyuta sahip ve V =V*T @V~ ise P : V — V endomorfizmasina bir hemen

hemen para-kompleks yap1 denir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).

Tamim 2.3.2 B, 2n—boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve P, B manifoldu
tizerinde (1, 1) mertebeli bir tensor alani olsun. Eger P? = [ ise P tensor alanina
hemen hemen ¢arpim yapisi denir. Bu durumda (B, P) ¢iftine hemen hemen
¢arpim manifoldu denir. P’nin +1 ve —I 6z degerleri ile birlesen Tt B ve T~ B 6z
demetleri ayni ranka sahip oldugunda (B, P) hemen hemen ¢arpim manifolduna

hemen hemen para-kompleks manifold denir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).

Tanmim 2.3.3 B, 2n—boyutlu bir manifold olsun. YW, W, € x(B) i¢in
g(PWl,PWQ) = —g(Wl, Wg) (232)

sartini saglayan bir P hemen hemen para-kompleks yapi ve g yari-Riemann metrigi
var ise (B, g, P) tigliisiine bir hemen hemen para-Hermityen manifold adi verilir.
Burada g metrigi i¢in neutraldir denir. Yani, g metriginin isareti (n,n) olur ve

T*B 6z demetleri g metrigine gore total izotropiktir.

& = g(e,6) = £1 (¢ = 1,9 =1,..,n, ¢ = —1, j = n+1,..,2n) olarak
alindiginda bir ortonormal baz {ey, ..., €,, €,11 = Pey, ..., €3, = Pe,} olarak tamim-

lanir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).

Tanim 2.3.4 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. VIW;, W, €
x(B) i¢in
(W, Ws) = g(Wy, PW>) (2.3.3)

sartini saglayan tensore temel 2-form denir (Ivanov ve Zamkovoy, 2005).
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Tanim 2.3.5 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. B
manifoldunun temel 2-formu kapal ise (d® = 0), (B, g, P) iigliisiine ise para-
Kaehler manifoldu denir. (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifoldunun

bir para-Kaehler manifold olmasi icin gerek ve yeter sart
VP =0 (2.3.4)
olmasidir. YWy, Wy € x(B) igin

(VWIP)WQ = 0= VW1PW2 — PVWIWQ =0
= VWIPW2 = PVWIWQ (235)

dir. Ayrica hatirlayalim ki (B, g, P) para-Kaehler manifold ve VIV, Z € I'(T'B)
icin (2.3.2) den agagidaki esitlik elde edilebilir.

9(PW, Z) + g(W, PZ) = 0

Dahasi g(PW, W) = 0 oldugu goriiliir. Eger {PW, W} dejenere olmayan bir
diizlem kesitini gerer ise, { PW, W} tarafindan gerilen kesit egriligi Hg(W) =
Kg(WAPW) bir para-kesit egriligi olarak adlandirilir. Bir para-Kaehler uzay
formu, tanimi geregi bir para-Kaehler manifoldudur. v sabit para-holomorfik kesit

egriligi olacak sekilde B2"(v) para-Kaehler uzay formunun Riemann Christoffel

egrilik tensorii VY1, Ys, ¢, Z € I'(T'B) i¢in

Rs(Y1,Y2,C.Z) = S{g(V1,Q)g(Y2, Z) = (i, 2)g(¥2: )
— 9, PQ)g(Yo, PZ) + g(Y1, PZ)g(Y, PC)
~ 29(%, PYa)g(¢, P2)} (2:3.6)

dir (Chen, 2011).

2.4 Yari-Riemann Submersiyonlar
Tanim 2.4.1 (B,g) ve (B, §) swrasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar:
olacak sekilde

F : (B, g)—(B,3)
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C> orten doniigiimii icin

rankF., = boyé

saglaniyor ise F doniigiimiine y € B noktasinda bir submersiyon denir.
(B, g) manifoldunun o € B noktasinda 7w, = F~!(a) iizerindeki lif, bu man-
ifoldun ¢ = (m — n) boyutlu bir altmanifoldudur. F~!(«) altmanifoldlarna

submersiyonun lifleri denir (Falcitelli vd., 2004).

(B, g) manifoldunun herhangi bir p € B i¢in V integrallenebilir distribiisyonu
V, = ¢ekF,,

seklinde tamimlanir ve V, submersiyonun dikey distribiisyonu olarak ifade edilir.

Hp — (Vp)l

olarak tamimlanan distribiisyon da submersiyonun yatay distribiisyonu olarak

ifade edilir.

Tanim 2.4.2 (B, g) ve (B, §) Riemann manifoldlar1 ve
F:(B,g)—(B.9)
C™ doniigtimiinde p € B i¢in
V, =V,(F) =c¢ekF,, ={Ce€T,B|F.,() =0} CT,B

ve

H, =H,(F)=V," CcT,B

seklinde ifade edebiliriz. V, uzaym dikey uzay, B deki g metrigine gore V, dikey
uzaymin dik tiimleyeni olan H, uzaym ise yatay uzay olarak ifade edebiliriz.

Buradan B Riemann manifoldu p € B noktasinda
T,B=V,&H,=V,dV,*
ortogonal ayrigimina sahiptir (Baird ve Wood, 2003).
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Tanim 2.4.3 (B, g) ve (B, §) Riemann manifoldlar1 ve

F (B, g)—(B,3)
bir C*°- submersiyonu agagidaki ¢zelliklere sahip ise F e bir Riemann submersiyon
denir.
(i) F dontistimii maksimal ranka sahiptir.
(ii) Her p € B noktasinda F,, doniiglimii yatay vektorlerinin uzunlugunu korur.
Yani

Gp (U, W) = Grep) (Fupv, Fpw) v,w€eH, peEB

dir. Bu da bir p € B noktasida F, tiirev doniistimiiniin H,, yatay uzayindan

T B tizerine bir lineer izometri oldugunu gosterir (Falcitelli vd., 2004).

Yukarida verilen tanimda kaynak ve hedef manifoldlar yari-Riemann manifold

olarak secildiginde agsagidaki gibi diizenlenebilir.

Tanim 2.4.4 (B}, g) ve (Bg’, ¢) yari-Riemann manifoldlari olsun (0 < ¢ < m,0 <
g <n).

F:(B,g)~(B.,9)
orten dontisiimii agagidaki 6zelliklere sahip ise F ye bir yari-Riemann submersiyon
denir.
(i) Vp € B noktasinda F,, orten,
(ii) Ya € B igin F~!(«) lifleri B nin yari-Riemann altmanifoldlaridir,

(iii) F, yatay vektorlerin skaler carpimlarini korur (O’neill, 1983; Giindiizalp,
2011).

Onerme 2.4.5 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar: ve

F:(B,g)=(B,9)
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bir yar-Riemann submersiyonu V ve V' sirasiyla B ve B nin Levi-Civita kon-
neksiyonlar: oldugunu varsayalim. B {izerindeki W; ve W5 temel vektor alanlar:
W, W, vektor alanlarina F—bagh olsun. Buna gore

(i) g (W1, Wa) = g (W, Wy) o F

(i) h [Wy, Ws] temel vektor alani, [Wy, W,] vektor alanina F—baghdir.

(iit) h (Vy, Wa) temel vektor alam ve v’Wl, W, F—baghdir.

(iv) Herhangi bir W5 € x¥ (M;) igin [Wy, W3] dikey vektor alamdir (Falcitelli vd.,
2004).

Tamim 2.4.6 (B, g) ve (B, ) yari-Riemann manifoldlar: ve
F : (B,9)—(B.,9)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. Buradan E, F' € x (B) igin (1, 2) mertebeli

T temel tensor alani
T(E,F)=TgF = hV,gvF +vV,ghF (2.4.1)

seklinde tamimlamir. Burada, T' dikey tensor alami simetriktir. Yani U,W € T'(V)
icin
TUW - TwU

dir (O’neill, 1966).

Tanim 2.4.7 (B, g) ve (B , ) yari-Riemann manifoldlar: ve

F:(B,g9)—(B,9g)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. Buradan F, F' € x (B) igin (1, 2) mertebeli

A temel tensor alani

seklinde tanimlanir. Burada, A yatay tensor alani alterneleyendir. Yani Y, Z €
I'(H) icin
AyZ = —-AzY
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dir (O’neill, 1966).

Onerme 2.4.8 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar ve

F:(B,g9)—(B,3)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. Tg ve Ag anti-simetrik operatorler olsun.

Buradan XY, Z € I'(T'B) i¢in
9g(ITxY,Z) = —g(Ix2,Y) (2.4.3)

g(AxY,Z) = —g (AxZ.Y) (2.4.4)

dir (Giindiizalp, 2007).

Tanim 2.4.9 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar: ve
F: (B,9)—(B.,9)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. Burada 7' temel tensor alaninin sifira esit
olmasi durumunda F in herhangi bir lifine B nin total geodezik altmanifoldu

denir (Falcitelli vd., 2004).

Bir yari-Riemann submersiyon icin dikey distribiisyonun her zaman integral-
lenebilir oldugunu soyleyebiliriz. Yatay distribiisyon icin ise agsagidaki ifade geger-

lidir.

Teorem 2.4.10 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar: ve

F:(B,g)=(B,9)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. (B, g) iizerindeki yatay distribiisyonu H
olarak ifade edebiliriz. Burada H yatay distribiisyonun integrallenebilir olmasi

icin gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir (O’neill, 1966).
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Onerme 2.4.11 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar: ve
F:(B,9)—(B.9)

bir yari-Riemann submersiyon olacak sekilde ¢, n € TI'(cekF,)* ve Y, W €
I'(gekF,) igin;

(i) VyW =Ty W + VAyW, (VVyW = VAy W)

(i) Vy¢ =Ty ( + HVy(,

(ili) VoY = AY + VVLY,

(iv) Ven = Aen + HV ¢

dir. Buna ek olarak, ( temel vektor alani iken [(, Y] dikey vektor alam oldugun-
dan

HVy( =HVY = AY (2.4.5)

dir (O’neill, 1966).

Tanim 2.4.12 {W;}1<;<,, ['(cekF,) uzaymin bir yerel ortonormal catisi olmak

iizere herhangi bir lifin ortalama egrilik vektor alani
H 1f(T) 1ZnT W, (2.4.6)
= —IZ = — . . =
n n j:1W] J

seklinde ifade edilir. Eger H = 0 ise submersiyona minimal liflere sahip yari-

Riemann submersiyon denir (Sahin, 2012).

Tamim 2.4.13 (B, g) ve (B, §) yarn-Riemann manifoldlar: ve
F:(B,g)—(B,9)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. VZ,( € I'(¢ekF,) ve H liflerin ortalama

egrilik vektor alanm olmak tizere
TyC = g(Z,O)H (2.4.7)

ile birlikte yari-Riemann submersiyonda total umbilik lifler olarak adlandirilir

(Sahin, 2013a).
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Tanim 2.4.14 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar: ve
F : (B, g)—(B,3)
bir yari-Riemann submersiyon olsun.
[2VF, =0 (2.4.8)

ise F e harmoniktir denir (Baird ve Wood, 2003).

Tamim 2.4.15 (B, g) ve (B, §) yari-Riemann manifoldlar ve
F : (B, g)—(B,3)
bir yari-Riemann submersiyon olsun. V(, Z € T'(T'B) igin
(VF)(, Z2)=0 (2.4.9)

ise F e total geodezik doniigiim denir (Baird ve Wood, 2003).

Tamim 2.4.16 (B, g) ve (B, §) yari-Riemann manifoldlar ve
F:(B,9)~(B.9)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. (B, g) manifoldunun yatay distribiisyonu
H ve x"(B) iizerinde (1,3)—mertebeli egrilik tensor alammmi R* olarak kabul

edelim.V(, Z,W € I'(H) ve p € B igin
Rr) (Faplps FipZp, FepWp)

tensoriiniin yatay lifti R* (¢, Z, W) olarak ifade edilir. (B,§) manifoldunun R

yari-Riemann egriligi
Fo (R (2, W) = R(FL, FZ, FW)
seklinde tammlamr. Ayrica V¢, Z, W, W € T'(H) icin
B (C2,W,W) = B(F.GF.2ZFW,FW) o F
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dir (Falcitelli vd., 2004).

Teorem 2.4.17 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar: ve
F:(B,g)—(B,3)

bir yar-Riemann submersiyon olsun. R, R ve R sirasiyla B, B ve (f ~(z), gx>
lifinin Riemann egrilik tensorleri oldugunu varsayalim. Bu durumda herhangi bir
(. Z,W,W € x*(B) ve X,£,Y,n € X" (B) igin

R(C,.Z,W.W) = R(C.Z,W,W) = g(TW, T, W)

+9(TW. TW) (2.4.10)
R(X7 ga Ya 7]) 3 R*(X7 57 Ya 7]) - 29<AX§7 AY”)

+9(AcY, Axn) — g(AxY, Aen) (2.4.11)
R(Xa Ca 67 Z) — g((VXT)Cza 5) o g((VCA)X£7 Z)

dir (Gray, 1967; Baditoiu ve Ianusg, 2002).

Teorem 2.4.18 (B, g) ve (B, §) yar-Riemann manifoldlar1 ve

F:(B,g9)—(B.3)
bir yari-Riemann submersiyon olsun. K, K ve K sirasiyla B, B ve (.7: “(x), gx>
lifinin kesit egrilikleri oldugunu varsayalim. ¢, Z € x* (B) ve Y,n € x" (B) orto-

normal vektorler i¢in

K((.Z) = K((Z)+|ITZ|P — g(Te(, T2 Z) (2.4.13)
K(Y,¢) = g((VyT)(Y) + [[Av ¢ = [|1TY | (2.4.14)
K(Y,n) = K*(Y.n)-3||Ayn]] (2.4.15)

dir (Gray, 1967).
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2.5 Neutral Slant Submersiyonlar
Tamm 2.5.1 (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) yari-Riemann
manifold ve

F : (B, g, P)—(B,3)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. YWV € I'(gekF,) igin
PW = oW + =W

dir. Burada, oW ve wW sirasiyla PW nin dikey ve yatay bilesenleridir. Ayrica,
V¢ € T'(gekF,)?t igin
P(=B¢(+C¢

dir. Burada, B( ve C( sirasiyla P nin dikey ve yatay bilegenleridir.

Eger her space-like veya time-like vektor alam1 W € I'(¢ekF,) icinp € B (Vp € B

ve her space-like veya time-like vektor alan1 W € I'(gekF,) se¢iminden bagimsiz)

g(eW,oW)

noktasinda ST P

orani sabit ise F slant submersiyon olarak adlandirihr. Bu-
rada olusan ¢ sabit acgisini da slant submersiyonun slant agisi olarak ifade ederiz.
Ayrica, ¢ # 0 ve ¢ # § sartlar saglamyor ise F e has slant submersiyon denir

(Giindiizalp, 2021).

Tamm 2.5.2 (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) yari-Riemann
manifold ve

F (B, g, P)—(B,3)

bir yari-Riemann submersiyon olsun.

(i) Tip-1: Her space-like (time-like) vektor alani W € I'(gekF,) igin, oW time-

oWl
1PW]

like (space-like) olur ve > 1 dir,

(ii) Tip-2: Her space-like (time-like) vektor alam W e I'(¢ekF.) i¢in, oW time-

oWl
1w

(iii) Tip-3: Her space-like (time-like) vektor alan1 W € I'(¢ekF,) icin, oW space-
like (time-like) olur (Giindiizalp, 2021).

like (space-like) olur ve < 1 dir,
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Teorem 2.5.3 (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) yari-
Riemann manifold ve

F:(B,g, P)=(B,g)

bir yari-Riemann submersiyon olsun.

(i) Her space-like (time-like) vektor alan1 W € I'(gekF,) igin, oW time-like (space-
like) oldugunda ve sabit bir v € (1, 00) araliginda F, tip-1 slant submersiyon olur.
Yani,

O*W =AW

dir. Eger F, tip-1 has slant submersiyon ise ¢ > 0 icin v = cosh® ¢ dir.
(ii) Her space-like (time-like) vektor alam W € I'(gekF,) icin, ¢W time-like
(space-like) oldugunda ve sabit bir v € (0, 1) araliginda F, tip-2 slant submersiyon
olur. Yani,

*W =AW
dir. Eger F, tip-2 has slant submersiyon ise 0 < ¢ < 27 icin v = cos? ¢ dir.
(iii) Her space-like (time-like) vektor alam W e T'(¢ekF.) icin, ¢W space-like
(time-like) oldugunda ve sabit bir v € (—o0,0) araliginda F, tip-3 slant submer-

siyon olur. Yani,

FW =W

dir. Eger F, tip-3 has slant submersiyon ise ¢ > 0 icin v = —sinh®¢ dir
(Giindiizalp, 2021).

Teorem 2.5.4 (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) yari-
Riemann manifold ve
F:(B,g,P)~(B,9)
bir yari-Riemann submersiyon olsun.
(i) Her space-like (time-like) vektor alam U, W € I'(¢ekF,) ve F, tip-1 has slant

submersiyon ise

g(oU, oW) = — cosh? pg(U, W) (2.5.1)

g(wU,@wW) = sinh? pg(U, W) (2.5.2)

23



dur.
(ii) Her space-like (time-like) vektor alami U, W € T'(¢ekF,) ve F, tip-2 has slant

submersiyon ise

g(quv ¢W> == C082 gOg(U, W) (253)
g(wU, @W) = —sin® pg(U, W) (2.5.4)
dir.
11) Her space-like (time-like) vektor alani U, € I'(¢cekF,) ve F, tip-3 has slant
iii) H like (time-lik k lan1 U, W € I'(¢ekF, F, ti has sl
submersiyon ise
9(¢U, oW) = sinh? pg(U, W) (2.5.5)
g(wlU,@W) = — cosh? pg(U, W) (2.5.6)

dir (Giindiizalp, 2021).

Onerme 2.5.5 (B, g, P) hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) yar:-

Riemann manifold ve

F:(B,g,P)—=(B,3)

bir yari-Riemann submersiyon olsun. YU, W € T'(¢ekF,) ve X,Y € TI'(gekF,)*

icin agsagidaki esitlikler yazilabilir.

VoW + TywW = ¢V W + BTy W (2.5.7)
Ty W + HVyowW = @VyW + CTyW (2.5.8)
VVY + AxCY = ¢AxY + BHV Y (2.5.9)
AxBY + HVxCY = wAxY + CHV Y (2.5.10)
VuBX + TyCX = ¢TyX + BHVy X (2.5.11)
TyBX + HVyCX = wTyX + CHVy X (2.5.12)

ayrica gosterebiliriz ki
(Vup)W = VyoW — ¢V W (2.5.13)

(Vywm)W = HVyowW — oVyW (2.5.14)
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dir. YU, W € I'(gekF,) igin

ve

Vw =0 <= TyoW =CTyW (2.5.16)

dir (Giindiizalp, 2021).
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3. SEMI-SLANT YARI-RIEMANN SUBMERSIiYONLAR

Bu boliimde hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-Riemann mani-
foldlara semi-slant yari-Riemann submersiyonlar tanitilmakta ve tanimlanan bu
semi-slant yari-Riemann submersiyonlarda {i¢ tip ac1 i¢in asikar olmayan 6rnek-
ler insa edilmektedir. Ardindan iki altboliimden olusan bu béliimde ilk olarak
semi-slant yari-Riemann submersiyonlarda total umbilik lifler incelenmektedir.
Ikinci altbsliimde ise para-Kaehler uzay formundan yari-Riemann manifoldlarina,
tanimli olan semi-slant yari-Riemann submersiyonlarin total uzay, baz uzay ve

liflerin para-kesit egriligi, Ricci egriligi ve skaler egriligi aragtirilmaktadir.

Tamim 3.1 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir yari-
Riemann manifold ve F : B—B bir yari-Riemann submersiyon olsun. Eger dikey
distribiisyon P ye gore invaryant ise F e invaryant yari-Riemann submersiyon

denir:

P(cekF,) = cekF,.

Tamm 3.2 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir yari-
Riemann manifold ve F : B— B bir yari-Riemann submersiyonu

(i) ¢ekF, = Dy & Do,

(ii) D, distribiisyonu P altinda invaryanttir yani P(D;) = Dy,

(iii) Dy distribiisyonu ¢ # 0 agsi ile slant distribiisyondur,

sartlar saglanacak gekilde ¢cekF, da iki ortogonal D, ve Dy distribiisyonlar: varsa
F e semi-slant yari-Riemann submersiyon denir. Bu durumda ¢ agisina da semi-

slant ac1 denir.
Simdi R?" de bir para-kompleks yap1 tanimlandiktan sonra Teorem 2.5.3 ten fay-

dalanarak has semi-slant yari-Riemann submersiyonlar i¢in ¢rnekler verilecektir.

R2" de kartezyen koordinatlar (y1, s, ..., y2n), ¢ € {1,...,n} olacak sekilde para-
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kompleks yap1
o, 90 L, 0 . 0
Oyai OYai—1 ’ 0Yai—1 Oy

B

tanimlanir.

Ornek 3.3 F : R} — R}

F (Y13 Ys) = (Ya, Y2 sinh 5 — y3 cosh 3, y7, ys)

B # 0 olacak sekilde doniigiimii verilsin. ( 6%1’ s aiyg) kanonik bazlarma bagh R}
,—,+,—,+) ve (8%1, s 8%4) kanonik

yar-6klidyen uzaymnn igaretini (—,+, —, +
bazlarma bagh Rj yari-oklidyen uzaymin isaretini (4, —, —, +) seklinde alalim.

F, tiirev doniisiimiiniin matrisi

0 0 0 10000
F_ 0 sinhfg —coshg 0 0 0 O O
* 0 0 0 00010
0 0 0 00001
dir. Buradan
9 9 ) 5
cekF, = Sp U1=a—w,U2=coshﬁa—m+smhﬁa—%,

__ 0 0
Us = g5 Ut = 5,5

o) : o) 0
W1 = 8_y47W2 = Slnhﬁa—y2 + COShBa—%,

W3 el W4:8

= oy Iys

(gekj’-"*)L = Sp

elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, Uz time-like ve U,, Uy space-like vektor alan-

laridir. Dahasi, rankF,=4 ve

grs (F W1, FWh)
Irs(FWo, F.W2)
Irs(F W3, F.W3) = gps
 ( )

9dr f*W4;f‘*W4

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D; in-

varyant ve Dy slant distribiisyonlarini geren vektorler
D, =< Ug,U4 > ve Dy =< Ul,UQ >
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dir.

0 0
P = P —_— ) = — =
U <(9?J5) dYs Ui
g(PUb UQ) Q(PU% Ul)
coshp = ———= ve coshy=-"——7"—"="-
[PUL [|Ua]] [ PUs| [|UA ]

dogrudan iglemler ile cosh ¢ = cosh 8 oldugundan ¢ semi-slant agisi ile F bir has

semi-slant yari-Riemann submersiyondur.

Ornek 3.4 F : R} — R}

F(y1, ..., ys) = (y1sinw + y3 cosw, Yo sin 6 + y4 cos 8, ys, ys)

w # 0 # 0 olacak sekilde doniigiimii verilsin. (%, 5 By 9 kanonik bazlarimna
bagh R yari-oklidyen uzaymmn isaretini (4, —, +, —, +, —, +, —) ve (8%1, ey 6%4)

kanonik bazlarina bagh Rj yari-oklidyen uzaynin isaretini (+, —, +, —) seklinde

alalim. F, tiirev doniisiimiiniin matrisi

sin w 0 COS W 0 00 0O
0 siné 0 cosf 0 0 0 O

F, =
O 0 0 0 1000
O 0 0 0 0100
dir. Buradan
¢ekF. = Sp Ul:cos“’aiw_smwai U2:—00893%+sm93%,

Wi = sinwy_- a —i—cosw W2 = sinf5 - a +COSH a

Wy = 7= Wy =

(¢ekF.)* = Sp

8215 Bye

elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, U space-like ve Us, Uy time-like vektor alan-

laridir. Dahasi, rankF,.=4 ve

grs(F W, FW4

(

s (FWa, FW,

s (F Wy, F.Ws
(

)
)
)
)

gR% f*W4, f*W4



egitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D; in-

varyant ve Dy slant distribiisyonlarini geren vektorler

D, =< Ug,U4 > ve Dy =< Ul,UQ >

dir.
0 0
PO = Py = 9y~ U
cosp = —g(PUl’ Ua) ve cosp = —g(PU2’ )
| PULI| U] | PUs|| [|UL]]

dogrudan iglemler ile ¢ = (w — 0) oldugundan ¢ semi-slant agisi ile F bir has

semi-slant yari-Riemann submersiyondur.

Ornek 3.5 7 : R} — R}

F(y1,...,ys) = (y2 cosh @ — y3sinh 0, ya, ys, ys)

0 # 0 olacak sekilde doniigiimii verilsin. (%, s 8%8) kanonik bazlarina bagh R}
yar-0klidyen uzaymn igaretini (4, —, +, —, +, —,+,—) ve (8%1, s 8%4) kanonik
bazlarima bagh Ri yari-cklidyen uzaymm isaretini (—, —, +, —) seklinde alalim.

F, tiirev doniistimiiniin matrisi

0 coshf —sinhf® 0 0 0 0 O
0 0 0 1 00 00
F.=
0 0 0 01000
0 0 0 00100
dir. Buradan
o ) B _ 9
(;ekf* :Sp U1 —Slnh@a—w—{'COShea—ys,UQ— oy

_ 0 0
Us = g, Ut = 5,2

W, = cosh&a%2 + sinhﬁai%, Wy = 2

s’
_ 0 _ 0
VVg,—8—y5,VV4—a—y6

(cekF) " = Sp
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elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, Uz space-like ve Us, Uy time-like vektor alan-

laridir. Dahasi, rankF,.=4 ve

gdr f*lef*W1

dr

a( )
§(F*W2,f*w2) = 9r§
Irs(FWs, FWs)
Irs(F Wy, FWy)

egitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D; in-

varyant ve Dj slant distribiisyonlarini geren vektorler

D =< U3,U4 > ve Dy =< Ul,U2 >

dir.
0 0
PUs=P(—)= —=U.
; <8y7 dys !
: 9(PUL, Us) : g(PUz, Uy)
sinhp = —————= ve sinhyp = "——F—7%"
[ PUL [|U2]] [ PU || [| U ]
dogrudan islemler yapilarak Teorem 2.5.3 (iii) esitligi kullanilirsa ¢* = — sinh® 01

bulunur. Buradan ¢ semi-slant agisi ile F bir has semi-slant yari-Riemann sub-

mersiyondur.

(B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) bir yari-Riemann

manifold ve

F:(B,g.P)~(B.9)

bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan vektor
alam1 W € I'(¢ekF,) igin
W =QW + YW (3.1)

dir. Burada, QW € I'(D;) ve YW € I'(D,) dir.
PW = oW + oW (3.2)

icin W ve wW sirasiyla PW nin dikey ve yatay bilesenleridir. Ayrica, her null

olmayan vektor alam ¢ € I'(¢ekF, )" icin
PC = BC+ CC (3.3)
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dir. Burada, B({ ve C( sirasiyla P¢ nin dikey ve yatay bilesenleridir. Bunlara ek
olarak

(cekF)*" =Dy @ (3.4)

seklinde yazilabilir. Burada yu, P ye gore (¢ekF,)* in invaryant distribiisyonudur.

(3.2), (3.3) ve (3.4) esitlikleri kullamilarak agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 3.6 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, g) bir

yari-Riemann manifold ve

F:(B,g, P)—=(B,g)

bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Buna gore agagidaki egitlikler
elde edilir.

(i) ¢D1 = Dy (iii) 9Dy C Dy

(i) @D; =0  (iv) B((gekF,)* ) = Ds.

(2.3.1), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullamlarak asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 3.7 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir

yari-Riemann manifold ve
F: (B,g, P)=(B,3)

bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
elde edilir.

(i) ¢*+ Bw =1 (iii) B + BC = {0}

(i) C?’+wB=1 (iv) wp + Cw = {0}.

Simdi, has semi-slant yari-Riemann submersiyonda distribiisyonlarin integral-

lenebilirligi incelenilecektir.
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Teorem 3.8 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) bir

yari-Riemann manifold ve
F:(B.g,P)=(B.9)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlar1 U, Z € I'(D;) i¢in D; distribiisyonun integrallenebilir

olmasi icin gerek ve yeter sart
w(VyZ —VU) = C(TyU — Ty Z)

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlar U, Z € T'(D;), ¢ € I'(¢ekF, ) ve [U, Z] €
['(gekF,) icin Teorem 2.1.11 (iii), Onerme 2.4.11 (i), (3.2) ve (3.3) esitlikleri

kullanilarak

g(PU,Z],¢) = g(P(VuZ =V zU),()
= ¢(¢VuZ +wVyZ + BTy Z+CTyZ
— ¢V U — @V 42U — BT,U — CT,U, ()
= g(wVuZ+CTyZ —wV U — CT,U, ()

ispat tamamlanir.

Teorem 3.9 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) bir

yari-Riemann manifold ve
F:(B,g,P)—(B,7)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlart U, Z € I'(Ds) i¢in D, distribiisyonun integrallenebilir

olmasi icin gerek ve yeter sart
QA(VuZ —V2U)) + B(TyZ — TU) = 0
dir.
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Ispat. Bu teoremin ispati Teorem 3.7 nin ispati ile benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3.10 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F:(B,g,P)~(B,3)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her
null olmayan vektor alanlart U, Z € I'(Ds) igin semi-slant D, distribiisyonun

integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
P(Ny¢Z —V 30U + TywZ — Tywl) = 0

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlar1 U, Z € T\(D,), ¢ € T'(D;) ve [U, Z] €
I'(gekF,) igin Teorem 2.1.11 (iii), Onerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) esitlikleri

kullanilarak

g(PUZ],¢) = g(VuPZ -V zPU),()
= g(VudZ+TydZ + TywZ + HVywZ — NV 720U
~Ty¢pU — TywlU — HV zwU, )
= g(VudZ +TywZ — NV 120U — TywU, )

ispat tamamlanir.

Simdi, has semi-slant yari-Riemann submersiyonda dikey ve yatay distribiisyon-

larin total geodezik olma durumlar: incelenilecektir.

Teorem 3.11 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g, P)=(B,g)
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tip-1 veya tip-2 icin bir semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlar1 U, Z € I'(¢gekF,) i¢gin B de tamiml dikey distribiisyonun

total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
w(VydZ + TywZ) + C(TydpZ + HVywZ) =0

dar.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlart U, Z € T'(¢ekF,) icin (2.4.9), (2.3.1),
Onerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak

VuZ = PVyPZ
= P(VydZ+ TydpZ + TywZ + HVywZ)
= ¢Vy¢pZ +wVydZ + BlydZ + CTydZ + ¢TywZ

+wlywsZ + BHN ywZ + CHV ywZ
elde edilir. Buradan
VuZ € D(¢ekF,) <= w(VyoZ + TywZ) + C(TydpZ + HVywZ) = 0

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.12 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B.g.P)~(B.9)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlar U, Z € T'(¢ekF, )t icin B de tamimli yatay distribiisyonun

total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
¢(VVuBZ + AyCZ) + B(AyBZ + HVyCZ) =0

dir.
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Ispat. Bu teoremin ispati1 Teorem 3.10 nun ispati ile benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3.13 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F: (B,g,P)—>(B,§)

tip-1 veya tip-2 icin bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her
null olmayan vektor alanlar1 U, Z € T'(D;) igin D; distribiisyonun total geodezik

olmasi icin gerek ve yeter sart
VuZ e T(Dy) <= W(¢VydZ + BTydpZ) =0
ve
wVydZ + CTydpZ =0

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlar U, Z € T'(Dy) icin (2.4.9), (2.3.1), On-
erme 2.4.11 (i), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak
VvZ = PVyPZ
= P(VyoZ +Ty¢Z)
= OVuodZ +wVypZ + BTydZ + CTy¢pZ

elde edilir. Buradan
VuZ e T(Dy) < U(¢VyodZ + BTyoZ) =0

ve

wVudZ 4+ CTydpZ = 0

sartlar1 saglandigindan ispat tamamlanir.

Teorem 3.14 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g,P)=(B,g)
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tip-1 veya tip-2 icin bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her
null olmayan vektor alanlar1 U, Z € T'(Ds) igin D5 distribiisyonun total geodezik

olmasi icin gerek ve yeter sart
Qo(VydpZ + TywZ) + B(TydZ + HVywZ)) = 0
ve
w(VyoZ + TywZ) + C(Ty¢Z + HVywZ) = 0

dir.

ispat. Bu teoremin ispati Teorem 3.12 nin ispati ile benzer sekilde elde edilir.

Teorem 3.15 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B , §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F:(B,g,P)—(B,7)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlar U, Z € I'(¢ekF,) ve ¢ € I'(¢ekF,)* icin F doniistimiiniin

total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart
w(VydZ + TywZ) + C(TypZ + HVywZ) =0

ve
@w(VyBC + Ty CC) + C(Ty B¢ + HVyCC) =0

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlar Y, ¢ € ['(gekF,)* igin F bir yar-

Riemann submersiyon oldugundan (2.1.4) egitligi kullanilarak
(VFIY, () =0

dir. Her null olmayan vektor alanlar1 U, Z € I'(¢ekF,) igin (2.1.4), (2.3.4) ve (3.2)
esitlikleri kullanilarak

(VFIU,Z) = =F(VuZ) = =F.(PVy(¢Z + wZ2))
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elde edilir. Ardindan Onerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak

(VF)U,Z) = —F.(¢6VudpZ+wVydZ + BTyoZ + CTydZ

+¢TywZ + wlywZ + BHVywZ + CHV ywZ)
yazilabilir. Buradan agagidaki kosul elde edilir.
(VFIU,Z) =0 <= w(VyoZ + TywZ) + C(Ty¢pZ + HVywZ) = 0.

Her null olmayan vektor alanlart U € T'(gekF,) ve ¢ € T'(gekF,)* igin tekrar
(2.1.4), (2.3.4) ve (3.2) esitlikleri kullanilarak

elde edilir. Ardindan Onerme 2.4.11 (i), (ii), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullamlarak

(VF)U, () = —F(¢VyB¢+ wVyB¢+ BTyB( + CTy B¢
+¢TyCC + wTyCC + BHVyCC + CHV,CC)

yazilabilir. Buradan da asagidaki kosul elde edilir.
(VF)(U,¢) =0 <= w(VyB( + TyCC) + C(Ty B¢ + HVyC¢) = 0.

Boylece ispat tamamlanir.

3.1 Semi-Slant Yari-Riemann Submersiyonlarda Total Umbilik Lifler
Onerme 3.1.1 (B, g, P) para-Kaehler manifold, (B, §) yar-Riemann manifold
ve

F:(B.g.P)~(B.9)

doniigiimii total umbilik liflere sahip bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon
olsun. O zaman

H e F(’WDQ)

dir.
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Ispat. VZ, ¢ € T(Dy) ve W € I'(p) icin (2.3.5), Onerme (2.4.11) (i), (3.2) ve
(3.3) esitlikleri kullanilarak

PV = VzP(=TzP(+ hVzP(
= ¢Vz(+ @V z( + BTz + CTyC
elde edilir. (2.5.16) esitligi kullanilirsa
g( TzPCW) = g(CTz(, W)
elde edilir. Daha sonra (2.4.7) esitliginden
9(Z, PQ)g(H, W) = 9(Z, ()g(H, PW)
bulunur. Buradan Z ve ¢ nin rolleri degistirildiginde
9(¢, PZ)g(H, W) = g(C, Z)g(H, PW)
olur. Simdi bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak
9(¢, Z2)g(H, PW) =0

bulunur. ¢(¢,7Z) # 0 olacagindan g(H, PW) = 0 olur. Buradan H € I'(wDy)

olmalidir.

3.2 Para-Kompleks Uzay Formundan Yari-Riemann Manifolduna Semi-
Slant Yari-Riemann Submersiyonlar

Bu alt boliimde para-Kaehler uzay formundan yari-Riemann manifoldlarina tanimh
olan semi-slant yari-Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerin para-
kesit egriligi, Ricci egriligi ve skaler egriligi incelenilecektir. (B, g, P) bir para-
Kaehler manifold, (B ,§) bir yari-Riemann manifold ve F : B — B bir semi-
slant yari-Riemann submersiyon olsun. V¢ € B i¢in 7,8 uzaymnda invaryant
bir M diizlemi alalim. Ayrica M nin bir ortonormal bazi {U, PU} olsun. B, B
ve F~1(F(q)) lifinin para-kesit egriliklerini sirasiyla K (M), K, (M) ve K(M) ile

ifade edebiliriz. Buradan agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.1 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F:(B,g, P)—(B,3)

bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Burada ¢y = ¢g(U,U) €
{—=1,41}, epy = g(PU, PU) € {—1,+1} dur.
(i) M C (D), olmas1 durumunda

K(M) = K(M) + evepu{—||TpoU|)* + ||[TvU||* + g(P[PU, U], TyU)}

ve

(ii) M C (u)4 olmas1 durumunda

K(M) = K.(M) + 3||Ay PU||?

dir.

Ispat. (i) Her null olmayan vektor alam U € I'(Dy) icin (2.1.9) ve (2.4.13)

esitliklerinden
K(UAPU) = K(UAPU) — ||TpyU||? + g(TyU, Tpy PU)

bulunur. Daha sonra g yari-Riemann metrigi simetrik olup Onerme (2.4.11) (i),

(2.3.5) ve Teorem 2.1.11 (i) esitliklerinden
K(UAPU) = K(UAPU) — ||TpyU||? 4 g(P[PU, U] + PV PU, T, U)

bulunur. Ardindan ¢ yari-Riemann metriginin bilineerlik 6zelligi ve Onerme

(2.4.11) (i) esitligi kullanilirsa
K(M) = K(M)+ eyepp{—||TpuU|* + [|[TuU|]* + g(P[PU, U], TyU)}

elde edilir ve ispat tamamlanir.

(ii) U € p igin (2.1.9) ve (2.4.11) esitliklerini kullanarak

K(UAPU) = K,(UAPU) —2¢(AyPU, ApyU) + g(Apy PU, AyU)
—g(AUPU7 APUU)
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elde edilir. A tensor alani alterneleyen oldugundan AyU = —AyU dan 2A5U = 0

olup son denklemde yazilirsa
K(M) = K,(M) + 3||Ay PU||?

elde edilir.

Teorem 3.2.2 (B(v),g) bir para-Kachler uzay formu, (B, §) bir yari-Riemann
manifold ve

F: (B(v),g9) — (B,9g)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektor alanlarn W, Z,(,Y € T'(D;) igin

ROW,Z,C.Y) = $Hg(W.Q)g(2.Y) = g(W.Y)g(Z.C)
— 9(W, PQ)g(Z, PY) + g(W, PY)g(Z, P()
— 29(W, PZ)g(¢, PY)}

ve

KW,z) = E{IIWWIIZH2 — (W, Z) = 3¢*(W, PZ)}

+ g(TwW, T2 Z) + ||Tw Z||? (3.2.2)

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlart W, Z, ¢, Y € I'(Dy) icin (2.3.6) ve (2.4.10)

esitliklerini kullanarak

ROW,Z,.¢.Y) = {o(W.09(Z,Y) = g(W.¥)g(Z.()
— g(W, PQg(Z, PY) + g(W, PY)g(Z, P()
— 29(W, PZ)g((, PY)}
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(3.2.1) esitligi elde edilir. Simdi ( = W ve Y = Z kabul edilir ve (3.2.1) denkle-

minde yazilirsa

K(W,2) = {g(W.W)g(Z.2) - (W, Z)g(Z, W)
—9(W, PW)g(Z, PZ) + g(W, PZ)g(Z, PW)
—29(W,PZ)g(W,PZ)}

+9(TwW, Tz 2) — g(TzW, Tw Z)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

KW,2) = %{IIWWIIZH2 —g*(W, Z) = 3¢*(W, PZ)}

+ g(TwW,T22) +||Tw Z|?

(3.2.2) egitligi de elde edilir.

Teorem 3.2.3 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, g) bir yari-Riemann
manifold ve

F: (B(v),g9) = (B,9g)
tip-1 veya tip-2 i¢in bir has semi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. D; in
total geodezik olmasi igin boy(D;) = p olacak sekilde liflerin skaler egriligi

v

2P+ 2)p (3.2.3)

O'D1

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlart W, Z € T'(D;) ve {F,, ..., E,}, T'(D;)

tizerinde time-like(space-like) ortonormal bazlar igin (2.1.6) esitligi kullanilarak

p
Sp,(W.2Z) =) _&R(E, W, Z, E))

=1

yazilir. Ardindan (2.3.6) esitligi kullanilarak

So,(W.2) = 3" {{a(B Z)g(W. ) — g(Ey E)g(W. Z)
—g(E,, PZ)g(W, PE,) + g(E,. PE))g(W. PZ)

—29(Ei, PW)g(Z, PE;)}
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elde edilir. Gerekli iglemleri yaptiktan sonra (2.3.1) esitligi kullanilarak
~ v
bulunur. Buradan (2.1.7) esitliginden

- v
0Dy = _Z<p + 2)]7

(3.2.3) elde edilir.

Sonug 3.2.4 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yar-Riemann
manifold ve

F: (B(v),g9) — (B,9g)

tip-1 veya tip-2 icin bir has semi-slant aci olan ¢ ile birlikte bir has semi-slant
yari-Riemann submersiyon olsun. O halde total geodezik olma sartim1 saglayan

D, distribiisyonu ayni zamanda Einstein manifoldudur.

Ispat. (3.2.4) esitligi kullanilarak
~ v
Sp, (W, Z) = =1 (p +2)9(W, Z)

dir. Burada Einstein manifoldu tanimi hatirlanirsa yani (2.1.8) esitligininden D,

total geodezik oldugunda D; e Einstein manifoldu denir.

Teorem 3.2.5 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yari-Riemann
manifold ve

F: (B(v),9) — (B,3)

tip-1 i¢in bir has semi-slant ag1 olan ¢ ile birlikte bir has semi-slant yari-Riemann

submersiyon olsun. Dj nin total geodezik olmasi igin boy(Ds) = 2q olacak sekilde
- (% 2 . 19
Tp, = 5(—1 — 2q + 3tanh® ¢ sinh” ) (3.2.5)

dir.
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Ispat. {E, ..., E,} space-like ve E, . = sec howEy, E, o = sec hgwFs, ..., By, =
sec hpwkE, time-like ortonormal bazlar: I'(D;) tizerinde segildiginde ve her null

olmayan vektor alanlar1 W, Z € I'(Dy) igin

q 2q
Sp,(W, Z) = Z R(E;,W, Z, E;) + Z R(sec howE;, W, Z, sec hpw Ej)
i=1 j=q+1

yazilabilir. Buradan ilk toplam (3.2.4) esitliginden bulunur. Yani

2q
Sp, (W, Z) = —%(p +2)g(W, Z) + Z R(sec howE;, W, Z, sec hpwE})

J=q+1

yazilabilir. Simdi ikinci toplamda (2.3.6) esitligini kullanarak

50,W.2) = 3 glsechpmEy, 2)g(Woscc homEy)
Z—:gl(s.ec hpwE;, sec hpwE;)g(W, Z)
—g(sechpwkE;, PZ)g(W, P sec hpwE})
+g(sec hpwE;, Psec hpwE;)g(W, PZ)
—2g(sec hpwkE;, PW)g(Z, Psec hpwkE})}
elde edilir. Gerekli iglemleri yapildiktan sonra (3.2) ve (2.5.2) esitlikleri kul-

lanilirsa

Sp, (W, Z) = g(—l — 2¢ + 3tanh? psinh? ) g(W, Z) (3.2.6)

bulunur. Buradan (2.1.7) esitliginden

v

Gp, = 3 (=1 — 2¢ + 3tanh® g sinh® )

(3.2.5) elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.6 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yar-Riemann
manifold ve

F: (B(v),g9) — (B,9g)

tip-1 icin bir has semi-slant acgi olan ¢ ile birlikte bir has semi-slant yari-Riemann
submersiyon olsun. O halde total geodezik olma sartini saglayan D, distribiisyonu

ayni zamanda Einstein manifoldudur.
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Ispat. (3.2.6) esitligi kullanilirsa
Sp, (W, Z) = %(—1 — 2¢ + 3tanh? psinh® @) g(W, 2)

dir. Burada Einstein manifoldu tanimi hatirlanirsa yani (2.1.8) esitliginden D, to-

tal geodezik oldugunda D, ye Einstein manifoldu denir.
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4. HEMI-SLANT YARI-RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu boliimde hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-Riemann mani-
foldlara hemi-slant yari-Riemann submersiyonlar tanitilmakta ve tanimlanan bu
hemi-slant yari-Riemann submersiyonlarda ii¢ tip ac1 i¢in asikar olmayan 6rnek-
ler insa edilmektedir. Ardindan iki altboliimden olusan bu béliimde ilk olarak
hemi-slant yari-Riemann submersiyonlarda total umbilik lifler incelenmektedir.
Ikinci altboliimde ise para-Kaehler uzay formundan yari-Riemann manifoldlarina,
tamimli olan hemi-slant yari-Riemann submersiyonlarin total uzay, baz uzay ve

liflerin para-kesit egriligi, Ricci egriligi ve skaler egriligi aragtirilmaktadir.

Tanim 4.1 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B , §) bir yari-
Riemann manifold ve

F:(B,g,P)~(B,3)

yari-Riemann submersiyonu P(¢ekF,) C (gekF,)* sartim saghyor ise bu déniisiime

anti-invaryant yari-Riemann submersiyon denir (Giindiizalp, 2013).

Tamm 4.2 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir yari-
Riemann manifold ve F : B— B bir yari-Riemann submersiyonu

(i) gekF, = D+ @ D,

(ii) D+ distribiisyonu anti-invaryanttir,

(iii) D¥ distribiisyonu slant distribiisyondur,

sartlar saglanacak sekilde cekF, da iki ortogonal D+ ve D¥ distribiisyon varsa F
e hemi-slant yari-Riemann submersiyon denir. Bu durumda ¢ acisina da hemi-
slant ac1 denir. Ayrica D+ ve D¥ distribiisyonlarmin boyutu sirasiyla m ve n ile
gosterilirse bu durumda

(i) n = 0 ise B bir anti-invaryant yari-Riemann submersiyondur.

(ii) m = 0 ve ¢ = 0 ise B bir invaryant yari-Riemann submersiyondur.

(iii) m = 0 ve ¢ # 0,7 ise B bir has slant yari-Riemann submersiyondur.

Simdi R?" de bir para-kompleks yap1 tanimlandiktan sonra Teorem 2.5.3 ten fay-

dalanarak has hemi-slant yari-Riemann submersiyonlar icin 6rnekler verilecektir.
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R?" de kartezyen koordinatlart (yi,ys, ..., y2n), @ € {1,...,n} olacak sekilde para-
kompleks yap1
0 0 0 0

P — y P =
(ay% 0Yai—1 <8yzi—1 0Yai

tammlanir.

Ornek 4.3 F : R — R3

F(y1,-.-,Ys) = (y2sinht — yscosht, y; sinh s — yycoshs,ys), ¢, s€R

doniistimii verilsin. (aiyl, . 6%6) kanonik bazlarma bagh RS yari-cklidyen uza-

yinn igaretini (4, —, +, —, +, —) ve (8%1’ . 8%3) kanonik bazlarima bagh R? yari-
oklidyen uzaymin isaretini (+, —,+) seklinde alalim. F, tiirev doniigiimiiniin

matrisi
0 sinht —cosht 0 0 0

Fi= | sinhs 0 0 —coshs 0 0
0 0 0 0 10

dir. Buradan

cekF. — Sp U, = coshtay2 + 51nhtay3, Uy = cosh Sg; T sinh S5m0

— ginht2- 0 = i 0 0
Wy = sinht ous T cosht By Wy = sinh s o T cosh s o’

Wy = 2

= ys

(cek )™ = Sp

elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, U3 time-like vektor alanlar: ve Us space-like

vektor alamidir. Dahasi, rankF, = 3 ve

grs(FW, F W) = gps(Wh,Wh) =1
gR?(f*WQJF*WQ) = gRﬁ(W% WQ) =-1
9r (FWs, FWs) = ggs(W5,W3) =1

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D+ anti-

invaryant ve D¥ slant distribiisyonlar1 geren vektorler

D¥ =< U,,Uy> ve D+ =<U;>
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dir.

0] 0
PU3;=P(—)=—=W.
’ (ayﬁ dys ’
g(PUl,Uz) Q(PU2;U1)
coshy = ————= ve coshyp = _"———=-
[ PUL [|U2]] [ PUs| [| U]

dogrudan iglemler ve Teorem (2.5.3) (i) den ¢* = cosh?(t — s)I olup ¢ hemi-slant

agist ile F bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyondur.

Ornek 4.4 F : RS — R}

F(y1, -y Ys) = (y18ina + y3 cos a, ya sin 8 + y4 cos 3, ys)

a ve [ sabit olacak sekilde doniigiimii verilsin. (aiylv s 8%6) kanonik bazlarina
bagh RS yari-6klidyen uzaymn isaretini (4, —, +, —, +, —) ve (Biyl’ . 8%3) kanonik
bazlara bagh R3 yari-cklidyen uzayinin isaretini (+, —, —) seklinde alalim. F,

tiirev doniistimiiniin matrisi

sin av 0 CoSs & 0 00
Fo = 0 sinB 0 cosf8 0 O
0 0 0 0 0 1

dir. Buradan

- 9 dinal- = 9 ¢ipn B9
ok F. = Sp U, = cosa gy — Sinag -, Uy = cos 8 9y — S 15} Da”
L =

— ginal 0 — gin B2~ 0
Wy = sin g~ + cos aay3,W2 smﬁay2 + cos 68@/4’

Wy = 2

= ye

(cekF,)* = Sp

elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, Us space-like vektor alanlari ve U, time-like

vektor alamidir. Dahasi, rankF, = 3 ve

gRg(f*Wh]:*Wﬂ = ggg(Wh W) =1
gry(FWo, FWa) = gps(Wa,Wa) = —1
9rs(FW5, FW3) = gps(W3, W3) = —1

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D+ anti-

invaryant ve D¥ slant distribiisyonlar1 geren vektorler
D¢ =<U;,Uy> ve D+ =<U;>
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dir.

0] 0
PUy = P(=—) = — = W.
’ (8y5 s ’
g 1, V2 g 2, U1
cosp = JLULTR) oy 9P, Uh)
[PUL| [ Us [ PUs || [[UL

dogrudan iglemler ve Teorem (2.5.3) (ii) den ¢* = cos?(a — 3)1I olup ¢ hemi-slant

agist ile F bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyondur.

Ornek 4.5 F : R — R3

f(yb EERE) yﬁ) - (y2 cosht — Ys Sinhtv Ya, yﬁ)

0 # t € R olacak sekilde doniisiimii verilsin. (Biyl’ s 8%6) kanonik bazlarina
bagh RS yari-6klidyen uzayinn isaretini (4, —, +, —, +, —) ve (6%1, ey 8%3) kanonik
bazlaria bagh R3 yari-oklidyen uzayinin isaretini (—, —, —) seklinde alalim. F,

doniigiim matrisi

0 cosht —sinht 0 0 O
Fe=10 0 0 1 00
0 0 0 0 01

dir. Buradan

0 0 0 0
ekF, = SpqU; =sinht— + cosht— Uy = — U3 = —
¢ p{ 1 Iy oy’ oy 8y5}

0 0 0 0
ekF,)t =S {W = cosht— +sinht— Wy = —  W- :—}
(¢ ) P ' dy2 Y3 ? Ya ’ IYs

elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, Us space-like vektor alanlar: ve Us time-like

vektor alanmidir. Dahasi, rankF, = 3 ve

Iry(F WL, FWL) = gps(Wh, W) = —1
9rz(FWa, FWa) = gps(Wa, Wa) = —1
grz(FWs, FWs) = gps(Ws, W3) = —1

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D+ anti-

invaryant ve DY slant distribiisyonlar1 geren vektorler
D¢ =<U;,Uy> ve D+ =<U;>
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0 0

PUs=P(—) = — =W

’ (83;5) 396 s
_ g(PUy, Uy) . g(PUy, Uy)
hp= 2~ "=/ hp = 22 2272/
A VA N T7A I A VA N TEA

dogrudan iglemler ve Teorem (2.5.3) (iii) den ¢* = —sinh®¢/ olup ¢ hemi-slant

agist ile F bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyondur.

(B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) bir yari-Riemann

manifold ve

F : (B, g, P)—(B,3)

bir hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan vektor alan
W e I'(¢ekF,) igin
W =QW +vW (4.1)

yazilabilir. Burada, QW € I'(¢ekF,) ve YW € I'(¢ekF,)* dir.
PW = ¢W 4+ wW (4.2)

icin oW ve wW sirasiyla PW min dikey ve yatay bilesenleridir. Ayrica, her null

olmayan vektor alanm ¢ € I'(¢ekF, )t icin
P(=B(+C(¢ (4.3)

dir. Burada, B( ve C( sirasiyla P¢ nin dikey ve yatay bilegenleridir. Buna ek
olarak (gekF,)*
(¢cekF)*" = wD¥ ® PD* @ (4.4)

seklinde bir ayrisima sahiptir. Burada u, P ye gore (cekF,)* in invaryant dis-

tribiisyonudur.

(4.2), (4.3) ve (4.4) esitlikleri kullanilarak agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 4.6 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir

yari-Riemann manifold ve

F:(B,g,P)=(B,g)
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bir hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
elde edilir.

(i) pD¥ = W € I'(gekFy) (iii) ¢ D+ = {0}

(i) BwD?¥ = D¥ (iv) BPD+ = D+.

(2.3.1), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullamlarak agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 4.7 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir

yari-Riemann manifold ve
F: (B, g, P)—(B,3)

bir hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Buna gore asagidaki esitlikler
elde edilir.

(1) ¢*+ Bw =1 (iii) ¢B + BC = {0}

(i) C?+wB=1 (iv) wp+ Cw = 0.

Simdi, has hemi-slant yari-Riemann submersiyonda distribiisyonlarin integral-

lenebilirligi incelenilecektir.

Teorem 4.8 (B, g, P) bir para-Kachler manifold, (B, §) bir yar-Riemann mani-
fold ve
F:(B,g,P)—(B,7)

tip-1 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlan U, Z € T'(D¥) ve ¢ € T'(D*) igin D¥ slant distribiisyonun inte-

grallenebilir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
g(HVywZ — HV zwU, PC) = —g(TywoZ — TyweU, ()

dar.
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Ispat. Her null olmayan vektor alanlar U, Z € I'(D¥) ve ¢ € T'(D1) igin Teorem
2.1.12 (i), (2.3.2) ve (4.2) egitlikleri kullamlarak

9([U,2],¢) = —g9(VuwZ, P¢) +g(VuP¢Z,()

bulunur. Daha sonra Onerme 2.4.15 (ii) ve Teorem 2.5.3 (i) kullanilarak

g([U,Z],() = g(—HVUwZ+HVZwU,P§)

+cosh? pg([U, 2], O) + g(TyweZ — TzweU, ()
bulunur ve egitlik diizenlenirse

sinh? pg([U, Z],¢() = g(HVywZ — HV zwU, P()
—9(Tyw¢Z — T7zweU, ()

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.8 kullanilarak slant distribiisyonun integrallenebilir olmasi igin asagi-

daki sonug verilebilir.

Sonug 4.9 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann manifold
ve

F: (B, g, P)—(B,3)

tip-1 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektor alanlar1 U, Z € T'(D¥) igin has hemi-slant D? distribiisyonu
HVywZ — HV zwU € T(wD? & )

ve

TywoZ — TyweoU € T(D?)

oldugu icin integrallenebilirdir.
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Teorem 4.10 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g, P)=(B,g)

tip-1, 2, 3 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir.

Ispat. Hatirlayahm ki B bir para-Kaechler manifold ise her null olmayan vektor
alanlann U,Z € I'(T'B); ®(U,Z) = g(U, PZ) ile tamimlanan temel 2-form ve d
dis tiirevi igin d® = 0 dir. Her null olmayan vektor alanlan U, Z € T'(D+) ve
¢ € (¢ekF,) igin

0 = 3d®(C,U,Z) = (U, Z) + UD(Z,() + Z&(C,U)
- o([¢,U],2) - 2([U. 2] ,¢) — 2([2,¢], V)
= 9(8[U,Z].0).

g bir yari-Riemann metrik oldugundan ¢ [U, Z] = 0 dir. Onerme 4.6(iii) den [U, Z]

€ D+ elde edilir ki bu D+ dagiliminin integrallenebilir oldugu anlamina gelir.

Sonug 4.11 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir yari-
Riemann manifold ve

F:(B,g, P)=(B,3)

tip-1, 2, 3 icin bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null

olmayan vektor alanlar1 Z,¢ € I'(D%) igin
T,P¢ = T.PZ (4.5)

dir.

Ispat. (2.5.7) denkleminde Onerme 4.6 (iii) uygulanirsa

Tyw( = ¢(Vz() + BT Z (4.6)
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bulunur. Simdi (4.6) denkleminde Z = ¢ alinirsa

TewZ = §(VcZ) + BT (4.7)
olur. (4.6) ve (4.7) denklemleri birbirinden ¢ikarihirsa

Ty - TewZ = ¢ 12,

elde edilir. Teorem 4.10 ve Onerme 4.6(iii) kullanilirsa ¢ [Z, (] = 0 oldugu goriiliir.
Buradan Z € I'(D%) icin wZ = PZ oldugundan (4.5) ispatlanmig olur.

Simdi, has hemi-slant yari-Riemann submersiyonda dikey ve yatay distribiisyon-

larin total geodezik olma durumlar: incelenilecektir.

Teorem 4.12 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g,P)=(B,9)
tip-1 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlar Z,¢ € T(gekF, )t ve U € I'(¢ekF,) i¢in B de tanimli yatay dis-

tribiisyonun total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart

9(Az¢, QU) = s {9( HV 2(, @opQU) — g(AzBC + HVC(, wU)}

osh? o
dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlar Z, ¢ € T'(cekF, )t ve U € T'(¢ekF,) icin
(4.1) esitliginden

9(Vz(,U) = g(Vz(, QU) + g(V ¢, ¥U)
elde edilir. (2.3.2) esitligi kullamilirsa
9(Vz(,U) = —g(VzP¢, PQU) — g(VzP¢, PYU)
bulunur. (4.2) esitligi kullanilirsa

9g(Vz(,U) = —g(VzP( oQU) — g(VzP(,wQU)
—g9(VzP¢, PYU)
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bulunur. Tekrar (4.2) ve (2.3.2) esitlikleri kullamlirsa

—9(VzPC,@wQU) — g(VzP¢, PYU)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i), Onerme 2.4.15 (iii), (iv) ve (4.3) esitlikleri

kullanilirsa
9(Vz¢,U) = cosh? pg(Az¢, QU) + g(HV z¢, wpQU)

—g(AzB(, PYU) — g(HV 7C(, PYU)

elde edilir. wU = wQU + PYU oldugundan

9(Vz(,U) = cosh® pg(Az¢, QU) + g(HV 2¢, w¢QU)

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.13 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F:(B,g,P)—(B,3)

tip-1 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlar Z, ¢ € T'(¢ekF,) ve € € I'(¢ekF, )t igin B de tammh dikey dis-

tribiisyonun total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0T2.6) = = 0(HV0C,€) = o(TyaC. BE) g (MY 52, C)

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlart Z, ¢ € T'(¢ekF,) ve € € T'(¢ekF,)™* icin
(2.3.2) esitligi kullanilirsa
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elde edilir. (4.2) esitligi kullanilirsa

bulunur. Tekrar (2.3.2), (4.2) ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa
g(vzga 5) = g<VZ¢2C7 é) + g(VngﬁC, g)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve Onerme 2.4.15 (ii) esitlikleri kullanilirsa

g(vZC> 5) = COSh2 @g(TZC> 5) + g(Hvaqua 5) + g(TZw¢C7 5)
+9(HV zw(, C¢)

elde edilir. Buradan gerekli diizenleme yapilirsa

9(V2¢,6) = cosh? pg(Tz¢. &) — g(HV z0¢¢, €) + g(Tzw(, BE)
+9(HV zw(, C¢)

bulunur.

Simdi, has hemi-slant yari-Riemann submersiyonda anti-invaryant ve slant dis-

tribiisyonlarin total geodezik olma durumlari incelenilecektir.

Teorem 4.14 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yar-Riemann man-
ifold ve
F:(B,g,P)~(B,37)

tip-1 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlart Z, ¢ € T(D4), Y € T'(D¥) ve € € I'(¢ekF, )t igin D+ anti-invariant

distribiisyonun total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart
g(HV zw(, @wY) = g(T2(, woY) (4.8)

ve
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dir.

Ispat. Anti-invariant distribiisyonun total geodezik olmast icin (2.4.10) esitliginin
gosterilmesi yeterlidir. Her null olmayan vektor alanlar1 Z, ¢ € T'(D1),Y € I'(D¥)
icin (2.3.2) ve (4.2) esitlikleri kullanilirsa

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve Onerme 2.4.15 (ii) esitlikleri kullanilirsa

ve gerekli diizenlemeler ile
9(V2zC,Y) = cosh® pg(Vz(,Y) + g(Tz¢, wgY ) — g(HV zw(, wY)

—sinh® pg(V2(,Y) = —g(HV zw(, @Y) + g(T¢, weY)

elde edilir. Buradan (4.8) ispatlanmig olur.

Benzer sekilde her null olmayan vektor alanlar Z, ¢ € T'(D1), € € I'(gekF,)* igin
(2.3.2) ve (4.2) esitlikleri kullanilirsa

bulunur. Daha sonra Onerme 2.4.15(ii) ve (4.3) esitlikleri kullamlirsa

elde edilir. Buradan da (4.9) ispatlanmig olur.

Teorem 4.15 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F: (B,g,P)—>(B§,§)

tip-1 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlan Z,¢ € T'(D¥), Y € T'(D1) ve € € T'(gekF,)* icin D¢ has hemi-

slant distribiisyonun total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart

9(HV zw(, wY) = g(Tzwe(,Y) (4.10)
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ve

9(HV zw¢¢, §) = g(Tzw(, BE) + g(HV zw(, C€) (4.11)

dir.

Ispat. Has hemi-slant distribiisyonun total geodezik olmast icin (2.4.10) esitliginin
gosterilmesi yeterlidir. Her null olmayan vektor alanlar Z, ¢ € T'(D¥),Y € I'(D4)
icin (2.3.2) ve (4.2) den

9(Vz(,Y) = =g(Vz0(, PY) — g(Vzw(, PY)
bulunur. Daha sonra (2.3.2), Onerme 2.4.15 (ii) den
9(Vz(,Y) = g(VzP¢(,Y) — g(Tzw( + HV z(, PY)
bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve (4.2) den
—sinh? pg(V2(,Y) = g(Tzwé(, PY) — g(HV zw0(, PY)

elde edilir. Buradan (4.10) ispatlanmig olur. Benzer iglemler her null olmayan

vektor alanlar1 Z, ¢ € T'(D?) ve € € T'(gekF. )" igin yapilirsa

—sinh® pg(V2(, &) = —g(Tzw(, BE) — g(HV zw¢, C€)
+9(HV zw¢(, €)

elde edilir. Buradan da (4.11) ispatlanmig olur.

Son olarak bu boliimde has hemi-slant yari-Riemann submersiyonun total geo-

dezik olma durumu incelenilecektir.

Teorem 4.16 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F:(B,g,P)—(B,7)

tip-1 icin bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan

vektor alanlart Z,( € T'(¢ekF,) ve £,n € I'(¢ekF,)*t icin F in total geodezik
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olmasi icin gerek ve yeter sart

9(HV zwhQC + cosh® pT7Q(, &) = g(TzwQ¢ + PYE, BE)
+9(HV Q¢ + HV zPYE,C€) (4.12)

ve

9(HVy@¢C + cosh? pA4,QC,€) = g(A;@Q¢ + A, PUC, BE)
+9(HV,@wQ¢ + HV, Po¢, C€) (4.13)

dir.

Ispat. F in total geodezik olmast icin (2.4.10) esitliginin gosterilmesi yeterlidir.
Her null olmayan vektor alanlart Z, ¢ € I'(¢ekF,) ve € € I'(gekF,)* igin (2.3.2),
(4.1) ve (4.2) egitlikleri kullanihirsa

9(Vz(,Y) = =g(Vz0QC, P§) — g(VzwQ(, PE) — g(VzPY(, P¢)

bulunur. Daha sonra (2.3.2), Onerme 2.4.15 (ii) ve (4.3) esitlikleri kullanihirsa

9(Vz(,Y) = g(VzPoQ(, &) — g(TzwQ( + HV zwQ(, BE + C¢)
—g(TzPY( +HV 7PV, P§)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve (4.2) esitlikleri kullanilirsa

g(vZC7 Y) = COSh2 SOQ(VZQC, g) + Q(VZW¢QCa 5)
—9(Tz@wQC + PY(, BE)—g(HV zwQ¢ + HV 2 PY(, C¢)

olur. Daha sonra Onerme 2.4.15 (i) ve Onerme 2.4.15(ii) esitlikleri kullamlirsa

9(V2(,Y) = g(HVzw¢Q¢ + cosh? pT7Q(, €)
—9(TzwQC + PY(, BE)—g(HV ;wQC + HV ,PY(, C¢)

elde edilir. Buradan (4.12) ispatlanmig olur. Her null olmayan vektor alanlari

¢ € T'(gekF,) ve £,m € I'(¢ekF,)* icin benzer iglemler ile (4.13) de ispatlanir.
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4.1 Hemi-Slant Yari-Riemann Submersiyonlarda Total Umbilik Lifler

Teorem 4.1.1 (B, g, P) para-Kaehler manifold, (B, §) yar-Riemann manifold ve

F:(B,g, P)=(B,3)

doniigiimii bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. O zaman ya anti-
invariant distribiisyon igin boy(D1) = 1 olmali ya da Vg € B, F~1(q) i¢in herhangi
bir lifin ortalama egrilik vektor alani olan H ile PD+ birbirine dik olmaldir.
Ayrica ¢ nin paralel olmasi durumunda H € p, @ nin paralel olmasi durumunda

ise T' = 0 olur.

Ispat. F doniisiimiiniin has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olmasi icin ya
boy(D+) = 1 olmali ya da boy(D*) > 1 olmahdir. boy(D+) = 1 olmasi durumu
asikardir. {Z, ¢} ortonormal olacak sekilde V7, ¢ € I'(D4) igin boy(D+) > 1
olmasi durumunu inceleyelim. Buradan (2.3.4), Onerme (2.4.15) (i), (3.2) ve

(3.3) esitlikleri kullanilarak

PV, = VyP(=T,P(+HV,PC

= ¢Vz( + @V z( + BTz( + CTy(
olur ve egitlik diizenlenirse
9( TzP¢, Z) = g(6V ¢, Z) + g(BT4(, Z)
elde edilir. Daha sonra (2.3.2) esitliginden
9(TzPC, Z) = —g( T4(, PZ) (4.1.1)
bulunur. (2.4.8) ve (4.1.1) den

g(H,P¢) = g(TzZ,PC¢) = —g(TzP¢,Z) = g( Tz¢, PZ)
= 9(Z,¢)g(H,PZ) =0

bulunur. ¢(Z,¢) = 0 olup, buradan
H1PD* (4.1.2)
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oldugu goriiliir. Diger bir yandan VW, € I'(D¥) igin ¢ nin paralel olmas1 duru-
munda (2.5.15) ve (2.3.2) esitlikleri kullanilirsa

g(H7WW1> - g( TZZ)wwl):_g( TZwWhZ):_g( BTZwWhZ)
= —g( PTwal,Z> :g( TZwW1,PZ) =0

bulunur. Buradan

H1wD? (4.1.3)

oldugu goriiliir. (4.4) esitligi goz oniine alinirsa (4.1.2) ve (4.1.3) esitliklerinden
H € I'(u) oldugu kolayca goriiliir. Son olarak w nin paralel olmasi durumunda

VZ € T(D4) ve € € T'(u) igin (2.5.16) ve (2.3.2) esitlikleri kullanilirsa

9(H,§) = g(127,§) = —g( PT2Z,P§) = —g( CTzZ, P¢)
= g( Ty0Z, Pf) =0

bulunur. ¢Z = 0 oldugundan H = 0 oldugu ve minimal liflere sahip oldugu
sonucu bulunur. Dahas lifler total umbilik oldugundan (2.4.8) esitliginden 7' = 0
oldugu ifade edilir.

4.2 Para-Kompleks Uzay Formundan Yari-Riemann Manifolduna Hemi-
Slant Yari-Riemann Submersiyonlar

Bu alt boliimde para-Kaehler uzay formundan yari-Riemann manifoldlarina tanimh
olan has hemi-slant yari-Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerin

para-kesit egriligi, Ricci egriligi ve skaler egriligi incelenilecektir.

Teorem 4.2.1 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yar-Riemann
manifold ve

F: (B(v).g) = (B.9)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her

space-like vektor alanlart W, Z, (,Y € T'(D%) igin

ROW,Z,CY) = {g(W.Qg(Z,Y) = g(W.Y)g(Z.0)}
+9(Tw(, T2Y) — g(T2¢, TwY) (4.2.1)
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ve

EW,z) = HIWIPIZIP - g*(W.2)}

— g(TwW, T2 Z) + ||Tw Z||? (4.2.2)

dir.

Ispat. Her space-like vektor alanlart W, Z, ¢, Y € T'(D4) igin (2.3.6) ve (2.4.11)
esitlikleri kullanilirsa

ROW.Z,¢.Y) = {gW.Og(Z,Y) = g(W.¥)g(Z.C)
— g(W, PQ)g(Z, PY) + g(W, PY)g(Z, P()
— 29(W, PZ2)g(, PY)}

+9(Tw(,T7Y) — g(T2¢, TwY)

elde edilir. W € T'(D4) icin PW € T'(gekF,)* olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

RW,Z,¢.Y) = $gW.Qg(Z,Y) = gW,Y)g(Z,0)}
+9(TwC, T5Y) = g(T2C. TwY)

(4.2.1) esitligi elde edilir. Simdi ( = W ve Y = Z alinir ve (4.2.1) esitliginde
yazilirsa

K(W,2) = {g(W.W)g(Z.2) = g(W. Z)g(Z, W)
—g(W, PW)g(Z, PZ) + g(W, PZ)g(Z, PW)
—29(W,PZ)g(W, PZ)}

+9(TwW,T2Z) — (T W, Tw Z)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

~ (%
KW.z) = HIWIPIZIF - ¢*(W, 2)}
~9(TwW. Tz Z) + ||Tw Z||*

(4.2.2) esitligi elde edilir.
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Sonug 4.2.2 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B,§) bir yar-Riemann
manifold ve

F: (B(v),g9) — (B,9g)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Eger
space-like vektor alanlar1 W, Z € T'(D*+) igin {W, Z} space-like ortonormal baz
ise

R(W,2) = = = g(TwW, T22) + [T 2| (4.2.3)

dir.

Sonug 4.2.3 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yari-Riemann
manifold ve

F: (B(v),9) — (B,3)
tip-1 veya tip-2 i¢in boy(B) > 2 olacak sekilde bir has hemi-slant yari-Riemann

submersiyon olsun. O halde sabit kesit egriligi v = 0 olmak iizere, eger anti-

invariant distribiisyon D+ total geodezik ise B flattir.

Teorem 4.2.4 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yari-Riemann

manifold ve

F: (B(v),g) = (B,9g)

tip-1 veya tip-2 ig¢in bir has hemi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Eger

D+ total geodezik ise liflerin skaler egriligi
~ L v
g = 1(1 —p)p (4.2.4)

dir.

Ispat. YW,Z € I'(D*) ve {E), ..., E,}, T(D") iizerinde space-like ortonormal
baz i¢in (2.1.6) esitligini kullanarak

=

§L<W7 Z) = Z EiR(Eia W. Z, E;)

i=1
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bulunur. Ardindan (4.2.1) esitligini kullanarak

SHW,2) = 3 9B 2)g(W. E:) — g(Er, E)g(W. 2)}

=1

elde edilir. Gerekli iglemler yapildiktan sonra
SHW.2) = (1= p)g(W. 2) (4.2.5)

bulunur. Buradan ¢ = 1,...p olacak sekilde W = Z = E; alinip ve (4.2.5) den-

klemine uygulanir. Ardindan (2.1.7) esitligi kullanilirsa

- ()
ot =—(1-pp

W

elde edilir.

Sonug 4.2.5 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B,§) bir yari-Riemann
manifold ve

F: (B(v),g9) — (B,9g)

tip-1 veya tip-2 i¢in bir has hemi-slant aci olan ¢ ile birlikte bir has hemi-slant
yari-Riemann submersiyon olsun. O halde total geodezik olma sartin1 saglayan

D+ distribiisyonu aymi zamanda Einstein manifoldudur.

Ispat. (4.2.5) esitligi kullanihirsa
~ v
SL(W7 Z) = Z(l _p)g(W7 Z)

dir. Burada Einstein manifoldu tanimi hatirlanirsa yani (2.1.8) esitligi kullanilirsa

D+ total geodezik oldugunda D+ e Einstein manifoldu denir.

Teorem 4.2.6 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yar-Riemann
manifold ve

F: (B(v).g) = (B.9)
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tip-1 icin bir has hemi-slant a1 olan ¢ ile birlikte bir has hemi-slant yari-Riemann

submersiyon olsun. Her null olmayan vektor alanlart W, Z,(,Y € T'(D¥) i¢in

R(W, Z.¢.Y)

ve

KW,7) =

dir.

Ispat. Her null olmayan

kullanilarak

R(W,Z,(,Y)

(4.2.6) esitligi elde edilir.

= L. 0g(Z,Y) = g(W.Y)g(Z.0)
= g(W, PQg(Z, PY) + g(W, PY)g(Z, P()
~ 29(W. PZ)g(C. PY)}

+9(Tw(, T7Y) — 9(Tz¢, TwY') (4.2.6)

v

—{|W|P|Z]]* = *(W, Z) + 3¢*(W, PZ)}

4

—g(TwW, Tz Z) + || Tw Z||? (4.2.7)

vektor alanlart W, Z, ¢, Y € T'(D4) igin (2.3.6) esitligi

= Jl9W.Q9(2.Y) — g(W.Y)g(Z.0)
— g(W, PQg(Z, PY) + g(W, PY)g(Z, P()
— 29(W, PZ)g((, PY)}

Simdi ( = W ve Y = Z olsun. Ardindan (4.2.6)

esitliginde yazildiktan sonra gerekli iglemlerle (4.2.7) esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.7 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, §) bir yari-Riemann

manifold ve

F: (B(v),g) = (B.3)

tip-1 i¢in bir has hemi-slant ac1 olan ¢ ile birlikte bir has hemi-slant yari-Riemann

submersiyon olsun. D¥ nin total geodezik olmasi i¢in

¥ = %(—q — 2+ 3cosh® ) (4.2.8)
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dir.

Ispat. {E, ..., E,} space-like ve E, = sec howEy, B, 9 = sec hgwFs, ..., By, =
sec hpw E, time-like ortonormal bazlar: I'(D¥) iizerinde secilir ve her null olmayan

vektor alanlar1t W, Z € I'(D¥) igin

q 2q
SP(W,Z)=> R(E;,W,Z E))+ Y R(sechpwE;, W, Z,sec hpwEj)
i=1 j=q+1

yazilir. Buradan ilk toplam (4.2.4) esitliginden bulunur. Yani

2q
SY(W, Z) = %(1 —p)gW, Z) + Z R(sec howE;, W, Z, sec hpwE})

J=q+1

yazilir. Simdi ikinci toplamda (2.3.6) esitligini kullanarak

SY(W,Z) = zp: %{g(sec hypwE;, Z)g(W, sec hpwE;)
Z—:gl(sec howkE;,sec hpwE;)g(W, Z)
—g(sechpwE;, PZ)g(W, P sec hpwkEj)
+g(sec hpwE};, Psec hpwkE;)g(W, PZ)

—2g(sec howkE;, PW)g(Z, P sec hpwk))}
bulunur. Gerekli islemleri yaptiktan sonra
Se(W, Z) = %(—q — 2+ 3cosh? )g(W, Z) (4.2.9)
bulunur. Buradan (2.1.7) esitliginden
¥ = g(—q — 2+ 3cosh? )

(4.2.8) elde edilir.

Sonug 4.2.8 (B(v),g) bir para-Kaehler uzay formu, (B, g) bir yar-Riemann

manifold ve

F: (B(v),g9) — (B,9g)
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tip-1 icin bir has hemi-slant a1 olan ¢ ile birlikte bir has hemi-slant yari-Riemann
submersiyon olsun. O halde total geodezik olma sartini saglayan D¥ distribiisyonu

ayni zamanda Einstein manifoldudur.

Ispat. (4.2.9) esitligi kullanilrsa
S¢(W, Z) = J(=q— 2+ 3cosh® p)g(IW. 2)

dir. Burada Einstein manifoldu tanimi hatirlanirsa yani (2.1.8) esitligi kullanilirsa

D¥? total geodezik oldugunda D¥ ye Einstein manifoldu denir.
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5. BI-SLANT YARI-RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu boliimde hemen hemen para-Hermityen manifoldlardan yari-Riemann man-
ifoldlara bi-slant yari-Riemann submersiyonlar tanitilmakta ve tanimlanan bu
bi-slant yari-Riemann submersiyonlarda ii¢ tip a1 i¢in agikar olmayan 6rnekler
inga edilmektedir. Ardindan iki altboliimden olusan bu béliimde ilk olarak bi-
slant yari-Riemann submersiyonlarda total umbilik lifler incelenmektedir. Ikinci
altboliimde ise bi-slant yari-Riemann submersiyonlarda egrilik iligkileri aragtiril-

maktadir.

Tamm 5.1 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yar-Riemann manifold
ve F : B—B bir yari-Riemann submersiyonu

(i) cekF, = D1 @ D¥2,

(il) D# € (gekF,) ve D¥2 € (¢ekF.) olacak sekilde slant distribiisyonlar vardir,
(iii) D% ve D?2 distribiisyonlarimin slant acilar sirasiyla ¢, ve @, dir,

sartlar1 saglanacak sekilde ¢ekF, da iki ortogonal D¥1 ve D¥2 distribiisyonlar

varsa F e bi-slant yari-Riemann submersiyon denir.

Simdi R?" de bir para-kompleks yapr tammlandiktan sonra Teorem 2.5.3 ten
faydalanarak has bi-slant yari-Riemann submersiyonlar icin érnekler verilecektir.
R?" de kartezyen koordinatlart (yi, s, ..., y2n), @ € {1,...,n} olacak sekilde para-

kompleks yap1
0 0 0 0

P = , P =
( Oy 0Yai—1 ( 0Yai—1 0Ya;

tanimlanir.

Ornek 5.2 F : R} — R}

F(y1, ..., ys) = (y2sinh 0y — y3 cosh 61, yz, ys cosh 0y — ys5 sinh s, ys)

olacak gekilde doniigiimii verilsin. (8%1’ o 8%8) kanonik bazlarma bagh R} yari-
oklidyen uzaymm isaretini (+,—,+,—,+, —,+, —) ve (%, s %) kanonik ba-
zlarma bagh R} yari-oklidyen uzaymmn isaretlerini (4, +, —, —) seklinde alalim.
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F, turev doniisiimiiniin matrisi

0 sinhf; —cosh6, 0 0 0 00

0 0 0 0 0 010
F. =

0 0 0 coshf, —sinhfs 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 1

dir. Buradan

— 0 : 0 _ 0
gek]:* _ Sp U1 = COShela—yz + Slnhela—ys, U2 = 8_yl’

: 0 0 0
U3 = s1nh028—y4 + coshﬁga—%, U4 = 8—%

: 0 0 o)
W1 == sthI@ + COShgla—yg, W2 = (9_y7’

0 o o) o)
W3 = COShega—y4 + smh028—y5,W4 = B_;gg

(gekF.)" = Sp

elde edilir. Ayrica not edelim ki Uy, Uy time-like vektor alanlar: ve Us, Us space-

like vektor alanlaridir. Dahasi, rankF, = 4 ve

gra(F W1, F. Wy grs(W1, Wy

gr f*W2;-7:*W2

gR W27 W2

1

1

-1
gra(F Wy, F Wy grs(Wy, Wy -1

4 ( ) = gns( )
( ) = 9rs( )
grs(F W3, FW3) = gps(Ws, W3)
( ) = gns( )

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D¥' ve

D%2 slant distribiisyonlarin1 geren vektorler
D% =< U, Uy > ve D% =< U3, Uy >

dir.
g(PUl) U2) Q(PU& U4)
[ PUL || Ue]] [ PUs || || U]l

dogrudan iglemler ile cosh ¢; = cosh #; ve cosh ¢, = cosh f5 oldugundan 6, ve 0,

cosh p; = ve coshp, =

bi-slant acilar1 ile F bir has bi-slant yari-Riemann submersiyondur.

Ornek 5.3 F : R} — R}

1 — Y3 ” \/§y5 — Y7 yg)
\/5 ) ) 2 )

Fyi, - ys) = (
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o 0

Byrr B_yg) kanonik bazlarina bagh RY yari-

olacak gekilde doniigiimii verilsin. (
oklidyen uzaymn igaretini (+,—,+,—,+, —,+, —) ve (8%1, s 8%4) kanonik ba-
zlarma bagh R} yari-oklidyen uzaymmn isaretlerini (4, —, +, —) seklinde alalim.

F, tiirev doniistimiiniin matrisi

- 1 i
7 0 ~% O 0 0 0 O
0 0 0 1 0 0 0 O
F.= Vi .
00 0 0¥ 0 -10
0 O 0 O 0 0 0 1
dir. Buradan
1 (90 4, 0 _ 0
cekF, = Sp Ul_lﬁ <ay18+3y;)’U2_3928’
U3—§<\/§3—y5+3—m>,U4=3—%
-1 (o _ 9 0
(¢ekF.) " = Sp Wl_ﬁ(ayl ay‘”’)’m o’
* _ 9 9 )
Wo=1 (V3 - 2) Wa=

elde edilir. Ayrica not edelim ki U, Uz space-like vektor alanlar: ve Us, Uy time-

like vektor alanlaridir. Dahasi, rankF, = 4 ve

dr f*le‘/T*Wl = Jr Wlan

gra(F W3, F W3 Ws, Wi

) )
Irs(FWa, FWa) = grs(Wa, Wa)
) = U9r )
) )

] 4 L
3 1 -1
] 1 L
Irs(FWa, FWy) = grs(Wy, Wy) = —1

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D¥1 ve

D#2 glant distribiisyonlarini geren vektorler
D¥1 =< Ul,UQ > ve D¥2 =< U3,U4 >

dir.
Q(PU1>U2) ve COSp, = g(PU37U4)
[ PUL] [|U]] 2 | PUs| U]

dogrudan islemler ile cos ¢; = cos (%) Ve COS (py = COS ( %) oldugundan ¢, = 7 ve

cosp; =

s

g = 5 bi-slant acilar ile F bir has bi-slant yari-Riemann submersiyondur.

69



Ornek 5.4 F : R} — R}

F(y1, -, ys) = (ya coshy; — yssinh vy, ya, ys coshy, — yssinhv,, yz7)

olacak gekilde doniisiimii verilsin. (%, > B -9.) kanonik bazlarma bagh R§ yari-
oklidyen uzaymn isaretini (+,—,+,—,+,—,+,—) ve (Biyﬁ‘ 5 Boa 9_) kanonik ba-
zlarma bagh R} yari-oklidyen uzaymm isaretlerini (—, —, +, +) seklinde alalim.

F, doniigiim matrisi

0 coshy, —sinhvy; 0 0 00 0
0 0 0 1 0 00 0
Fi =
0 0 0 0 coshvy, 0 O —sinh~,
0 0 0 0 0 01 0

dir. Buradan

U; = sinh + cosh ,Ug = 0
cekF, = Sp %8 718

W1 = cosh + sinh ,Wo =
O T R

W3 = coshyy5— 8 + sinh v, 7~ a Wy = ay7

elde edilir. Ayrica not edelim ki Us, Uy time-like ve Uy, Us space-like vektor alan-

laridir. Dahasi, rankF, = 4 ve

grs(FWh, F.Wh) )
Irs(FWo, FW3) )
gRg(f*Wa’,f*W?,) = grs(Ws, Ws3) =1
gRg(F*W4,f*W4) )

esitlikleri saglandigindan F bir yari-Riemann submersiyondur. Ayrica D¥' ve

D%2 slant distribiisyonlarini geren vektorler
D¥1 =< Ul,UQ > ve DY?2 =< Ug,U4 >
dir.

g(PUy, Uy)
| PUL| ||Ua|

g(PUi’n U4)

sinh p; = ALV
' I1PUs | |Uall

ve sinhp, =
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dogrudan islemler ile sinh ¢; = sinhy; ve sinh ¢, = sinh v, oldugundan v, ve 7,

bi-slant acilar1 ile F bir has bi-slant yari-Riemann submersiyondur.

(B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) bir yari-Riemann

manifold ve

F:(B,g, P)=(B,3)

bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan vektor alan
W e T'(¢ekF,) i¢in
PW = oW 4+ oW (5.1)

dir.Burada, oW ve wW sirasiyla PW nin dikey ve yatay bilegenleridir. Ayrica,
her null olmayan vektor alam ¢ € T'(¢ekF,)* icin

PC=BC+CC (5.2)

dir. Burada, B( ve C( sirasiyla P¢ nin dikey ve yatay bilesenleridir. Bunlara ek
olarak

(cekF,) " = wD? @ wD? O (5.3)

seklinde yazilabilir. Burada y, P ye gore (¢ekF,)* in invaryant distribiisyonudur.

(5.1) ve (5.2) esitlikleri kullamlarak asagidaki énerme elde edilir.

Onerme 5.5 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir

yarl-Riemann manifold ve
F:(B,g, P)—(B,3)

bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Buna goére agagidaki esitlikler
elde edilir.

(i) D C D¥ (iii) ¢D¥2 C D¥2

(ii) Bu = {0} (iv) Cp = p.

(2.3.1), (5.1) ve (5.2) esitlikleri kullanmlarak agagidaki énerme elde edilir.
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Onerme 5.6 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B, §) bir

yari-Riemann manifold ve

F:(B,g, P)=(B,3)

bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Buna gore Z € D¥1 ve ( € D¥2
vektor alanlar icin asagidaki esitlikler elde edilir.

(i) ¢*Z + BwZ = Z  (iii) B + BC = {0}

(ii) C3¢+wB( =¢ (iv) wo + Cw = {0}.

Simdi, asagida elde edilen esitlikler has bi-slant yari-Riemann submersiyonlarda
distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve total geodezik olma durumlarimi incele-

mek i¢in kolaylik saglayacaktir.

Lemma 5.7 (B, g, P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold, (B,§) bir

yari-Riemann manifold ve

F:(B,g, P)=(B,g)

bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun.

Eger F, tip-1 bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon ise her null olmayan

U W e D% ve Z, ¢ € D¥2 i¢in
g(VuW, Z) = csc h20,9(Tzww¢W — TyzwW — AgzwW,U) (5.4)

(V¢ U) = csc h?p,g9(Tymdl — Tyyw( — Agvw(, Z) (5.5)

dir. Eger F, tip-2 bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon ise her null olmayan

U W e D% ve Z, ( € D¥2 icin
g(VuW, Z) = csc® 0,9(TzwoW — TyzwW — AgzoW,U) (5.6)

9(V2¢.U) = esc? pog(TywgC — Tyww( — Aguw(, Z) (5.7)
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dir. Eger F, tip-3 bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon ise her null olmayan

UW e D% ve Z, ( € D¥? igin
g(VuW, Z) = sec h*0,9(Tzww¢W — TyzwW — AgzwW,U) (5.8)

9(Vz¢,U) = sec h*p,9(Tymwd¢ — Tyrw( — Apvw(, Z) (5.9)

dir.

Ispat. Her null olmayan U, W € D%1 ve Z, ( € D¥2 icin (2.3.2) ve (5.1) esitlikleri

kullanilirsa
gVuW,2) = —g(VyPW,PZ)
= —9(VyoW, PZ) — g(VywW, PZ)
elde edilir. Tekrar (2.3.2) ve (5.1) esitlikleri kullanmlirsa
g(VeW,2) = g(Vu¢*W, 2) + g(VywoW, Z)

bulunur. Daha sonra Teorem 2.5.3 (i) ve Onerme 2.4.11 (i), (ii) esitlikleri kul-
lanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
g(VuW,Z) = cosh® pg(VoW, Z) + g(TvwoW, Z)
—9(Ty@wW, ¢Z) — g(AywW, @w2)

elde edilr. Son olarak (2.4.3) ve (2.4.4) esitlikleri kullanilirsa
9(VuW, Z) = esc h*0,9(TyzmW — Tyw¢W + Ay zwW,U)

(5.4) bulunur. Benzer gekilde (5.5) de elde edilir. Ayrica tip-2 ve tip-3 icin ifade

edilen egitlikler de benzer islemler ile elde edilebilir.

Teorem 5.8 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann mani-
fold ve

F:(B,g,P)=(B,g)
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tip-1 i¢in bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlarn U, W € (D%1) ve Z € I'(D¥2) i¢in has bi-slant D#1 distribiisyonun

integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart
g(TZw¢W — T¢ZwW — AwaW, U) = g(TqubU — T¢Z’WU — szwU, W)

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlart U, W € (D¥1) ve Z € I'(D¥#2) icin (5.4)

esitligi kullanilarak

g(TquzSW = T¢ZWW - szwI/V, U)
—9(T7zwpU — TyzwlU — ApzwU, W)

— csch?yp,

ispat elde edilir.

Teorem 5.9 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yar-Riemann mani-
fold ve
F: (B,g,P)—>(B,§)

tip-1 icin bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlar1 U € D¥1 ve Z, ( € D¥%2 icin has bi-slant D¥2 distribiisyonun

integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart
9(TywgC — Tyvw( — Aguw(, Z) = g(TvwdZ — TyvwZ — AguwZ, ()

dir.

ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 5.8 in ispat1 ile benzer sekilde elde edilir.

Teorem 5.10 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g, P)=(B,g)
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tip-1 i¢in bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlarn U, W € (D%1) ve Z € I'(D¥2) i¢in has bi-slant D#1 distribiisyonun

total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
9(TrwpW — TyzwW — A zwW,U) =0 (5.10)

dir.

Ispat. Her null olmayan U, W € D%1 ve Z € D¥2 i¢in Onerme 2.4.11 (i) ve (5.4)

esitlikleri kullanilirsa

g(VoW,Z) = g(VuW,Z2)

= csch?0,9(TywoW — TyywW — Ay oW, U)

bulunur. Buradan slant D¥1 distribiisyonun total geodezik olmasi icin gerek ve

yeter sart VyW € D# olmasidur.

Teorem 5.11 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g, P)=(B,3)

tip-1 i¢in bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null olmayan
vektor alanlar1 U € (D#1) ve Z,( € I'(D¥2) igin has bi-slant D¥2 distribiisyonun

total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
g(TUwng( — T¢UWC — AwUWC, Z) = O (511)

dir.

Ispat. Bu teoremin ispati1 Teorem 5.10 un ispati ile benzer sekilde elde edilir.

Sonug 5.12 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-

ifold ve F : (B, g, P)—(B, §) doniigiimiiniin tip-1, 2 veya 3 icin bir has bi-slant
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yari-Riemann submersiyon olsun. Bpe:1 X Bpes, ¢ekF, da bir yerel ¢carpim olmasi
icin gerek ve yeter sart D¥1 ve D¥2 distribiisyonlarinin sirasiyla Bpeir ve Bpes

integral manifoldlarimin (5.10) ve (5.11) denklemlerinde gegerli olmasidir.

Teorem 5.13 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B , §) bir yari-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g, P)=(B,g)

tip-1, 2 veya 3 i¢in bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlar Z, ¢ € I'(¢ekF,) icin (¢ekF,) n total geodezik olmasi igin

gerek ve yeter gsart
Cg(Tz¢¢ + HV zwC) + wg(Vz0¢ + Ty() = 0 (5.12)

dir.

Ispat. Her null olmayan vektor alanlart Z,¢ € T'(cekF,) icin (2.3.1), Onerme
2.4.11 (i), (ii), (5.1) ve (5.2) egitlikleri kullanilirsa
Vz( = PVzP(= P(Vz¢¢+ Vzw()
= P(Tz¢¢ + @ZGX + Tzw( + HV zw()
= BTz0¢ + CTz0¢ + 0V 20¢ + @V 2
+¢T7w( + wlyzw( + BHV zw( + CHV zw(

bulunur. Burada ¢ekF, a ait kisimlar ayrilirsa (5.12) elde edilir.

Teorem 5.14 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yari-Riemann man-
ifold ve
F:(B.g.P)—(B.3)

tip-1, 2 veya 3 icin bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlart U, W € I'(¢ekF, )" icin (¢ekF, )" in total geodezik olmasi

icin gerek ve yeter sart
Bg(AyBW +HVyCW) + ¢g(AuCW + VVyBW) =0 (5.13)
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dir.

Ispat. Bu teoremin ispati Teorem 5.13 iin ispat1 ile benzer sekilde elde edilir.

Sonug 5.12 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B ,§) bir yari-Riemann man-
ifold ve F : (B, g, P)—(B, ) doniigiimiiniin tip-1, 2 veya 3 icin bir has bi-slant
yarl-Riemann submersiyon olsun. B, XBgxrr, ¢ekF, da bir yerel ¢arpim
olmasi icin gerek ve yeter sart (cekF,) ve (cekF,)* distribiisyonlarimin sirastyla
Beexr, ve Beexr, integral maifoldlarimim (5.12) ve (5.13) denklemlerinde gecerli

olmasidir.

5.1 Bi-Slant Yari-Riemann Submersiyonlarda Egrilik fligkileri

Bu alt boliimde bir (B, g, P) para-Kaehler manifoldundan bir (B, §) yar-Riemann
manifolduna taniml olan bi-slant yari-Riemann submersiyonun total uzay, baz
uzay ve liflerin para-kesit egriligi incelenilecektir. B, B ve F~' (F(z)) lifinin para-

kesit egriliklerini sirasiyla K (M), K*(M) ve K(M) ile ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.1 (B, g, P) bir para-Kaehler manifold, (B, §) bir yar-Riemann man-
ifold ve

F:(B,g,P)—(B,3)

tip-1 veya tip-2 icin bir has bi-slant yari-Riemann submersiyon olsun. Her null
olmayan vektor alanlar 7y, Z, € (¢ekF,) ve ¢y, (, € (¢ekF.)"* icin

(

K(¢Z1,02) |9Z1]| " |9 Za||
+K (@2, wZs) w2 | |wZa|
~9(Ty2,071, Ty2,672) + | T2, 0 2|I”
K(Zy,Z) = €z,62, 8 =3 | Awz@Za|® + 9(Voro,T) oz, 671, @ Zs) (5.1.1)

+ | Ae,0 20| = | Tyz, @ Zol|”
+9(VeorT)oz0Z2, @) + || Az, ¢ 2|
N Tsnw |
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K(¢Zy, BG) 921|172 |1 B,
+K*(@21,C¢) |z 10|~
—9(Ts2,6Z1, Tie, BCy) + | Tyz BG |1
K(Z1,¢) = ezee, 3 =3 Ann,CCI° + 9(Vee, T)om 671, OC,)
+||Ace,6Z1|)” = 1Ts2,CC |1
+9((Vor,T)pe, BC, wZ1) + | Awz, BG |
A

K(BG, BCo) [|BE 72 [1BElI 2
+K(CC, CG) 1067 1CG| 2
—9(Tpe, BC1, T, BGy) + || Tae, Bé||
K (G, G) = e, § =3 [|Ace, CGall” + 9((Vee, T) e, BG1, CCy)
+ [[Ace, BG[IF = || 7o, 0G|
+9((Voe, T pe, B, CC) + || Ace, Bé||
\ — | Tse, 0"
dir. Burada ez, = g(Z1,Z1) € {*1}, ez, = 9(Zs, Z5) € {£1}, e, = 9((;
{£1}, &, = 9(¢a,Co) € {F1} dur.

J

(5.1.2)

(5.1.3)

7€1) S

Ispat. Her null olmayan ortonormal vektér alanlari Z;, Z, € (¢ekF,) ve (;,(,

€ (gekF, )t igin K(Zy, Zy) = K(PZy, PZ,) esitligi igin (5.1) ve (5.2) kullanilirsa

K(Zl,Zz) = K(PZl,PZQ) = K(¢Z1,¢ZQ) + K(¢Zl,WZ2)

+K(wZy, ¢Z2) + K(wZ1, wZ)
bulunur. Kesit egriliginin tanimi kullanilirsa

K(Z1,Zy) = R(¢Zv,0Zs, ¢Zo, ¢ 21) + R(PZy, Wy, w2y, $Z1)

‘f‘R(ZUZh ¢Z2, ¢ZQ, le) + R(le, ZEZQ, wZQ, le)
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elde edilir.Burada (2.4.10), (2.4.11) ve (2.4.12) egitlikleri kullanilirsa

( R(¢Z1, $Zo, 9Zo, 0 Z1) — §(Tyz,0Z1, Tyz,6Z2) \
1 Tpz,0Za)” + 9(V o2, T) 62,621, 70 Z)
+ | Awz 0 Z1|° = | Tsy 2|
+9(Var, o022, wZ) + || Anz 6 2|
N Ty Zi | + R (wZy, w2, w7, w )
-3 || Awz, @2

K(Zh Zz) = €2,€2,

bulunur. Simdi
R(¢Z1, 022,622, 071) = K (6 Z1,02) ||6Z:|| 2 || 2]~

ve

R (wZy, w2y, w7, wZy) = K*(wZy,wZs) ||wZy|| > ||wZs|| >

esitliklerini son denklemde yazilirsa (5.1.1) elde edilir. Benzer iglemler ile (5.1.2)

ve (5.1.3) esitlikleri elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasina yari-Riemann manifoldlar, distribiisyonlar, para-kompleks man-
ifoldlar, yari-Riemann submersiyonlar ve son olarak da Neutral slant submer-
siyonlarin tanimlari verilerek baglandi. Ardindan hemen hemen para-Hermityen
manifoldlardan yari-Riemann manifoldlara semi-slant, hemi-slant ve bi-slant yari-
Riemann submersiyonlar tanmimlanarak bu submersiyonlarda da ii¢ tip icinde
ozgiin geometrik sonuglar elde edilmigtir. Ayrica tamimlanan bu yari-Riemann
submersiyon tiirlerinde ii¢ tip ac1 icin de asikar olmayan 6rnekler insa edilmistir.
Daha sonra para-kompleks uzay formlarimi kullanarak para-kesit, Ricci ve skalar
egrilikler icin karakterizasyonlar elde edilmistir.

Bu tez caligmasinda yari-Riemann submersiyondaki benzer problemler farkli man-
ifold cesitleri icin incelenebilir. Dolayisiyla bu tez caligmasi yeni caligmalara 11k

tutacak niteliktedir.
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