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ÖZET 

 

PARA-KOMPLEKS GEOMETRİDE WARPED ÇARPIM 
NOKTASAL SLANT ALTMANİFOLDLAR 

 
AYAZ, Sedat 

Doktora, Matematik Bölümü 
Danışman: Prof. Dr. Yılmaz GÜNDÜZALP 

Nisan 2024, 90 sayfa 
 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde, bu çalışmanın temelini oluşturacak daha 
önce yapılmış çalışmalarla ilgili bilgiler verilmektedir ve bu çalışmanın içeriği 
açıklanmaktadır. Önceki çalışmalar bölümünde, bu çalışmanın tarihsel gelişimi ile ilgili genel 
bilgiler verilmektedir. Malzeme ve yöntem bölümünde, gelecek bölümlerde kullanabilmek 
için temel tanımlar, kavramlar ve örnekler verilmektedir. Bulgular ve tartışma kısmında ise 
çalışmamızın orijinal bölümüne yer verilmektedir. Bu kısımda öncelikle para-Kaehler 
geometride noktasal yarı-slant ve bi-slant altmanifoldlarla ilgili tanımlar, kavramlar ve 
örnekler elde edilmektedir. Ayrıca, nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant 
altmanifoldlarla ilgili tanımlar, kavramlar ve örnekler verilmektedir. Bu bölümde noktasal 
altmanifoldlar araştırıldığından sabit olmayan açılar elde edilmektedir. Çünkü değişkene 
bağımlı açılar oluşmaktadır. Para-Kaehler geometride ve nearly para-Kaehler geometride bu 
açıların aldığı değerin aralığına göre altmanifoldların tip-1 ve tip-2 durumları incelenmektedir. 
Ayrıca distribüsyonların integrallenebilirliği ve tamamen jeodezik olma durumları tip-1 ve tip-
2 durumlarına göre ele alınmaktadır. İkinci kısımda, para-Kaehler geometride non-trivial 
warped çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldlar incelenmektedir ve para-Kaehler geometride 
non-trivial doubly warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldlara da çalışılmaktadır. Ayrıca 
nearly para-Kaehler geometride non-trivial warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlar 
da incelenmektedir. Bunlarla ilgili tanımlar, teoremler ve örnekler verilmektedir. Bu bölümün 
üçüncü kısmında ise bu çalışmalarla ilgili eşitsizlikler oluşturulmaktadır. İlk olarak, para-
Kaehler geometride non-trivial warped çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldlar ile ilgili 
eşitsizlikler ve bunlarla ilgili sonuçlar incelenmektedir. İkinci olarak, para-Kaehler geometride 
non-trivial doubly warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldlar ile ilgili eşitsizlikler ve 
bunlarla ilgili sonuçlar elde edilmektedir. Bu bölümün sonunda ise nearly para-Kaehler 
geometride non-trivial warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlar ile ilgili eşitsizlikler 
ve bunlarla ilgili sonuçlar incelenmektedir. Son olarak sonuç ve öneriler bölümünde tezin 
genel bir değerlendirilmesi yapıldıktan sonra ileride yapılacak olan çalışmalara katkıda 
bulunmak için öneriler verilmektedir. 

Anahtar Kelimeler: Para-Kaehler manifold, Warped çarpım altmanifoldlar, Doubly 
warped çarpım altmanifoldlar, Noktasal slant altmanifoldlar, Eşitsizlikler . 
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ABSTRACT 

 

 WARPED PRODUCT POİNTWİSE SLANT SUBMANİFOLDS İN PARA-
COMPLEX GEOMETRY 

 

AYAZ, Sedat 
Doctorate of Science in Department of Mathematics 

 Supervisor: Prof. Dr. Yılmaz GÜNDÜZALP 
April 2024, 90 pages  

 
The thesis consists of five sections. In the introduction section, informations are given about 
previous studies that will form the basis of this study and the content of this study is explained. 
In the previous studies section, the historical developments of this study are given. In the 
material and method section, basic concepts, theorems and examples are obtained for use them 
in next chapters. In the findings and discussion section, the original section of our thesis is 
given. In this part, firstly concepts, theorems and examples with related to pointwise semi-
slant and bi-slant submanifold in para Kaehler geometry are obtained. Also, concepts, 
theorems and examples with related to pointwise hemi-slant submanifolds in nearly para-
Kaehler geometry are given. In this section, since pointwise slant submanifolds are researched, 
non-constant angles are obtained. Because angles that depend on the variable are formed. 
According to the range of values of these angles, Type-1 and Type-2 cases of submanifolds in 
para-Kaehler geometry and nearly para-Kaehler geometry are examined. In addition, the 
integrability of the distributions and their totally geodesicness status are explained according 
to type-1 and type-2 cases. Secondly, non-trivial warped product pointwise semi-slant 
submanifolds in para-Kaehler geometry are investigated and non-trivial doubly warped 
product pointwise bi-slant submanifold in para Kaehler geometry are studied. Also, non-trivial 
warped product pointwise hemi-slant submanifolds in nearly para Kaehler geometry are 
investigated. Definitions, theorems and examples related to these are given. In the third part 
of this section, the inequalities related to these studies are created. Firstly, the inequalities and 
results regarding the non-trivial warped product pointwise semi-slant submanifolds in para-
Kaehler geometry are investigated. Secondly, the inequalities and results regarding the non-
trivial doubly warped product pointwise bi-slant submanifolds in para-Kaehler geometry are 
obtained. At the end of this section, the inequalities and results regarding the non-trivial 
warped product pointwise hemi-slant submanifolds in nearly para-Kaehler geometry are 
examined. In the conclusion and suggestions section, a general evaluation of the thesis is made 
and suggestions are given to contribute to the next studies. 

Keywords: Para-Kaehler manifold, Warped product submanifolds, Doubly warped 
product submanifolds, Pointwise slant submanifolds, Inequalities. 
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1. GİRİŞ 

P. K. Rashevskij 1948 yılında Para-Kaehler manifoldun özelliklerine çalıştı [34]. B. 

A. Rozenfeld 1949 yılında Para-Kaehler manifoldları tanımladı [35] ve B. A. 

Rozenfeld bu çalışmasını Rashevskij’in tanımladığı kompleks durumdaki Kaehlerin 

tanımıyla kıyasladı. Kaehler ile para-Kaehler arasında benzerlik buldu. Daha sonra S. 

Tachibana 1959 yılında nearly Kaehler manifoldlara çalıştı. Bu manifoldlar için örnek 

verilecek ise 𝑆6  (6 boyutlu küre) örneği en bilinen örnektir. Bu örnek, Kaehler 

manifold olmayan nearly Kaehler manifoldlara bir örnektir [43]. Her nearly para-

Kaehler manifold bir para Kaehler manifold değildir. Ama her para Kaehler manifold 

bir nearly para Kaehler manifolddur. Bu genelleme doğrudur. 

 

1969’dan önce warped çarpım kavramı matematiksel ve fiziksel konularda ortaya 

çıktı. Örneğin, Kruchkovich tarafından 1957 yılında semi-reducible uzayında 

kullanıldı [30].  Bu kavram, izafiyet teorisi, sicim teorisi ve kara delikler gibi 

konularda da kullanıldı. Warped çarpım manifoldlar, R. L. Bishop ve B. O’Neill 

tarafından tanımlandı ve çalışıldı [9]. Daha sonra, warped çarpımlar, diferansiyel 

geometri de önemli bir çalışma alanı haline geldi [5,13,44,45]. 

 

B. Y. Chen, 1990 yılında Hermityen manifoldlarda invaryant ve anti-invaryant 

altmanifoldların bir genel hali olarak slant altmanifoldları ifade etti [11]. B.-Y. Chen 

ve O. J. Garay, Hermityen manifoldlar da noktasal slant altmanifoldların kavramını 

tanımladı [14]. Daha sonra B.-Y. Chen noktasal slant altmanifoldları tanımladı ve 

Öklid uzayında bazı altmanifoldlar da önemli sonuçlar ve örnekler elde etti [11,12]. F. 

Etayo, quasi-slant altmanifoldları adı altında bazı altmanifoldlara çalıştı. Bu 

altmanifoldu, Kaehler manifoldun tamamen jeodezik quasi-slant altmanifoldu 

olduğunu gösterdi [19]. Daha sonra, P. Alegra ve A. Carriazo, para-Hermityen 

manifoldlarda slant altmanifoldlarda çalıştı ve yarı-Riemann altmanifoldların bazı 

çeşitlerinin tanımlamalarını yaptı [3,4]. Bazı geometriciler tarafından Riemann ve 

yarı-Riemann manifoldlarda farklı yapıların slant altmanifoldlarına çalışıldı 

[1,2,7,25,33].          

  

B. Şahin, noktasal slant altmanifoldların tanımını kullanarak Kaehler manifoldlarda 

noktasal yarı-slant altmanifoldları tanımladı. Ayrıca, bu kavramları kullanarak 
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Kaehler manifoldlarda ikinci form olan  𝐾𝑇𝑥𝑘𝐾𝜃 non-trivial warped çarpım 

altmanifoldun varlığını ispatladı. Sonra, teoremler, ilginç sonuçlar, eşitsizlikler ve 

örnekler elde etti. Burada, 𝐾𝑇 holomorfik altmanifoldları ve 𝐾𝜃 noktasal slant 

altmanifoldları ifade etmektedir [39]. Daha sonra, A. Sharma para-Kaehler 

manifoldlarda warped çarpım yarı-slant altmanifoldların var olmadığını ispatladı [41]. 

Bu çalışmada, para-Kaehler manifoldlarda non-trivial warped çarpım yarı-slant 

altmanifoldların 𝐾𝑇𝑥𝑘𝐾𝜃 ikinci formunun varlığı örnekler verilerek ispatlandı. Daha 

sonra teoremler, sonuçlar ve bunlarla ilgili eşitsizlikler elde edildi. 

 

B. Y. Chen ve S. Uddin, Kaehler manifoldlarda warped çarpım noktasal bi-slant 

altmanifoldlar üzerinde çalıştı [15]. Ayrıca, B. Ünal tarafından, doubly warped 

çarpımlar, warped çarpımların bir genel hali olduğu belirtildi [47,48]. S. Sular, C. 

Özgür [42] ve A. Olteanu [31], Riemann yapılarda doubly warped çarpım 

altmanifoldlar ve geometrik eşitsizlikler üzerine çalıştılar. Bu tezde para Kaehler 

geometride noktasal bi slant altmanifoldlar tanımlandı. Örnekler verilerek para 

Kaehler geometride doubly warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldların varlığı 

ispatlandı. Örnekler verildi ve bunlarla ilgili eşitsizlikler elde edildi.     

  

B. Şahin. Kaehler geometride warped çarpım anti-slant altmanifoldlara çalıştı [36]. 

Kaehler manifoldlarda non-trivial warped çarpım anti-slant altmanifoldların ikinci 

formu olan  𝐾𝜃𝑥𝑘𝐾⊥ altmanifoldların varlığını ispatladı [40]. Sonra, teoremler, ilginç 

sonuçlar, eşitsizlikler ve örnekler elde etti. Burada, 𝐾⊥ anti-invaryant altmanifoldları 

ve 𝐾𝜃 noktasal slant altmanifoldları ifade etmektedir. Daha sonra, 2022 yılında Y. 

Gündüzalp para Kaehler geometride warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlara 

çalıştı [24]. Warped çarpım anti-slant altmanifoldlar ile ilgili kavramlar, teoremler ve 

örnekler elde etti. Bu kavramları kullanarak eşitsizlikler ve sonuçlar elde etti. Bu tezde 

ise nearly para-Kaehler geometride warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlar 

üzerine çalışmalar yapıldı. Bu manifold üzerine yapılan çalışmada verilen örnekler, 

yukarıda belirttiğimiz genellemeden dolayı hem para Kaehler hem de nearly para 

Kaehler manifoldlar olan örneklerdir. 

 

Bu tezin 2. bölümünde, önceki çalışmalar başlığı altında daha önce yapılmış 

konumuzla ilgili önemli çalışmalar hakkında tarihsel bilgiler verildi. 3. Bölümün olan 
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Malzeme ve Yöntemler kısmında, ileriki bölümlerde kullanabileceğimiz bazı temel 

tanımlar, kavramlar ve örnekler verildi. 4. Bölüm olan Bulgular ve Tartışma kısmında, 

ilk olarak para-Kaehler geometride noktasal slant altmanifoldlar elde edildi. Bu ilk 

kısım üç alt bölüm şeklinde çalışıldı. İlk alt bölümde para-Kaehler geometride noktasal 

yarı-slant altmanifoldlar elde edildi. Daha sonra noktasal bi-slant altmanifoldlar ile 

ilgili bazı sonuçlar elde edildi. Son olarak ise nearly para Kaehler geometride noktasal 

anti-slant altmanifoldlar ifade edildi ve bu belirttiğimiz manifoldlarla ilgili tanımlar, 

sonuçlar ve örnekler verildi. 4. bölümün İkinci kısmında, ilk olarak para Kaehler 

geometride warped çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldlar elde edildi. Daha sonra 

doubly warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldlar araştırıldı. Son olarak nearly 

para Kaehler geometride warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlar verildi. Bu 

belirttiğimiz manifoldlarla ilgili teoremler, sonuçlar ve örnekler araştırıldı. 4. bölümün 

3. Kısmındaki eşitsizliklerde ise yukarıda belirttiğim warped çarpım altmanifoldlarla 

ilgili ikinci temel formun normunun karesi ile ilgili eşitsizlikler elde edildi ve bunlarla 

ilgili sonuçlar bulundu. Bu tezin 5. bölümü olan sonuç ve öneriler bölümünde ise 

yaptığımız çalışmalar sonucunda elde ettiğimiz sonuçlar ifade edildi. Ayrıca öneriler 

kısmında yapılan bu çalışmayı farklı manifoldlar ve altmanifoldlar üzerinde kullanarak 

orijinal çalışmalar ve sonuçlar elde edileceği ifade edildi. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

Para-Kaehler manifoldlar üzerine P. K. Rashevski 1948 yılında çalışmalara başladı. 

Hemen ardından B. A. Rozenfeld, 1949 yılında para-Kaehler manifoldları tanımladı. 

Ayrıca Rashevskij’in tanımındaki kompleks durumdaki Kaehler tanımını kıyasladı ve 

Kaehler ile para-Kaehler arasındaki benzerlikleri buldu. Daha sonra, S. Tachibana 

1959 yılında nearly Kaehler manifoldlara çalıştı. Bu manifoldlara verilmiş en bilinen 

örnek  𝑆6  (6 boyutlu küre) olarak bilinmektedir. Bu örnek Kaehler manifold olmayan 

nearly Kaehler manifoldlara bir örnektir. Birçok geometrici bu manifoldlardan 

yararlanarak Riemann ve yarı-Riemann altmanifoldlar üzerine önemli çalışmalar 

gerçekleştirdiler. 

 

Warped çarpım kavramı ilk olarak 1969’dan önce Matematik ve Fizik konularında 

ortaya çıktı. Örneğin, Kruchkovich, 1957 yılında warped çarpımları yarı-reducible 

yapılarda kullandı. Özellikle bu kavram Fizik konuları olan genel izafiyet teorisi, sicim 

teorisi ve kara delik konularında çokça kullanıldı. Matematikte ise özellikle 

diferansiyel geometride çok önemli bir konu haline geldi ve bu konu üzerine önemli 

çalışmalar yapıldı. Dolayısıyla, matematikçilerin ve fizikçilerin warped çarpım 

manifoldlar ile ilgili bilime katkı sundukları çalışmaları ortaya çıktı.  

 

R. L. Bishop ve B. O’Neill tarafından warped çarpım manifoldlara 1969 yılında 

çalışıldı ve tanımlamalar yapıldı. Bu tanımlama da warped çarpım manifoldları 

kK M N   şeklinde ifade edildi. Bu manifold, 2
1 2g g k g   Riemann metrik 

tensörü tarafından ve k  warping fonksiyonu tarafından donatılmış bir M N  çarpım 

manifoldudur.  

 

B.-Y. Chen 1990 yılında slant altmanifoldların geometrisi üzerine çalışmalar yaptı. 

Burada Hermityen manifoldlarda hem invaryant manifoldların hemde anti-invaryant 

altmanifoldların genel bir hali olarak slant altmanifoldları açıkladı. Daha sonra, B.-Y. 

Chen ve O. J. Garay, hemen hemen Hermityen manifoldlarda noktasal slant 

altmanifold kavramını tanımladılar. 
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B. Şahin 2006 yılında Kaehler manifoldlarda noktasal yarı-slant altmanifoldlara çalıştı 

ve bu kavramı kullanarak warped çarpımlar üzerine de çalışmalar yaptı. P. Alegra ve 

A. Carriazo, 2017 yılında para-Hermityen manifoldlarda slant altmanifoldlara 

çalıştılar ve detaylı tanımlamalar yaptılar. Daha sonra birçok geometrici tarafından 

slant manifoldların genel bir hali olan bazı noktasal slant altmanifoldlar üzerine 

çalışmalar yapıldı.            

 

Bu yüzyılın başlarında B.-Y. Chen tarafından Kaehler manifoldlarda warped çarpım 

CR-altmanifoldlara çalışılmaya başlandı. Daha sonra bu konu, geometride çok önemli 

bir konu haline geldi ve birçok geometrici tarafından önemli çalışmalar 

gerçekleştirildi. B. Şahin, Kaehler manifoldlar üzerinde warped çarpımlarda birçok 

noktasal slant altmanifoldlar üzerine çalışmalar yaptı. Farklı manifoldlar üzerine 

yapılabilecek önemli çalışmalara yollar açmış oldu. Daha sonra Y. Gündüzalp, 2022 

yılında para-Kaehler geometride warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlar 

üzerine çalışmalar yaptı. Bunun sonucunda önemli sonuçlar ve bazı özel eşitsizlikler 

elde etti. S. Uddin ve B. Y. Chen ise Kaehler manifoldlarda warped çarpım noktasal 

bi-slant altmanifoldlar üzerine çalışmalar gerçekleştirdiler. Bunlar gibi birçok 

geometrici farklı manifoldlarda warped çarpımlar üzerine önemli çalışmalar 

gerçekleştirdiler. 

 

Bu çalışmada belirtmiş olduğumuz geçmişteki önemli kaynaklardan ve çalışmalardan 

da yararlanarak bu tezimize ve matematik literatürüne katkılar sunacak çalışmalar 

yapıldı. 
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3. MALZEME VE YÖNTEM 

Bu bölümde öncelikle çalışmamızda kullanacağımız bazı temel kavramlar 

verilmektedir ve bu bölüm beş alt bölümden oluşmaktadır. İlk olarak yarı-Riemann 

manifoldlar, ikinci olarak distribüsyonlar, üçüncü olarak para-Kompleks manifoldlar, 

dördüncü olarak bir hemen hemen para-Hermityen manifoldların altmanifoldları ve 

son olarak da warped çarpım manifoldlar ile ilgili kavramlar verilmektedir. 

 

3.1 Yarı-Riemann Manifoldlar 

Tanım 3.1.1 V ,  n boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. :g VXV R   dönüşümü aşağıdaki 

şartları sağlıyor ise bu dönüşüme skaler çarpım denir. , ,a b c V   için ve ,x y R   için 

(i) simetriktir; ( , ) ( , )g a b g b a , 

(ii) bi-lineerdir;  

                            ( , ) ( , ) ( , )g xa yb c xg a c yg b c   , 

                            ( , ) ( , ) ( , )g a xb yc xg a b yg a c   , 

(iii) non-dejeneredir; b V   için ( , ) 0 0g a b a    dır [18]. 

 

Tanım 3.1.2 V  reel vektör uzayı üzerinde g  bilineer form olsun. 

(i)  m V   için ( , ) 0g m m   ise g  bilineer forma negatif tanımlı, 

(ii)  m V   için ( , ) 0g m m   ise g  bilineer forma pozitif tanımlıdır denir [32]. 

 

Tanım 3.1.3 V  reel vektör uzayı ve g , V  üzerinde simetrik bilineer form olsun. 

:iNg N N R   negatif tanımlı olan en büyük boyutlu N  altuzayının boyutuna g  

simetrik bilineer formun indeksi denir [32].  

 

Tanım 3.1.4 K ,  bir C manifold olsun. x K  noktasındaki tanjant uzayı xT K  olmak 

üzere, ,x x xA B T K  için  

                                       : x xg T K T K R 

                                        ( , ) ( , )x x x xA B g A B  
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ile tanımlanan sabit indeksli g  skaler çarpımına K  üzerinde bir metrik tensör denir 

[29]. 

 

Tanım 3.1.5 K , bir C manifold olsun ve g , K  üzerinde bir metrik tensör olsun. Buna 

göre ( , )K g  ikilisine yarı-Riemann manifold denir [32]. 

 

Tanım 3.1.6 K  yarı-Riemann manifoldu üzerinde tanımlı g  metrik tensörünün 

indeksine yarı-Riemann manifoldunun indeksi denir. Yarı-Riemann manifoldunun 

indeksini i  olarak tanımlarsak 0 i boyK   dır. Burada, 0i   ise x K   için xg , xT K  

üzerinde pozitif tanımlı bir metrik tensör olduğundan K  bir Riemann manifoldu olur. 

Eğer 1i   ve 2boyK   olursa, bu durumda K  bir Lorentz manifoldu olur [32]. 

 

Tanım 3.1.7 ( , )K g  bir yarı-Riemann manifoldu ve :a K K   bir immersiyon olsun. Bu 

durumda 
*a g , K  üzerinde bir metrik tensör ise K  ya yarı-Riemann altmanifold denir. 

Fakat, 
*a g , K  üzerinde bir metrik tensör değil ise K  ya dejenere altmanifold denir 

[32]. 

 

Tanım 3.1.8 K  bir yarı-Riemann manifold ve g , K  üzerinde bir metrik tensör olsun. 

x K   için ve X xN T K  için 

                                                             : x xg T K T K R   

olacak şekilde 

(i) ( , ) 0X Xg N N   ya da 0XN   ise XN  vektörüne space-like, 

(ii) ( , ) 0X Xg N N   ise XN  vektörüne time-like, 

(iii) ( , ) 0X Xg N N  , 0XN   ise vektörüne null (light-like) denir [18]. 

 

Tanım 3.1.9 K  bir manifold ve  , K  üzerinde tanımlanmış konneksiyon olsun. Bu 

durumda 

                      : ( ) ( ) ( )T TK X TK TK    

                      ( , ) ( , ) [ , ]X YX Y T X Y Y X X Y     
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şeklinde tanımlanan vektör değerli tensöre K  üzerinde tanımlı   konneksiyonun 

torsiyon tensörü denir [17]. 

 

Tanım 3.1.10 K , bir manifold olsun ve  , K  üzerinde tanımlanan bir konneksiyon 

olsun. Eğer 0T   ise   konneksiyonuna simetrik veya sıfır torsiyonludur denir 

[17]. 

 

Tanım 3.1.11 K  bir manifold ve K  üzerinde tanımladığımız vektör alanlarının uzayı 

( )TK  olsun. 

                        : ( ) ( ) ( )TK X TK TK      

                               ( , ) XX Y Y  

, , ( )X Y Z TK   ve , ( )f g C K   için 

(i)  fX gY X YZ f Z g Z     ,  

(ii)  ( ) ( ) ( )X X XfY gZ f Y g Z Xf Y Xg Z        ,  

şartlarını sağlıyor ise  , K  manifoldu üzerinde tanımlanmış lineer konneksiyon olur. 

Dahası,   lineer konneksiyonu  

(iii)  [ , ] X YX Y Y X  ,  

(iv)  ( , ) ( , ) ( , )X XXg Y Z g Y Z g Y Z     

şartlarını da sağlıyor ise   ya K  manifoldu üzerinde tanımlanmış Riemann 

konneksiyonu, metrik konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir [8]. 

 

Tanım 3.1.12 :N K K  bir dönüşüm olsun ve K   üzerinde bir konneksiyon   olsun. 

N  boyunca K   üzerindeki N  konneksiyonuna N  boyunca   konneksiyonunun pull 

back konneksiyonunu denir [49].  

 

Tanım 3.1.13 :N K K  bir dönüşüm ise N  boyunca   konneksiyonunun pull back 

konneksiyonu N  ve , ( )X Y TK   olacak şekilde  

                                   * : ( ) ( ) ( )N x K x K x K    

                                * * *
ˆ( , ) : ( )N

Y YN Y Z N Z N Z        
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ile tanımlanan *N  dönüşümüne N  dönüşümünün ikinci temel formu denir [49]. 

 

3.2 Distribüsyonlar 

Tanım 3.2.1 K , n-boyutlu bir manifold olsun. K  üzerinde  

                             : yM K T K         

                              y yy M T K   

ile tanımlanan M  dönüşümüne bir distribüsyon denir. ( )X TK  için y K  olacak 

şekilde y yX M  oluyorsa X  vektör alanı M  ye aittir denir. Eğer her y  noktası için 

M  ye ait m tane diferansiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı mevcut ise M  ye 

diferansiyellenebilir denir [8]. 

 

Tanım 3.2.2 mK  , nK   Riemann manifoldları olsunlar. :f K K  dönüşümü için 

*( ( ))pboy f T M m   ise f  nin p M  noktasındaki rankı m olup ( )rank f m  ile gösterilir. Eğer 

( ) ( )boy m rank f  ise f  ye immersiyon denir. Bu durumda K   yada K  nın immersed 

altmanifoldu denir. Eğer f   immersiyonu birebir (1-1) ise f  ye imbedding (gömme) 

denir. K   yada K  nın gömülen altmanifoldu denir [36]. 

 

Tanım 3.2.3 K  bir C  manifold, M , K   manifoldu üzerinde m-boyutlu bir C  

distribüsyon ve Z , K  nın altmanifoldu olsun. xM , x noktasında Z  ye teğet olan uzaya 

eşit ise Z ye M nin integral manifoldu denir. Yani 

                             :F Z K         

bir imbedding olacak şekilde x Z   için 

                             *( )x xF T Z M   

olur. Burada, M  nin Z  yi kapsayan başka bir integral manifoldu yoksa Z ye M  nin 

bir maksimal integral manifoldu (lif) denir [36]. 

 

Tanım 3.2.4 K  bir C  manifold olsun ve Z , K  nın altmanifoldu olsun. M , K

manifoldu üzerinde bir distribüsyon olacak şekilde, eğer x Z   için M  nin x i 

kapsayan bir lifi varsa M  ye integrallenebilirdir denir [36]. 
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3.3 Para-Kompleks Manifoldlar 

Tanım 3.3.1 V , 2n-boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. 2P I  için P ’nin I  ve I  öz 

değerlerine sırasıyla karşılık gelen V 
, V 

 öz uzayları aynı n-boyutuna sahip ve 

V V V    ise :P V V  endomorfizmasına bir hemen hemen para-kompleks yapı 
denir [27]. Burada I  birim özdeşlik olarak verilmektedir. 

 

Tanım 3.3.2 K , 2n-boyutlu bir differensiyellenebilir manifold ve P , K  manifoldu 

üzerinde (1,1) mertebeli bir tensör alanı olsun. Eğer 2P I  ise P  tensör alanına hemen 

hemen çarpım yapısı denir. P  nin  I  ve I  öz değerleri ile birleşen T K  ve T K  öz 

demetleri aynı ranka sahip olduğunda ( , )K P  hemen hemen çarpım manifolduna hemen 

hemen para-kompleks manifold denir [27]. 

 

Tanım 3.3.3 K , 2n-boyutlu bir manifold olsun. ,X Y  K  üzerinde vektör alanları için 

                       2P X X  ve  1 1( , ) ( , )g PX PY g X Y                                                     (3.1) 

şartını sağlayan bir P  hemen hemen para-kompleks yapı ve 1g  yarı-Riemann metriği 

var ise 1( , , )K g P   yapısına bir hemen hemen para-Hermityen manifold denir. Burada 

1g  metriği için neutraldır denir. Yani, 1g  metriğinin işareti (n,n) olur. 

  
1( , ) 1i i iE g E E      ( 1, 1,..., , 1, 1,..., 2 )i jE i n E j n n       olarak alındığında bir 

ortonormal baz 1 1 1 2( ,..., , ,..., )n n n nE E E PE E PE    şeklinde ifade edilir [27]. 

 

Tanım 3.3.4 1( , , )K g P  bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. ,X Y  K  

üzerinde vektör alanları için,  

                                 1( , ) ( , )X Y g X PY   

şartını sağlayan tensöre temel 2-form denir [27]. 

 

Tanım 3.3.5 1( , , )K g P  bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. K  

manifoldunun temel 2-formu kapalı ise ( 0)d  , 1( , , )K g P  yapısına para-Kaehler 

manifold denir [27].  
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Teorem 3.3.6 1( , , )K g P  bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. Bu durumda 

K  nın bir para-Kaehler manifold olması için gerek ve yeter şart 0P   olmasıdır [27]. 

Buna göre, ,X Y  K  üzerinde vektör alanları için  

         ( ) 0X P Y    yani X XP Y PY                                                                         (3.2) 

olur [27].  

 

Tanım 3.3.7 K ,  1( , , )K P g  manifoldunun bir altmanifoldu olsun. , ( )X Y TK   ve 

( )V TK   için sırasıyla Gauss ve Weingarten denklemleri  

                     
1( , )X XY Y h X Y                                                                             (3.3) 

                      
X V XV A X V                                                                                (3.4) 

olarak ifade edilir. 1h , K ’nın ikinci temel formunu, VA , V  ile ilişkili Weingarten 

endomorfizminini ve   ise normal konneksiyonunu ifade eder. VA  ve 1h  ile 

ilişkili denklem 

                     
1 1 1( , ) ( ( , ), )Vg A X Y g h X Y V                                                                    (3.5)    

ile verilir ve 1g , K  üzerinde yarı-Riemann metriğini ifade eder. 

Her X  teğet vektör alanı için 

                      PX RX SX                                                                                       (3.6) 

olur. Burada RX  ve SX , PX ’nın sırasıyla teğet ve normal vektör alanlarıdır. 

Her V  normal vektör alanı için 

                       PV rV sV                                                                                      (3.7) 

olur. Burada rV  ve  sV  , PV ’nin sırasıyla teğet ve normal vektör alanlarıdır.  

 

Tanım 3.3.8 K  bir yarı-Riemann manifoldu ve K , K  manifoldunun altmanifoldu 

olsun. 1{ ,..., }ne e  altmanifoldun ortonormal çatısı olsun. Buna göre ortalama eğrilik 

vektörü  

                         1 1
1

1 1
( , )

n

i i
i

H izh h e e
n n 

                                                                                    (3.8) 

olarak ifade edilir.   
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Tanım 3.3.9 K  hemen hemen para-Hermityen manifold olsun ve P  para-kompleks 

yapı olsun. Eğer  ( )X TK  için 

                            ( ) 0X P X                                                                                    (3.9) 

ise hemen hemen para-Hermityen manifold nearly para-Kaehler manifold olarak 

tanımlanır [20].  

 

Teorem 3.3.10 K  hemen hemen para-Hermityen manifoldunun nearly para-Kaehler 

manifold olması için gerek ve yeter şart , ( )X Y TK  için 

                            ( ) ( ) 0X YP Y P X                                                                 (3.10) 

olmasıdır [8]. 

 

Teorem 3.3.11 K , K  nearly para-Kaehler manifoldunun bir yarı-Riemann 

altmanifoldu olsun , ( )X Y TK   için ( )X P Y nin teğet ve normal kısımları 
XG Y  

ve 
XU Y  olsun. Buna göre  

                             ( )X X XP Y G Y U Y                                                                   (3.11) 

olur [8]. Ayrıca, , , ( )X Y W TK   ve ( )V TK   için [28] kaynağı referans 

alınarak daha sonra kullanmak için  G  ve U nun özellikleri olarak aşağıdaki 

denklemler elde edilir. 

 

         1( )m   (a)  
X Y X YG W G W G W    

                   (b)  
X Y X YU W U W U W    

 

         2( )m   (a)  ( )X X XG Y W G Y G W    

                   (b)  ( )X X XU Y W U Y U W    

 

         3( )m   (a)  
1 1( , ) ( , )X Xg G Y W g Y G W   

                   (b)  
1 1( , ) ( , )X Xg U Y V g Y U V   

  

          4( )m   ( )X X X XG PY U PY P G Y U Y     

 



  13 
 

Teorem 3.3.12 K , K  nearly para-Kaehler manifoldunun bir yarı-Riemann 

altmanifoldu olsun ve , ( )X Y TK   için (3.9), (3.10) ve (3.11) denklemleri 

kullanılarak aşağıdaki denklemler elde edilir [28]. 

     (a)  0X YG Y G X        ve           (b)  0X YU Y U X                                       (3.12) 

 

3.4 Bir Hemen Hemen Para-Hermityen Manifoldun Altmanifoldları 

Tanım 3.4.1 K , 
1( , , )K P g  hemen hemen para-Hermityen manifoldunun bir 

altmanifoldu olsun. Eğer, her X  timelike ya da spacelike vektör alanı için  

1 1( , ) ( , )g RX RX g PX PX  değeri sabit ise K  bir slant altmanifold olarak 

isimlendirilir. Fakat bu değer her bir p K noktası için ( )X  açısı sıfırdan farklı 

pX T K ’nın seçimine bağımlı ise K  bir noktasal slant altmanifold olarak 

isimlendirilir. Bu durumda ( )X  Wirtinger açısı, slant fonksiyonun ya da noktasal 

slant altmanifoldun Wirtinger fonksiyonu olarak isimlendirilen : {0}pT K R    bir 

reel değerli fonksiyonu oluşturur. K , K  para-Hermityen manifoldunun bir noktasal 

slant altmanifoldu olur [6,11,38]. Wirtinger açısı, 
pT K  ve PX  arasındaki açı olarak 

ifade edilmektedir. Denklemde oluşan değer wirtinger açısına eşittir. 

 

Tanım 3.4.2 K , 1( , , )K P g  hemen hemen para-Hermityen manifoldunun bir 

altmanifoldu olsun. Yukarıdaki Tanım 3.4.1. deki denkleme göre; eğer  R P  ise K

manifoldu bir para-holomorfik altmanifold veya invaryant altmanifold olur ve 

denklemin sonucu 1’e eşit olur. Dolayısıyla, PX RX  olur. Eğer 0R   ise K

manifoldu bir totally reel (anti-invaryant) altmanifold olur ve denklemin sonucu 0’a 

eşit olur. Dolayısıyla, PX SX  olur. İnvaryant altmanifoldlar ile anti-invaryant 

altmanifoldlar slant altmanifoldların özel durumlarıdır. Hem invaryant hem de anti-

invaryant altmanifold olmayanlar proper (has) slant altmanifold olarak adlandırılır 

[3]. Eğer 0,
2

   ise slant altmanifold proper (has) slant altmanifold olur [24].  

 

Tanım 3.4.3 K , 1( , , )K P g  hemen hemen para-Hermityen manifoldunun bir slant 

altmanifoldu olsun.  
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Eğer, X  space-like ya da time-like vektör alanı için RX  time-like ya da space-like 

olur ve ayrıca 1
RX

PX
  olur ise altmanifold tip-1 olarak isimlendirilir. 

Eğer, X  space-like ya da time-like vektör alanı için RX  time-like ya da space-like 

olur ve ayrıca 1
RX

PX
  olur ise altmanifold tip-2 olarak isimlendirilir [3,23]. 

 

Teorem 3.4.4 K , 
1( , , )K P g  hemen hemen para-Hermitian  manifoldunun bir slant 

altmanifoldu olsun.  

a)  K ,  tip-1 slant altmanifold olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her X  space-like 

(time-like) vektör alanı için, RX  time-like (space-like) vektör alanı olmasıdır. Ayrıca 

bir (1, )  fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                              2R Id  ve 2cosh                                                            (3.13) 

olur ve burada  , K ’nın slant açısını ifade eder. 

b)  K ,  tip-2 slant altmanifold olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her X  space-like 

(time-like) vektör alanı için aRX  time-like (space-like) olmasıdır. Ayrıca bir 

(1, )  fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                              2R Id  ve 2cos                                                            (3.14) 

olur ve burada  , K ’nın slant açısını ifade eder [3]. 

 

İspat. İlk olarak, eğer K  slant tip-1 altmanifold ise X  space-like vektör alanı için 

RX  time-like vektör alanı olur ve (3.1) denklemi kullanılarak PX inde time-like 

olduğu görülür. Ayrıca bu 1RX PX   ifadesini sağlar. Bu yüzden  açısı mevcuttur 

ki  

                               
1

1

( , )
cosh

( , )

RX g RX RX

PX g PX PX



 


                                            (3.15) 

bulunur. (3.1) ve (3.15) denklemleri kullanılarak  

                                  2 2
1 1( , ) cosh ( , )g R X X g X X  
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elde edilir. Buradan da 2R X X  olduğu görülür. (3.15) denklemi de kullanılarak, 

2cosh    elde edilir.  

Aynı metod ile çalıştığımızda Z time-like vektör alanı için RZ ve PZ space-like olur. 

Bundan dolayı (3.15) denkleminin yerine  

                                 
1

1

( , )
cosh

( , )

RZ g RZ RZ

PZ g PZ PZ
    

elde edilir. 2R Z Z olduğundan dolayı her Z  space-like ve time-like vektör alanları 

için 2
dR I  olur. Dolayısıyla a) ispatlanır. 

Benzer bir yol kullanılarak b) ninde ispatı yapılır. Ayrıca Teorem 3.4.4. ve (3.1), (3.5) 

ve (3.6) denklemleri kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Sonuç 3.4.5 K ,   slant fonksiyonlu 1( , , )K P g  hemen hemen para-Hermityen 

manifoldunun bir slant altmanifoldu olsun. Her non-null , ( )X Y TK  vektör alanları 

için 

a) eğer K , tip-1 altmanifold ise 

2
1 1( , ) cosh ( , )g RX RY g X Y  ,       2

1 1( , ) sinh ( , )g SX SY g X Y                     (3.16) 

elde edilir. 

b) eğer K , tip-2 altmanifold ise 

2
1 1( , ) cos ( , )g RX RY g X Y  ,      2

1 1( , ) sin ( , )g SX SY g X Y                                (3.17) 

elde edilir [3,24]. 

 

Sonuç 3.4.6 K ,   slant fonksiyonlu 1( , , )K P g  hemen hemen para-Hermityen 

manifoldunun bir slant altmanifoldu olsun. ( )X TK   vektör alanı için 

a) K , tip-1 altmanifold olması için gerek ve yeter şart 

    2sinhrSX X    ve   sSX RSX                                                                     (3.18) 

eşitliklerinin sağlamasıdır. 

b) K  nın tip-2 altmanifold olması için gerek ve yeter şart 

    
2sinrSX X       ve    sSX RSX                                                                   (3.19) 

olmasıdır [3,24].  
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Tanım 3.4.7 K  a-boyutlu bir manifold ve K  da K  nün b-boyutlu altmanifoldu olsun. 

1h  ikinci temel form ve , ( )X Y TK   ve ( )V TK    olmak üzere 

                                0VX   

ise V ye paraleldir denir ve 

                                1 0X h     

ise ikinci temel form paraleldir denir [49]. 

 

Tanım 3.4.8 1( , , )K P g bir yarı-Riemann manifoldu ve K , K  manifoldunun 

altmanifoldu olsun. Eğer 1h  ikinci temel form sıfır ise altmanifolda tamamen 

jeodeziktir denir [49]. 

 

Tanım 3.4.9 ( )V K   ve ( , )C K R   olmak üzere VA   ise K  altmanifoldu V  

vektör alanına göre umbiliktir denir. Eğer K  altmanifoldu her normal vektör alanına 

göre umbilik ise K  altmanifolduna tamamen umbilik altmanifold denir [49].  

 

Teorem 3.4.10 K  bir yarı-Riemann manifoldu ve K , K  manifoldunun altmanifoldu 

olsun. Bu durumda H  altmanifoldun ortalama eğrilik vektör alanı olmak üzere K  

altmanifoldunun tamamen umbilik olması için gerek ve yeter şart , ( )X Y K  için  

                               1 1( , ) ( , )h X Y g X Y H   

olmasıdır. Teoremden de anlaşılmaktadır ki bir K  altmanifoldunun tamamen umbilik 

olması için gerek ve yeter şart ( )X K  ve ( )V K   için  

                                
1( , )VA X g H V X  

olmasıdır [49]. 

 

Tanım 3.4.11 Bir yarı-Riemann manifoldun altmanifoldunun ortalama eğrilik vektör 

alanı sıfır ise altmanifolda minimaldir denir [49]. 

 

3.5 Warped Çarpım Manifoldlar 

Tanım 3.5.1 1( , )L g  ve 2( , )N g  iki tane yarı-Riemann altmanifold olsun. 

  kK L N   warped çarpımı,   L N e bağlı yarı-Riemann yapıdır. : (0, )k L    
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olarak tanımlansın ve her  ,    t p L N   için  ,    q t p t  ,  ,    a t p p  

kullanılarak  :    N  q L L  ,  :    N  Na L     projeksiyonları verilsin. Öyleki; 
her ,X Y K  için  

   2
1 * * 2 * *( , ) ( , ) ( ) ( , )g X Y g q X q Y k q g a X a Y    

olur. Burada * tanjant yapıyı tanımlar [9].  k fonksiyonu, warping fonksiyon olarak 
isimlendirilir. Eğer warping fonksiyonu sabit ise K  manifoldu, trivial olarak 
adlandırılır. Eğer warping fonksiyonu sabit değilse K  manifoldu, non-trivial olarak 

adlandırılır.   kK L N  manifolduda warped çarpım manifoldu olarak ifade edilir.

K  manifoldunda L manifolduna  tamamen jeodezik altmanifold, N manifolduna da   
tamamen umbilik altmanifold denir [47]. 
 

Tanım 3.5.2 1( , )L g  ve 2( , )N g  yarı-Riemann altmanifoldlar olsun. 
2 1

  N k kK L 

warped çarpımı,  L N e bağlı bir yarı-Riemann yapı olarak tanımlansın. 
1 : (0, )k L   ve 2 : (0, )k N    olarak tanımlansın ve her  ,    t p L N   için 

 ,    q t p t ,  ,    a t p p  kullanılarak  :    N  q L L  ,  :    N  Na L     

projeksiyonları verilsin.  
Öyleki; her ,X Y K  için  

   2 2
1 2 1 * * 1 2 * *( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )g X Y k a g z X z Y k q g z X z Y     

olur. Burada *z  yapısı türev dönüşümü olarak tanımlanır [9]. 1 2,k k  fonksiyonları 
warping fonksiyon olarak isimlendirilir. Eğer warping fonksiyonlar sabit ise K  
manifoldu trivial olarak adlandırılır. Eğer warping fonksiyonu sabit değilse

2 1
  N k kK L   manifoldu non-trivial doubly warped çarpım olarak adlandırılır 

[27]. 
 

Tanım 3.5.3 
2 1

  N k kK L  warped çarpımı,  L N e bağlı bir yarı-Riemann yapı 
olarak tanımlansın. Eğer 

a) hem 1 1k   hem de 2 1k   ise   K L N   manifolduna çarpım manifold denir. 

b) ya 1 1k   ya da 2 1k   ise   kK L N   manifolduna warped çarpım manifold 

denir. 

c) 1 2,k k  warping fonksiyonları sabit değerler almayıp bir fonksiyon belirtiyor ise

2 1
  N k kK L  manifolduna non-trivial doubly warped çarpım manifold denir [9]. 

            
Lemma 3.5.4   N kK L  warped çarpım manifoldu,  L N e bağlı bir yarı-
Riemann yapı olarak tanımlansın. ,X Y L   ve ,V W N   vektör alanları verilsin.  
[9] da verilen Lemma 7.3 kullanılarak 

                                           lnX VV X X k V                                            

elde edilir.  
 

Teorem 3.5.5  , K  manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilir. 

Ayrıca, K  manifoldu üzerinde 1( ,..., )se e  ortonormal çatıları için 
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2 2

1

( ) ( ( ))
s

v
v

grad k e k


                                    

elde edilir. Burada ( )grad k , 1( ( ), ) ( )g grad k X X k  olarak tanımlanan k  nın 
gradiyentidir. 

4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. İlk bölümde para-Kaehler geometride noktasal 

slant altmanifoldlar üzerine çalışmalar yapıldı. İkinci bölümde para-Kaehler 

geometride warped çarpım noktasal slant altmanifoldlar üzerine çalışmalar yapıldı. 

Son bölümde ise bu altmanifoldlarla ilgili ikinci temel formun normunun karesi ile 

ilgili eşitsizlikler üzerine çalışmalar yapıldı. 

 

4.1 Para-Kaehler Geometride Noktasal Slant Altmanifoldlar 

Bu bölümde ilk önce para-Kaehler geometride has noktasal slant altmanifoldlar ile 

bilgili bazı tanımlar teoremler ve örnekler verildi. Daha sonra üç alt bölüm şeklinde 

bazı noktasal slant altmanifoldlar araştırıldı. İlk olarak para-Kaehler geometride 

noktasal yarı-slant altmanifoldlar İkinci olarak noktasal bi-slant altmanifoldlar 

çalışıldı ve son olarakta nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant 

altmanifoldlar elde edildi. 

 

Tanım 4.1.1 K , 1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal slant 

altmanifoldu olsun.  

Eğer, X  space-like ya da time-like vektör alanı için RX  time-like ya da space-like 

olur ve ayrıca 1
RX

PX
  olur ise altmanifold tip-1 olarak isimlendirilir. 

Eğer, X  space-like ya da time-like vektör alanı için RX  time-like ya da space-like 

olur ve ayrıca 1
RX

PX
  olur ise altmanifold tip-2 olarak isimlendirilir [23]. 

 

Teorem 4.1.2 K , 1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal slant 

altmanifoldu olsun.  
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a)  K ,  tip-1 noktasal slant altmanifold olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her X  

space-like (time-like) vektör alanı için, RX  time-like (space-like) vektör alanı 

olmasıdır. Ayrıca bir (1, )   fonksiyonu ortaya çıkar. Böylece 

                              2R Id  ve 2cosh                                                             (4.1) 

olur ve burada  , K ’nın slant fonksiyonunu ifade eder. 

b)  K ,  tip-2 noktasal slant altmanifold olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her X  

space-like (time-like) vektör alanı için aRX  time-like (space-like) olmasıdır. Ayrıca 

bir (1, )  fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                              2R Id  ve 2cos                                                              (4.2) 

olur ve burada  , K ’nın slant fonksiyonunu ifade eder. 

 

İspat. İlk olarak, eğer K  bir noktasal slant tip-1 altmanifold ise X  space-like vektör 

alanı için RX  time-like vektör alanı olur ve (3.1) denklemi kullanılarak PX inde 

time-like olduğu görülür. Ayrıca bu 1RX PX   ifadesini sağlar. Bu yüzden   

fonksiyonu mevcuttur ki  

                               
1

1

( , )
cosh

( , )

RX g RX RX

PX g PX PX



 


                                               (4.3) 

bulunur. (3.1) ve (3.15) denklemleri kullanılarak  

                                  2 2
1 1( , ) cosh ( , )g R X X g X X  

elde edilir. Buradan da 2R X X  olduğu görülür. (3.15) denklemi de kullanılarak, 

2cosh    elde edilir.  

Aynı metod ile çalıştığımızda Z time-like vektör alanı için RZ ve PZ space-like olur. 

Bundan dolayı (3.15) denkleminin yerine  

                                 
1

1

( , )
cosh

( , )

RZ g RZ RZ

PZ g PZ PZ
    

elde edilir. 2R Z Z olduğundan dolayı her Z  space-like ve time-like vektör alanları 

için 2
dR I  olur. Dolayısıyla a) ispatlanır. 

Benzer bir yol kullanılarak b) ninde ispatı yapılır. Ayrıca Teorem 4.1.2. ve (3.1), (3.5) 

ve (3.6) denklemleri kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 
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Sonuç 4.1.3 K ,   slant fonksiyonlu 
1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun bir has 

noktasal slant altmanifoldu olsun. Her non-null , ( )X Y TK  vektör alanları için 

a) eğer K , tip-1 altmanifold ise 

2
1 1( , ) cosh ( , )g RX RY g X Y  , 2

1 1( , ) sinh ( , )g SX SY g X Y                                (4.4) 

olur. 

b) eğer K , tip-2 altmanifold ise 

2
1 1( , ) cos ( , )g RX RY g X Y  , 2

1 1( , ) sin ( , )g SX SY g X Y                                     (4.5) 

elde edilir [24]. 

 

Sonuç 4.1.4 K ,   slant fonksiyonlu 1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun has 

noktasal slant altmanifoldu olsun. ( )X TK   vektör alanı için 

a) K , tip-1 altmanifold olması için gerek ve yeter şart 

    
2sinhrSX X    ve   sSX RSX                                                                    (4.6) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. 

b) K  nın tip-2 altmanifold olması için gerek ve yeter şart 

    
2sinrSX X       ve    sSX RSX                                                                   (4.7) 

eşitliklerinin var olmasıdır [3].  

 

Uyarı 4.1.5 Has noktasal slant altmanifoldlar slant altmanifoldların genelleştirilmiş 

bir halidir.  

 

Şimdi para-kompleks yapıyı, yarı-Riemann metriği ve Kartezyen koordinatları 

belirttikten sonra bu yapıya göre noktasal slant altmanifoldlar ile ilgili örnekler 

verelim. 

2k
kR  üzerinde bir para-kompleks yapı 

2 2 1

( )
f fx x

P


 


 
,  

2 1 2

( )
f fx x

P


 


 
, 1 2 2 2 3 2 2 2

1 ( ) ( ) ( ) ... ( )kg dx dx dx dx      şeklinde 

tanımlansın. Burada {1,..., }f k  ve 1 2 2( , ,..., )kx x x , 2k
kR  üzerindeki Kartezyen 

koordinatları ifade etmektedir. Aşağıdaki örnekler için 4
2R  para-Kompleks yapının 
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üzerinde bir K  yarı-Riemann altmanifoldu tanımlayalım. İmmersiyonu 4
2: K R   

olarak verilsin. Buna göre,      

 

Örnek 4.1.6 1 n R   için 

        ( , ) ( ,sinh ,cosh , )m n m n n n    

slant açısı 
2

2 cosh

2

n
R I  olan bir noktasal slant tip-2 altmanifoldu ifade eder. 

Örnek 4.1.7  0n   ve 1n    için 

        ( , ) ( sin , sin , cos , cos )m n m mn m mn       

slant açısı 2
2

1

1
R I

n



 olan bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder. 

i)  Eğer 20 1 1n    ise tip-1 altmanifold olur. 

ii)  Eğer 21 1n   ise tip-2 altmanifold olur. 

 

4.1.1 Para-Kaehler geometride noktasal yarı-slant altmanifoldlar 

Bu bölümde, para-Kaehler manifoldlarda noktasal yarı-slant altmanifoldlar 

tanımlandıktan sonra bunlar üzerine çalışmalar yapılmaktadır ve örnekler 

verilmektedir. 

 

Tanım 4.1.1.1 K , 1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun yarı-Riemann altmanifoldu 

olsun. Eğer q K noktasında K  manifoldunun aşağıdaki şartları sağlayan TD  ve D  

gibi iki distribüsyonu ortaya çıkarsa K  manifoldu, noktasal yarı-slant altmanifold olur 

[16]. Burada  

i)    TTK D D   olur. 

ii)   TD , bir invaryant (para-holomorfik) distribüsyondur. Yani; T TPD D  olur. 

iii)  D ,   slant fonksiyonlu bir noktasal slant distribüsyondur. 

Burada   slant açısı sabit değildir. Bir fonksiyondur. 
TD  ve D  nın boyutunu 1m  ve 2m  olarak alalım. 

a) Eğer 2 0m  ise, K  bir para-holomorfik altmanifolddur. 

b) Eğer 1 0m   ise, K  bir noktasal slant altmanifolddur. 
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c) Eğer   açısı sabit ise, K  bir has yarı-slant altmanifolddur. 

Sonucu elde edilir. Ayrıca, eğer 1 0m   ve   açısı sabit değilse, K  bir has noktasal 

yarı-slant altmanifold olur. 

 

Tanım 4.1.1.2 K , 
1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun bir noktasal yarı-slant 

altmanifoldu olsun. 

*Tip-1 için: X  vektörü spacelike (timelike) ise PX  vektörü timelike (spacelike) olur 

ve 1
RX

PX
  ise K  manifolduna K  nın has noktasal slant tip-1 altmanifoldu denir 

[23]. 

 
2cosh   olur.    (1, )   ve ( 0)  ’dır.                                                    (4.1.1) 

*Tip-2 için: X  vektörü spacelike (timelike) ise PX  vektörü timelike (spacelike) olur 

ve 1
RX

PX
  ise K  manifolduna K  nın has noktasal slant tip-2 altmanifoldu denir 

[23]. 

 
2cos   olur.    (0,1)  ve (0 2 )   ’dır.                                               (4.1.2) 

 

K , K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yarı-slant tip-1ve tip-2 

altmanifoldu olsun. Biz sırasıyla TD  ve D  distribüsyonları üzerinde 1P  ve 2P  

projeksiyonları tanımlayalım. ( )X TK  için 

            1 2X PX P X                                                                                          (4.1.3) 

denklemine P  uygularsak 

             1 2PX PPX PP X   

bulunur. Yukarıdaki denklemde (3.5) denklemini kullanırsak 

         1 2 2PX PPX RP X SP X                                                                           (4.1.4) 

elde edilir. Ayrıca invaryant için PX RX ve slant için PX RX SX  bilgilerini 

kullanırsak 

1 ( )TPP X D  ve 1 0SPX                                                                                   (4.1.5) 

2 ( )RP X D  ve 2 ( )SP X TK                                                                        (4.1.6) 

1 2RX PPX RP X                                                                                                 (4.1.7) 
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elde edilir.  

 

Teorem 4.1.1.3 K , 
1( , , )K P g  hemen hemen para-kompleks manifoldunun bir has 

noktasal yarı-slant altmanifoldu olsun.  

a) K  noktasal yarı-slant tip-1 altmanifold olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her X  

spacelike-(timelike) vektör alanı için RX  timelike-(spacelike) vektör alanı olmasıdır. 

Ayrıca bir (1, )  fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                               Tip-1 için; 2R I  , 2cosh                                                  

olur ve burada  , K ’nın slant fonksiyonunu ifade eder. 

b) K  noktasal yarı-slant tip-2 altmanifold olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her X  

spacelike-(timelike) vektör alanı için RX  timelike-(spacelike) vektör alanı olmasıdır. 

Ayrıca bir (0,1) fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                              Tip-2 için; 
2R I , 2cos         

olur ve burada  , K ’nın slant fonksiyonunu ifade eder. 

 

İspat. (3.1), (3.6) kullanılarak. Teorem 3.4.4. deki (3.13) ve (3.14) denklemlerinin 

ispatlarından yararlanarak benzer bir şekilde a) ve b) nin ispatını elde ederiz.                        
2

1 1 1 1

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
cosh

( , )

g PX RX g RX SX RX g RX RX g X R X

PX RX X RX X RXg PX PX RX
 
     

denkleminde cosh
RX

PX
   ifadesini kullanarak 

2
1( , )

cosh
cosh

g X R X

X PX



   

elde edilir ve PX  yerine X  ifadesini kullanırsak 

2
1

2

( , )
cosh

cosh

g X R X

X



   

2 2
1 1cosh ( , ) ( , )g X X g X R X   

2 2
1 1( ,cosh ) ( , )g X X g X R X   

2 2cosh aR X X  ise 
2 2coshR I  olur. Buradan 

Tip-1 için; 2R I  ise 2cosh                                                                           (4.1.8) 
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bulunur. Benzer işlemler yapılarak,  

Tip-2 içinde; 2R I   ise 
2cos                                                                         (4.1.9)   

bulunur. Bunlardan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.1.4 K , K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yarı-slant tip-1ve 

tip-2 altmanifoldu olsun. ,X Y D  için 

Tip-1 için; 

2
1 1( , ) cosh ( , )g RX RY g X Y                                                                              (4.1.10) 

2
1 1( , ) sinh ( , )g SX SY g X Y                                                                                   (4.1.11)  

dır. 

Tip-2 için; 

2
1 1( , ) cos ( , )g RX RY g X Y                                                                                (4.1.12)   

2
1 1( , ) sin ( , )g SX SY g X Y                                                                                 (4.1.13) 

dır. 

 

İspat: (Tip-1 için) ,X Y D   için ve (3.1) ve (3.5) denklemleri kullanılarak 

         1 1, ( , )g PX Y g X PY   

 1 1, ( , )g RX SX Y g X RY SY      

          1 1, ( , )g RX Y g X RY    

elde edilir. Denklemde Y  yerine RY  alırsak 

  2
1 1, ( , )g RX RY g X R Y   

 olur. Burada denklem (4.1.8) kullanılarak 

  2
1 1, ( ,cosh )g RX RY g X Y   

  2
1 1, cosh ( , )g RX RY g X Y     

böylece denklem (4.1.10) elde edilir. Daha sonra 

                      1 1, ( , )g PX PY g X Y   

     1 1, ( , )g RX SX RY SY g X Y     

1 1 1( , ) ( , ) ( , )g RX RY g SX SY g X Y    

olur. Denklem (4.1.10) ve hiperbolik fonksiyonların özelliğinden  
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2
1 1 1( , ) ( , ) cosh ( , )g SX SY g X Y g X Y    

2
1 1( , ) sinh ( , )g SX SY g X Y   

olur. Böylece (4.1.11) denklemi elde edilir. 

Tip-2 içinde benzer işlemler yapılarak (4.1.12) ve (4.1.13) denklemleri elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1.5  K , K  para-Kaehler manifoldunun has noktasal yarı-slant tip-1ve tip-

2 altmanifoldu olsun. ,X Y D   ve TV D   için 

I) TD  distribüsyonu integrallenebilirdir. Bunun için gerek ve yeter şart 

1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), )g h X PY SV g h PX Y SV   

olmasıdır. 

II) D  distribüsyonu integrallenebilirdir. Bunun için gerek ve yeter şart 

1 1( , ) ( , )SRW SRZ SW SZg A Z A W X g A Z A W PX     

olmasıdır. 

 

İspat: Tip-1 için; 

I) ,X Y D   ve TV D   olsun. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.6) denklemlerini 

kullanarak 

    1 1, , ,X Yg X Y V g Y X V    

                        1 1, ,X Yg Y V g X V     

                        1 1, ,X Yg P Y PV g P X PV      

                       1 1, ,X Yg P Y RV SV g P X RV SV        

                           1 1 1 1, , , ,X X Y Yg P Y RV g P Y SV g P X RV g P X SV          

                           1 1 1 1, , , ,X X Y Yg Y PRV g PY SV g X PRV g PX SV         

                         2
1 1 1, , ,X Y X Yg Y X R V SRV g PY SV g PX SV                                     

                         2
1 1, ,cosh , ,g X Y V g X Y SRV   

                          1 1( , ), ( , ),g h X PY SV g h Y PX SV         
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elde edilir. Hiperbolik fonksiyonların özelliklerini kullanarak aşağıdaki sonuç elde 

edilir. 

         2
1 1 1 1 1 1, , cosh , , ( , ), ( , ),g X Y V g X Y V g h X PY SV g h Y PX SV     

                                2
1 1 1 1 1sinh , , ( , ), ( , ),g X Y V g h X PY SV g h Y PX SV     

1h  simetrik olduğundan ve I) denklemini elde edebilmek için 2sin 0h    ve 0V   

olduğundan  , 0X Y   olur. Buda TD  distribüsyonunun integrallenebilir olduğunu 

gösterir. 

II) ,Z W D   ve 
TX D   olsun. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.6) denklemlerini 

kullanarak 

     1 1, , , ,g Z W X g P Z W PX   

                          1 1, ,Z Wg P W PX g P Z PX      

                          1 1, ,Z Wg PW PX g PZ PX      

                          1 1( ), ( ),Z Wg RW SW PX g RZ SZ PX        

                          1 1, ,Z Zg RW PX g SW PX      

                              1 1, ,W Wg RZ PX g SZ PX     

                          1 1, ,Z Zg PRW X g SW PX     

                             1 1, ,W Wg PRZ X g SZ PX     

                            2
1 1 1, , ,Z Z Zg R W X g SRW X g SW PX       

                               2
1 1 1, , ,W W Wg R Z X g SRZ X g SZ PX       

                            2
1 1 1cosh , , ,Z SRW SWg W X g A Z X g A Z PX     

                               2
1 1 1cosh , , ,W SRZ SZg Z X g A W X g A W PX     

elde edilir. Hiperbolik fonksiyonların özelliklerini kullanarak, aşağıdaki sonuç elde 

edilir.

         2
1 1 1 1, , cosh , , , ,SRZ SRW SZ SWg Z W X g Z W X g A W A Z X g A W A Z PX          
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      2
1 1 1sinh , , , ,SRW SRZ SW SZg Z W X g A Z A W X g A Z A W PX       

II) denklemini elde edebilmek için 
2sin 0h    ve 0X   olduğundan  , 0Z W   

olur. Buda D  distribüsyonunun integrallenebilir olduğunu gösterir. 

Tip-2 içinde benzer yöntem kullanılarak istenen elde edilir. 

Teorem 4.1.1.6 K , K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yarı-slant tip-1 ve 

tip-2 altmanifoldu olsun. 

I) Para-holomorfik TD  distribüsyonunun tamamen jeodezik foliasyon olarak 

tanımlanması için gerek ve yeter şart 

, ( )TX Y D   ve ( )V D   için 

1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), )g h X Y SRV g h X PY SV   

olmasıdır. 

 

II) D  slant distribüsyonunun tamamen jeodezik foliasyon olarak tanımlanması için 

gerek ve yeter şart 

( )TX D   ve , ( )U V D   için 

1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), )g h U X SRV g h U PX SV   

olmasıdır. 

 

İspat: Tip-1 için; 

, ( )TX Y D   ve ( )V D   için 

   1 1, ,X Xg Y V g PY PV     

   1 1, ,X Xg Y V g PY RV SV      

                       1 1, ,X Xg PY RV g PY SV      

                       1 1, ,X Xg Y PRV g PY SV      

                       2
1 1, ,X Xg Y R V SRV g PY SV      

                         2
1 1 1, , ,X X Xg Y R V g Y SRV g PY SV       
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elde edilir. Hiperbolik fonksiyonların özelliği ile (3.3) denklemi kullanılarak aşağıdaki 

ifade elde edilir. 

     2
1 1 1 1 1(1 cosh ) , ( , ), ( , ),Xg Y V g h X Y SRV g h X PY SV                                                              

           2
1 1 1 1 1sinh , ( , ), ( , ),Xg Y V g h X Y SRV g h X PY SV     

I) denklemini elde edebilmek için 2sin 0h    ve 0V   olduğundan 0XY   olur. 

Buda TD  distribüsyonun tamamen jeodezik foliasyon olduğunu gösterir. Her

( )TX D  ve her , ( )U V D  için 

   1 1, ,U Ug X V g PX PV     

   1 1, ,U Ug X V g PX RV SV      

                       1 1, ,U Ug PX RV g PX SV      

                       1 1, ,U Ug X PRV g PU SV      

                       2
1 1, ,U Ug X R V SRV g PX SV      

                         2
1 1 1, , ,U U Ug X R V g X SRV g PX SV       

olur. Hiperbolik fonksiyonların özelliği ile (3.3) denklemi kullanılarak aşağıdaki ifade 

elde edilir: 

     2
1 1 1 1 1(1 cosh ) , ( , ), ( , ),Ug X V g h U X SRV g h U PX SV                                                            

           2
1 1 1 1 1sinh , ( , ), ( , ),Ug X V g h U X SRV g h U PX SV     

II) denklemini elde edebilmek için 
2sin 0h    ve 0V   olduğundan 0U X   

olur. Buda D  distribüsyonun tamamen jeodezik foliasyon olduğunu belirtir. 

Tip-2 içinde yukarıdaki yola benzer işlemler yapılarak benzer sonuçlar elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.1.7 K , K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yarı-slant tip-1ve 

tip-2 altmanifoldu olsun. O zaman K , kK K x K  yarı-Riemann warped çarpım 

manifoldu olur. Bunun için gerek ve yeter şart; 

                                SRV SVA X A PX   
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olmasıdır. ( )TX D   ve ( )V D   için  K   bir para-holomorfik altmanifold 

ve K  ise bir noktasal slant altmanifold olur. 

 

4.1.2 Para-Kaehler geometride noktasal bi-slant altmanifoldlar 

Bu bölümde, para-Kaehler manifoldlarda noktasal bi-slant altmanifoldlar 

tanımlandıktan sonra bunlar üzerine sonuçlar elde edilmektedir. 

 

Tanım 4.1.2.1 K , 1( , , )K P g  para-Kaehler manifoldunun yarı-Riemann altmanifoldu 

olsun. Eğer q K noktasında K  manifoldunun 1D  ve 2D  gibi aşağıdaki şartları 

sağlayan iki farklı slant açılı distribüsyonu ortaya çıkarsa K  manifoldu, noktasal bi-

slant altmanifold olur. Burada  

i)    1 2TK D D    olur. 

ii)   1 2PD D   ve 2 1PD D    olur. 

iii) 1D
, 2D

 distribüsyonları, 1
a  ve 2

b  slant fonksiyonlu noktasal slant 

distribüsyonlardır.  

Burada  1
a  ve 2

b  slant açıları fonksiyon ise ve 1 2, 0,
2

a b     ise K  manifoldu, proper 

(has) noktasal bi-slant altmanifold olur. 

 

K , K  para-Kaehler manifoldunun noktasal bi-slant altmanifoldu olsun. Yukarıdaki 

tanımdan 

                             ( )i iT D D      ( 1, 2)i    

elde edilir. mR  ve nR ,  K  manifoldu üzerinde projeksiyonlar olsun. ( )X TK   için 

                            m nX R X R X                                                                         (4.1.2.1) 

elde edilir. Bu denkleme P  uygularsak ve ardından (3.6) denklemini kullanırsak 

                 m nPX PR X PR X   

                m m n nPX RR X SR X RR X SR X     

               ( )m n m nPX RR X RR X S R X R X     

               1 mR RR , 2 nR RR  ve m nX R X R X   için  
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               1 2PX R X R X SX                                                                           (4.1.2.2) 

elde edilir.  

 

Noktasal yarı-slant altmanifoldlardaki (4.1.8), (4.1.9) denklemleri kullanılarak ve bu 

denklemlerin ispatında kullandığımız yöntemlerden de yararlanarak aşağıdaki 

denklemler elde edilir. ( )X TK  için 

*Tip-1 için;   

        2 2coshi iR X X             ( 1, 2)i                                                                     (4.1.2.3) 

*Tip-2 için;  

         2 2cosi iR X X             ( 1, 2)i                                                                       (4.1.2.4) 

elde edilir. Daha sonra kullanmak için aşağıdaki lemma ve sonuçları verelim. 

 

Lemma 4.1.2.2  K , 
1
a  ve 

2
b   farklı slant fonksiyonlu 1D  ve 2D  noktasal slant 

distribüsyonlu K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal bi-slant tip-1ve tip-2 

altmanifoldu olsun. 

Tip-1 için; 

I)  
1

2 2
2 1 1 1 2(sinh sinh ) ( , ) ( , )

a

b a
X b d SRY SYg Y Z g A Z A R Z X      

                                                           
21 1( , )SR Z SZg A Y A RY X                           (4.1.2.5) 

II) 
1

2 2
2 1 1 1 2(sinh sinh ) ( , ) ( , )b a

Z SR X SXg W X g A W A R W Z      

                                                          
21 1( , )SR W SWg A X A R X Z                          (4.1.2.6) 

dır. 

 

İspat: Tip-1 için; 

I)   1,  X Y D   ve  2,Z W D   için  

         1 1( , ) ( , )X Xg Y Z g PY PZ     

olur. (3.6) denklemi kullanılarak  

         1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg Y Z g RY PZ g SY PZ       

                            1 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg RY PZ g SY R Z g SY SZ        

                            1 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg PRY Z g SY R Z g SY SZ       
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elde edilir ve (3.1), (3,2), (3.4), (3.6) ve (3.1.2.3) denklemleri kullanılarak 

2
1 1 1 1 1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )X X X SYg Y Z g R Y Z g SRY Z g A X R Z        

                      2
1 1( , ) cosh ( , )X Xg SZ SY g Y Z     

                      
11 1 12 2 ( , ) ( , )SR Ysinh Xg X Y g A X Z   

                      1 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , )SY X Xg A X R Z g SZ PY g SZ RY      

bulunur. (3.1), (3.4), (3.18) denklemleri ile şekil operatörünün simetrikliği ve 

distribüsyonların ortogonalliği kullanılarak  

1

2 2
1 1 1 2 1 1 1(sinh ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )X SRY SY X Xg Y Z g A Z A R Z X g R Y Z g rSZ Y         

                                    1 1 1( , ) ( , )X SZg sSZ Y g A X RY                                                       

elde edilir. (3.4), (3.18) ve (3.19) denklemleri kullanılarak 

1

2 2
1 2 1 1 2(sinh sinh ) ( , ) ( , )X SRY SYg Y Z g A Z A R Z X                                                                             

                                                    
21 1 1( , ) ( , )SR Z SZg A Y X g A RY X   

sonucuna ulaşılır. Böylece (4.1.2.5) denkleminin ispatı tamamlanmış olur. Benzer 

şekilde bir yol takip edilerek (4.1.2.6) denkleminin de ispatı elde edilir. 

Yukarıdaki lemma kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.2.3 K , 
1
a  ve 

2
b   farklı slant fonksiyonlu 1D  ve 2D  noktasal slant 

distribüsyonlu K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal bi-slant tip-1ve tip-2 

altmanifoldu olsun. O zaman 1D  distribüsyonu tamamen jeodezik foliasyondur. 

Bunun için gerek ve yeter şart  1,  X Y D   ve  2Z D   için  

             
1 21 2 1( , ) 0SR Y SR Z SY SZg A Z A Y A R Z A RY X      

olmasıdır. 

 

İspat: (4.1.2.5) denkleminden kolaylıkla elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.2.4 K , 1
a  ve 2

b   farklı slant fonksiyonlu 1D  ve 2D  noktasal slant 

distribüsyonlu K  para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal bi-slant tip-1ve tip-2 

altmanifoldu olsun. O zaman 2D distribüsyonu tamamen jeodezik foliasyondur. 

Bunun için gerek ve yeter şart  1  X D   ve  2,Z W D   için  
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1 21 2 1( , ) 0SR X SR W SX SWg A W A X A R W A R X Z      

olmasıdır. 

 

İspat: (4.1.2.6) denkleminden kolayca elde edilir. 

 

4.1.3 Nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant altmanifoldlar 

Bu bölümde, nearly para-Kaehler manifoldlarda noktasal anti-slant altmanifoldları 

tanımladıktan sonra bunlar üzerine çalışmalar yapılmaktadır ve örnekler verilmektedir.  

 

Tanım 4.1.3.1 K , 1( , , )K P g  nearly para-Kaehler manifoldunun yarı-Riemann 

altmanifoldu olsun. Eğer K  manifoldunun aşağıdaki şartları sağlayan D  ve D

distribüsyonları mevcut ise K  manifolduna noktasal anti-slant altmanifold denir. 

Burada  

i)    TK D D   dır. 

ii)   D , bir anti-invaryant distribüsyondur. Yani; PD T K   dır. 

iii)  D ,   slant fonksiyonlu bir noktasal slant distribüsyondur. 

Burada   slant açısı bir fonksiyondur. Ayrıca, 0,
2

   olursa, K  proper (has) 

noktasal anti-slant altmanifoldu olur. 

 

Tanım 4.1.3.2  K , 1( , , )K P g  nearly para-Kaehler manifoldun bir has noktasal anti-

slant altmanifoldu olsun. 

*Tip-1 için: X vektörü spacelike –(timelike) ise PX vektörü timelike –(spacelike) olur 

ve 1
RX

PX
  olur ise K  manifolduna K ’nın has slant tip-1 altmanifoldu denir. 

 
2cosh    olur.  (1, )   ve ( 0)  ’dır.                                                       (4.1.3.1) 

*Tip-2 için: X vektörü spacelike –(timelike) ise PX vektörü timelike –(spacelike) olur 

ve 1
RX

PX
  olur ise K  manifolduna K  nın has slant tip-2 altmanifoldu denir [3,24]. 

 
2cos   olur.    (0,1)  ve (0 2 )   ’dır.                                                (4.1.3.2) 
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Teorem 4.1.3.3 K , 
1( , , )K P g  nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-

slant altmanifoldu olsun.  

a)  D ,  tip-1 noktasal anti-slant distribüsyon olsun. Bunun için gerek ve yeter şart 

her aX  spacelike-timelike vektör alanı için her aRX  timelike-spacelike vektör 

alanının olmasıdır. Ayrıca bir (1, )   fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                              2R Id  ve 2cosh                                                        (4.1.3.3) 

olur ve burada  , K  nın slant fonksiyonunu ifade eder. 

b) D ,  tip-2 noktasal anti-slant distribüsyon olsun. Bunun için gerek ve yeter şart her 

aX  spacelike -timelike vektör alanı için her aRX  timelike -spacelike vektör alanının 

olmasıdır. Ayrıca bir (0,1) fonksiyonu ortaya çıkar. Bundan dolayı 

                              2R Id  ve 2cos                                                           (4.1.3.4) 

olur ve burada  , K ’nın slant fonksiyonunu ifade eder. 

 

İspat. (3.1), (3.6), (4.1.3.3) ve (4.1.3.4) kullanılarak. Teorem 3.4.4.’deki (3.13) ve 

(3.14) denklemlerinin ispatlarından yararlanarak benzer bir şekilde a) ve b) nin 

ispatları elde edilir. 

Bunlardan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.3.4 K , K  nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-slant tip-

1ve tip-2 altmanifoldu olsun. 

Tip-1 için; 

2
1 1( , ) cosh ( , )g RX RY g X Y                                                                            (4.1.3.5) 

2
1 1( , ) sinh ( , )g SX SY g X Y                                                                                (4.1.3.6)  

olur.  

Tip-2 için; 

2
1 1( , ) cos ( , )g RX RY g X Y                                                                               (4.1.3.7)   

2
1 1( , ) sin ( , )g SX SY g X Y                                                                                 (4.1.3.8) 

dır.  
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İspat: (Tip-1 için;) ,X Y D   için ve (3.1), (3.5), (4.1.3.3) ve (4.1.3.4) denklemleri 

kullanılarak, 

          1 1, ( , )g PX Y g X PY   

 1 1, ( , )g RX SX Y g X RY SY     

 elde edilir. Daha sonra 

 1 1, ( , )g RX Y g X RY    

denkleminde Y  yerine RY  alırsak 

  2
1 1, ( , )g RX RY g X R Y    

olur. (4.1.3.3) denkleminden 

  2
1 1, ( ,cosh )g RX RY g X Y   

  2
1 1, cosh ( , )g RX RY g X Y     

elde edilir. Böylece denklem (4.1.3.5) bulunur. 

                       1 1, ( , )g PX PY g X Y   

     1 1, ( , )g RX SX RY SY g X Y     

1 1 1( , ) ( , ) ( , )g RX RY g SX SY g X Y    

elde edilir. Denklem (4.1.3.5) ve hiperbolik fonksiyonların özelliğinden  
2

1 1 1( , ) ( , ) cosh ( , )g SX SY g X Y g X Y    

2
1 1( , ) sinh ( , )g SX SY g X Y  

olur. Böylece (4.1.3.6) denklemi elde edilir. 

Tip-2 içinde benzer işlemler yapılarak (4.1.3.7) ve (4.1.3.8) denklemleri elde edilir. 

 

Lemma 4.1.3.5  K , K  nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-slant 

tip-1ve tip-2 altmanifoldu olsun. Buna göre, her , ( )X Y D  ve her ( )Z D  için 

I) (Tip-1 için) 

2
1 1 1 1( , ) sech ( ( , ) ( , ) ( , )X SRY PZ Xg Y Z g A X Z g A X RY g U Z SY     

                       1( , )Xg U Y PZ                                                                              (4.1.3.9) 

II) (Tip-2 için) 

2
1 1 1 1( , ) sec ( ( , ) ( , ) ( , )

a b d aX b d SRY a d PZ a b X d bg Y Z g A X Z g A X RY g U Z SY     
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                         1( , )Xg U Y PZ                                                                           (4.1.3.10) 

olur. 

İspat:  
I) Tip-1 için; 

(3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.11) ve (4.1.3.5) denklemleri kullanılarak 

1 1( , ) ( , )X Xg Y Z g Y Z    

                   1( , )Xg P Y PZ    

                   1 1( , ) (( ) , )X Xg PY PZ g P Y PZ      

                   1 1 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg RY PZ g SY PZ g U Y PZ        

                   1 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )X Xg h X RY PZ g P SY Z g U Y PZ      

                   1 1 1( ( , ), ) ( , )Xg h X RY PZ g PSY Z     

                      1 1(( ) , ) ( , )X Xg P SY Z g U Y PZ    

                   1 1 1( ( , ), ) ( , )Xg h X RY PZ g rSY Z     

                       1 1 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg sSY Z g G SY Z g U Y PZ     

                    1 1 1( ( , ), ) 2sinh cosh ( ) ( , )g h X RY PZ X g Y Z      

                       2
1 1sinh ( , ) ( , )X Xg Y Z g SRY Z     

                       1 1( , ) ( , )X Xg U Z SY g U Y PZ   

                    2
1 1 1( ( , ), ) sinh ( , )Xg h X RY PZ g Y Z     

                        1 1( , ) ( , )SRY Xg A X Z g SRY Z    

                        1 1( , ) ( , )X Xg U Z SY g U Y PZ   

elde edilir. (3.3) ve (3.5) denklemleri kullanılarak 

1 1 1( , ) ( , ) ( , )X SRY PZg Y Z g A X Z g A X RY    

                     1 1( , ) ( , )X Xg U Z SY g U Y PZ   

elde edilir. Böylece I) ispatlanmış olur. Benzer bir şekilde II) de ispatlanır. 

Yukarıdaki lemma kullanılarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.3.6 K , K  nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-slant tip-

1ve tip-2 altmanifoldu olsun. Bu durumda D  noktasal slant distribüsyonu, bir 
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tamamen jeodezik foliasyon olarak tanımlanır. Dolayısıyla, ( )TZ D   ve 

, ( )X Y D    ve ( )H TK   için gerek ve yeter şart 

                                ( )SRX PZA Z A RX D       ( )XU H                          (4.1.3.11) 

olmasıdır. 

 

Şimdi hemen hemen para-kompleks yapıyı, yarı-Riemann metriği ve Kartezyen 

koordinatları belirttikten sonra bu tanımlamalara göre nearly para-Kaehler geometride 

noktasal anti-slant tip-1 ve tip-2 altmanifoldlar ile ilgili örnekler verelim. 

6
3R  üzerinde bir nearly para-Kaehler yapı tanımlayalım; 

      ( )
i ix y

P
 


 

  ve  ( )
i iy x

P
 


 

  

olsun. Yarı-Riemann metriğinin işaretleri 1 ( , , , , , )g         olsun. Ayrıca 

Kartezyen koordinatlar 1 1 2 2 3 3( , , , , , )x y x y x y olsun ve  6
3 1( , , )R P g  nearly para-Kaehler 

manifold olarak tanımlansın. K , 6
3: K R   olarak tanımlanan 6

3R  nın bir yarı-

Riemann altmanifoldu olsun. 

 

Örnek 4.1.3.7 K , 6
3 1( , , )R P g  nearly para-Kaehler manifoldunun bir yarı-Riemann 

altmanifoldu olsun. 

     ( , , ) (sinh ,sinh ,cosh ,cosh ,sinh , )m n k m n n m k    

olsun. Buna göre anti-invaryant distribüsyonu 
3

{cosh }
x

D span k 



ve noktasal 

slant distribüsyonu 
1 2 1 2

{cosh sinh ,cosh sinh }
x y y x

D span m m n n    
  

   
 

olur. Buradan 2 2cosh ( )R m n I    

olur. Dolayısıyla 0m n  için K  manifoldu, bir noktasal anti-slant tip-1 altmanifold 

olur. 

 

Örnek 4.1.3.8 K , 6
3 1( , , )R P g  nearly para-Kaehler manifoldunun bir yarı-Riemann 

altmanifoldu olsun. 

     ( , , ) (sin ,sin ,cos ,cos ,sinh , )m n k m n m n k    
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olsun. Buna göre anti invaryant distribüsyonu 
3

{cosh }
x

D span k 



ve noktasal slant 

distribüsyonu 
1 2 1 2

{cos sin ,cos sin }
x x y y

D span m m n n    
  

   
  

olur. Buradan 2 2cosh ( )R m n I    

olur. Dolayısıyla (0, )
2

m n


   için K  manifoldu, bir noktasal anti-slant tip-2 

altmanifold olur. 

 

4.2. Para-Kaehler Geometride Warped Çarpım Noktasal Slant                    
Altmanifoldlar 

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. İlk olarak para-Kaehler manifoldlarda non-trivial 
warped çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldlar ikinci olarak non-trivial doubly 
warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldlar ve son olarak da nearly para-Kaehler 
manifoldlarda non-trivial warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldlar üzerine 
çalışmalar yapılmaktadır. 
 
 4.2.1. Para-Kaehler geometride non-trivial warped çarpım noktasal yarı-slant 
altmanifoldlar 

Tanım 4.2.1   kK L N  altmanifoldu K  para-Kaehler manifoldunun warped 

çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldu olsun. 1( , )L g  ve 2( , )N g  iki tane yarı-
Riemann altmanifold olsun. : (0, )k L    olarak tanımlansın ve her  ,    t p L N   

için  ,    q t p t  ,  ,    a t p p  olsun ve bu kullanılarak  :    N  q L L  , 

 :    N  Na L     projeksiyonları verilsin.   N kK L   warped çarpımı,   L N ye 

bağlı yarı-Riemann yapı olarak verilsin.  L  invaryant altmanifold, N  ise slant 

altmanifold olsun. Öyleki; ,X Y K   için  

   2
1 * * 2 * *( , ) ( , ) ( ) ( , )g X Y g q X q Y k q g a X a Y   olur. 

Burada * tanjant yapıyı tanımlar [9]. k fonksiyonu, warping fonksiyon olarak 
isimlendirilir. Eğer warping fonksiyonu sabit ise K  manifoldu trivial olarak 
adlandırılır. Eğer warping fonksiyonu sabit değilse K  manifoldu non-trivial warped 
çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldu olarak adlandırılır. 
 
Lemma 4.2.2 Yukarıdaki tanım gereğince, ,X Y L   ve ,V W N   vektör alanları 
verilsin. Daha sonra [9] kaynağında verilen Lemma 7.3 kullanılarak; 
                                          lnX VV X X k V                                                    (4.2.1) 

elde edilir.  , K  manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilir. 
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Şimdi, K  para-Kaehler manifoldunun   K  kK K   formundaki noktasal yarı-
slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldunun var olmadığının ispatı bir 
teorem ile verilecektir.  
 

Teorem 4.2.3 K  bir para-Kaehler manifoldu olsun. O zaman K  para-Kaehler 
manifoldunun   K  kK K   formunun has noktasal yarı-slant non-trivial warped 

çarpım tip1-2 altmanifoldunun var olmadığıdır. Burada K  
, para-holomorfik 

altmanifoldu ve  K
 ise noktasal slant altmanifoldu ifade eder. 

 
İspat: (Tip-1 için) (4.1.1), (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri 
kullanılarak ve , ( )X Y D   ve ( )V D   için 

            1 1 1(ln ) ( , ) (  ,Y)  (  ,Y)X XV k g X Y g V g V                                

                                      1 - (  ,PY)Xg PV   

                                      2
1 1 (  +SRV,Y)+ (  ,PY)X SVg R V g A X   

eşitliği elde edilir. Denklem (4.1.8) kullanılarak 
          2

1 1 1 1(ln ) ( , ) (  cosh ,Y) + (  ,Y)+ (  ,PY)X X SVV k g X Y g V g SRV g A X    

                                    2
1 1sinh 2 ( ) ( ,Y) +cosh g ( ,Y)XX g V V     

                                       1 1 1 1 ( ( ,Y),  )+ ( (  ,PY), )g h X SRV g h X SV  

ulaşılır. ,Y V  ortogonal olduğundan ve (4.2.1) denklemi kullanılarak
2

1 1 1 1 1sinh (ln ) ( , )  ( ( ,Y),  )+ ( (  ,PY), )V k g X Y g h X SRV g h X SV              (*) 

elde edilir. Yukarıdaki denklemde X  ve Y yi yer değiştirirsek 
2

1 1 1 1 1sinh (ln ) ( , )  ( (Y, ),  )+ ( ( Y,PX), )V k g Y X g h X SRV g h SV              (**) 

elde edilir. Eğer yukarıdaki (*) ve (**) deklemlerini birbirinden çıkartırsak  
                    1 1 1 1 ( ( , Y),  )= ( ( Y,P ), )g h X P SV g h X SV                                                 (4.2.2) 

elde edilir. (3.5) ve (3.4) denklemleri kullanılarak 
                    1 1 1 ( ( , Y),  )= ( PY, )Xg h X P SV g SV  

                                                 1 1= (P Y,P ) (P Y,R )X Xg V g V    

                                                 1 1=- ( Y, ) ( R ,PY)X Xg V g V    

elde edilir. (4.1.1) denklemi kullanılarak 
       1 1 1 1 ( ( , Y), )= (ln ) ( ,Y) (ln ) ( , Y)g h X P SV V k g X RV k g X P                             (4.2.3)      

elde edilir. Yukarıdaki denklemin sağ tarafının ilk terimi (4.2.2) denkleminin sağına 
eşit olduğundan  
     10 (ln ) ( , Y)RV k g X P   

olur. (4.1.8) denklemi kullanılarak ve =RV V  ile PX X  alırsak 

     
2

10 (ln ) ( , Y)R V k g PX P   

        2
1cosh (ln ) ( ,Y)V k g X   

elde edilir. Dolayısıyla (ln ) 0V k   olur. Buradan da lnk  nın sabit olduğu sonucu 
ortaya çıkar. İspat tamamlanmış olur.  
 
Benzer şekilde çalışılarak tip-2 içinde sonuç elde edilir. 
(Tip-2 için) (4.2.1), (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri kullanılarak  
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, ( )X Y D   ve ( )V D  için 

          1 1 1(ln ) ( , ) ( ,Y)  ( ,Y)X XV k g X Y g V g V                                

                                     1 - ( ,PY)Xg PV   

                                     2
1 1 (  +SRV,Y)+ (  ,PY)X SVg R V g A X   

bulunur. Denklem (4.1.8) kullanılarak 
         2

1 1 1 1(ln ) ( , ) (  cos ,Y) + (  ,Y)+ ( ,PY)X X SVV k g X Y g V g SRV g A X    

                                   2
1 1sin 2 ( ) ( ,Y) +cos g ( ,Y)XX g V V     

                                       1 1 1 1 ( ( ,Y),  )+ ( (  ,PY), )g h X SRV g h X SV  

elde edilir. ,Y V  ortogonal olduğundan ve (4.1.1) denklemi kullanılarak 
2

1 1 1 1 1sin (ln ) ( , )  ( ( ,Y), )+ ( ( ,PY), )V k g X Y g h X SRV g h X SV              (*) 

bulunur. Yukarıdaki denklemde X  ve Y  yer değiştirirsek 
2

1 1 1 1 1sin (ln ) ( , )  ( (Y, ), )+ ( (Y,P ), )V k g Y X g h X SRV g h X SV              (**) 

elde edilir. Eğer yukarıdaki (*) ve (**) denklemlerini birbirinden çıkartırsak  
                    1 1 1 1 ( ( , Y), )= ( (Y,P ), )g h X P SV g h X SV   (4.2.2) denklemi bulunur. 

             1 1 1 ( ( , Y), )= ( PY, )Xg h X P SV g SV  

                                          1 1= (P Y,P ) (P Y,R )X Xg V g V    

                                           1 1=- ( Y, ) ( R ,PY)X Xg V g V          

elde edilir. (4.2.1) denklemi kullanılarak 
       1 1 1 1 ( ( , Y), )= (ln ) ( ,Y) (ln ) ( , )g h X P SV V k g X RV k g X PY  (4.2.3) denklemine 

ulaşılır. Yukarıdaki denklemin sağ tarafının ilk terimi (4.2.2) denkleminin sağına eşit 
olduğundan   
     10 (ln ) ( , Y)RV k g X P  

olur. (4.1.8) denklemleri kullanılarak ve =RV V  ile PX X  alırsak 
     2

10 (ln ) ( , Y)R V k g PX P   

        
2

1cos (ln ) ( ,Y)V k g X   

elde edilir. Dolayısıyla (ln ) 0V k   olur. Buradan da lnk  nın sabit olduğu sonucu 
ortaya çıkar. İspat tamamlanmış olur. Tip-2 içinde benzer şekilde işlemler yapılarak 
sonuç bulunur. 
 

Uyarı 4.2.4 Teorem 4.2.3, [35] in genelleştirilmiş bir hali olarak ifade edilebilir. 
          

Yukarıdaki teoremde K  para-Kaehler manifoldunun   K  kK K   birinci form 

noktasal yarı-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldunun var olmadığı 
ispatlandı. Fakat, K  para-Kaehler manifoldunun  K   kK K  ikinci form 

noktasal yarı-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldunun var olduğu da 
örnek verilerek ispatlanacaktır. 
 
Şimdi para-kompleks yapıyı, yarı-Riemann metriği ve Kartezyen koordinatları 
belirttikten sonra bu tanımlamalara göre K  para-Kaehler manifoldunun, 

 K   kK K  ikinci formunun noktasal yarı-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 

altmanifoldları ile ilgili örnekler verelim. 
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K , 20

10R ’nin bir yarı-Riemann altmanifoldu olarak verelim. Burada immersiyonu 
20

10: K R   olan, Kartezyen koordinatları 1 20( ,..., )x x  olan ve hemen hemen para-

kompleks yapısı; 
2i ix x

P


  
    

 i = (1, 2, 5, 6, 9, 10, 13, 14, 17, 18) ve 

2j jx x

P


    
   

 j = (3, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 16, 19, 20) olarak verilsin. Ayrıca  

 
20

10R  yarı-Riemann manifoldunun yarı-Riemann metriğinin işaretleri (+, +, −, −, +, +, 

−, −, +, +, −, −, +, −, −, +, +, −, +, −)  olsun  ve Kanonik bazları 
1 20

,...,
x x

  
    

 olarak 

verilsin. 
 

Örnek 4.2.5 20
10R  para-Kaehler manifold olsun. İmmersiyonu 20

10: K R   verilsin ve 

immersiyonu 
        ,  ,  ,    , ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,(m n c t msinc mcosc nsinc ncosc msint mcost nsint ncost   

                                         ,  2 ,  ,  2 ,  2  ,  2  ,  ,  ,  3  ,  3  ,  ,  )x m y n t c c t c t x y   
biçiminde verilsin. 
 

1 2 5 6 10

  + 2m

x x x x x

sinc cosc sint cost     
   

    
 

3 4 7 8 12

  + 2n

x x x x x

sinc cosc sint cost     
   

    
 

1 2 3 4 14 15 17

  mcos sin +ncos -n sin 2 3c

x x x x x x x

c m c c c       
    

      
 

5 6 7 8 13 16 18

  mcost sin +ncost -n sin 2 3t

x x x x x x x

m t t       
    

      
 

 
 

  2 2 2

2

2

8

6  m n n m
R








 olarak elde edilen 20

10 1( , , )R P g para-kompleks 

manifoldu bir noktasal yarı-slant tip1-2 altmanifoldu ifade eder. Burada 
  ,  c tD span    noktasal slant distribüsyonu ve   ,  m nD span     

invaryant distribüsyonu ifade eder.  K   kK K  üzerinde verilen metrik tensör 

Kg  olarak verilsin. Burada 2 2 2 2 2 26( ) ( )( )Kg dm dn m n dc dt      olarak bulunur. 

Warping fonksiyonuda 2 2m n  olur. Dolayısıyla 

*) eğer  2 20   <2m n   ya da  2 2  6 4 >m n  ise warping fonksiyonu 2 2m n  

olan 20
10R para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped çarpım noktasal yarı-slant tip-

1 altmanifoldu olur.  
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**) eğer  2 22   <4m n   ise warping fonksiyonu 2 2m n  olan 20
10R para-Kaehler 

manifoldunun non-trivial warped çarpım noktasal yarı-slant tip-2 altmanifoldu olur.  
 
Şimdide daha sonra kullanmak için bazı lemmalar verelim. 
 

Lema 4.2.6 K  bir para-Kaehler manifoldu olsun. Ayrıca  K  kK K   manifoldu, 

K  para-Kaehler manifoldunun noktasal has yarı-slant non-trivial warped çarpım tip1-
2 altmanifoldu olsun. O zaman, ( )X D   ve , ( )V W D   için  

                                1 1( , ) ( , )SV SWg A W X g A V X                                                  (4.2.4) 

dır. 
 

İspat: (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemlerini kullanarak,  
        1 1( , ) ( , )SV SVg A W X g A X W   

                            1( , )Xg SV W    

                            1( , )Xg PV SV W     

                            1 1( , ) ( , )X Xg PV W g SV W      

                            1 1( , ) ( , )X Xg V PW g SV W     

                            1 1 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg V RW g V SW g SV W            

                            1 1 1(ln ) ( , ) ( , ) (ln ) ( , )XX k g V RW g V SW X k g SV W      

                            1( , )Xg V SW      

                            1 1( ( , ), )g h X V SW  

                            1( , )SWg A V X   

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
 

Lemma 4.2.7 K  bir para-Kaehler manifoldu olsun. Ayrıca  K  kK K   

manifoldu, K  para-Kaehler manifoldunun noktasal has yarı-slant non-trivial warped 

çarpım tip1-2 altmanifoldu olsun. O zaman, her X D  ve ,V W D  için  
 *) Tip-1 için 
      2

1 1 1( , ) (ln ) ( , ) (ln )cosh ( , )SRWg A V X PX k g RW V X k g V W                      (4.2.5) 

*) Tip-2 için 
      2

1 1 1( , ) (ln ) ( , ) (ln )cos ( , )SRW d cg A V X PX k g RW V X k g V W                       (4.2.6) 

ve       
**) Tip-1 ve Tip-2 için 
      1 1 1( , ) (ln ) ( , ) (ln ) ( , )SRWg A V PX X k g W V PX k g V RW                                 (4.2.7) 

dır. 
 
İspat:  
*) Tip-1 için; (4.2.4) denkleminden yararlanarak  
                       1 1( , ) ( , )SRW SVg A V X g A RW X   

denklemi elde edilir. Daha sonra (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri 
kullanılarak  
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                       1 1( , ) ( , )SRW SVg A V X g A RW X   

                                              1( , )RW RWg SV SV X    

                                              1( , )RWg SV X   

                                              1( ( ), )RWg PV RV X    

                                              1 1( , ) ( , )RW RWg PV X g RV X      

                                              1 1( , ) ( , )RW RWg V PX g RV X     

                                              1 1(ln ) ( , ) (ln ) ( , )PX k g RW V X k g RW RV   

olur. Daha sonra (4.1.10) denklemi kullanılarak 

                      2
1 1 1( , ) (ln ) ( , ) (ln )cosh ( , )SRWg A V X PX k g RW V X k g V W   

(4.2.5) denklemi elde edilir.  
 
*) Tip-2 için; (4.2.4) denkleminden yararlanarak   
                      1 1( , ) ( , )SRW SVg A V X g A RW X   

denklemi elde edilir. Daha sonra (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri 
kullanılarak,  

                       1 1( , ) ( , )SRW SVg A V X g A RW X   

                                              1( , )RW RWg SV SV X    

                                              1( , )RWg SV X   

                                              1( ( ), )RWg PV RV X    

                                              1 1( , ) ( , )RW RWg PV X g RV X      

                                              1 1( , ) ( , )RW RWg V PX g RV X     

                                              1 1(ln ) ( , ) (ln ) ( , )PX k g RW V X k g RW RV   

elde edilir. (4.1.12) denklemi kullanılarak, 
                          2

1 1 1( , ) (ln ) ( , ) (ln )cos ( , )SRWg A V X PX k g RW V X k g V W   

olur. Böylece (4.2.6) denklemi elde edilir.  
 
**) Daha sonra (4.2.7) denklemi için tekrardan (4.2.4) denkleminden yararlanarak ve 
(3.3), (3.4) ve (3.5) denklemleri kullanılarak                    
                      1 1( , ) ( , )SV SWg A W X g A V X  

denklemi bulunur ve bu denklemde V W  alırsak 
                       1 1( , ) ( , )SW SVg A V X g A W X  

olur ve denklemde X PX  alırsak 
                     1 1( , ) ( , )SW SVg A V PX g A W PX  

elde edilir. Daha sonra (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemlerini kullanarak 
                                1 1( , ) ( , )SW W Wg A V PX g SV SV PX    

                                                        1( , )Wg SV PX   

                                                        1( ( ), )Wg PV RV PX    

                                                        1 1( , ) ( , )W Wg PV PX g RV PX       

                                                        1 1( , ) ( , )W Wg V X g RV PX     

                                                        1 1(ln ) ( , ) (ln ) ( , )X k g W V PX k g W RV    
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sonucuna ulaşılır. Böylece (4.2.7) denklemi de elde edilmiş olur.  
 
Hiepko’nun Teoremi: K  manifoldu üzerinde aD  ve bD  ortogonal distribüsyonları 
verilsin. Kabul edelim ki aD  ve bD distribüsyonları involütif olsun. Öyle ki; aD  bir 

tamamen jeodezik foliasyondur ve bD  bir küresel foliasyodur. Dahası K  manifoldu, 

K  a b
k K manifoldu üzerinde bir lokal izometriktir. Burada Ka  ve  bK , aD  ve bD

nin integrallenebilir manifoldlarıdır [26]. 
 
Teorem 4.2.8 K , K  para-Kaehler manifoldunun noktasal yarı-slant tip1-2 
altmanifoldu olsun. Öyle ki K manifoldu, bir  K  kK K  lokal non-trivial warped 

çarpım altmanifoldu olur. Burada K
 bir para-holomorfik altmanifoldu ve  K

ise bir 
noktasal slant altmanifoldu ifade eder. Eğer aşağıdaki durum sağlanırsa 
*) Tip-1 için  
                           2( 1 cosh ) ( )SRW SWA X A PX X W                                         (4.2.8) 

 
*) Tip-2 için  
                           2( 1 cos ) ( )SRW SWA X A PX X W                                          (4.2.9) 

 

( )X D  , ( )W D   için ( ) 0W    olur. Burada  , K  üzerinde bir 
fonksiyondur. 
 

İspat: K  bir para-Kaehler manifoldu olsun. Ayrıca  K  kK K   manifoldu, K  

para-Kaehler manifoldunun noktasal has yarı-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 
altmanifoldu olsun. 
*) Tip-1 için  

, ( )X Y D   ve , ( )V W D   için (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) 
denklemleri kullanılarak,   
                  1 1( , ) ( , )SV X Xg A X Y g SV SV Y    

                                      1 1( , ) ( , )X Xg SV Y g SV Y     

                                     1 1( , ) ( , )X Xg PV Y g RV Y      

                                     0  
elde edilir. Dolayısıyla 1( , ) 0SVg A X Y   bulunur. 

Tersi olarak, varsayalım ki; K , K  para-Kaehler manifoldunun bir noktasal yarı-slant 
altmanifoldu olsun. 
        2( 1 cosh ) ( )SRW SWA X A PX X W      

denkleminde, Teorem 4.1.1.5 II) (integrallenebilirlik) kullanılarak 

1 1 1( , ) ( , ) ( , )SRV SV SRV SVg A X A PX W g A X W g A PX W                                                                           

                                      1 1( , ) ( , )X X PX PXg SRV SRV W g SV SV W        

                                     1 1( , ) ( , )X PXg SRV W g SV W       

                                     1 1( , ) ( , )W Wg X SRV g PX SV     

                                     1( , ( ))Wg PX PV RV    
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                                     2
1 1( , ) ( , )W Wg X P V g X PRV      

                                     2
1 1( , ) ( , ( ))W Wg X V g X R V SRV       

                                     2
1 1( , ) ( , cosh )W Wg X V g X V      

                                     1 1( , ) 2cosh sinh ( ) ( , )Wg X V W g X V       

                                         2
1cosh ( , )Wg X V   

                                      2
1( 1 cosh ) ( , )Wg X V     

                                      2
1( 1 cosh ) ( , ( , ))g X h V W    

                                      2
1sinh ( , ( , ))g X h V W                                                   (4.2.10)                         

bulunur. (4.2.8) ve (4.2.10) denklemleri kullanılarak 
2 2

1( , ) ( csch coth ) ( , )h V W g V W       

elde edilir. Görülür ki;  K , 2 2( csch coth )      vektör alan eğrilikli K  da bir 

tamamen umbilik altmanifoldudur.  ,  ’nın gradiyentidir. Daha sonra direk 

hesaplama yaparsak 

 1 1 1( , ) ( , ) ( , )V Vg X Vg X g X            

                      1( , ) [ , ] ( , )XV X V X g V         

                      1[ , ] ( ( )) [ , ] ( , )
aXV X X V V X g V           

                      1( ( )) ( , )XX V g V       

denklemine ulaşılır. Dolayısıyla ( ) 0V    olur. Buradan  

1 1( , ) ( , )V Xg X g V        

olur. Diğer taraftan 

( )TTK   ve TK , K ’da bir tamamen jeodezik olduğundan ( )XV TK   olur. 

( )TX D   ve ( )V D   için 1( , ) 0Vg X    elde edilir. 

*) Tip-2 için  
, ( )X Y D   ve , ( )V W D   için (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) 

denklemlerini kullanarak  
                1 1( , ) ( , )SV X Xg A X Y g SV SV Y    

                                    1 1( , ) ( , )X Xg SV Y g SV Y     

                                   1 1( , ) ( , )X Xg PV Y g RV Y      

                                   0  
sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla 1( , ) 0SVg A X Y   bulunur. 

Tersi olarak, varsayalım ki ; K , K  para-Kaehler manifoldunun bir noktasal yarı-slant 
altmanifoldu olsun. Öyle ki; 
        2( 1 cos ) ( )SRW SWA X A PX X W      

olur. Denkleminde, Teorem 4.1.1.5 II) (integrallenebilirlik) kullanılarak; 
1 1 1( , ) ( , ) ( , )SRV SV SRV SVg A X A PX W g A X W g A PX W                                                

                                      1 1( , ) ( , )X X PX PXg SRV SRV W g SV SV W        

                                     1 1( , ) ( , )X PXg SRV W g SV W       
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                                     1 1( , ) ( , )W Wg X SRV g PX SV     

                                     1( , ( ))Wg PX PV RV    

                                     2
1 1( , ) ( , )W Wg X P V g X PRV      

                                     2
1 1( , ) ( , ( ))W Wg X V g X R V SRV       

                                     2
1 1( , ) ( , cos )W Wg X V g X V      

                                     1 1( , ) 2cos sin ( ) ( , )Wg X V W g X V       

                                        2
1cos ( , )Wg X V   

                                     2
1( 1 cos ) ( , )Wg X V     

                                     2
1sin ( , ( , ))g X h V W                                                (4.2.11) 

denklemi elde edilir ve  
2

1 1( , ) ( 1 cos ) ( , ( , ))SRV SVg A X A PX W g X h V W     

sonucuna ulaşılır. (4.2.9) ve (4.2.11) denklemleri kullanılarak 
2 2

1( , ) (csc cot ) ( , )h V W g V W       

olur. Görülür ki  K , 2 2(csc cot )     vektör alan eğrilikli K  da bir tamamen 

umbilik altmanifoldudur.  ,  ’nün gradiyentidir. Daha sonra direk hesaplama 
yaparsak 

 1 1 1( , ) ( , ) ( , )V Vg X Vg X g X            

                      1( , ) [ , ] ( , )XV X V X g V         

                      1[ , ] ( ( )) [ , ] ( , )XV X X V V X g V           

                      1( ( )) ( , )XX V g V       

elde edilir. Dolayısıyla ( ) 0V    olur. Buradan 1 1( , ) ( , )V Xg X g V        

olur. Diğer taraftan 
( )TTK   ve TK , K  da bir tamamen jeodezik olduğundan ( )XV TK   olur.

( )TX D   ve ( )V D   için 1( , ) 0Vg X     

sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
 

Lemma 4.2.9  K  kK K   , K  para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped 

çarpım noktasal yarı-slant tip1-2 altmanifoldu olsun. O zaman Her , ( )X Y D  ve  

, ( )V W D  için 

    1 1( ( , ), ) 0g h X Y SV                                                                                            (4.2.12) 

   1 1 1 1( ( , ), ) (ln ) ( , ) (ln ) ( , )g h X V SW PX k g V W X k g V RW                                (4.2.13) 

olur.  
 
İspat: (Tip 1-2 için)  

1 1 1( ( , ), ) ( , )X Xg h X Y SV g Y Y SV    

                         1 1( , ) ( , )X Xg Y SV g Y SV     

                          1 1( , ) ( , )X Xg Y PV g Y RV      

                          1 1( , ) ( , )X Xg PY V g Y RV                                   
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                          1 1(ln ) ( , ) (ln ) ( , )X k g PY V X k g Y RV    

D  ve TD  ortogonal olduğundan sonuç 0 olur. Yani 
  1 1( ( , ), ) 0g h X Y SV    

olur. (4.2.12) denklemi elde edilir. Daha sonra  

1 1 1( ( , ), ) ( , )X Xg h X V SW g V Y SW    

                          1 1( , ) ( , )X Xg V SW g Y SW     

                          1( , )Xg V SW   

                          1 1( , ) ( , )X Xg V PW g V RW                    

                          1 1( , ) ( , )X Xg PV W g V RW      

                          1 1( , ) ( , )X Xg P V W g V RW      

                           1 1(ln ) ( , ) (ln ) ( , )PX k g V W X k g V RW    

olur. Böylece (4.2.13) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanır.  
 
4.2.2   Para-Kaehler geometride non-trivial doubly warped çarpım noktasal bi-
slant altmanifoldlar 
Tanım 4.2.2.1 

2 1
  N k kK L  altmanifoldu K  para-Kaehler manifoldunun warped 

çarpım noktasal bi-slant altmanifoldu olsun. 1( , )L g  ve 2( , )N g  yarı-Riemann 

altmanifoldlar olsun. 1 : (0, )k L   ve 2 : (0, )k N    olarak tanımlansın ve her 
 ,    t p L N   için  ,    q t p t ,  ,    a t p p  olsun ve bu kullanılarak

 :    N  q L L  ,  :    N  Na L     projeksiyonları verilsin. 
2 1

  N k kK L 

warped çarpımı  L N ye bağlı yarı-Riemann yapı olarak tanımlansın.  L ve N  farklı 
slant fonksiyon açılı slant altmanifoldlar olsun. 
Öyleki; ,X Y K   için  

   2 2
1 2 1 * * 1 2 * *( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )g X Y k a g z X z Y k q g z X z Y     

olur. Burada *z  yapısı türev dönüşümü olarak tanımlanır [9]. 1 2,k k  fonksiyonları 
warping fonksiyon olarak isimlendirilir. Eğer warping fonksiyonlar sabit ise K  
manifoldu trivial olarak adlandırılır. Eğer warping fonksiyonu sabit değilse K  
manifoldu, non-trivial doubly warped çarpım noktasal bi slant alt manifold olarak 
adlandırılır. 2 { } L p  ve 1{ }   p N manifoldları 

2 1 1( N,g )k kL  de tamamen umbilik 

altmanifoldlardır. Burada 1  p L ve 2 p N olur [27]. 

 
Lemma 4.2.2.2 Yukarıdaki tanım gereğince, X L   ve V N   vektör alanları 
verilsin. Daha sonra [21,48] kaynaklarından yararlanarak ve doubly warped çarpım 
manifoldlar için kovaryant türev formülü kullanılarak aşağıdaki denklem elde edilir. 
 
                          1 2  =   X +X V XV X lnk V V lnk                                      (4.2.2.1) 

 , K  manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonunu ifade eder. 
 
Şimdi, para-kompleks yapıyı, yarı-Riemann metriği ve Kartezyen koordinatları 
belirttikten sonra bu tanımlamalara göre K  para-Kaehler manifoldunun non-trivial 
doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip1-2 altmanifoldları ile ilgili örnekler 
verilecektir. 
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K  24

12R  ün bir yarı-Riemann altmanifoldu olsun. Burada immersiyonu 24
12: K R   

olsun. Kartezyen koordinatları 1 24( ,..., )x x  olarak verilsin ve hemen hemen para-

kompleks yapısı; 
2i ix x

P


  
    

 i = (1, 2, 5, 6, 9, 10, 13, 14, 17, 18, 21, 22) ve 

2j jx x

P


    
   

  j = (3, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 24) olarak tanımlansın. 

24
12R  yarı-Riemann manifoldunun, yarı-Riemann metriğinin işaretleri (+, +, −, −, +, +, 

−, −, +, +, −, −, +, −, −, +, +, −, +, −,+,−,−,+)  olsun  ve Kanonik bazları 
1 24

,...,
x x

  
    

 

olarak verilsin. 
 

Örnek 4.2.2.3 24
12R   bir para-Kaehler manifold olsun. İmmersiyonu  

        ,  ,  ,    , ,  ,  ,  ,  ,  ,  , ,(m n c t msinc mcosc nsinc ncosc msint mcost nsint ncost x   

                                   2 ,  ,  2 ,  2  ,  2  ,  ,  ,  3  ,  3  ,  ,  , , , , )m y n t c c t c t x y mc nc nt mt  
olarak verilsin. 

1 2 5 6 10 21 24

  + 2m

x x x x x x x

sinc cosc sint cost c t       
     

      
 

3 4 7 8 12 22 23

  + 2n

x x x x x x x

sinc cosc sint cost c t       
     

      
 

1 2 3 4 14 15 17

  mcos sin +ncos -n sin 2 3c

x x x x x x x

c m c c c       
    

      
 

           
21 22x x

m n
 

 
 

 

5 6 7 8 13 16 18

  mcost sin +ncost -n sin 2 3t

x x x x x x x

m t t       
    

      
 

            
23 24x x

n m
 

 
 

 

 
 

2

1 2 2
2

1 6+ +

6

t c

2

 

tc
R     

 
, 

  2

2

2 22 2 2 3  

2

m n n m
R








 ve ( )m n  için olarak 

elde edilen 24
12 1( , , )R P g para-kompleks manifoldu bir noktasal bi-slant tip1-2 

altmanifoldunu ifade eder. Burada  2  ,  c tD span   , 
2  slant fonksiyonlu 

noktasal bi-slant distribüsyonu ve  1  ,  m nD span    ise 
1  slant fonksiyonlu 

noktasal bi-slant distribüsyonunu ifade eder. 1 2

2 1
 K   k kK K   üzerinde verilen 

metrik tensör Kg  olarak verilsin. Burada 
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2 2 2 2 2 2 2 2(6 )( ) (2 2 )( )Kg t c dm dn m n dc dt        olarak bulunur. Warping 

fonksiyonlarıda 2 2
2 (6 )k t c    ve 2 2

1 (2 2 )k m n   olur. Dolayısıyla; 

*) 1  için, eğer 2 22tc t c   ise ve 2  için, eğer  2 20   <1m n   ya da 

 2 2  3 2 >m n  ise K , 24
12R  para-Kaehler manifoldunun non-trivial doubly warped 

çarpım noktasal bi-slant tip-1 altmanifoldu olur.  

**) 1  için, eğer 2 26 2tc t c     ise ve 2  için, eğer  2 21   <2m n   ise K , 24
12R

para-Kaehler manifoldunun non-trivial doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip-2 
altmanifoldu olur.  
 
Şimdide daha sonra kullanmak için bazı lemmalar verelim. 
 
Lemma 4.2.2.4 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, 1

a  ve 2
b  farklı slant fonksiyonlu K  

para-Kaehler manioldunun doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip-1-2 
altmanifoldu olsun.  O zaman her 1( )X K  ve  2, ( )V Z K  için 
(Tip-1 için) 

1 1 2 1 1 2 2 2 1( ( , ), ) ( ( , ), ) 2 ( ) ( , )b bg h X V SR Z g h X R Z SV sinh X g Z V                        (4.2.2.2) 

1 1 1 1 2 2 1 2( ( , ), ) ( ( , ), ) 2 tan 2 ( ) ( , )b bg h X Z SV g h X V SZ h X g R Z V                         (4.2.2.3) 

olur. 
 
İspat: (Tip-1 için) (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) ve (4.2.2.1) denklemleri 
kullanılarak 

1 1 1 2 1( , ) ( , ) ( (ln ) (ln ) ) ( , )X Xg Z V g Z V X k k X g Z V                                         (4.2.2.4) 

elde edilir. Daha sonra, 

1 1( , ) ( , )X Xg Z V g P Z PV     

                   1( , )Xg PZ PV    

                   1 2 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg R Z R V g R Z SV g SZ PV        

                   1 2 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg R Z R V g R Z SV g PSZ V                                                                

                   1 2 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , )X X Xg R Z R V g R Z SV g rSZ V        

                       1 1 2( , ) ( , )X Xg sSZ V g SR Z V     

bulunur. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.18), (4.1.2.3) ve (4.2.2.1) denklemleri 
kullanılarak                     

2
1 1 2 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( ( , ), ) sinh ( , )b

X X Xg Z V g R Z R V g h X R Z SV g Z V        

                      2 2 1 1 2sinh 2 ( ) ( , ) ( ( , ), )b bX g Z V g h X V SR Z                             (4.2.2.5)                 

denklemi bulunur. (4.2.2.4) denklemi ile (4.2.2.5) denklemi kullanılarak 
2

1 2 1 1 2 1( (ln ) (ln ) ) ( , ) cosh ( (ln ) (ln ) ) ( , )X k k X g Z V X k k X g Z V                                                        

                                       1 2( ( , ), )g h X R Z SV  

                                                  2
1 2 1sinh ( (ln ) (ln ) ) ( , )X k k X g Z V   

                                                  2 2 1 1 2sinh 2 ( ) ( , ) ( ( , ), )b bX g Z V g h X V SR Z    

(4.2.2.2) denklemi elde edilir.  
Z  yerine 2R Z  alırsak  (4.2.2.3) elde edilir.  
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Tip-2 içinde benzer yol izlenerek istenilen sonuçlar elde edilir. 
 
Lemma 4.2.2.5 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, 1

a  ve 2
b  farklı slant fonksiyonlu K  

para-Kaehler manifoldunun doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip-1-2 
altmanifoldu olsun.  O zaman her 1( )X K  ve  2, ( )V Z K  için 
(Tip-1 için) 

2
1 1 2 1 1 2 2 2 1( ( , ), ) ( ( , ), ) 2cosh ( ) ( , )b bg h X R Z SV g h X V SR Z X g Z V           

                                                                  1 2( (ln ) (ln ) )X k k X                           (4.2.2.6) 

dır. 
 
İspat: (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) denklemleri kullanılarak 

1 1 1( ( , ), ) ( , )Zg h X Z SV g X SV   

                           1 1 2( , ) ( , )Z Zg X PV g X R V     

                           1 1 2( , ) ( , )Z Xg PX V g Z R V      

                           1 1 1 1 2( , ) ( , ) ( , )Z Z Xg R X V g SX V g Z R V        

elde edilir. (4.2.2.1) denklemi kullanılarak, 

1 1 1 1 2 1 1 1 1( ( , ), ) ( (ln ) (ln ) ) ( , ) ( ( , ), )g h X Z SV R X k k R X g Z V g h Z V SX     

                              1 2 1 2( (ln ) (ln ) ) ( , )X k k X g Z R V                                                   (4.2.2.7) 

bulunur. Polarizasyon kullanılarak, 
1 1 1 1 2 1 1 1 1( ( , ), ) ( (ln ) (ln ) ) ( , ) ( ( , ), )g h X V SZ R X k k R X g Z V g h Z V SX     

                              1 2 1 2( (ln ) (ln ) ) ( , )X k k X g Z R V                                                        (4.2.2.8) 

elde edilir. (4.2.2.7) denkleminden (4.2.2.8) denklemini çıkartırsak, 

1 1 1 1 1 2 1 2( ( , ), ) ( ( , ), ) 2 ( , )( (ln ) (ln ) )g h X Z SV g h X V SZ g Z R V X k k X               (4.2.2.9) 

sonucuna ulaşılır. Bu son denklemde Z  yerine 2R Z  alırsak, (4.2.2.6) denklemi elde 

edilir. İspat tamamlanmış olur.  
Tip-2 içinde benzer yol kullanılarak, istenilen sonuçlar elde edilir. 
 

Teorem 4.2.2.6 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, 1

a  ve 2
b  farklı slant fonksiyonlu K  

para-Kaehler manioldunun has doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip-1-2 
altmanifoldu olsun. Bunun için gerek ve yeter şart 1( )X K   ve  2, ( )V Z K   
için 
                  2 2tanh ( ) 0b bX     

olmasıdır. 
 
 İspat: (4.2.2.2) ve (4.2.2.6) denklemleri kullanılarak  

2
2 2 1 1 2 2 2 1( (ln ) ( )2cosh ( ) ( , ) 2ln ) ) ( ) ( ,b b b bX g Z V sinh X g Zk VX k X          (4.2.2.10) 

denklemine ulaşılır. 2 2
b    olduğundan  K  manifoldu bir has manifold olur. 

(4.2.2.10) denkleminden, 

2 2 11 2( (ln ) (ln ) ) tanh ] 0[ ( ) ( , )b bX k k gX X Z V      

olur. Buradan 2( )Z K  
sonucu elde edilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur. 
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Her 1( , ) 0h X Z   durumunda,  1( )X K  ve 2( )Z K   için 1( , ) 0h X Z   

olduğundan dolayı, K  para-Kaehler manifoldunun 1 2

2 1
 K   k kK K    doubly 

warped çarpım noktasal bi-slant tip-1-2 altmanifoldu mixed tamamen jeodezik olur. 
 
Teorem 4.2.2.7 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, 1

a  ve 2
b  farklı slant fonksiyonlu K  

para-Kaehler manioldunun has doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip-1-2 
altmanifoldu olsun. K  mixed tamamen jeodezik doubly warped çarpım noktasal 
altmanifold olsun. O zaman aşağıdaki iki durumdan biri ortaya çıkar: 

I) 2 2
b    ise K  manifoldu 1

2 1
K   k k K  manifoldun doubly warped çarpım noktasal 

altmanifoldu olur. Burada  K 
 anti-invaryant altmanifolddur. 

II) 1 2( (ln ) (ln ) ) 0X k k X   ise 1 2,k k  fonksiyonları sabittir. 
 

Sonuç 4.2.2.8 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, K  para-Kaehler manioldunun has 

doubly warped çarpım noktasal mixed jeodezik bi-slant tip-1-2 altmanifoldu olsun.  
O zaman 1( )X K   ve  2, ( )V Z K   için 

1 2( (ln ) (ln ) ) 0X k k X    

dır. Dolayısıyla 1 2,k k  fonksiyonları sabittir. 
 
İspat: Eğer K  mixed tamamen jeodezik ise (4.2.2.10) denkleminden yararlanarak  

2 1 2
2

2 1 02 o ( ( (c sh ( ) ( , ln ) l ) )) nb b V X k kX g XZ      

elde edilir. Buradan da ya 2
2cosh 0b   ( 2 2

b   ) ya da 1 2( (ln ) (ln ) ) 0X k k X   olur. 

Buda ispatımızı tamamlar. 
 

Lemma 4.2.2.9 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, K  para-Kaehler manioldunun 1

a  ve 

2
b  farklı slant fonksiyonlu has doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip-1-2 

altmanifoldu olsun. O zaman, 1, ( )X Y K   ve  2, ( )V Z K   için 

(Tip-1 için) 

1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), )g h X Y SZ g h X Z SY                                                                       (4.2.2.11) 

 

1 1 1 1 11 1 2 1(( ( , ), ) ( )( ln ) )( , ) (), (ln ) ,g ZR X k kh Z V SX g h X Z S R XV g V    

                                                           1 21 2( (ln ) ( )ln ) ) ( ,X k k g ZX R V              (4.2.2.12) 

 

1
2 2

1 1 21 11 1 1 1( ( , ), ) ( ( ((cosh ln ) (ln )cosh ), ), ) a ag h Xh Z V SR X g XR X Z S k kV                                       

1 1 2 111 2( (ln ) ( ))( , () ,ln)g XZ V ZR k k R X g R V                                                     (4.2.2.13) 

 

1 1 1 21 1 2 1 2 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), ) ( , )( (ln ) (ln ) )a
a dg X k kh Z R V SX g h X Z S ZXR V R R g V                                     

                                                       2
2 1 12 )cosh ( (ln ) (ln ) ) ( ,b X k k X g Z V    (4.2.2.14) 
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1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ), )g h Z V SR X g h R X Z SV g h X Z SR V g h Z R V SX     

                                  2 2
2 1 1 2 1(cosh cosh )( (ln ) (ln ) ) ( , )b a X k k X g Z V        (4.2.2.15)                         

denklemleri elde edilir. 
 
İspat: (Tip-1 için) 

1, ( )X Y K   ve 2, ( )V Z K   için (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) 
denklemleri kullanılarak 
               1 1 1( ( , ), ) ( , )Xg h X Y SZ g Y SZ   

                                         1 1 2( , ) ( , )X Xg Y PZ g Y R Z     

                                         1 1 2( , ) ( , )X Xg PY Z g Y R Z      

elde edilir. (3.1.2.2) denklemi kullanılarak,  
                1 1 1 1 1 1 2( ( , ), ) ( , ) ( , ) ( , )X X Xg h X Y SZ g RY Z g SY Z g R Z Y        

                                           1 1 1 1 2( , ) ( ( , ), ) ( , )X Xg RY Z g h X Z SY g R Z Y       

elde edilir. (4.2.2.1) denklemi kullanılarak, 
1 1 1 2 1 1 1 1( ( , ), ) ( (ln ) (ln ) ) ( , ) ( ( , ), )g h X Y SZ X k k X g RY Z g h X Z SY     

                              1 2 1( (ln ) (ln ) ) ( , )X k k X g RZ Y                                             (4.2.2.16) 

elde edilir. Ortogonallik özelliği kullanılarak, (4.2.2.11) denklemi elde edilir. Daha 
sonra  

1 1 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )Z Zg h Z V SX g V P RX Xg V      

                          1 1 1( , ) ( , )Z ZXP g Xg V R V     

olur. (4.1.2.2) ve (3.1) denklemleri kullanılarak 

1 1 1 2 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , ) ( , )Z Z ZX Xg h Z V SX g R V g g RXSV V                            (4.2.2.17) 

denklemi elde edilir. (4.2.2.17) denkleminde (3.4) ve (4.2.2.1) denklemlerini 
kullanarak (4.2.2.12) denklemi elde edilir. 
(4.2.2.12) denkleminde, X  yerine 1R X  getirilirse (4.2.2.13) elde edilir. 

(4.2.2.12) denkleminde, V  yerine 2R V  getirilirse (4.2.2.14) denklemi türetilir.  

(4.2.2.13) ile (4.2.2.14) denklemlerini toplarsak (4.2.2.15) denklemi elde edilir. 
Şimdi (4.2.2.13) denkleminde V  yerine 2R V  getirilirse, 

1 2 1 1
2

1 21 1 2 1c )( ( , (), ) ( ( , osh ( (ln ) ln) ), ) ag S X kh Z R V SR X g h R X Z R V k X     

                               2
1 2 2 1 1 2 1 1( , ) cosh ( (ln ) (ln ) ) ( , )bg Z R V R X k k R X g Z V       (4.2.2.18) 

elde edilir. Eğer (4.2.2.14) ve (4.2.2.15) denklemlerinde Z  yerine 2R Z  getirilirse, 

1 11 1 21 2 1 12 )( ( , ), ) ( ( , ) ( (l, n ) (ln )) R Xg Rh R Z V SX g h X R Z SV k k X    

                                     2
1 2 2 1 2 1( , ) cosh ( (ln ) (ln ) ) ( , )bg R Z V X k k X g Z V      (4.2.2.19) 

denklemi bulunur ve  
2

1 1 2 1 1 1 1 12 21( ( , ), ) ( ( , ) ), ) cosh ( (ln ) (ln )ag h R Z V SR X g h R X R kZ S X XV k    

                               1
2

11 2 2 1 2 1( , ) cosh ( (ln ) (ln ) ) ( , )bg R Z V X k k X g VR R Z      (4.2.2.20) 

denklemi elde edilir. Eğer (4.2.2.19) ve (4.2.2.20) denklemlerinde V  yerine 2R V  

getirilirse, 

1 1
2

1 1 2 1 1 22 12( ( , ), ) ( ( , ), ) )h ( (ln ) (ln )cos b Rg h R Z V SX g h X R S X k k XZ RV     

                                     2
1 2 1 2 1 2( , ) cosh ( (ln ) (ln ) ) ( , )bg Z V X k k X g Z R V       (4.2.2.21) 

bulunur ve  
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2 2
1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 12( ( , ), ) ( ( , ), ) cosh cos ( (ln )ha bg h R Z R V SR X g h R X R Z R kV XS      

              2
2 1 2 1 21 11 2(ln ) ) ( , ) cosh ( (ln ) (ln ) ) ( , )bk X g Z V XR X k k g Z R VR       (4.2.2.22) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  Benzer yollar kullanılarak Tip-2 içinde benzer 
denklemler elde edilir. 
 
Hiepko’nun Teoremi: K  manifoldu üzerinde aD  ve bD  ortogonal distribüsyonları 
verilsin. Kabul edelim ki aD  ve bD distribüsyonları involütif olsun. Öyleki aD  bir 

tamamen jeodezik foliasyondur ve bD  bir küresel foliasyodur. Dahası K  manifoldu, 

2 1
K  a b

k k K doubly non-tirivial warped çarpım manifoldu üzerinde bir lokal 

izometriktir. Burada Ka
 ve  bK , aD  ve bD ’nin integrallenebilir manifoldlarıdır 

[26]. 
 
Şimdi de para-Kaehler manifoldlarda doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip 1-2 
altmanifoldlarla ilgili bir karakterizasyon verelim. 
 

Teorem 4.2.2.10 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, K  para-Kaehler manioldunun 1D

 

ve 2D
 noktasal slant distribüsyonlu has noktasal bi-slant tip-1-2 altmanifoldu olsun. 

Dahası, K , bir doubly warped çarpım tip 1-2 altmanifolddur.  Burada 1K 
 ve 2K

  
manifoldları, 1

a  ve 2
b  farklı slant fonksiyonlu noktasal slant altmanifoldlardır. K  nın 

şekil operatörünün aşağıdaki durumunu sağlaması için her 1, ( )X Y K  ve  her 
2, ( )V Z K  için  

Tip-1 için; 

  
1 2

2 2
1 2 2 1

b a
SR X SZ SR Z SXA Z A R X A X A R Z cosh cosh X Z                        (4.2.2.23) 

olması gerekir. Bunun için gerek ve yeter koşul ( ) 0V    olmasıdır. Burada  , K  
manifoldu üzerinde bir fonksiyondur.  
 

İspat: 1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, K  para-Kaehler manioldunun bir doubly 

warped çarpım noktasal bi-slant tip 1-2 altmanifoldu olsun. (3.5) ve (4.2.2.11) 
denklemlerini kullanarak  

1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), ) 0g h X Y SZ g h X Y SZ   

                      1( , ) 0SY SZg A Z A Y X                                                                (4.2.2.24) 

elde edilir. Yukarıdaki denklemde Y  yerine 1RY  getirilirse, 

                      
11 1( , ) 0SR Y SZg A Z A RY X                                                             (4.2.2.25) 

denklemi bulunur. (4.2.2.24) denkleminde Z  yerine 2R Z  getirilirse, 

                    
21 2( , ) 0SY SR Zg A R Z A Y X                                                             (4.2.2.26)  

elde edilir. Daha sonra (4.2.2.25) denkleminden (4.2.2.26) denklemini çıkartırsak, 
    

1 2 21 1( , ) 0SR Y SZ SR Z SR Zg A Z A RY A Y A Y X                                                     (4.2.2.27) 

bulunur. (4.2.2.27) ve (4.2.2.15) denklemleri kullanılarak, (4.2.2.23) denklemi elde 
edilir. 
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Tersi olarak ifade edecek olursak; K  manifoldu, K  para-Kaehler manioldunun has 
noktasal bi-slant tip-1 altmanifoldu olsun. Her 1, ( )a bX Y D  ve  2( )cV D  için, 

(4.2.2.15) ve (4.1.2.5) denklemlerinden, 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 1(sinh sinh ) ( , ) (cosh cosh )( ) ( , ) 0a b b a
Xg Y Z X g X Z                (4.2.2.28)                         

sonucuna ulaşılır. 1 2
a b   olduğundan dolayı, 1D  distribüsyonu K  da tamamen 

jeodeziktir. Ayrıca, Her 1( )X D  ve  2, ( )V Z D  için, (4.2.2.15) ve (4.1.2.6) 
denklemlerinden yararlanarak, 

2 2 2 2
2 1 1 2 1 1(sinh sinh ) ( , ) (cosh cosh )( ) ( , )b a b a

Zg V X X g Z V                    (4.2.2.29) 

elde edilir. Yukarıdaki denklemde trigonometrik bilgiler kullanılarak 
                                       1 1( , ) ( ) ( , )Zg V X X g Z V                                         (4.2.2.30) 

bulunur. Polarizasyon kullanılarak  
                                      1 1( , ) ( ) ( , )Vg Z X X g Z V                                        (4.2.2.31) 

elde edilir. (4.2.2.29) ve (4.2.2.30) denklemlerinden 1([ , ], ) 0g Z V X    

elde edilir. Dolayısıyla, 2D  distribüsyonu integrallenebilirdir. 2D ’nin 2K lifi 
olduğunu ve 2h  yi K  manifoldunda 2K ’nin ikinci temel formu olarak düşünelim. 
Daha sonra (4.2.2.30) denklemi kullanılarak, 
                           1 2 1 1( ( , ), ) ( , ) ( ) ( , )Zg h Z V X g V X X g Z V                        (4.2.2.32) 

bulunur.. Buradan 2 1( , ) ( , )h Z V g Z V   

elde edilir.  ,  ’nın gradiyentidir. 2K lifi, K  manifoldunda 
2H    tamamen 

umbilikdir.  
2( )V D   için ( ) 0V   olduğundan dolayı, kolayca görülür ki; 2H , K  

manifoldunda 2K ’nin 2D
 normal konneksiyonuna karşılık gelen bir paraleldir.  

Bundan dolayı, 2K  manifoldu K  manifoldunda extinrinsic küredir. Hiepko’nun [26] 
teoreminden K  manifoldunun lokal doubly warped çarpım altmanifold olduğu ifade 
edilir. İspat tamamlanmış olur. 
     
4.2.3 Nearly para-Kaehler geometride non-trivial warped çarpım noktasal anti-
slant altmanifoldlar 
Tanım 4.2.3.1   kK L N  altmanifoldu K  nearly para-Kaehler manifoldunun 

warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldu olsun. 1( , )L g  ve 2( , )N g  iki tane yarı-
Riemann altmanifold olsun. : (0, )k L    olarak tanımlansın ve her  ,    t p L N   

için  ,    q t p t  ,  ,    a t p p  olsun ve bu kullanılarak  :    N  q L L  , 

 :    N  Na L     projeksiyonları verilsin.   kK L N   warped çarpımı,   L N  ye 

bağlı yarı-Riemann yapı olsun.  L anti-invaryant altmanifold ve N  slant altmanifold 
olsun. Öyle ki; her ,X Y K  için  

   2
1 * * 2 * *( , ) ( , ) ( ) ( , )g X Y g q X q Y k q g a X a Y    

olur. Burada * yapısı türev dönüşümü olarak tanımlar [9].  k fonksiyonu, warping 
fonksiyon olarak isimlendirilir. Eğer warping fonksiyonu sabit ise K  manifoldu, 
trivial olarak adlandırılır. Eğer warping fonksiyonu sabit değilse K  manifoldu, non-
trivial warped çarpım noktasal anti-slant altmanifold olarak adlandırılır. K  
manifoldunda L  tamamen jeodezik, N  tamamen umbilikdir [47]. 
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Lemma 4.2.3.2 Yukarıdaki tanım gereğince, ,X Y L   ve ,V W N   vektör alanları 
verilsin. Daha sonra [9] kaynağında verilen Lemma 7.3 kullanılarak 
                                           lnX VV X X k V                                            (4.2.3.1) 

elde edilir.  , K  manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilir. 
 

Teorem 4.2.3.3 K  manifoldu üzerinde 1( ,..., )se e  ortonormal çatıları için 

                                             
2 2

1

( ) ( ( ))
s

v
v

grad k e k


                                         (4.2.3.2) 

elde edilir. Burada ( )grad k , 1( ( ), ) ( )g grad k X X k  olarak tanımlanan k  nın 
gradiyentidir. 
 

S. Uddin ve diğerleri, nearly Kaehler manifoldlarda   K  kK K    warped çarpım 
anti-slant altmanifoldların var olmadığını gösterdi [46]. Benzer bir yol kullanılarak 
nearly para-Kaehler manifoldlarda   K  kK K   formunun non-trivial warped 

çarpım noktasal anti-slant tip1-2 altmanifoldlarının var olmadığı aşağıdaki teoremde 
gösterilecektir. 
 

Teorem 4.2.3.4 K  bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. K  nearly para-Kaehler 
manifoldunun  K  kK K  formunun noktasal anti-slant non-trivial warped çarpım 

tip1-2 altmanifoldu bulunmamaktadır. Burada K  
 anti-invaryant altmanifoldu ve  K

 
ise bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder. 
 
 

İspat: (Tip-1-2 için)  
B. Şahin, Kaehler manifoldlarda   K  kK K    non-trivial warped çarpım noktasal 
anti-slant altmanifoldların var olmadığını kaynak [40] ın Teorem 4.2’sinde 
göstermiştir. Benzer bir yol kullanılarak nearly para-Kaehler manifoldlarda ispat elde 
edilir. 

  K  kK K   için K  
anti-invaryant altmanifoldu ve  K

 ise bir noktasal slant 

altmanifoldu ifade eder. Bu durumda (3.3) denkleminden, Her , ( )X Y K  ve  

( )Z K  için   

                       X XY Y    

olur. (4.1.3.1) kullanılarak 
  1 1(ln ) ( , ) ( , )XZ k g X X g Z X    

elde edilir. X  ve Z  ortogonal olduğundan 
    1 1(ln ) ( , ) ( , )d XZ k g X X g Z X     

elde edilir. (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.9) denklemleri kullanılarak 

1 1(ln ) ( , ) ( , )XZ k g X X g PZ P X   

                           1( , ( ) )X Xg PZ PX P X      

                           1( , )Xg PZ PX    
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                           1( , ( , ))g PZ h X PX  

sonucuna ulaşılır. (3.5) denklemi kullanılarak 
     1 1( , ) ( , )PZ Xg A X PX g PZ PX    

bulunur.  torsiyon sıfır olduğundan ([ , ] 0)X YX Y Y X    bu kural 

kullanılarak 
    1 1( , ) ( ,[ , ] )PZ PXg A X PX g PZ X PX X     

denklemi elde edilir. [ , ] ( )X PX TK  ve ( )PZ TK  olduğundan dolayı 
     1 1( , ) ( , )PZ PXg A X PX g PZ X     

bulunur. (3.1) denklemi kullanılarak 

     
2

1 1( , ) ( , )PZ PXg A X PX g PZ P X    

denklemine ulaşılır. (3.2), (3.9) ve (3.1) denklemleri kullanılarak 
            1 1( , ) ( ,( ) )PZ PX PXg A X PX g PZ P PX P PX       

            1 1( , ) ( , )PZ PXg A X PX g PZ P PX     

                                   1( , )PXg Z PX   

elde edilir. PX  ve Z  ortogonal olduğundan 
            1 1( , ) ( , )PZ PXg A X PX g Z PX    

olur. (3.1) ve (4.2.3.1) denklemleri kullanılarak 
            1 1 1( ( , ), ) (ln ) ( , )g h X PX PZ Z k g PX PX   

elde edilir. (3.1) ve (3.3) kullanılarak 
              1 1 1( ( , ), ) (ln ) ( , )g h X PX PZ Z k g X X  

     1 1( , ) (ln ) ( , )X Xg PX PX PZ Z k g X X     

                1 1( , ) (ln ) ( , )Xg PX PZ Z k g X X    

                1 1( , ) (ln ) ( , )Xg P X PZ Z k g X X    

                       1 1( , ) (ln ) ( , )Xg X Z Z k g X X    

elde edilir. X  ve Z  ortogonal olduğundan ve (4.2.3.1) denklemi kullanılarak 
                     1 1( , ) (ln ) ( , )Xg Z X Z k g X X    

             1 1(ln ) ( , ) (ln ) ( , )Z k g X X Z k g X X   

sonucuna varılır. Burada, 12 (ln ) ( , ) 0Z k g X X   olduğundan k sabit olur. Dolayısıyla 
ispat tamamlanır. 
  

Yukarıdaki teoremde, K  nearly para-Kaehler manifoldunun,  K  kK K  birinci 

formunun noktasal anti-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldunun var 
olmadığı ispatlandı.  
 

Şimdide, para-kompleks yapıyı, yarı-Riemann metriği ve Kartezyen koordinatları 
belirttikten sonra bu tanımlamalara göre K  nearly para-Kaehler manifoldunun, 

 K   kK K  ikinci formunun noktasal anti-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 

altmanifoldlarının var olduğu örnekler verilerek ispatlanacaktır. 
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K , 6
3R ’nin bir yarı-Riemann altmanifoldu olarak verelim. Burada immersiyonu 

6
3: K R   olan, Kartezyen koordinatları 1 1 2 2 3 3( , , , , , )x y x y x y  olan ve hemen hemen 

para-kompleks yapısı; 
i ix y

P
  

    
 ve 

i iy x

P
  

    
 i = (1, 2,3) olsun. Ayrıca  

 
6
3R  yarı-Riemann manifoldunun yarı-Riemann metriğinin işaretleri (+,−,+,−,+,−) 

olsun. Buna göre 
 
Örnek 4.2.3.5 6

3R  bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. 0m n   ve m n R   

için ve İmmersiyonu  
         3,  ,    cosh ,cosh ,sinh ,sinh , , )(m n c m n n m c    

olarak verilsin. 

1 2

  sinh coshm

x y

m m  
 

 
   ise  

1 2

  sinh coshm

y x

P m m  
 

 
 

1 2

  sinh coshn

y x

n n  
 

 
     ise   

1 2

  sinh coshn

x y

P n n  
 

 
 

3

2 +3c

x

c 



                             ise    

3

2 3c

y

P c 



                              

olur.  
2 2cosh ( )R m n     olarak elde edilir. K , 6

3 1( , , )R P g nearly para-Kaehler 

manifolduun bir noktasal anti-slant tip-1 altmanifoldunu ifade eder. Burada 
  ,  m nD span   noktasal slant distribüsyonu ve   cD span    anti-invaryant 

distribüsyonu ifade eder. Burada, ,D D   distribüsyonları integrallenebilir. 
 K  kK K   üzerinde verilen metrik tensör Kg  olarak verilsin. Burada 

2 2 4 2(9 )Kg dm dn c dc     olarak bulunur. 

Warping fonksiyonu da 
23k c  olur. Dolayısıyla; K , warping fonksiyonu 

23k c  
olan 6

3R  nearly para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped çarpım noktasal anti-

slant tip-1 altmanifoldu olur.  
 

Örnek 4.2.3.6 6
3R  bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. (0, )

2
m n


   için ve 

İmmersiyonu  
        ,  ,    cos ,cos ,sin ,sin ,sin , )(m n c m n m n c   

olarak verilsin. 

1 2

  -sin cosm

x x

m m  
 

 
   ise  

1 2

  -sin cosm

y y

P m m  
 

 
 

1 2

  -sin cosn

y y

n n  
 

 
     ise   

1 2

  -sin cosn

x x

P n n  
 

 
 

3

 cosc

x

c 



                          ise    

3

 cosc

y

P c 



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olur. 2 2cos ( )R m n     olarak elde edilir. K , 6
3 1( , , )R P g nearly para-Kaehler 

manifolduun bir noktasal anti-slant tip-2 altmanifoldunu ifade eder. Burada 

  ,  m nD span   noktasal slant distribüsyonu ve   cD span    anti-invaryant 

distribüsyonu ifade eder. Burada,   ,  c m nP TK span     olur ve ,D D   

distribüsyonları integrallenebilir.  K  kK K   üzerinde verilen metrik tensör Kg

olarak verilsin. Burada 2 2 2 2(cos )Kg dm dn c dc    olarak bulunur. Warping 

fonksiyonu da cosk c  olur. Dolayısıyla; K , warping fonksiyonu cosk c  olan 
6
3R  nearly para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped çarpım noktasal anti-slant 

tip-2 altmanifoldu olur.  
 
Şimdide daha sonra kullanmak için bazı lemmalar verelim. 
 

Lemma 4.2.3.7 K  bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. K  nearly para-Kaehler 
manifoldunun  K  kK K   formunun has noktasal anti-slant non-trivial warped 

çarpım tip1-2 altmanifoldu olsun. Burada K  
 anti-invaryant (totally real) 

altmanifoldu ve  K
 ise bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder. Bu durumda

, ( )X Y K   ve  ( )Z K    için   

        1 1 1 1 1 12 ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ), )g h X Y PZ g h X Z SY g h Y Z SX                                  (4.2.3.3) 

olur. 
 
İspat: (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) ve (3.9) denklemleri kullanılarak 
       1 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )X Xg h X Z SY g Z PY g Z RY     

denklemi elde edilir. (3.9), (3.5) ve (4.2.3.1) denklemleri kullanılarak 

1 1 1 1 1( ( , ), ) (( ) , ) ( , ) ( ln ) ( , )X Xg h X Z SY g P Z Y g PZ Y Z k g X RY                                          

sonucuna varılır. (3.11) denklemi ve G’nin 3( ).m  özelliği kullanılarak 

1 1 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , ) ( ln ) ( , )X PZg h X Z SY g G Z Y g A X Y Z k g X RY   

1 1 1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), ) ( , ) ( ln ) ( , )Xg h X Z SY g h X Y PZ g G Z Y Z k g X RY                   (4.2.3.4)                         

elde edilir. Yukarıdaki (4.2.3.4) denkleminde X  ve Y  yer değiştirirse 

1 1 1 1 1( ( , ), ) ( ( , ), ) ( , )Yg h Y Z SX g h X Y PZ g G Z X                                         

                             1( ln ) ( , )Z k g X RY                                                                  (4.2.3.5) 

denklemine ulaşılır. (4.2.3.4) ve (4.2.3.5) denklemleri kullanılarak (4.2.3.3) denklemi 
elde edilir.  
 
Lemma 4.2.3.8  K  kK K   formundaki altmanifold, K  nearly para-Kaehler 

manifoldunun noktasal anti-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldu olsun. 
Bu durumda  ( )X K   ve  , ( )Z W K    için   
1) Tip-1-2 için; 
      1 1 1 1 1 12 ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ,), )g h Z W SX g h X Z PW g h X W PZ                  

                                     12( ln ) ( , )RX k g Z W                                                       (4.2.3.6) 

olur. 
2) a) Tip-1 için; 
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      1 1 1 1 1 12 ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ,), )g h Z W SRX g h RX Z PW g h RX W PZ                  

                                         2
12cosh ( ln ) ( , )X k g Z W                                              (4.2.3.7) 

 
     b) Tip-2 için; 
      1 1 1 1 1 12 ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ,), )g h Z W SRX g h RX Z PW g h RX W PZ                  

                                         2
12cos ( ln ) ( , )X k g Z W                                              (4.2.3.8) 

dır. 
 
İspat: (3.6) ve (3.3) denklemleri kullanılarak 

1 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )Z Zg h Z W SX g W PX g W RX     

                                1 1( , ) ( , )Z Zg P W X g W RX     

elde edilir. (3.1), (3.5), (3.9), (3.11) ve (4.2.3.1) denklemleri kullanılarak ve W  ile 
RX  ortogonal olduğundan 

1 1 1 1 1( ( , ), ) (( ) , ) ( , ) ( , )
dZ Z Zg h Z W SX g P W X g PW X g W RX        

                          1 1 1( , ) ( , ) ( ln ) ( , )Z PWg G W X g A Z X RX k g Z W     

                          1 1 1( , ) ( ( , ), )Zg G W X g h X Z PW   1( ln ) ( , )RX k g Z W          (4.2.3.9)                         

elde edilir. Yukarıdaki (4.2.3.9) denkleminde  Z  ve W  yer değiştirirse 

1 1 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( ( , ), )Wg h Z W SX g G Z X g h X W PZ    

                              1( ln ) ( , )RX k g Z W                                                               (4.2.3.10) 

elde edilir. (4.2.3.9) ve (4.2.3.10) denklemleri kullanarak 1) durumdaki (4.2.3.6) 
denklemi elde edilir. Eğer bu (4.2.3.6) denkleminde aX  ve aRX  yer değiştirirse 2) a) 

durumundaki (4.2.3.7) denklemini elde edilir. Benzer şekilde tip-2 içinde işlemler 
yapılarak 2) b) durumundaki (4.2.3.8) denklemi elde edilir. 
 
Teorem 4.2.3.9 K ,  K  kK K   formundaki nearly para-Kaehler manifoldunun 

noktasal anti-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldu olsun. Öyle ki; her 

, ( )Z W D  için,  ( )ZG W D  olur ve her , ( )L V TK  için ( )LU V   olur. 

Burada D  , K ’da totally real (anti-invaryant) distribüsyonu ve  ise invaryant 

normal altçatıyı belirtmektedir. O zaman K ,   K  kK K   formunda lokal mixed 

jeodezik warped çarpım noktasal altmanifolddur. Bunun için gerek ve yeter koşul 
1)  Tip-1 için; 
       0PZA X   ve 2cosh ( )SRXA Z X Z                                         (4.2.3.11) 

olmasıdır.  
2)  Tip-2 için; 
                        0PZA X   ve 2cos ( )SRXA Z X Z                                         (4.2.3.12) 

olmasıdır. Burada ( )X D   , ( )Z D   ve  , K  üzerinde bir fonksiyondur. 

Öyle ki; her ( )ıW D  için ( ) 0ıW    olur. 

 
İspat: K  nearly para-Kaehler manifoldunun  K  kK K   formunun noktasal anti-

slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldu olsun. Burada K    anti-invaryant 

(totally real) altmanifoldu ve  K  ise bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder. 
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Bu durumda (4.1.3.9), (4.1.3.10) ve (4.1.3.11) denklemlerini kullanarak, (4.2.3.11) ve 
(4.2.3.12) denklemleri elde edilir. 
 

Tersi olarak; eğer K  nearly para-Kaehler manifoldunun  K  kK K   formunun 

noktasal anti-slant non-trivial warped çarpım tip1-2 altmanifoldu ise Her
, ( )Z W D  için,  ( )ZG W D  olur ve her , ( )L V TK  için ( )LU V   olur. 

Daha sonra, (4.2.3.11) ve (4.2.3.12) denklemlerin arasındaki ilişkiden ve (4.2.3.1) 

denkleminden yararlanarak, 1( , ) 0Xg Y Z   elde edilir. Burada D ’nın parçaları K  

altmanifoldunda tamamen jeodeziktir. 
Her ( )X D için ve her , ( )Z W D  için  

     1 1 1([ , ], ) ( , ) ( , )Z Wg Z W X g W X g Z X     

                           1 1( , ) ( , )Z Wg P W PX g P Z PX      

                           1 1( , ) (( ) , )Z Zg PW PX g P W PX      

                              1 1( , ) (( ) , )W Wg PZ PX g P Z PX     

                           1 1 1( , ) ( , ) ( , )Z Z Zg PW PX g G W RX g U W SX     

                              1 1 1( , ) ( , ) ( , )W W Wg PZ PX g G Z RX g U Z SX     

elde edilir. Her , ( )Z W D  için, ( )ZG W D  olur ve her , ( )L V TK  için 

( )LU V   olur. Buradan  

1 1 1([ , ], ) ( , ) ( , )Z Zg Z W X g PW RX g PW SX     

                          1 1( , ) ( , )W Wg PZ RX g PZ SX     

                       1 1( , ) (( ) , )Z Zg PSX W g P SX W      

                          1 1( ( , ), ) ( , )Zg h Z RX PW g PSX W    

                          1 1(( ) , ) ( ( , ), )Zg P SX W g h W RX PZ    

elde edilir. (3.6), (3.7) ve (3.11) denklemleri kullanılarak 

1 1 1([ , ], ) ( , ) ( , )Z Zg Z W X g rSX W g sSX W      

                          1 1( , ) ( , )Z PWg G SX W g A RX Z   

                          1 1( , ) ( , )W Wg rSX Z g sSX Z     

                          1 1( , ) ( , )W PZg G SX Z g A RX W   

elde edilir. (3.18) denklemi, G ve U’nun 3( )m b  özelliği ve (4.2.3.11) denklemi 

kullanılarak 
2

1 1 1([ , ], ) sinh ( , ) 2sinh cosh ( ) ( , )Zg Z W X g X W Z g X W       

                         1 1( , ) ( , )Z ZWg SRX W g U SX    

                         2
1 1sinh ( , ) 2sinh cosh ( ) ( , )Wg X Z W g X Z       

                         1 1( , ) ( , )Z Wg SRX W g U Z SX    

elde edilir. Her , ( )Z W D  için,  ( )ZG W D  olur ve her , ( )L V TK  için 

( )LU V   olduğundan ve (3.9) ile (3.10) denklemleri kullanılarak 
2

1 1([ , ], ) sinh ([ , ], )g Z W X g Z W X   

                          1 1( , ) ( , )SRX SRXg A Z W g A W Z   
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bulunur. 
aSRXA   simetrik olduğundan ve 

2

   olduğundan, D
 integrallenebilir. Eğer 

K  manifoldunda D  nın bir parçası K  ise  h
, K  manifoldunda K  nın ikinci 

temel formu olur. O zaman, 1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )Z Zg h Z W X g W X g W X       

olur.  (3.1) ve (3.11) denklemleri kullanılarak 

1 1( ( , ), ) ( , )Zg h Z W X g W X    

                           1( , )Zg P W PX      

                           1 1( , ) (( ) , )Z Zg PW PX g P W PX      

                           1 1 1( , ) ( , ) ( , )Z Z Zg PW PX g G W RX g U W SX     

elde edilir. Her , ( )Z W D  için,  ( )ZG W D  olur ve her , ( )L V TK  için 

( )LU V   olduğundan ve (3.3), (3.5), (3.7), (3.11) denklemleri kullanılarak 

1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )Z Zg h Z W X g RX PW g PSX W      

                              1(( ) , )Zg P SX W      

                            1 1 1( ( , ), ) ( , )Zg h Z RX PW g rSX W    

                               1 1( , ) ( , )Z Zg sSX W g G SX W    

bulunur. G ve U’nun 3( )m b  özelliği kullanılarak ve (3.3), (3.4), (3.10) ve (3.18) 
denklemlerinden yararlanarak, 

2
1 1 1( ( , ), ) ( , ) sinh ( , )PW Zg h Z W X g A RX Z g W X      

                               1 1( , ) ( , )SRX Zg A Z W g U W SX   

elde edilir. Teoremin hipotezinden yararlanarak 
 2 2

1 1cosh ( ( , ), ) cosh ( ) ( , )g h Z W X X g Z W     

elde edilir. Gradiyentin tanımından yararlanarak  
  1 1 1( ( , ), ) ( , ) ( , )g h Z W X g Z W g grad X   

Öyle ki; ,Z W D   için  1 1( , ) ( , )h Z W g Z W g grad   olur. 

Ortalama eğrilik vektörü H grad  ve K , K  nın tamamen umbilikidir. 

Şimdi, grad ’nin K  manifoldunda K  manifoldunun D  normal konneksiyonuna 

bağlı paralel olduğunu açıklayalım. Her ( )X D  için ve her ( )W D  için  

     1 1( , ) ( , )W Wg D grad X g grad X    

                                 1 1( , ) ( , )WWg grad X g grad X     

                                 1 1( ( )) ( ,[ , ]) ( , )XW X g grad W X g grad W       

                                 1( ) ( , )XX W g grad W     

                                 0  

elde edilir. Dolayısıyla, W D  için ve  X grad D   için 0W   olur. Bundan 

dolayı D , tamamen jeodeziktir. K  nın paralel olduğu sonucuna ulaşılır. Öyle ki; 

D ,  H grad  paralel ortalama eğrilik vektörlü tamamen umbilikdir. Bundan 

dolayı, K  extrinsic küredir. Hiepko’nun [26] hesaplamalarından da yararlanarak, K
nın warped çarpım noktasal anti-slant tip-1 altmanifold olduğu görülür. Tip-1 için ispat 
tamamlanmış olur.  
Tip-2 içinde benzer yol kullanılarak ispat elde edilir.  
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Uyarı 4.2.3.10 Non-trivial warped çarpımlar ve non-trivial doubly warped çarpımlar 
warped çarpımların genel halidir ([48]). 
 
4.3   Eşitsizlikler 
Bu bölümde ilk olarak para-Kaehler manifoldlarda non-trivial warped çarpım noktasal 
yarı-slant tip 1-2 altmanifoldların ikinci olarak mixed totally jeodezik non-trivial 
doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip 1-2 altmanifoldların ve son olarak da nearly 
para-Kaehler manifoldlarda mixed totally jeodezik non-trivial warped çarpım noktasal 
anti-slant tip 1-2 altmanifoldların ikinci temel formunun normunun karesi ile ilgili 
eşitsizlikler ve bazı sonuçlar elde edilecektir. 
 
4.3.1 Para-Kaehler geometride non-trivial warped çarpım noktasal yarı-slant 
altmanifoldlar ile ilgili eşitsizlikler 

Bu bölümde ilk olarak para-Kaehler manifoldlarda non-trivial warped çarpım noktasal 

yarı-slant tip 1-2 altmanifoldların ikinci temel formunun normunun karesi ile ilgili 

eşitsizlikler ve bazı sonuçlar elde edilecektir. 

 

K , 2m nK   para-Kaehler manifoldunun ( )m n  boyutlu noktasal yarı-slant 

altmanifold olsun. K , ( 2 )m n  boyutludur ve Biz, K ’nın tip-1-2 için ortonormal 

çatılarını verelim. Öncelikle tip-1 için ortonormal çatısını 

 * *
1 1 1,  ..,  ,  ,  ...,  ,   ,  ...,  m n nE E E E E E  olarak seçelim.  1 1,  ..,  ,  ,  ...,  m nE E E E  K ’da 

teğet demetidir. O zaman  1 1,  ..,  ,  ,  ...,  m nE E E E  formu bir ortonormal çatıdır.  

Öyle ki;  1,  ..,  mE E ’yi TD ’nin ortonormal çatısı ve  1,  ...,  nE E ’yi de D ’nın 

ortonormal çatısı olarak alalım. ( )Tboy D m  ve ( )boy D n   olur. Ayrıca  

 * *
1  ,  ...,  nE E ’yi de SD

 nın ortonormal çatısı olarak alalım. Bilinir ki; noktasal slant 

altmanifoldlar her zaman boyutsaldır. Bu yüzden 2n p  olur. O zaman  1 2,  ...,  pE E  

yi D
 nın ortonormal çatısı ve  * *

1  ,  ...,  nE E  SD
 nın ortonormal çatısı olsun. Öyle 

ki; (tip-1 için) 

            2 1 2 2 1 sech ,..., sechp pE RE E RE     

            
*
1 1 2 2 csch ,..., cschp pE SE E SE        

olsun.   slant fonksiyondur. Bu ortonormal çatılar slant altmanifoldlar için adapte 

edilmiş çatılar olarak ifade edilir [10]. Varsayalım ki; 
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*) D
 üzerinde: Ortonormal bazlar   1,..., )(vE v m  olsun. ( )boy D m  ’dir. Ayrıca  

 1( , ) 1v vg E E   olsun. 

*) D
 üzerinde: Ortonormal bazlar   1,..., 2 )(w pwE n   olsun. ( ) 2boy D n p  

’dir. Ayrıca 
1

ˆ ˆ( , ) 1w wg E E    olsun. 

*) PD
 üzerinde: Ortonormal bazlar   1,..., )(vE v m  olsun. ( )boy PD m  ’dir. 

Ayrıca 1( , ) 1v vg PE PE    olsun.  

*) SD
 üzerinde: Ortonormal bazlar  * 1,..., 2 )(wE w p  olsun. ( ) 2boy SD p  ’dir. 

Ayrıca 
* *

1( , ) 1
w w

g E E    olsun [24]. 

 

Teorem 4.3.1.1  K  kK K  formundaki altmanifold, 
2m nK 

 para-Kaehler 

manifoldunun ( )m n  boyutlu warped çarpım noktasal yarı-slant tip-1 altmanifoldu 

olsun. TK , bir para-holomorfik (invaryant) altmanifolddur ve  K ise bir noktasal 

slant altmanifolddur. Eğer  K
altmanifoldu spacelike ise 

1) K ’nın ikinci temel formunun normunun karesini aldığımızda (tip-1 için) 

         
2 22 2

1 2 (csch coth ) (ln )h n k           ( ( ) )boy K n                           (4.3.1.1) 

eşitsizliği elde edilir. Burada (ln )k  lnk’nın gradiyentidir. 

2) Yukarıdaki (4.3.1.1) denkleminin eşitliğinin var olması sonucunda TK , K  

manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu olduğunu ve  K ise K  manifoldunun 

bir tamamen umbilik altmanifoldu olduğunu ifade eder. Dahası, K  manifoldu K  

manifoldunun bir minimal altmanifoldudur. 

İspat: 
2 2 22

1 1 1 1( , ) ( , ) 2 ( , )h h D D h D D h D D        ikinci temel formunun 

normunun karesinin tanımından, 
2 2 2

2 * 2 * 2
1 1 1 1 1

1 , 1 1 , 1

( ( , ), ) ( ( , ), )
m p m p pm

i j k r s k
k i j k r s

h g h E E E g h E E E
 

   

      

         
2 2

* 2
1 1

1 1 1

2 ( ( , ), )
m p p m

i r k
k r i

g h E E E


  

     
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elde edilir. Burada  kE , TK  ’in bir ortonormal bazıdır. Şimdi adapte edilmiş çatıları 

hesaplayalım. Yukarıdaki denklem aşağıdaki gibi ifade edilmektedir. 

 
2 2

2 2 2
1 1 1 1 1

1 , 1 , , 1

( ( , ),csch ) ( ( , ),csch )
p pm

i j a r s a
a i j a r s

h g h E E SE g h E E SE 
  

    

            
2

2
1 1

1 , 1

2 ( ( , ),csch )
pm

i r a
i a r

g h E E SE
 

   

Daha sonra (4.2.13) ile (4.2.12) denklemlerini kullanırsak 

2 2
2 2 2 2

1 1 1 1 1
, , 1 1 , 1

( ( , ),csch ) 2 (csch ) [( (ln ) ( ( , ))
p pm

r s a i r a
a r s i a r

h g h E E SE PE k g h E E 
  

    

           2
1 1 12 (ln ) ( , ) (ln ) ( , ) ( (ln ) ( , )) ]i r a i r a i r aPE k g E E E k g E RE E k g E RE   

elde edilir. Buradan da  

2

1 1
1 , 1

(ln ) ( , ) (ln ) ( , )
pm

i r a i r a
i a r

PE k g E E E k g E RE
 
  

           
2

1 1 1 1
1 , 1

( (ln ), ) ( (ln ), ) ( , ) ( , )
pm

i i r a r a
i a r

g k PE g k E g E E g E RE
 

    

          
2

1 1 1 1
, 1 1

[ ( ( (ln ), ) , (ln ))] ( , ) ( , ) 0
p m

i i r a r a
a r i

g g k E E P k g E E g E RE
 

       

elde edilir. Denklem (4.1.10) kullanılarak  
2

2 22 2 2
1 1 1

, , 1

( ( , ),csch ) 2 (ln ) [csch coth ]
p

r s a
a r s

h g h E E SE n k  


     

olur. Buradan (4.3.1.1) denklemi elde edilir ve bu denklem eşitliği sağlamasının 

sonucu olarak aşağıdaki denklem de elde edilir; 

2 2
2

1 1
1 , 1

( ( , ),csch ) 0
p p

r s a
a r s

g h E E SE
 

 .                                                                    (4.3.1.2) 

Buradan TK , K  manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu olduğu görülür. 

(4.2.12) denklemi bunu ifade eder. Ayrıca (4.3.1.2) denklemi D  üzerinde h  ın yok 

olduğunu belirtir. Dolayısıyla  D , K manifoldu üzerinde bir küresel distribüsyondur. 

Bu da gösterir ki; K , K  manifoldunun tamamen umbilik altmanifoldudur. Ayrıca 

(4.2.12) ve (4.3.1.2) denklemlerini kullanarak K  manifoldunun K  manifoldunun 

minimali olduğu sonucuna varılır. 
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Uyarı 4.3.1.2 Yukarıdaki teoremde K  manifoldu timelike ise bu durumda (4.3.1.1) 

eşitsizliğinin yönü değişir. 

           
2 22 2

1 2 (csch coth ) (ln )h n k           ( ( ) )boy K n                         (4.3.1.3) 

şeklinde olur. 

 

Teorem 4.3.1.3 K , 2m nK   para-Kaehler manifoldunun  K  kK K  formunda 

( )m n  boyutlu warped çarpım noktasal yarı-slant tip-2 altmanifoldu olsun. 

Varsayalım ki;  K  sırasıyla spacelike ve timelike olsun. Bu durumda (tip-2 için) 

      
2 22 2

1 2 (csc cot ) (ln )h n k        ( K
 spacelike için)                         (4.3.1.4) 

      
2 22 2

1 2 (csc cot ) (ln )h n k       ( K
 timelike için)                                (4.3.1.5)    

elde edilir. Burada (ln )k , lnk’nın gradiyentidir. 

 

4.3.2 Para-Kaehler geometride non-trivial doubly warped çarpım noktasal bi-
slant altmanifoldlar ile ilgili eşitsizlikler 
Bu bölümde ilk olarak para-Kaehler manifoldlarda mixed tamamen jeodezik non-
trivial doubly warped çarpım noktasal bi-slant tip 1-2 altmanifoldların ikinci temel 
formunun normunun karesi ile ilgili eşitsizlikler ve bazı sonuçlar elde edilecektir. 
 

1 2

2 1
 K   k kK K    manifoldu, (2m) boyutlu K  para-Kaehler manifoldunun 

( 2 2 )s p q   boyutlu doubly warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldu olsun. 1K

1( 2 )d p  boyutludur ve 2K  1( 2 )d q  boyutludur ve Biz, K  nın tip-1-2 için 

ortonormal çatılarını verelim. Öncelikle 1D  ve 2D  nin tip-1 için sırasıyla lokal 

ortonormal çatılarını verelim. 

 1 1 1 1 1 2 1 1,...,  ,  =sech  R ,..., sech  Ra a
p p p pE E E E E E    burada 1

a  sabit değildir. 

 * * * * * *
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2,..., = , = =sech  R ,..., sech  Rb b

p p q q p q q p q q qE E E E E E E E E E        

burada 2
b  sabit değildir. 

Şimdide, 1SD
 ve 2SD ’nin sırasıyla lokal ortonormal çatılarını verelim. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆcsch ,..., =  =csch , =  =csch s ch ,{ a a a a

s n p p p n p pE E SE E E SE E E e SR E            

2 2 1 1 1
ˆ..., =  =csch s ch }a a

n p n p pE E e SR E    ve  
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* * *
2 1 1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1csch ,..., =  =csch , =  =csch ,{ b b b

s p s p q q q s p q qE E SE E E SE E E SR E              

*
2 2 2 2 2 1..., =  =csch s ch }b b

s qE E e SR E    

olur. Varsayalım ki; 

*) 1D
 üzerinde: Ortonormal bazlar   1,..., )(vE v p  olsun. 1( )boy D p   dir. Ayrıca  

 1( , ) 1v vg E E   olsun. 

*) 2D
 üzerinde: Ortonormal bazlar  * 1,..., )(wE w q  olsun. 2( )boy D q  dir. Ayrıca  

 1
ˆ ˆ( , ) 1w wg E E    olsun. 

*) 1SD
 üzerinde: Ortonormal bazlar   1,..., )(vSE v p  olsun. 1( )boy SD p   dir. 

Ayrıca 1( , ) 1v vg SE SE    olsun. 

*) 2SD
 üzerinde: Ortonormal bazlar  * 1,..., )(wE w q  olsun. 2( )boy SD q   dir. 

Ayrıca 1( , ) 1w wg E E    olsun [24]. 

 

Teorem 4.3.2.1 1 2

2 1
 K   k kK K   manifoldu, (2m) boyutlu K  para-Kaehler 

manifoldunun ( )s  boyutlu mixed tamamen jeodezik doubly warped çarpım noktasal 

bi-slant tip-1 altmanifoldu olsun. 1  K ve 2K manifoldları 1
a  ve 2

b  farklı slant 

fonksiyonlu noktasal slant altmanifoldlarıdır. Varsayalım ki; noktasal slant 

altmanifoldlar space-like olsun. O zaman (Tip-1 için) 

1) K ’nın ikinci temel formunun normunun karesini aldığımızda          

              
2 2 2 2

1 1 1 2 1 22 csch (cosh cosh ){ (ln ln )a a bh q k k       

                            2

1 2
1

2
}

p

r r
r

e lnk e lnk


                                                                   (4.3.2.1)                         

elde edilir. Burada 1 2(ln ln )k k  , 1 2(ln ln )k k  nin gradiyentidir. 1
a  ve 2

b  slant 

açıları 1  K
ve 2K

 nin farklı noktasal slant açılarıdır. 

2) Yukarıdaki (4.3.2.1) denkleminin eşitliğinin var olması sonucunda 1K  , K  

manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldunu ve 2  K ise K  manifoldunun bir 

tamamen umbilik altmanifoldunu ifade eder. 
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İspat: 1 1 1 2 2 2
2 2 22

1 1 1 1( , ) 2 ( , ) ( , )h h D D h D D h D D         ikinci temel formunun 

normunun karesinin tanımından elde edilir.    K mixed tamamen jeodezik olduğundan 

sağ tarafın orta kısmı yok olur. Bu durumda  

           
2 22

2 2
1 1 1 1 1 1

, 1 1 , 1

|| || ( ( , ),( ( , )) ( ( , ), )
p qs m

v w v w v w r
v w r s v w

h g h E E h E E g h E E E


   

     

olur. Şimdi biz yukarıdaki denklemde 1D
 ve 2D ’in çatılarını kullanalım. 

             

          
2 2 22 2

2 2 2
1 1 1 1 1

1 , 1 1 1 1

|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
p p qm m

v w r v w r
r s v w r s v w

h g h E E E g h E E E
      

     

                     
22

* * 2
1 1

1 , 1

( ( , ), )
qm

v w r
r s v w

g h E E E
  

                                                                (4.3.2.2) 

  K mixed tamamen jeodezik olduğundan (4.3.2.2) denkleminin sağ tarafın ikinci 
kısmı yok olur. Bu denklemde 1D  ve 2D

 nin çatılarının bileşenlerini kullanalım. 
2 2 22

2 2 2
1 1 1 1 1

1 , 1 2 1 , 1

|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
n q p pm

v w r v w r
r s v w r s q v w

h g h E E E g h E E E


      

      

           
2 2 22

* * 2 * * 2
1 1 1 1

1 , 1 2 1 , 1

( ( , ), ) ( ( , ), )
s p q qm

v w r v w r
r s v w r s p v w

g h E E E g h E E E


      

                            (4.3.2.3) 

elde edilir. (4.3.2.3) denkleminde 1SD
 ve 2SD ’in çatılarının bileşenlerini kullanarak 

2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1 1
1 , 1 1 , 1

ˆ|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
q p p p

v w r v w r
r v w r v w

h g h E E E g h E E E
   

    

           
2 2 2 2

* * 2 * * 2
1 1 1 1

1 , 1 1 , 1

ˆ( ( , ), ) ( ( , ), )
p q p q

v w r v w r
r v w r v w

g h E E E g h E E E
   

                                  (4.3.2.4) 

elde edilir. Her , , 1,2,..., 2v w r p  için 1 1
ˆ( ( , ), )v w rg h E E E  ile , , 1, 2,..., 2v w r q  için 

* *
1 1( ( , ), )v w rg h E E E  arasında ilişki bulunmadığından ikinci ve dördüncü terimler ayrılır. 

Bu yüzden 

 
2 2 2 2

2 2 * * 2
1 1 1 1 1

1 , 1 1 , 1

ˆ|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
q p p q

v w r v w r
r v w r v w

h g h E E E g h E E E
   

                              (4.3.2.5) 

elde edilir. (4.2.2.11) ve (4.3.2.5) denklemlerinden yararlanarak 

   
2 2 2 2

2 * 2 * * 2
1 1 1 1 1

1 , 1 1 , 1

ˆ|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
q p p q

v w r v w r
r v w r v w

h g h E E E g h E E E
   

                             (4.3.2.6) 

elde edilir.   K mixed tamamen jeodezik olduğundan 

           *
1 1( ( , ), ) 0v w rg h E E E                                                                                (4.3.2.7) 

olur. Her , 1,2,..., 2v w p  için ve her 1,..., 2r s q   için elde edilir. (4.2.2.6) 

denklemi kullanılarak 

      
2 2

2 * * 2
1 1 1

1 , 1

ˆ|| || ( ( , ), )
p q

v w r
r v w

h g h E E E
 

                                                                    (4.3.2.8) 

elde edilir ve 1SD
 ve 2SD

 ortonormal çatılarının bileşenlerini kullanarak 
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2 2 * * 2
1 1 1 1

1 , 1

|| || csch ( ( , ), )
p q

a
v w r

r v w

h g h E E SE
 

   

           2 2 * * 2
1 2 1 1 2

1 , 1

csch sech ( ( , ), )
p q

a b
v w r

r v w

g h R E E SE 
 

   

           2 2 * * 2
1 2 1 1 2

1 , 1

csch sech ( ( , ), )
p q

a b
v w r

r v w

g h E R E SE 
 

   

           2 4 * * 2
1 2 1 1 2 2

1 , 1

csch sech ( ( , ), )
p q

a b
v w r

r v w

g h R E R E SE 
 

   

           2 2 * * 2
1 1 1 1 1

1 , 1

csch sech ( ( , ), )
p q

a a
v w r

r v w

g h E E SR E 
 

   

           2 2 2 * * 2
1 1 2 1 1 2 1

1 , 1

csch sech sech ( ( , ), )
p q

a a b
v w r

r v w

g h R E E SR E  
 

   

           2 2 2 * * 2
1 1 2 1 1 2 1

1 , 1

csch sech sech ( ( , ), )
p q

a a b
v w r

r v w

g h E R E SR E  
 

   

           2 2 4 * * 2
1 1 2 1 1 2 2 1

1 , 1

csch sech sech ( ( , ), )
p q

a a b
v w r

r v w

g h R E R E SR E  
 

   

elde edilir. Yukarıdaki denklemde (4.2.2.12) -(4.2.2.14), (4.2.2.18) -(4.2.2.22) ve 
(4.3.2.7) denklemleri kullanılarak  

2 2 2 * * 2
1 1 1 1 2 1 1

1 , 1

|| || csch ( (ln ) (ln ) ) ( , )
p q

a
r r v w

r v w

h R E k k R E g E E
 

   

           2 2 * * 2
1 1 1 2 1 1

1 , 1

csch ( (ln ) (ln ) ) ( , )
p q

a
r r v w

r v w

R E k k R E g E E
 

   

           2 2 2 2 * * 2
1 1 2 1 1 2 1 1

1 , 1

csch sech csch ( (ln ) (ln ) ) ( , )
p q

a a b
r r v w

r v w

R E k k R E g E E  
 

   

           2 2 2 2 * * 2
1 1 2 1 1 2 1 1

1 , 1

csch sech csch ( (ln ) (ln ) ) ( , )
p q

a a b
r r v w

r v w

R E k k R E g E E  
 

   

         
2 2 2 2

1 1 2 1 1 2 1
1

2 csch [1 sech csch ] ( (ln ) (ln ) )
p

a a b
r r

r

q R E k k R E  


                (4.3.2.9) 

elde edilir. Şimdide 
2 2

2 2 2
1 2 1 2

1 1

(ln ln ) ( ln ) ( ln )
p p

r r
r r

k k E k E k
 

            

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1

( ln ) (sech ln ) ( ln ) (sech ln )
p p p p

a a
r r r r

r r r r

E k R E k E k R E k 
   

        

 
2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 1 2
1 1

( ln ) ( ln ) sech ( ln ) ( ln )
p p

a
r r r r

r r

E k E k R E k R E k
 

      

yukarıdaki denklemden 

22 2
1 1 1 2 1 1 2

1

( ln ln ) csch ( (ln ln )
p

a
r r

r

R E k R E k k k


          
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2 2

1 2
1

( ln ) ( ln ) )
p

r r
r

E k E k


                                  (4.3.2.10) 

elde edilir. (4.3.2.9) denkleminde (4.3.2.10) denklemi kullanılarak (4.3.2.1) denklemi 
elde edilir. 

                   1 1 1 2
1( , )h D D SD SD                                                                   (4.3.2.11) 

olur. (4.3.2.4) denklemindeki ikinci terimin ayrılmasından 1 1 1
1 1( ( , ), ) 0g h D D SD     

elde edilir. Buda 1 1 1
1( , )h D D SD    olduğunu belirtir. 

                       1 1 2
1( , )h D D SD                                                                         (4.3.2.12) 

olur. (4.2.2.11) ve (4.3.2.7) denklemlerinden 1 1 2
1( , )h D D SD    elde edilir.               

                        1 1 1
1( , )h D D SD                                                                        (4.3.2.13) 

Olduğu görülür. (4.3.2.11) - (4.3.2.13) denklemlerinden  

                         1 1
1( , ) 0h D D                                                                             (4.3.2.14) 

elde edilir. 1K  , K ’da tamamen jeodezik olduğundan [9] ve (4.3.2.14) denkleminden
1K   tamamen jeodezik olur. 

                          2 2 2
1( , )h D D SD                                                                     (4.3.2.15) 

olduğu görülür. (4.3.2.4) denkleminde dördüncü terimin yok olmasından dolayı 
2 2 2

1 1( ( , ), ) 0g h D D SD      

olur. Buda 2 2 1
1( , ) 0h D D SD      

olduğunu gösterir. 
                          2 2 1

1( , )h D D SD                                                                     (4.3.2.16) 

elde edilir. Dahası, (4.3.2.14) denkleminde (4.3.2.7) denklemi kullanılarak, her 
1( )X TK  ve her 2, ( )Z V TK  için        

11 1 11 1 2( (ln )(( ( , ) l, ) ( ,) n ))g X R X k k R X gh Z V S Z V   

                             21 2 1( (ln ) ( )ln ) ) ( ,X k k g ZX R V                                             (4.3.2.17) 

elde edilir. Bu denklemde polarizasyon kullandığımızda  
11 1 11 1 2( (ln )(( ( , ) l, ) ( ,) n ))g X R X k k R X gh Z V S Z V   

                             21 2 1( (ln ) ( )ln ) ) ( ,X k k g VX R Z                                             (4.3.2.18) 

bulunur. (4.3.2.17) denkleminden (4.3.2.18) denklemini çıkartırsak 

11 1 11 1 2( (ln )(( ( , ) l, ) ,) n ) ) (ag X R X k k R X gh Z V S Z V                                           (4.3.2.19) 

denklemi bulunur. (4.3.2.19) ve (4.3.2.16) denklemlerinden ve 2K , K  da tamamen 

umbilik olduğundan [9], 2K nın tamamen umbilik altmanifol olduğu bulunur. İspat 
tamamlanır. 
 

Uyarı 4.3.2.2 1 2

2 1
 K   k kK K   manifoldu, (2m) boyutlu K  para-Kaehler 

manifoldunun ( )s  boyutlu mixed tamamen jeodezik doubly warped çarpım noktasal 

bi-slant tip-1 altmanifoldu olsun. ve 2K manifoldları 1
a  ve 2

b  farklı slant 

fonksiyonlu açılara sahip noktasal slant altmanifoldlarıdır. Eğer 1 2

2 1
 K   k kK K  

1  K
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manifoldunun noktasal slant altmanifoldları time-like olur ise (4.3.2.1) eşitsizliğinin 

yönü değişir. (Tip-1 için) K ’nın ikinci temel formunun normunun karesini 

aldığımızda           

             
2 2 2 2

1 1 1 2 1 22 csch (cosh cosh ){ (ln ln )a a bh q k k       

                        2

1 2
1

2
}

p

r r
r

e lnk e lnk


                                                               (4.3.2.20)   

şeklinde olur.    

 

Teorem 4.3.2.3 1 2

2 1
 K   k kK K   manifoldu, (2m) boyutlu K  para-Kaehler 

manifoldunun ( )s  boyutlu mixed tamamen jeodezik doubly warped çarpım noktasal 

bi-slant tip-2 altmanifoldu olsun. 1  K ve 2K manifoldları 1
a  ve 2

b  farklı slant 

fonksiyonlu noktasal slant altmanifoldlarıdır. Varsayalım ki noktasal slant 

altmanifoldlar sırasıyla space-like ve time-like olsun. K  nın ikinci temel formunun 

normunun karesini aldığımızda sırasıyla (Tip-2 için) 

*) (space-like için)       

             
2 2 2 2

1 1 1 2 1 22 csc (cos cos ){ (ln ln )a a bh q k k       

                           2

1 2
1

2
}

p

r r
r

e lnk e lnk


                                                               (4.3.2.21) 

*) (time-like için)      

             
2 2 2 2

1 1 1 2 1 22 csc (cos cos ){ (ln ln )a a bh q k k       

                           2

1 2
1

2
}

p

r r
r

e lnk e lnk


                                                              (4.3.2.22) 

denklemi elde edilir. 
 
4.3.3    Nearly Para-Kaehler Geometride Non-Trivial Warped Çarpım Noktasal 
Anti-Slant Altmanifoldlar ile İlgili Eşitsizlikler 
Bu bölümde ilk olarak nearly para-Kaehler manifoldlarda mixed tamamen jeodezik 
non-trivial warped çarpım noktasal anti-slant tip1-2 altmanifoldların ikinci temel 
formunun normunun karesi ile ilgili eşitsizlikler ve bazı sonuçlar elde edilecektir. 
 

 K   kK K    manifoldu, (2m) boyutlu K  nearly para-Kaehler manifoldunun s  

boyutlu warped çarpım noktasal anti-slant altmanifoldu olsun. K , 1( )d  boyutludur 

ve K , 2( 2 )d p  boyutludur ve K  nın tip-1-2 için ortonormal çatılarını verelim.  
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Öncelikle D  ve D  nın tip-1 için sırasıyla lokal ortonormal çatılarını verelim. 

 1 1 1 2,...,  ,  =sech  R ,..., sech  Rp p p pE E E E E E   ,   sabit değildir. 

 
1

* *
2 1 1 2 1,..., = = p s p dE E E E E  . 

Şimdide, SD
, PD

 ve   nün sırasıyla lokal ortonormal çatılarını verelim. 

1 1 1

*
1 1 2 1 1csch , =  =csch ,..., =  =csch ,{ s d s d s p p pE E SE E E SE E E SE           

1 1 1 2 2=  =csch s ch ,..., =  =csch s ch }s p p s p p pE E e SRE E E e SRE        

1 1

* *
2 1 2,...,  =P }{ s p s dE PE E E    

2 1 2{ ,..., } s mE E  

 olur. SD , PD  ve  nin sırasıyla boyutları (2 )p , 1( )d  ve (2 2 )m s  dir. Varsayalım ki; 

*) D  üzerinde: Ortonormal bazlar   11,..., )(vE v d  olsun.  1( )boy D d   dir. Ayrıca  

1( , ) 1v vg E E   olsun. 

*) D  üzerinde: Ortonormal bazlar  * 1,..., 2 )(wE w p  olsun. ( ) 2boy D p   dir. 

Ayrıca 1
ˆ ˆ( , ) 1w wg E E    olsun. 

*) PD  üzerinde: Ortonormal bazlar   11,..., )(vE v d  olsun. 1( )boy PD d   dir. 

Ayrıca 1( , ) 1v vg PE PE    olsun. 

*) SD
 üzerinde: Ortonormal bazlar  * 1,..., 2 )(wE w p  olsun. ( ) 2boy SD p   dir. 

Ayrıca * *
1( , ) 1

w w
g E E    olsun [24]. 

 

Teorem 4.3.3.1  K   kK K   manifoldu, (2m) boyutlu K  nearly para-Kaehler 

manifoldunun ( )s  boyutlu mixed tamamen jeodezik warped çarpım noktasal anti-

slant tip-1 altmanifoldu olsun.  K noktasal slant altmanifold ve  K  anti-invaryant 

altmanifold olur. Varsayalım ki; K  space-like olsun. O zaman (Tip-1 için) 

1) K ’nın ikinci temel formunun normunun karesini aldığımızda           

             
2 22

1 1 coth (ln )h d grad k                                                                 (4.3.3.1) 

elde edilir. Burada (ln )grad k , ln k  nın gradiyentidir.  
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2) Yukarıdaki (4.3.3.1) denkleminin eşitliğinin sonucu olarak K , K  manifoldunun 

tamamen jeodezik altmanifoldu ve  K  ise K  manifoldunun bir tamamen umbilik 

altmanifoldu olduğu ifade edilir. 

 

İspat: 
2 2 22

1 1 1 1( , ) 2 ( , ) ( , )h h D D h D D h D D         ikinci temel formunun 

normunun karesinin tanımından elde edilir.   K mixed tamamen jeodezik olduğundan 

sağ tarafın orta kısmı yok olur. Bu durumda  

           
122 2

2 2 * * 2
1 1 1 1 1

1 , 1 1 , 1

|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
v w

dpm m

v w r r
r s v w r s v w

h g h E E E g h E E E
     

      

olur. Şimdi biz yukarıdaki denklemde PD , SD
 ve   nün çatılarını kullanalım.             

12 2 2
2 2 * 2

1 1 1 1 1
1 , 1 1 , 1

|| || ( ( , ), ) ( ( , ), )
dp p p

v w r v w r
r v w r v w

h g h E E E g h E E PE
   

    

           
12 22

2 * * 2
1 1 1 1

2 1 , 1 1 , 1

( ( , ), ) ( ( , ), )
dp pm

v w r v w r
r s v w r v w

g h E E E g h E E E
    

     

           
1 1 12

* * * 2 * * 2
1 1 1 1

1 , 1 2 1 , 1

( ( , ), ) ( ( , ), )
d d dm

v w r v w r
r v w r s v w

g h E E PE g h E E E
    

                            (4.3.3.2) 

elde edilir. (4.2.3.3) denklemi kullanılarak ve son denklemde sağ tarafın ikinci terimi 
mixed jeodezik olduğundan sıfır olur. Ayrıca, son denklemde sağ tarafın birinci, 
üçüncü, beşinci ve altıncı terimleri için warping fonksiyonu ile ilgili ilişki 
olmadığından dolayı bu terimler ayrılır ve sadece dördüncü terim değerlendirilir.  

 
1 1

2 * * 2 * * 2
1 1 1 1 1

1 , 1 1 , 1

|| || ( ( , ),csch ) ( ( , ),csch sech )
d dp p

v w r v w r
r v w r v w

h g h E E SE g h E E SRE  
   

                             

olur. (4.2.3.2), (4.2.3.3) ve (4.2.3.6) denklemleri kullanılarak  
1

2 2 2 * * 2
1 1 1

1 , 1

|| || csch ( ln ) ( , )
dp

a
w v w

r v w

h RE k g E E
 

   

             
1

2 2 * * 2
1

1 , 1

coth ( ln ) ( , )
dp

r v w
r v w

E k g E E
 

   

          
2 2

2 2 2 2
1 1

1 1

csch ( ln ) csch ( ln )
p p

r r
r r p

d RE k d RE k 
  

    

             
2 2

1
1

coth ( ln )
p

r
r

d E k


   

          
22 2 2

1 1 1
1

csch (ln ) csch ( , (ln ))
p

r p
r

d Rgrad k d g E Rgrad k  


    

             2 2
1

1

coth ( ln )
p

r
r

d E k


   



  72 
 

          
22 2 2 2

1 1 1
1

coth (ln ) csch sech ( , (ln ))
p

r
r

d grad k d g RE Rgrad k  


    

             2 2
1

1

coth ( ln )
p

r
r

d E k


   

elde edilir. (3.16) denklemi kullanılarak 2 22
1 1 coth lnh d grad k   

olduğu görülür ve (4.3.3.1) denklemi elde edilir. Böylece (4.3.3.1) denkleminin 
eşitliğinin sonucu olarak, (4.3.3.2) denkleminden birinci ve üçüncü terimler ayrılır. 
Bundan dolayı 
                 1 1 1( ( , ), ) 0 ( , )g h D D SD h D D PD                                   (4.3.3.3) 

ve  

                 1 1 1( ( , ), ) 0 ( , )g h D D h D D PD SD                                    (4.3.3.4) 

elde edilir. (4.3.3.3) ve (4.3.3.4) denklemlerinden yararlanarak   

                      1( , )h D D PD                                                                             (4.3.3.5) 

elde edilir. (4.2.3.6) denkleminden yararlanarak ve mixed jeodezik tanımından 
yararlanarak,  

                      1( , )h D D PD                                                                            (4.3.3.6) 

elde edilir. (4.3.3.5) ve (4.3.3.6) denklemleri kullanılarak, 
                      1( , ) 0h D D                                                                                  (4.3.3.7) 

bulunur.  K   kK K   manifoldunda K  tamamen jeodeziktir [9]. (4.3.3.7) 

denklemi de K nın K  da tamamen jeodezik olduğunu gösterir. 
Beşinci ve altıncı terimlerinin ayrılmasından aşağıdaki ifadeler elde edilir.  
                 1 1 1( ( , ), ) 0 ( , )g h D D PD h D D SD                                  (4.3.3.8) 

ve 

                 1 1 1( ( , ), ) 0 ( , )g h D D h D D PD SD                                    (4.3.3.9) 

elde edilir. (4.3.3.8) ve (4.3.3.9) denklemlerinden yararlanarak   

                      1( , )h D D SD                                                                               (4.3.3.10) 

olduğu görülür. (4.2.3.7) denkleminden yararlanarak ve mixed jeodezik tanımından 
yararlanarak her ( )X TK  ve her , ( )Z W TK   için  

                   2
1 1 1( ( , ), ) cosh ( ln ) ( , )g h Z W SRX X k g Z W                                  (4.3.3.11) 

bulunur. (4.3.3.10) ve (4.3.3.11) denklemlerinden dolayı K  tamamen umbilikdir [9]. 

Buradan K ’nın K ’da tamamen umbilik altmanifold olduğu elde edilir. Böylece ispat 
tamamlanmış olur. 
     

Uyarı 4.3.3.2 Eğer Teorem 4.3.3.1’deki K  altmanifoldu time-like olur ise (4.3.3.1) 

eşitsizliğinin yönü değişir. (Tip-1 için) 

K  nın ikinci temel formunun normunun karesini aldığımızda         

             
2 22

1 1 coth (ln )h d grad k                                                                 (4.3.3.12) 

şeklinde olur. Burada (ln )grad k , ln k  nın gradiyentidir.  
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Teorem 4.3.3.3  K   kK K   manifoldu, (2m) boyutlu K  nearly para-Kaehler 

manifoldunun ( )s  boyutlu mixed tamamen jeodezik warped çarpım noktasal anti-

slant tip-2 altmanifoldu olsun.  K noktasal slant altmanifold ve  K  anti-invaryant 

altmanifold olsun. Eğer K  altmanifoldu sırasıyla space-like ve time-like olursa K nın 

ikinci temel formunun normunun karesini aldığımızda (Tip-2 için) 

*) (space-like için)       

             
2 22

1 1 cot (ln )h d grad k                                                                  (4.3.3.13) 

*) (time-like için)       

             
2 22

1 1 cot (ln )h d grad k                                                                  (4.3.3.14) 

eşitsizlikleri elde edilir. Burada (ln )grad k  ln k  nın gradiyentidir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER  

 5.1 Sonuçlar 

Bu tez çalışmasında öncelikle para Kaehler geometride noktasal yarı-slant, noktasal 

bi-slant altmanifoldlar ve nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant 

altmanifoldlar tanımlandı, bunlarla ilgili teorem ve örnekler verildi. Daha sonra, para 

Kaehler geometride warped çarpım noktasal yarı-slant altmanifoldlar ve doubly 

warped çarpım noktasal bi-slant altmanifoldlar ve nearly para-Kaehler geometride 

noktasal anti-slant altmanifoldlar tanımlandı. Bunlarla ilgili teoremler, 

karakterizasyonlar ve örnekler elde edildi. Son olarak da bu belirttiğimiz warped 

çarpım altmanifoldların ikinci temel formunun normunun karesiyle ilgili eşitsizlikler 

elde edildi. Bunlarla ilgili teoremlere ve sonuçlara ulaşıldı. 

 

 5.2 Öneriler 

Bu tez çalışmasında yapılan bütün çalışmalar, farklı manifoldlar üzerinde çalışılıp 

incelemeler yapılabilir. Geometri literatürüne katkılar sunacak sonuçlar elde 

edilecektir. Örneğin, bu çalışmalar para-kontakt geometri üzerinde incelenebilir. 

Bunun gibi farklı altmanifoldlar üzerinde de çalışmalar yapılabilir.  
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