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OZET

PARA-KOMPLEKS GEOMETRIDE WARPED CARPIM
NOKTASAL SLANT ALTMANIiFOLDLAR

AYAZ, Sedat
Doktora, Matematik Bolumii
Danisman: Prof. Dr. Yilmaz GUNDUZALP
Nisan 2024, 90 sayfa

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Giris boliimiinde, bu ¢alismanin temelini olusturacak daha
once yapilmis caligmalarla ilgili bilgiler verilmektedir ve bu ¢alismanin igerigi
aciklanmaktadir. Onceki ¢alismalar bdliimiinde, bu calismanin tarihsel gelisimi ile ilgili genel
bilgiler verilmektedir. Malzeme ve yontem boliimiinde, gelecek boliimlerde kullanabilmek
icin temel tanimlar, kavramlar ve drnekler verilmektedir. Bulgular ve tartigma kisminda ise
caligmamzin orijinal bolimiine yer verilmektedir. Bu kisimda oncelikle para-Kaehler
geometride noktasal yari-slant ve bi-slant altmanifoldlarla ilgili tanimlar, kavramlar ve
ornekler elde edilmektedir. Ayrica, nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant
altmanifoldlarla ilgili tanimlar, kavramlar ve 6rnekler verilmektedir. Bu boliimde noktasal
altmanifoldlar arastirildigindan sabit olmayan agilar elde edilmektedir. Ciinkii degiskene
bagimli agilar olugsmaktadir. Para-Kaehler geometride ve nearly para-Kaehler geometride bu
agilarn aldigr degerin araligina gére altmanifoldlarin tip-1 ve tip-2 durumlari incelenmektedir.
Ayrica distriblisyonlarin integrallenebilirligi ve tamamen jeodezik olma durumlart tip-1 ve tip-
2 durumlarina gore ele alinmaktadir. ikinci kisimda, para-Kaehler geometride non-trivial
warped ¢arpim noktasal yari-slant altmanifoldlar incelenmektedir ve para-Kaehler geometride
non-trivial doubly warped carpim noktasal bi-slant altmanifoldlara da ¢alisilmaktadir. Ayrica
nearly para-Kaehler geometride non-trivial warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlar
da incelenmektedir. Bunlarla ilgili tanimlar, teoremler ve ornekler verilmektedir. Bu béliimiin
licincii kisminda ise bu galigmalarla ilgili esitsizlikler olusturulmaktadir. Ilk olarak, para-
Kaehler geometride non-trivial warped ¢arpim noktasal yari-slant altmanifoldlar ile ilgili
esitsizlikler ve bunlarla ilgili sonuglar incelenmektedir. Ikinci olarak, para-Kaehler geometride
non-trivial doubly warped carpim noktasal bi-slant altmanifoldlar ile ilgili esitsizlikler ve
bunlarla ilgili sonuglar elde edilmektedir. Bu boliimiin sonunda ise nearly para-Kaehler
geometride non-trivial warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlar ile ilgili esitsizlikler
ve bunlarla ilgili sonuglar incelenmektedir. Son olarak sonu¢ ve Oneriler boliimiinde tezin
genel bir degerlendirilmesi yapildiktan sonra ileride yapilacak olan calismalara katkida
bulunmak i¢in 6neriler verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Para-Kaehler manifold, Warped ¢arpim altmanifoldlar, Doubly
warped ¢arpim altmanifoldlar, Noktasal slant altmanifoldlar, Esitsizlikler.
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ABSTRACT

WARPED PRODUCT POINTWISE SLANT SUBMANIFOLDS iN PARA-
COMPLEX GEOMETRY

AYAZ, Sedat
Doctorate of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz GUNDUZALP
April 2024, 90 pages

The thesis consists of five sections. In the introduction section, informations are given about
previous studies that will form the basis of this study and the content of this study is explained.
In the previous studies section, the historical developments of this study are given. In the
material and method section, basic concepts, theorems and examples are obtained for use them
in next chapters. In the findings and discussion section, the original section of our thesis is
given. In this part, firstly concepts, theorems and examples with related to pointwise semi-
slant and bi-slant submanifold in para Kaehler geometry are obtained. Also, concepts,
theorems and examples with related to pointwise hemi-slant submanifolds in nearly para-
Kaehler geometry are given. In this section, since pointwise slant submanifolds are researched,
non-constant angles are obtained. Because angles that depend on the variable are formed.
According to the range of values of these angles, Type-1 and Type-2 cases of submanifolds in
para-Kaehler geometry and nearly para-Kaehler geometry are examined. In addition, the
integrability of the distributions and their totally geodesicness status are explained according
to type-1 and type-2 cases. Secondly, non-trivial warped product pointwise semi-slant
submanifolds in para-Kaehler geometry are investigated and non-trivial doubly warped
product pointwise bi-slant submanifold in para Kaehler geometry are studied. Also, non-trivial
warped product pointwise hemi-slant submanifolds in nearly para Kaehler geometry are
investigated. Definitions, theorems and examples related to these are given. In the third part
of this section, the inequalities related to these studies are created. Firstly, the inequalities and
results regarding the non-trivial warped product pointwise semi-slant submanifolds in para-
Kaehler geometry are investigated. Secondly, the inequalities and results regarding the non-
trivial doubly warped product pointwise bi-slant submanifolds in para-Kaehler geometry are
obtained. At the end of this section, the inequalities and results regarding the non-trivial
warped product pointwise hemi-slant submanifolds in nearly para-Kaehler geometry are
examined. In the conclusion and suggestions section, a general evaluation of the thesis is made
and suggestions are given to contribute to the next studies.

Keywords: Para-Kaehler manifold, Warped product submanifolds, Doubly warped
product submanifolds, Pointwise slant submanifolds, Inequalities.



1. GIRIS

P. K. Rashevskij 1948 yilinda Para-Kaehler manifoldun 6zelliklerine ¢alist1 [34]. B.
A. Rozenfeld 1949 yilinda Para-Kaehler manifoldlar1 tamimladi [35] ve B. A.
Rozenfeld bu c¢aligmasini Rashevskij’in tanimladigr kompleks durumdaki Kaehlerin
tanimiyla kiyasladi. Kaehler ile para-Kaehler arasinda benzerlik buldu. Daha sonra S.
Tachibana 1959 yilinda nearly Kaehler manifoldlara ¢alisti. Bu manifoldlar i¢in 6rnek
verilecek ise S® (6 boyutlu kiire) 6rnegi en bilinen &rnektir. Bu 6rnek, Kaehler
manifold olmayan nearly Kaehler manifoldlara bir ornektir [43]. Her nearly para-
Kaehler manifold bir para Kaehler manifold degildir. Ama her para Kaehler manifold

bir nearly para Kaehler manifolddur. Bu genelleme dogrudur.

1969°dan 6nce warped carpim kavrami matematiksel ve fiziksel konularda ortaya
cikti. Ornegin, Kruchkovich tarafindan 1957 yilinda semi-reducible uzayinda
kullanild1 [30]. Bu kavram, izafiyet teorisi, sicim teorisi ve kara delikler gibi
konularda da kullanildi. Warped c¢arpim manifoldlar, R. L. Bishop ve B. O’Neill
tarafindan tamimlandi ve c¢alisildi [9]. Daha sonra, warped carpimlar, diferansiyel

geometri de onemli bir ¢aligma alani haline geldi [5,13,44,45].

B. Y. Chen, 1990 yilinda Hermityen manifoldlarda invaryant ve anti-invaryant
altmanifoldlarin bir genel hali olarak slant altmanifoldlar ifade etti [11]. B.-Y. Chen
ve O. J. Garay, Hermityen manifoldlar da noktasal slant altmanifoldlarin kavramin
tamimladi [14]. Daha sonra B.-Y. Chen noktasal slant altmanifoldlar1 tanimladi ve
Oklid uzayinda bazi altmanifoldlar da 6nemli sonuglar ve 6rnekler elde etti [11,12]. F.
Etayo, quasi-slant altmanifoldlar1 adi altinda bazi altmanifoldlara calist. Bu
altmanifoldu, Kaehler manifoldun tamamen jeodezik quasi-slant altmanifoldu
oldugunu gosterdi [19]. Daha sonra, P. Alegra ve A. Carriazo, para-Hermityen
manifoldlarda slant altmanifoldlarda ¢alist1 ve yari-Riemann altmanifoldlarin bazi
cesitlerinin tanimlamalarin1 yapti [3,4]. Baz1 geometriciler tarafindan Riemann ve
yari-Riemann manifoldlarda farkli yapilarin slant altmanifoldlarina c¢alisildi

[1,2,7,25,33].

B. Sahin, noktasal slant altmanifoldlarin tanimini kullanarak Kaehler manifoldlarda

noktasal yari-slant altmanifoldlar1 tanimladi. Ayrica, bu kavramlar1 kullanarak
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Kaehler manifoldlarda ikinci form olan KTx,K® non-trivial warped g¢arpim
altmanifoldun varligini ispatladi. Sonra, teoremler, ilging sonuglar, esitsizlikler ve
ornekler elde etti. Burada, KT holomorfik altmanifoldlari ve K¢ noktasal slant
altmanifoldlar1 ifade etmektedir [39]. Daha sonra, A. Sharma para-Kaehler
manifoldlarda warped carpim yari-slant altmanifoldlarin var olmadigini ispatladi [41].
Bu calismada, para-Kaehler manifoldlarda non-trivial warped c¢arpim yari-slant
altmanifoldlarin K7 x, K ikinci formunun varlig1 rnekler verilerek ispatlandi. Daha

sonra teoremler, sonuglar ve bunlarla ilgili esitsizlikler elde edildi.

B. Y. Chen ve S. Uddin, Kaehler manifoldlarda warped ¢arpim noktasal bi-slant
altmanifoldlar iizerinde calisti [15]. Ayrica, B. Unal tarafindan, doubly warped
carpimlar, warped ¢arpimlarin bir genel hali oldugu belirtildi [47,48]. S. Sular, C.
Ozgiir [42] ve A. Olteanu [31], Riemann yapilarda doubly warped c¢arpim
altmanifoldlar ve geometrik esitsizlikler iizerine ¢alistilar. Bu tezde para Kaehler
geometride noktasal bi slant altmanifoldlar tamimlandi. Ornekler verilerek para
Kaehler geometride doubly warped carpim noktasal bi-slant altmanifoldlarin varligi

ispatlandi. Ornekler verildi ve bunlarla ilgili esitsizlikler elde edildi.

B. Sahin. Kaehler geometride warped ¢arpim anti-slant altmanifoldlara ¢alist1 [36].
Kaehler manifoldlarda non-trivial warped ¢arpim anti-slant altmanifoldlarin ikinci
formu olan K9x;, K+ altmanifoldlarm varligim ispatladi [40]. Sonra, teoremler, ilging
sonuglar, esitsizlikler ve ornekler elde etti. Burada, K+ anti-invaryant altmanifoldlar:
ve K% noktasal slant altmanifoldlar ifade etmektedir. Daha sonra, 2022 yilinda Y.
Giindiizalp para Kaehler geometride warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlara
calist1 [24]. Warped ¢arpim anti-slant altmanifoldlar ile ilgili kavramlar, teoremler ve
ornekler elde etti. Bu kavramlar1 kullanarak esitsizlikler ve sonuclar elde etti. Bu tezde
ise nearly para-Kaehler geometride warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlar
iizerine c¢alismalar yapildi. Bu manifold tizerine yapilan ¢alismada verilen ornekler,
yukarida belirttigimiz genellemeden dolayr hem para Kaehler hem de nearly para

Kaehler manifoldlar olan orneklerdir.

Bu tezin 2. bolimiinde, Onceki caligmalar bashgi altinda daha once yapilmis

konumuzla ilgili 6nemli ¢aligsmalar hakkinda tarihsel bilgiler verildi. 3. Boliimiin olan
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Malzeme ve Yontemler kisminda, ileriki bdliimlerde kullanabilecegimiz bazi temel
tanimlar, kavramlar ve 6rnekler verildi. 4. Boliim olan Bulgular ve Tartisma kisminda,
ilk olarak para-Kaehler geometride noktasal slant altmanifoldlar elde edildi. Bu ilk
kisim ii¢ alt boliim seklinde galisildi. {1k alt boliimde para-Kaehler geometride noktasal
yari-slant altmanifoldlar elde edildi. Daha sonra noktasal bi-slant altmanifoldlar ile
ilgili baz1 sonuglar elde edildi. Son olarak ise nearly para Kaehler geometride noktasal
anti-slant altmanifoldlar ifade edildi ve bu belirttigimiz manifoldlarla ilgili tanimlar,
sonuglar ve ornekler verildi. 4. boliimiin Ikinci kisminda, ilk olarak para Kaehler
geometride warped carpim noktasal yari-slant altmanifoldlar elde edildi. Daha sonra
doubly warped carpim noktasal bi-slant altmanifoldlar arastirildi. Son olarak nearly
para Kaehler geometride warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlar verildi. Bu
belirttigimiz manifoldlarla ilgili teoremler, sonuglar ve 6rnekler arastirildi. 4. boliimiin
3. Kismindaki esitsizliklerde ise yukarida belirttigim warped ¢arpim altmanifoldlarla
ilgili ikinci temel formun normunun karesi ile ilgili esitsizlikler elde edildi ve bunlarla
ilgili sonuglar bulundu. Bu tezin 5. boliimii olan sonu¢ ve Oneriler boliimiinde ise
yaptigimiz ¢alismalar sonucunda elde ettigimiz sonuglar ifade edildi. Ayrica oneriler
kisminda yapilan bu ¢aligmayi farkli manifoldlar ve altmanifoldlar tizerinde kullanarak

orijinal ¢caligmalar ve sonuglar elde edilecegi ifade edildi.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Para-Kaehler manifoldlar {izerine P. K. Rashevski 1948 yilinda ¢alismalara basladi.
Hemen ardindan B. A. Rozenfeld, 1949 yilinda para-Kaehler manifoldlar1 tanimladi.
Ayrica Rashevskij’in tanimindaki kompleks durumdaki Kaehler tantmini kiyasladi ve
Kaehler ile para-Kaehler arasindaki benzerlikleri buldu. Daha sonra, S. Tachibana
1959 yilinda nearly Kaehler manifoldlara ¢alisti. Bu manifoldlara verilmis en bilinen
ornek S® (6 boyutlu kiire) olarak bilinmektedir. Bu 6rnek Kaehler manifold olmayan
nearly Kaehler manifoldlara bir Ornektir. Bircok geometrici bu manifoldlardan
yararlanarak Riemann ve yari-Riemann altmanifoldlar iizerine 6nemli caligmalar

gergeklestirdiler.

Warped c¢arpim kavramui ilk olarak 1969’dan 6nce Matematik ve Fizik konularinda
ortaya ¢ikti. Ornegin, Kruchkovich, 1957 yilinda warped ¢arpimlari yari-reducible
yapilarda kulland1. Ozellikle bu kavram Fizik konular1 olan genel izafiyet teorisi, sicim
teorisi ve kara delik konularinda c¢okca kullanildi. Matematikte ise 0Ozellikle
diferansiyel geometride cok dnemli bir konu haline geldi ve bu konu iizerine 6nemli
calismalar yapildi. Dolayisiyla, matematikg¢ilerin ve fizik¢ilerin warped carpim

manifoldlar ile ilgili bilime katk1 sunduklari ¢calismalari ortaya ¢ikt.

R. L. Bishop ve B. O’Neill tarafindan warped carpim manifoldlara 1969 yilinda

calisildi ve tanimlamalar yapildi. Bu tanimlama da warped ¢arpim manifoldlar
K=Mx, N seklinde ifade edildi. Bu manifold, g =g, +k%g, Riemann metrik

tensorii tarafindan ve k& warping fonksiyonu tarafindan donatilmig bir M x N garpim

manifoldudur.

B.-Y. Chen 1990 yilinda slant altmanifoldlarin geometrisi iizerine ¢aligmalar yapti.
Burada Hermityen manifoldlarda hem invaryant manifoldlarin hemde anti-invaryant
altmanifoldlarin genel bir hali olarak slant altmanifoldlar1 agikladi. Daha sonra, B.-Y.
Chen ve O. J. Garay, hemen hemen Hermityen manifoldlarda noktasal slant

altmanifold kavramini tanimladilar.



B. Sahin 2006 yilinda Kaehler manifoldlarda noktasal yari-slant altmanifoldlara calisti
ve bu kavrami kullanarak warped ¢arpimlar iizerine de ¢alismalar yapti. P. Alegra ve
A. Carriazo, 2017 yilinda para-Hermityen manifoldlarda slant altmanifoldlara
calistilar ve detayli tanimlamalar yaptilar. Daha sonra bir¢ok geometrici tarafindan
slant manifoldlarin genel bir hali olan bazi noktasal slant altmanifoldlar {izerine

calismalar yapildi.

Bu yiizyilin baglarinda B.-Y. Chen tarafindan Kaehler manifoldlarda warped ¢arpim
CR-altmanifoldlara ¢alisilmaya baslandi. Daha sonra bu konu, geometride ¢ok 6nemli
bir konu haline geldi ve birgok geometrici tarafindan O©nemli ¢aligmalar
gergeklestirildi. B. Sahin, Kaehler manifoldlar iizerinde warped ¢arpimlarda birgok
noktasal slant altmanifoldlar {lizerine ¢alismalar yapti. Farkli manifoldlar tizerine
yapilabilecek onemli ¢alismalara yollar agmis oldu. Daha sonra Y. Giindiizalp, 2022
yilinda para-Kaehler geometride warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlar
iizerine caligmalar yapti. Bunun sonucunda onemli sonuglar ve bazi 6zel esitsizlikler
elde etti. S. Uddin ve B. Y. Chen ise Kaehler manifoldlarda warped ¢arpim noktasal
bi-slant altmanifoldlar {izerine ¢aligmalar gergeklestirdiler. Bunlar gibi birgok
geometrici farklt manifoldlarda warped carpimlar {izerine ©Onemli ¢alismalar

gergeklestirdiler.

Bu calismada belirtmis oldugumuz ge¢misteki 6nemli kaynaklardan ve ¢aligsmalardan
da yararlanarak bu tezimize ve matematik literatiiriine katkilar sunacak ¢alismalar

yapildi.



3. MALZEME VE YONTEM

Bu bolimde oOncelikle calismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlar
verilmektedir ve bu béliim bes alt boliimden olusmaktadir. Ik olarak yari-Riemann
manifoldlar, ikinci olarak distribiisyonlar, ticiincii olarak para-Kompleks manifoldlar,
dordiincii olarak bir hemen hemen para-Hermityen manifoldlarin altmanifoldlar1 ve

son olarak da warped ¢arpim manifoldlar ile ilgili kavramlar verilmektedir.

3.1 Yari-Riemann Manifoldlar

Tamm 3.1.1 V| n boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. g:VXV - R doniigiimii asagidaki

sartlar1 sagliyor ise bu doniisiime skaler ¢carpim denir. Va,b,ceV icin ve Vx,yeR icin
(i) simetriktir; g(a,b)=g(b,a),
(ii) bi-lineerdir;

g(xa+yb,c) = xg(a,c)+yg(b,c),

g(a,xb+yc) = xg(a,b) + yg(a,c),

(iii) non-dejeneredir; VbeV icin g(a,b)=0<a=0 dir [18].

Tanim 3.1.2 V reel vektor uzayi tizerinde g bilineer form olsun.
(i) VmeV icin g(mm)<0 ise g bilineer forma negatif tanimh,

(i) VmeV icin §(mm)>0 ise g bilineer forma pozitif tammhdir denir [32].

Tanim 3.1.3 V reel vektor uzayr ve g, V iizerinde simetrik bilineer form olsun.
gy :NXN - R negatif tanimli olan en bilyiikk boyutlu N altuzayimin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir [32].

Tanim 3.1.4 K, bir ("manifold olsun. Xx€K noktasindaki tanjant uzay1 T K olmak
tizere, A,B €T K i¢in

¢ TKXTK—-R

(A.B)—g(A.B)



ile tammlanan sabit indeksli § skaler ¢arpimina K iizerinde bir metrik tensor denir

[29].

Tanimm 3.1.5 K, bir C* manifold olsun ve ¢, K iizerinde bir metrik tensor olsun. Buna

gore (K,g) ikilisine yari-Riemann manifold denir [32].

Tammm 3.1.6 K yari-Riemann manifoldu {izerinde tanimli ¢ metrik tensoriiniin
indeksine yari-Riemann manifoldunun indeksi denir. Yari-Riemann manifoldunun

indeksini i olarak tanimlarsak 0<i<boyK dir. Burada, i=0 ise VxeK icin § , T K

tizerinde pozitif tanimli bir metrik tensér oldugundan K bir Riemann manifoldu olur.

Eger i =1 ve boyK >2 olursa, bu durumda K bir Lorentz manifoldu olur [32].

Tamim 3.1.7 (K,g) bir yari-Riemann manifoldu ve a:K - K bir immersiyon olsun. Bu
durumda a*g , K tizerinde bir metrik tensor ise K ya yari-Riemann altmanifold denir.

Fakat, a*g, K fizerinde bir metrik tensor degil ise K ya dejenere altmanifold denir

[32].

Tanim 3.1.8 K bir yari-Riemann manifold ve ¢, K iizerinde bir metrik tensor olsun.
VxeK icinve Ny €T K icin
¢:TKXTK—R
olacak sekilde
(i) g(N;,N,)>0yada N, =0 ise N, vektoriine space-like,
(ii) §(N,,N,)<0 ise N, vektoriine time-like,

(iii) g(N,,N,)=0, N, #0 ise vektoriine null (light-like) denir [18].

Tanim 3.1.9 K bir manifold ve V, K iizerinde tanimlanmis konneksiyon olsun. Bu
durumda
T.-T(TK)XT(TK) > T'(TK)

(X,Y)>T(X,Y)=V Y-V, X -[X,Y]



seklinde tanimlanan vektor degerli tensére K iizerinde tanimli V konneksiyonun

torsiyon tensorii denir [17].

Tanim 3.1.10 K, bir manifold olsun ve V, K {izerinde tanimlanan bir konneksiyon
olsun. Eger T =0 ise V konneksiyonuna simetrik veya sifir torsiyonludur denir

[17].

Tanim 3.1.11 K bir manifold ve K iizerinde tanimladigimiz vektor alanlarinin uzayi

['(TK) olsun.
V:[(TK)XT(TK) - T(TK)
(X,Y)>V, Y
VX,Y,Z e[(TK) ve Vf,gC*(K) icin
(i) VﬂHgYZ =fV,Z+¢V,Z
Gi) Vy(fY+82)=fV, Y +gV,.Z+(Xf)Y +(Xg)Z,

sartlarini saglhiyor ise V, K manifoldu iizerinde tanimlanmis lineer konneksiyon olur.

Dahasi, V lineer konneksiyonu

Gii) [X.Y]=V,Y-V,X,
iv) Xg(Y,Z2)=g(V,Y,Z)+g(Y,V,Z)

sartlarm1 da sagliyor ise V ya K manifoldu iizerinde tanimlanmis Riemann

konneksiyonu, metrik konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir [8].

Tamm 3.1.12 N:K 5K bir doniistim olsun ve K {izerinde bir konneksiyon V olsun.

N boyunca K iizerindeki V" konneksiyonuna N boyunca v konneksiyonunun pull

back konneksiyonunu denir [49].

Tanmm 3.1.13 N:K 5K bir dontisim ise N boyunca v konneksiyonunun pull back

konneksiyonu V' ve VX,Y eI'(TK) olacak sekilde
VN, : x(K)Xx(K) = x(K)

VN.(Y,Z):V¥N.Z-N.(V,Z)
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ile tanimlanan VN, déniisiimiine N doniisiimiiniin ikinci temel formu denir [49].

3.2 Distribiisyonlar

Tanim 3.2.1 K, n-boyutlu bir manifold olsun. K {izerinde
M:K->TK
y—o>M cTK
ile tanimlanan M doniisiimiine bir distribiisyon denir. X € I'(TK) i¢in y € K olacak
sekilde X, € M oluyorsa X vektoralam M ye aittir denir. Eger her y noktasi igin

M ye ait m tane diferansiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alan1 mevcut ise M ye

diferansiyellenebilir denir [8].

Tanmm 3.2.2 K" , K" Riemann manifoldlar1 olsunlar. f:K—K doniisiimii icin
boy( f*(TpM ))=m ise f nin peM noktasindaki ranki m olup rank(f)=m ile gosterilir. Eger

boy(m)=rank(f) ise f ye immersiyon denir. Bu durumda K yada K nin immersed
altmanifoldu denir. Eger f immersiyonu birebir (1-1) ise f ye imbedding (gomme)

denir. K yada K nin gomiilen altmanifoldu denir [36].

Tanmm 3.2.3 K bir (* manifold, M, K manifoldu iizerinde m-boyutlu bir C”
distribiisyon ve Z, K nin altmanifoldu olsun. M , x noktasinda Z ye teget olan uzaya

esit ise Z ye M nin integral manifoldu denir. Yani
F.Z->K

bir imbedding olacak sekilde Vx e Z icin
F(TZ)=M

olur. Burada, M nin Z yi kapsayan baska bir integral manifoldu yoksa Zye M nin

bir maksimal integral manifoldu (lif) denir [36].

Tanmm 3.2.4 K bir C* manifold olsun ve Z, K nin altmanifoldu olsun. M , K
manifoldu iizerinde bir distribiisyon olacak sekilde, eger VxeZ igin M nin X i

kapsayan bir lifi varsa M ye integrallenebilirdir denir [36].



3.3 Para-Kompleks Manifoldlar

Tanmim 3.3.1 V, 2n-boyutlu bir reel vektdr uzay: olsun. P* =] igin P ’nin +I ve - oz
degerlerine sirasiyla karsilk gelen V', V' 6z uzaylart ayni n-boyutuna sahip ve

V=V"®V ise P:V—>V endomorfizmasina bir hemen hemen para-kompleks yapi

denir [27]. Burada I birim 6zdeslik olarak verilmektedir.

Tamm 3.3.2 K, 2n-boyutlu bir differensiyellenebilir manifold ve P, K manifoldu

iizerinde (1,1) mertebeli bir tensér alani olsun. Eger P> =1 ise P tensor alanina hemen
hemen carpim yapisi denir. P nin +/ ve - 6z degerleri ile birlesen T°K ve T"K 6z
demetleri aym ranka sahip oldugunda (K, P) hemen hemen ¢arpim manifolduna hemen

hemen para-kompleks manifold denir [27].

Tanmm 3.3.3 K, 2n-boyutlu bir manifold olsun. X,¥ K iizerinde vektdr alanlari i¢in

P’X=X ve g(PX,PY)=-g/(X,Y) (3.1

sartin1 saglayan bir P hemen hemen para-kompleks yap1 ve ¢ yari-Riemann metrigi

var ise (K, g,P) yapisina bir hemen hemen para-Hermityen manifold denir. Burada
g, metrigi icin neutraldir denir. Yani, g metriginin isareti (n,n) olur.

E =g(E,E)=41 (E =1li=1,..,n, E = -1, j=n+1,...,2n) olarak alindiginda bir

ortonormal baz (E,...E ,E

n+1

=PE,,...E, =PE ) seklinde ifade edilir [27].

Tanim 3.3.4 (I?, g,,P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. X,Y K

tizerinde vektor alanlari icin,
D(X.Y)=g,(X,PY)

sartin1 saglayan tensore temel 2-form denir [27].

Tanm 3.3.5 (K, g,P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. K

manifoldunun temel 2-formu kapali ise @dD=0), (k ,8,P) yapisina para-Kaehler

manifold denir [27].
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Teorem 3.3.6 (K, g,»P) bir hemen hemen para-Hermityen manifold olsun. Bu durumda
K nin bir para-Kaehler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart VP =0 olmasidir [27].
Buna gore, X,Y K iizerinde vektor alanlari icin

(V,P)Y =0 yani PV,Y =V PY (3.2)

olur [27].

Tanmim 3.3.7 K, (K,P, g,) manifoldunun bir altmanifoldu olsun. VX ,Y e I'(TK) ve

VV eI(TK™") igin sirastyla Gauss ve Weingarten denklemleri
V,Y=V.,Y+h(X,Y) (3.3)
V,V=-AX+ViV (3.4)

olarak ifade edilir. /,, K 'nin ikinci temel formunu, A, , V ile iliskili Weingarten

endomorfizminini ve V" ise normal konneksiyonunu ifade eder. A, ve h ile
iliskili denklem

8(AX.Y) =g (h(X.Y),V) (3.5)
ile verilir ve g, K iizerinde yari-Riemann metrigini ifade eder.

Her X teget vektor alani i¢in

PX =RX +5X (3.6)
olur. Burada RX ve SX, PX ’nin sirasiyla teget ve normal vektor alanlaridir.
Her V normal vektor alani igin

PV =rV+sV 3.7)

olur. Burada rV ve sV , PV ’nin sirasiyla teget ve normal vektor alanlaridir.

Tamm 3.3.8 K bir yari-Riemann manifoldu ve K, K manifoldunun altmanifoldu
olsun. {e,,...,e,} altmanifoldun ortonormal gatisi olsun. Buna gére ortalama egrilik

vektorii
1, 1L
H=—izh == hle,e) (3.8)
n n iz

olarak ifade edilir.
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Tanim 3.3.9 K hemen hemen para-Hermityen manifold olsun ve P para-kompleks
yapt olsun. Eger VX eI'(TK) i¢in

(VyP)X =0 (3.9)
ise hemen hemen para-Hermityen manifold nearly para-Kaehler manifold olarak

tanimlanir [20].

Teorem 3.3.10 K hemen hemen para-Hermityen manifoldunun nearly para-Kaehler

manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart VX ,Y e ['(TK)igin
V,PY+(V,P)X =0 (3.10)

olmasidir [8].

Teorem 3.3.11 K, K nearly para-Kaehler manifoldunun bir yari-Riemann
altmanifoldu olsun VX ,Y € I'(TK) i¢in vV «P)Y nin teget ve normal kisimlan G, Y
ve U,Y olsun. Buna gore

(V,P)Y =G, Y+U,Y (3.11)
olur [8]. Ayrica, VX,Y.WeT'(TK) ve VYV eI'(TK") icin [28] kaynagi referans

alinarak daha sonra kullanmak i¢in G ve Unun Ozellikleri olarak asagidaki

denklemler elde edilir.

(m) (@ G, ,W=GW+GW

(b) U, W=UW+UW

(m,)) (@) G, (Y +W)=G,Y +G W

(b) U, (Y +W)=U,Y+UW

(rn/j) (a) gl(GXY,W)Z_gl(Y’GXW)

(b) gWU,Y,V)=—g, (Y, U,V)

(m)) G,PY+U,PY=—P(G,Y +U,Y)
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Teorem 3.3.12 K, K nearly para-Kachler manifoldunun bir yari-Riemann

altmanifoldu olsun ve VX.,Y el'(TK) icin (3.9), (3.10) ve (3.11) denklemleri

kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir [28].
(@) G, Y+G,X=0 ve (b) U, Y+U,X =0 (3.12)

3.4 Bir Hemen Hemen Para-Hermityen Manifoldun Altmanifoldlar:

Tanim 34.1 K, (K,P,g,) hemen hemen para-Hermityen manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. Eger, her X timelike ya da spacelike vektor alani igin
g,(RX,RX)/g,(PX,PX) degeri sabit ise K bir slant altmanifold olarak
isimlendirilir. Fakat bu deger her bir p € K noktas1 i¢in 8(X) agis1 sifirdan farkli
X €T K’mn segimine bagimli ise K bir noktasal slant altmanifold olarak
isimlendirilir. Bu durumda 6(X) Wirtinger agisi, slant fonksiyonun ya da noktasal
slant altmanifoldun Wirtinger fonksiyonu olarak isimlendirilen &: TPK —{0} > R bir
reel degerli fonksiyonu olusturur. K, K para-Hermityen manifoldunun bir noktasal
slant altmanifoldu olur [6,11,38]. Wirtinger agisi, T,K ve PX arasindaki a¢1 olarak

ifade edilmektedir. Denklemde olusan deger wirtinger agisina esittir.

Tanim 342 K, (E ,P,g,) hemen hemen para-Hermityen manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. Yukaridaki Tanim 3.4.1. deki denkleme gore; eger R=P ise K
manifoldu bir para-holomorfik altmanifold veya invaryant altmanifold olur ve
denklemin sonucu 1’e esit olur. Dolayisiyla, PX =RX olur. Eger R=0 ise K
manifoldu bir totally reel (anti-invaryant) altmanifold olur ve denklemin sonucu 0’a
esit olur. Dolayisiyla, PX =SX olur. Invaryant altmanifoldlar ile anti-invaryant
altmanifoldlar slant altmanifoldlarin 6zel durumlaridir. Hem invaryant hem de anti-

invaryant altmanifold olmayanlar proper (has) slant altmanifold olarak adlandirilir

[3]. Eger € # O, % ise slant altmanifold proper (has) slant altmanifold olur [24].

Tanim 3.4.3 K, (K,P,g,) hemen hemen para-Hermityen manifoldunun bir slant

altmanifoldu olsun.
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Eger, X space-like ya da time-like vektor alan1 igin RX time-like ya da space-like

RX
olur ve ayrica ” ” >1 olur ise altmanifold tip-1 olarak isimlendirilir.

|PX|

Eger, X space-like ya da time-like vektor alan1 igin RX time-like ya da space-like

RX
olur ve ayrica ” ” <1 olur ise altmanifold tip-2 olarak isimlendirilir [3,23].

|PX]

Teorem 3.4.4 K, (K,P,g,) hemen hemen para-Hermitian manifoldunun bir slant

altmanifoldu olsun.
a) K, tip-1 slant altmanifold olsun. Bunun igin gerek ve yeter sart her X space-like

(time-like) vektor alani icin, RX time-like (space-like) vektor alan1 olmasidir. Ayrica
bir 4 € (1,0) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bundan dolay1

R* = uld ve p1=cosh® 6 (3.13)
olur ve burada @, K ’nm slant agisim ifade eder.
b) K, tip-2 slant altmanifold olsun. Bunun igin gerek ve yeter sart her X space-like

(time-like) vektor alami igin RX_  time-like (space-like) olmasidir. Ayrica bir
pe(l,0) fonksiyonu ortaya cikar. Bundan dolay1
R® = uld ve pu=cos’ 6 (3.14)

olur ve burada @, K 'nin slant a¢isini1 ifade eder [3].

Ispat. Ik olarak, eger K slant tip-1 altmanifold ise X space-like vektor alani igin

RX time-like vektor alani olur ve (3.1) denklemi kullanilarak PX inde time-like

oldugu goriiliir. Ayrica bu RX/PX >1 ifadesini saglar. Bu yiizden @agis1 mevcuttur
ki

cosh@ = ”RX” _ \/m

x|~ e P, PX)

(3.15)

bulunur. (3.1) ve (3.15) denklemleri kullanilarak
2,(R°X,X)=cosh’0g,(X,X)
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elde edilir. Buradan da R’X = uX oldugu goriiliir. (3.15) denklemi de kullanilarak,

p=cosh’ @ elde edilir.

Ayn1 metod ile ¢alistigimizda Z time-like vektor alani i¢in RZ ve PZ space-like olur.

Bundan dolayi (3.15) denkleminin yerine

cosho IRZl J8 (RZ,RZ)
|PZ] ~ Js,(Pz.P2)

elde edilir. R*°Z = 1Z oldugundan dolay1 her Z space-like ve time-like vektor alanlar1

icin R* = ul , olur. Dolayisiyla a) ispatlanir.
Benzer bir yol kullanilarak b) ninde ispat1 yapilir. Ayrica Teorem 3.4.4. ve (3.1), (3.5)
ve (3.6) denklemleri kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 3.4.5 K, o slant fonksiyonlu (K,P,g) hemen hemen para-Hermityen
manifoldunun bir slant altmanifoldu olsun. Her non-null X,Y € I'(TK) vektor alanlar1
icin

a) eger K, tip-1 altmanifold ise

gl(RX,RY):—cosh2 0g,(X.,Y), 2,(8X,SY) =sinh’0g,(X,Y) (3.16)
elde edilir.

b) eger K, tip-2 altmanifold ise

g, (RX,RY)=—cos’0g,(X,Y), g,(5SX,S8Y)=—sin’0g, (X,Y) (3.17)
elde edilir [3,24].

Sonu¢ 3.4.6 K, © slant fonksiyonlu (K,P,g,) hemen hemen para-Hermityen
manifoldunun bir slant altmanifoldu olsun. VX € I'(TK) vektor alani i¢in

a) K, tip-1 altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart

rSX =—sinh’0X ve sSX =—RSX (3.18)
esitliklerinin saglamasidir.

b) K nin tip-2 altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart

rSX =sin’0X  ve sSX =—-RSX (3.19)
olmasidir [3,24].
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Tamm 3.4.7 K a-boyutlu bir manifold ve K da K niin b-boyutlu altmanifoldu olsun.
h, ikinci temel form ve VX,Y e ['(TK) ve VV e['(TK )" olmak iizere

VX' =0
ise V ye paraleldir denir ve

Vih=0

ise ikinci temel form paraleldir denir [49].

Tanim 3.4.8 (E,P,gl)bir yari-Riemann manifoldu ve K, K manifoldunun

altmanifoldu olsun. Eger h, ikinci temel form sifir ise altmanifolda tamamen

jeodeziktir denir [49].

Tamm 3.4.9 V eT(K)" ve 1 eC”(K,R) olmak iizere A, =1 ise K altmanifoldu V

vektor alanina gore umbiliktir denir. Eger K altmanifoldu her normal vektor alanina

gore umbilik ise K altmanifolduna tamamen umbilik altmanifold denir [49].

Teorem 3.4.10 K bir yari-Riemann manifoldu ve K, K manifoldunun altmanifoldu
olsun. Bu durumda H altmanifoldun ortalama egrilik vektor alani olmak iizere K
altmanifoldunun tamamen umbilik olmast i¢in gerek ve yeter sart X,Y e I'(K) icin
h(X.,Y)=g (X, Y)H
olmasidir. Teoremden de anlasilmaktadir ki bir K altmanifoldunun tamamen umbilik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart X e I'(K) ve V eI'(K)" igin
A X =g (H, V)X

olmasidir [49].

Tamim 3.4.11 Bir yari-Riemann manifoldun altmanifoldunun ortalama egrilik vektor

alani sifir ise altmanifolda minimaldir denir [49].

3.5 Warped Carpim Manifoldlar

Tanim 3.5.1 (L,g) ve (N,g,) iki tane yari-Riemann altmanifold olsun.
K =L x, N warped ¢arpimi, L xN e bagl yari-Riemann yapidir. k:L — (0,0)
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olarak tammlansin ve her (1, p) € LxN i¢in q(1,p) =t , a(t,p) =p
kullanilarakg : L x N — L, a : L x N — N projeksiyonlar1 verilsin. Oyleki;
her X,Y € K icin

g(X.Y)=g,(q.X.,q.Y)+(kog)’g,(a.X,a.Y)
olur. Burada * tanjant yapiy1 tanimlar [9]. k fonksiyonu, warping fonksiyon olarak

isimlendirilir. Eger warping fonksiyonu sabit ise K manifoldu, trivial olarak
adlandirilir. Eger warping fonksiyonu sabit degilse K manifoldu, non-trivial olarak

adlandirilir. K =L x, N manifolduda warped ¢arpim manifoldu olarak ifade edilir.

K manifoldunda L manifolduna tamamen jeodezik altmanifold, N manifolduna da
tamamen umbilik altmanifold denir [47].

Tanim 3.5.2 (L,g,) ve (N,g,) yari-Riemann altmanifoldlar olsun. K =, L x N
warped carpimi, LxN e baglhh bir yari-Riemann yapr olarak tanimlansin.
k,:L—(0,0) ve k,:N —(0,00) olarak tanimlansin ve her (t, p) € LxN igin
q(t,p) =1, a(t,p) = p kullanilarak ¢q : LxN > L, a:LxN —> N
projeksiyonlar1 verilsin.

Oyleki; her X,Y € K i¢in

g,(X,Y) = (k,0a)’ g,(z.X,z.Y)+(ko0q)’ g,(z.X,z.Y)

olur. Burada z. yapisi tiirev doniigiimii olarak tanimlamir [9]. k,k, fonksiyonlari

warping fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger warping fonksiyonlar sabit ise K
manifoldu trivial olarak adlandirilir. E8er warping fonksiyonu sabit degilse

K =, L x, N manifoldu non-trivial doubly warped ¢arpim olarak adlandirilir
[27].

Tamm 3.5.3 K =, L x, N warped carpimi, LxN e bagh bir yari-Riemann yapi
olarak tanimlansin. Eger

a) hem k, =1 hemde k, =1 ise K =L x N manifolduna ¢arpim manifold denir.
b) ya k,=1yada k, =1 ise K =L x, N manifolduna warped ¢arpim manifold
denir.

¢) k,k, warping fonksiyonlar1 sabit degerler almayip bir fonksiyon belirtiyor ise

K =L L X, N manifolduna non-trivial doubly warped ¢arpim manifold denir [9].

Lemma 3.54 K =L x, N warped carpim manifoldu, LxN e bagh bir yari-
Riemann yap1 olarak tanimlansin. VX,Y e L ve VV,W € N vektor alanlar1 verilsin.
[9] da verilen Lemma 7.3 kullanilarak

VeV =V, X= (XInk)V

elde edilir.

Teorem 3.5.5 V, K manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilir.
Ayrica, K manifoldu iizerinde (e,,...,e,) ortonormal gatilari igin
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S

|grad ()" = (e, (k))?

v=I

elde edilir. Burada grad(k), g(grad(k),X)=X(k) olarak tammlanan k mn
gradiyentidir.

4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliim ii¢ kistmdan olusmaktadir. ilk bdliimde para-Kaehler geometride noktasal
slant altmanifoldlar iizerine calismalar yapildi. Ikinci boliimde para-Kaehler
geometride warped carpim noktasal slant altmanifoldlar {izerine ¢alismalar yapildi.
Son boliimde ise bu altmanifoldlarla ilgili ikinci temel formun normunun karesi ile

ilgili esitsizlikler lizerine ¢alismalar yapildi.

4.1 Para-Kaehler Geometride Noktasal Slant Altmanifoldlar

Bu boliimde ilk once para-Kaehler geometride has noktasal slant altmanifoldlar ile
bilgili baz1 tanimlar teoremler ve 6rnekler verildi. Daha sonra ii¢ alt boliim seklinde
bazi noktasal slant altmanifoldlar arastirildi. Ik olarak para-Kaehler geometride
noktasal yari-slant altmanifoldlar Ikinci olarak noktasal bi-slant altmanifoldlar
calisildi ve son olarakta nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant

altmanifoldlar elde edildi.

Tanm 4.1.1 K, (K,P, g,) para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal slant

altmanifoldu olsun.

Eger, X space-like ya da time-like vektor alani igin RX time-like ya da space-like

|Rx]
[Px]|

Eger, X space-like ya da time-like vektor alan1 igin RX time-like ya da space-like

|RX|
|PX|

olur ve ayrica >1 olur ise altmanifold tip-1 olarak isimlendirilir.

olur ve ayrica

<1 olur ise altmanifold tip-2 olarak isimlendirilir [23].

Teorem 4.1.2 K, (I? ,P,g,) para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal slant

altmanifoldu olsun.
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a) K, tip-1 noktasal slant altmanifold olsun. Bunun i¢in gerek ve yeter sart her X
space-like (time-like) vektor alami igin, RX time-like (space-like) vektor alam
olmasidir. Ayrica bir 4 € (1,00) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bdylece

R* = uld ve p=cosh’@ (4.1)
olur ve burada @, K ’nin slant fonksiyonunu ifade eder.
b) K, tip-2 noktasal slant altmanifold olsun. Bunun i¢in gerek ve yeter sart her X

space-like (time-like) vektor alani i¢in RX, time-like (space-like) olmasidir. Ayrica
bir 4 € (1,0) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bundan dolay1
R* = uld ve pu=cos* 6 4.2)

olur ve burada @, K 'nin slant fonksiyonunu ifade eder.

Ispat. ilk olarak, eger K bir noktasal slant tip-1 altmanifold ise X space-like vektor

alan1 i¢in RX time-like vektor alan1 olur ve (3.1) denklemi kullanilarak PX inde
time-like oldugu goriiliir. Ayrica bu RX/PX >1 ifadesini saglar. Bu yiizden @

fonksiyonu mevcuttur ki

coshd = ”RX” _ \/m

x|~ s P, PX)

4.3)

bulunur. (3.1) ve (3.15) denklemleri kullanilarak
g,(R°X,X)=cosh’0g,(X,X)
elde edilir. Buradan da R*X = uX oldugu goriiliir. (3.15) denklemi de kullanilarak,

u=cosh’ @ elde edilir.

Ayni metod ile ¢alistigimizda Z time-like vektor alani i¢in RZ ve PZ space-like olur.

Bundan dolayi (3.15) denkleminin yerine

cosh @ = |rz| _ J& (RZ,RZ)
[Pz~ Je,(PZ.P2)

elde edilir. R°Z = uZ oldugundan dolay1 her Z space-like ve time-like vektor alanlar:

icin R* = ul, olur. Dolayisiyla a) ispatlanr.

Benzer bir yol kullanilarak b) ninde ispati yapilir. Ayrica Teorem 4.1.2. ve (3.1), (3.5)
ve (3.6) denklemleri kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonu¢ 4.1.3 K, @ slant fonksiyonlu (K, P,g,) para-Kaehler manifoldunun bir has
noktasal slant altmanifoldu olsun. Her non-null X,Y € I'(TK) vektor alanlari i¢in

a) eger K, tip-1 altmanifold ise

g,(RX,RY)=—cosh’0g,(X,Y), g(SX,SY)=sinh’fg (X.Y) (4.4)
olur.

b) eger K, tip-2 altmanifold ise

g,(RX,RY)=—cos’0g,(X,Y), g(SX,SY)=—sin’0g,(X,Y) 4.5)
elde edilir [24].

Sonuc¢ 4.1.4 K, @ slant fonksiyonlu (K,P,g,) para-Kaehler manifoldunun has
noktasal slant altmanifoldu olsun. VX € I'(TK) vektor alani i¢in

a) K, tip-1 altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart

rSX =—sinh*0X ve sSX =—RSX (4.6)
esitliklerinin saglanmasidir.

b) K min tip-2 altmanifold olmasi igin gerek ve yeter sart

rSX =sin’0X  ve sSX =—RSX 4.7)

esitliklerinin var olmasidir [3].

Uyar 4.1.5 Has noktasal slant altmanifoldlar slant altmanifoldlarin genellestirilmis

bir halidir.

Simdi para-kompleks yapiy1, yari-Riemann metrigi ve Kartezyen koordinatlari
belirttikten sonra bu yapiya gore noktasal slant altmanifoldlar ile ilgili 6rnekler
verelim.

R}* iizerinde bir para-kompleks yap1

1’(8a )= 0 » P( d )=a8 , g, = (dx")* —(dx*)” +(dx’)* —...— (dx**)* seklinde

Yr X271 X211 X f

tammlansin. Burada f €{l,...k} ve (x,x,,...X,), R’* iizerindeki Kartezyen

koordinatlar1 ifade etmektedir. Asagidaki ornekler icin E; para-Kompleks yapinin
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iizerinde bir K yari-Riemann altmanifoldu tamimlayalim. Immersiyonu  : K — E;

olarak verilsin. Buna gore,

Ornek4.1.6 1<neR igin

w (m,n) = (m,sinh n,cosh n,n)

cosh’ n

slant agis1 R = I olan bir noktasal slant tip-2 altmanifoldu ifade eder.

Ornek 4.1.7 n#0 ve n#=+1 icin

w(m,n) = (msin @, mnsin @, mcos @, mncos )

slant acis1 R = I olan bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder.

2
—n

i) Eger 0<1-n" <1 ise tip-1 altmanifold olur.

ii) Eger 1—n” >1 ise tip-2 altmanifold olur.

4.1.1 Para-Kaehler geometride noktasal yari-slant altmanifoldlar

Bu boliimde, para-Kaehler manifoldlarda noktasal yari-slant altmanifoldlar
tanimlandiktan sonra bunlar iizerine c¢alismalar yapilmaktadir ve Ornekler

verilmektedir.

Tanim 4.1.1.1 K, (K, P, g,) para-Kaehler manifoldunun yari-Riemann altmanifoldu

olsun. Eger ¢ € K noktasinda K manifoldunun asagidaki sartlar1 saglayan D" ve D

gibi iki distriblisyonu ortaya ¢ikarsa K manifoldu, noktasal yari-slant altmanifold olur

[16]. Burada

i) TK=D" @D’ olur.

ii) D", bir invaryant (para-holomorfik) distribiisyondur. Yani; PD" = D" olur.
iili) D’, o slant fonksiyonlu bir noktasal slant distribiisyondur.

Burada @ slant agis1 sabit degildir. Bir fonksiyondur.

D" ve D’ min boyutunu m, ve m, olarak alalim,
a) Eger m, =0ise, K bir para-holomorfik altmanifolddur.

b) Eger m, =0 ise, K bir noktasal slant altmanifolddur.
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¢) Eger @ acisi sabit ise, K bir has yari-slant altmanifolddur.
Sonucu elde edilir. Ayrica, eger m, #0 ve @ agis1 sabit degilse, K bir has noktasal

yari-slant altmanifold olur.

Tanmm 4.1.1.2 K, (K,P,g,) para-Kaehler manifoldunun bir noktasal yari-slant

altmanifoldu olsun.

*Tip-1icin: X vektori spacelike (timelike) ise PX vektoril timelike (spacelike) olur

ve ”ii” >1 ise K manifolduna K nin has noktasal slant tip-1 altmanifoldu denir
[23].

A=cosh’@ olur. A€ (l,) ve (0>0) dur. 4.1.1)
*Tip-2 icin: X vektorii spacelike (timelike) ise PX vektorii timelike (spacelike) olur

IRX|| . . . _ . : :

ve ||PX|| <1 ise K manifolduna K nin has noktasal slant tip-2 altmanifoldu denir
[23].

A=cos’ 0 olur. A€ (0,1) ve (0<0<2r) dur. (4.1.2)

K, K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yari-slant tip-1ve tip-2
altmanifoldu olsun. Biz sirasiyla D" ve D’ distribiisyonlar: tizerinde P, ve P,
projeksiyonlari tammlayalim. X € I'(TK) igin

X=BX+PX (4.1.3)
denklemine P uygularsak

PX =PRX +PPX
bulunur. Yukaridaki denklemde (3.5) denklemini kullanirsak

PX =PBX +RP,X +SP, X (4.1.4)

elde edilir. Ayrica invaryant i¢in PX = RX ve slant i¢in PX = RX +SX bilgilerini

kullanirsak

PRX eT(D") ve SPX =0 (4.1.5)
RP,X eT(D’) ve SP,X eT(TK") (4.1.6)
RX = PPX +RPX (4.1.7)
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elde edilir.

Teorem 4.1.1.3 K, (K,P,g,) hemen hemen para-kompleks manifoldunun bir has

noktasal yari-slant altmanifoldu olsun.
a) K noktasal yari-slant tip-1 altmanifold olsun. Bunun i¢in gerek ve yeter sart her X

spacelike-(timelike) vektor alanii¢cin RX timelike-(spacelike) vektor alani olmasidir.
Ayrica bir 4 € (1,0) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bundan dolay:

Tip-1 i¢in; R* =4l , A=cosh’ @
olur ve burada @, K 'nin slant fonksiyonunu ifade eder.

b) K noktasal yari-slant tip-2 altmanifold olsun. Bunun i¢gin gerek ve yeter sart her X

spacelike-(timelike) vektor alanii¢cin RX timelike-(spacelike) vektor alani olmasidir.
Ayrica bir 4 € (0,1) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bundan dolay:
Tip-2 icin; R®=AI , A=cos’ 0

olur ve burada @, K 'nin slant fonksiyonunu ifade eder.

Ispat. (3.1), (3.6) kullanilarak. Teorem 3.4.4. deki (3.13) ve (3.14) denklemlerinin

ispatlarindan yararlanarak benzer bir sekilde a) ve b) nin ispatin1 elde ederiz.

g,(PX,RX) g /(RX +SX,RX) _g(RX,RX) g(X,R’X)

cosh @ = = = =
IPx|irx]  Jepx.PXO|RX| [X[RX]  [x][]|RX]
denkleminde cosh @ = |RX| ifadesini kullanarak
|PX|
cosh@ = g‘(X’sz)
| X |cosh 8| PX |

elde edilir ve PX yerine X ifadesini kullanirsak

2
cosh @ = S1XR7X)

||X||2 cosh @
cosh’0g,(X,X)=g,(X,R’X)
g,(X,cosh’0X) = g,(X,R’X)
R’X =cosh>60X, ise R® =cosh’ 0l olur. Buradan

Tip-1icin; R* = Al ise A =cosh’ @ (4.1.8)
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bulunur. Benzer islemler yapilarak,

Tip-2 icinde; R* = Al ise A=cos’ 6

bulunur. Bunlardan asagidaki sonug elde edilir.

(4.1.9)

Sonu¢ 4.1.14 K, K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yari-slant tip-1ve

tip-2 altmanifoldu olsun. X,Y € D? icin
Tip-1 i¢in;

g,(RX,RY)=—cosh’0g (X,Y)
g,(8X,SY) =sinh’0g,(X.Y)

dur.

Tip-2 icin;
g,(RX,RY)=~cos’0g,(X,Y)
g,(8X,8Y)=—sin’0g,(X,Y)

dir.

4.1.10)

4.1.11)

4.1.12)

(4.1.13)

ispat: (Tip-1icin) VX,Y € D’ i¢in ve (3.1) ve (3.5) denklemleri kullanilarak

g (PX,Y) =—g,(X,PY)
g (RX +SX,Y)=—g,(X,RY +5Y)
g (RX,Y) =—g,(X,RY)
elde edilir. Denklemde Y yerine RY alirsak
g (RX,RY)=-g,(X,R’Y)
olur. Burada denklem (4.1.8) kullanilarak
g, (RX,RY)=—g,(X,cosh’ 6Y)
g (RX,RY)=—cosh’0g,(X.Y)
boylece denklem (4.1.10) elde edilir. Daha sonra
g (PX,PY) =—g,/(X.Y)
g (RX +SX,RY +5Y)=—g,(X,Y)
8, (RX,RY)+ g,(8X,8Y)=—-g,(X.Y)
olur. Denklem (4.1.10) ve hiperbolik fonksiyonlarin 6zelliginden
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2,(SX,8Y)=—g,(X,Y)+cosh’0g (X,Y)

2,(8X,S8Y)=sinh’0g,(X,Y)
olur. Boylece (4.1.11) denklemi elde edilir.
Tip-2 iginde benzer islemler yapilarak (4.1.12) ve (4.1.13) denklemleri elde edilir.

Teorem 4.1.1.5 K, K para-Kaehler manifoldunun has noktasal yari-slant tip-1ve tip-
2 altmanifoldu olsun. VX,Y € D? ve VYV € D" i¢in

I) D" distribiisyonu integrallenebilirdir. Bunun i¢in gerek ve yeter sart
& (h(X,PY),SV)=g,(h(PX,Y),SV)

olmasidir.

IT) D’ distribiisyonu integrallenebilirdir. Bunun igin gerek ve yeter sart

8 (A Z = Ay, W, X) = g,(Ay, Z — AW, PX)

SRW SRZ

olmasidir.

Ispat: Tip-1 icin;
I VvX,Y €D’ ve YV eD" olsun. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.6) denklemlerini

kullanarak

g ([X.Y].V)=g(Vxy -Vyx,V)
=g, (Vx¥.V)-g, (%x,v)
=—g, (P%Y, Pv)+ g (P%X,Pv)
=—g,(PVxY,RV +SV)+g,(PVyX,RV +SV)
=—g,(PVxY,RV)-g,(PVxY,SV )+ g (PVyX,RV )+ g, (PVyX,SV)
=g, (VxY,PRV)-g,(VxPY,SV)-g,(VyX,PRV)+g,(VyPX,SV)

= g, (VxY =V X, RV + SRV ) - g, (VxPY,SV )+ ¢,(VrPX,SV)

g ([X.Y].cosh> @V )+ g, ([X.Y].SRV)

—g,(M(X,PY),SV)+g, (h(Y,PX),SV)
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elde edilir. Hiperbolik fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak asagidaki sonug elde

edilir.

& /([X.Y].V)—cosh g, ([X.Y].V)==g,(h(X.PY),SV)+g,(h(Y.PX).5V)
sinh®fg, ([X.Y].V)=—g,(h(X.PY),SV)+g,(h(Y.PX).5V)

h, simetrik oldugundan ve I) denklemini elde edebilmek i¢gin sin W’0+#0 ve V=0

oldugundan [X,Y]=0 olur. Buda D" distribiisyonunun integrallenebilir oldugunu

gosterir.

) VZ,WeD’ ve VX eD" olsun. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.6) denklemlerini

kullanarak

+g, (%RZ, PX)+ g (%SZ, PX)
=, (V2PRW, X )—g,(V2SW,PX)
—8,(VwPRZ, X )+ g,(VwSZ, PX)
=g, (%RZW, X)+ g (@SRW, X)— g, (%SW,PX)
—g, (%Rzz, X) —g (WSRZ, X)+ g (%SZ,PX)
= cosh® 0g, (V2W, X ) - &, (A Z, X ) + & (A Z, PX)

—cosh® 0g, (VwZ, X )+ g, (A, W, X )~ g, (A, W, PX )

elde edilir. Hiperbolik fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak, asagidaki sonug elde

edilir.

8,([Z.W]. X )-cosh® Og, ([Z.W]. X ) = g, (Ae,W — Ay Z. X )~ g, (A;,W — A, Z.PX )
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—sinh’ g, ([Z.W].X ) = =g, (AgyZ — Age,W. X )+ &, (A Z — AW . PX)

II) denklemini elde edebilmek i¢in —sinh’@#0 ve X 20 oldugundan [Z,W]=0

olur. Buda p? distribiisyonunun integrallenebilir oldugunu gosterir.

Tip-2 icinde benzer yontem kullanilarak istenen elde edilir.

Teorem 4.1.1.6 K, K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yari-slant tip-1 ve

tip-2 altmanifoldu olsun.

I) Para-holomorfik D" distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon olarak

tanimlanmasi i¢in gerek ve yeter sart
VX,Y eI(D") ve VV eI'(D?) icin
8 (h(X,Y),SRV) = g,(h(X,PY),SV)

olmasidir.

II) D’ slant distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon olarak tammlanmasi icin

gerek ve yeter sart
VX eI (D") ve YU,V eT'(D’) icin
& (hU,X),SRV)=g,(hU,PX),SV)

olmasidir.

Ispat: Tip-1 icin;

VX,Y e[(D") ve VV eI'(D) igin

8 (VxY.V)==g (VxPY,PV)

8 (Vx¥.V)==g (VxPY,RV+5V)
=—¢,(VxPY,RV)—g,(VxPY,5V)
=g, (VxY,PRV)-g,(VxPY,5V)

(
= g, (VxY,RV+SRV )-g,(VxPY,SV)
(

8 (VxY, RV )+g,(VxY, SRV )-g,(VxPY,SV)
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elde edilir. Hiperbolik fonksiyonlarin 6zelligi ile (3.3) denklemi kullanilarak asagidaki
ifade elde edilir.

(1-cosh®0)g, (Vx¥.,V) =g (h(X,Y),SRV) - g, (l(X,PY),SV)
—sinh®0g, (Vx¥,V ) = g, (I (X,¥),SRV )~ g, (h(X,PY),SV)
I) denklemini elde edebilmek icin —sinh’0 %0 ve v =0 oldugundan V,Y =0 olur.

Buda D’ distribiisyonun tamamen jeodezik foliasyon oldugunu gosterir. Her

X eI’(D") ve her U,V eI(D’) i¢in
8 (VoX.V)==g, (VuPX.PV)
8 (VoX.V)=—¢,(VoPX.RV +5V)
=—g (%Px,m)—gl (%PX,SV)
=g, (%X,P}'ev)—g1 (%PU,SV)
= g,(VuX, RV +SRV )~ g,(VuPX,SV)
=&/ (VuX,RV)+g,(VuX,SRV)-g,(VuPX,SV)

olur. Hiperbolik fonksiyonlarin 6zelligi ile (3.3) denklemi kullanilarak asagidaki ifade

elde edilir:

(1—cosh’ 0)g,(Vu X,V )= g,(h(U, X),SRV) - g, (I (U, PX),SV)
—sinh’ 0g, (Vo X,V )= g, (U, X),SRV )~ g, (I (U, PX),SV)

IT) denklemini elde edebilmek icin —sinh’0#0 ve v =0 oldugundan ¥,X =0

olur. Buda D’ distribiisyonun tamamen jeodezik foliasyon oldugunu belirtir.

Tip-2 iginde yukaridaki yola benzer islemler yapilarak benzer sonuclar elde edilir.

Sonuc 4.1.1.7 K, K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal yari-slant tip-1ve
tip-2 altmanifoldu olsun. O zaman K, K =K 'x K ‘ yari-Riemann warped carpim
manifoldu olur. Bunun i¢in gerek ve yeter sart;

Ay X = Ay, PX

SRV
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olmasidir. VX eT(D") ve VYV eT(D?) icin K T bir para-holomorfik altmanifold

ve K ise bir noktasal slant altmanifold olur.

4.1.2 Para-Kaehler geometride noktasal bi-slant altmanifoldlar

Bu bolimde, para-Kaehler manifoldlarda noktasal bi-slant altmanifoldlar

tanimlandiktan sonra bunlar tizerine sonuglar elde edilmektedir.

Tanim 4.1.2.1 K, (I? , P, g,) para-Kaehler manifoldunun yari-Riemann altmanifoldu

olsun. Eger ¢ € Knoktasinda K manifoldunun p% ve p® gibi asagidaki sartlari

saglayan iki farkli slant acili distribiisyonu ortaya ¢ikarsa K manifoldu, noktasal bi-

slant altmanifold olur. Burada

i) TK=D"®D" olur.

iiy PD" L D" ve PD* LD olur.

jiii) DQI,D&2 distribiisyonlari, & ve @’ slant fonksiyonlu noktasal slant
distribiisyonlardir.

Burada & ve 6! slantagilar1 fonksiyon ise ve 67,607 # O,% ise K manifoldu, proper

(has) noktasal bi-slant altmanifold olur.

K, K para-Kaehler manifoldunun noktasal bi-slant altmanifoldu olsun. Yukaridaki

tanimdan
T(D)c D, (i=12)

elde edilir. R, ve R, K manifoldu iizerinde projeksiyonlar olsun. VX eI(TK) icin
X=R X+RX 4.1.2.1)

elde edilir. Bu denkleme P uygularsak ve ardindan (3.6) denklemini kullanirsak

PX =PR X +PR X

PX =RR X+SR X +RR X +SR X
PX=RR X+RR X+S(R X+R X)
R =RR,, R,=RR ve X=R X+R X icin
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PX =RX +RX +5X 4.12.2)

elde edilir.

Noktasal yari-slant altmanifoldlardaki (4.1.8), (4.1.9) denklemleri kullanilarak ve bu
denklemlerin ispatinda kullandigimiz yontemlerden de yararlanarak asagidaki

denklemler elde edilir. X e ['(TK) i¢in
*Tip-1 icin;

R’X =cosh®0.X (i=12) (4.12.3)
*Tip-2 icin;

R’X =cos’0.X (i=12) (4.1.2.4)

elde edilir. Daha sonra kullanmak icin asagidaki lemma ve sonuglar1 verelim.

Lemma 4.1.22 K, g7 ve ¢/ farkh slant fonksiyonlu D% ve D” noktasal slant

distribiisyonlu K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal bi-slant tip-1ve tip-2

altmanifoldu olsun.

Tip-1 icin;
1) (sinh*@) +sinh’6)g,(V, Y,.Z,) = g,(Aq,Z - Ay R,Z,X)
+g1(ASR2ZY_ASZR1YaX) (4125)

1) (sinh® 6} +sinh’ §")g,(V, W, X) = g,(Ag W — A RW,Z)
+gl(ASR2WX - Ay RX,Z) (4.1.2.6)
dir.

Ispat: Tip-1 icin;
) VXY eT (D% ) ve VZ,W eT'(D") igin
g,(V,Y,Z2)=—g,(V,PY,PZ)
olur. (3.6) denklemi kullanilarak
¢, (V,Y,Z)=-g,(V,RY,PZ)- g,V ,SY,PZ)
=-g,(V,RY,PZ)-g,(V,SY,RZ)—g,(V,SY,SZ)

=g,(V,PRY,Z)—g,(V,SY,RZ)—g,(V,SY,SZ)
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elde edilir ve (3.1), (3,2), (3.4), (3.6) ve (3.1.2.3) denklemleri kullanilarak
g (V,Y,Z)=—g,(V,RYY,Z)+ g/(V ,SRY,Z)+ g,(A, X ,R,Z)
+g,(V,SZ,SY)+cosh’0g,(V,Y,Z)

+2s5inh20,Xg,(X,Y) - g,(A;

RIYX’Z)
+8,(Ay X, R,Z)+g,(V ,SZ,PY)~-g,(V,SZ,RY)

bulunur. (3.1), (3.4), (3.18) denklemleri ile sekil operatdriiniin simetrikligi ve
distribiisyonlarin ortogonalligi kullanilarak

(sinh®6)g,(VY.Z) = ¢,(Aq,Z — Ay RZ. X)— &,(V(RYY . Z)+8,(V ,15Z.Y)

+8,(VsSZ,Y) - g,(A, X,RY)
elde edilir. (3.4), (3.18) ve (3.19) denklemleri kullanilarak
(sinh® @ +sinh’ 6,)g,(V Y, Z) = g,(Ag, Z — Ay R,Z, X)
+8,(Ag Y. X) - g,(A,RY . X)

SZ7'1

sonucuna ulagilir. Boylece (4.1.2.5) denkleminin ispati tamamlanmis olur. Benzer
sekilde bir yol takip edilerek (4.1.2.6) denkleminin de ispat1 elde edilir.

Yukaridaki lemma kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 4.1.2.3 K, @7 ve ¢’ farkh slant fonksiyonlu D% ve D* noktasal slant

distribiisyonlu K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal bi-slant tip-1ve tip-2
altmanifoldu olsun. O zaman D% distribiisyonu tamamen jeodezik foliasyondur.

Bunun i¢in gerek ve yeter sart VX ,Y e l“(D"1 ) ve VZ e F(D”2) igin
gl(ASRIYZ + ASRZZY -AgRZ—-A,RY,X)=0

olmasidir.
Ispat: (4.1.2.5) denkleminden kolaylikla elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2.4 K, 97 ve ¢’ farkli slant fonksiyonlu D% ve D noktasal slant

distribiisyonlu K para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal bi-slant tip-1ve tip-2
altmanifoldu olsun. O zaman D? distribiisyonu tamamen jeodezik foliasyondur.

Bunun i¢in gerek ve yeter sart VX eI'(D% ) ve VZ,W eT'(D?%) icin
¢ g y ¢
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8 (A xW+Agy X A RW - Ay RX,Z)=0

olmasidir.

ispat: (4.1.2.6) denkleminden kolayca elde edilir.

4.1.3 Nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant altmanifoldlar

Bu boliimde, nearly para-Kaehler manifoldlarda noktasal anti-slant altmanifoldlar1

tanimladiktan sonra bunlar iizerine ¢aligmalar yapilmaktadir ve rnekler verilmektedir.

Tamm 4.1.3.1 K, (K,P,g,) nearly para-Kaehler manifoldunun yari-Riemann

altmanifoldu olsun. Eger K manifoldunun asagidaki sartlar1 saglayan D" ve D’

distribiisyonlar1 mevcut ise K manifolduna noktasal anti-slant altmanifold denir.

Burada

i) TK=D"®D? du.

ii) D™, bir anti-invaryant distribiisyondur. Yani; PD* cT*K dir.
iiiy D?, @ slant fonksiyonlu bir noktasal slant distribiisyondur.

Burada @ slant agisi bir fonksiyondur. Ayrica, 6’7&0,% olursa, K proper (has)

noktasal anti-slant altmanifoldu olur.

Tanmm 4.1.3.2 K, (K,P, g,) nearly para-Kaehler manifoldun bir has noktasal anti-

slant altmanifoldu olsun.

*Tip-1icin: X vektorii spacelike —(timelike) ise PX vektorii timelike —(spacelike) olur

RXL e R
ve ||PX|| >1 olur ise K manifolduna K ’mn has slant tip-1 altmanifoldu denir.
A=cosh’@ olur. A€ (1,00) ve (0>0) dur. (4.1.3.1)

*Tip-2 icin: X vektoril spacelike —(timelike) ise PX vektorii timelike —(spacelike) olur

|RX]| . . v . . .
ve ||PX|| <1 olurise K manifolduna K nin has slant tip-2 altmanifoldu denir [3,24].
A=cos" 0 olur. A€ (0,1) ve (0<0<27) dur. (4.1.3.2)
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Teorem4.1.3.3 K, (K, P, g,) nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-
slant altmanifoldu olsun.
a) D’ tip-1 noktasal anti-slant distribiisyon olsun. Bunun i¢in gerek ve yeter sart

her X, spacelike-timelike vektor alam igin her RX, timelike-spacelike vektor
alanmin olmasidir. Ayrica bir 4 € (1,00) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bundan dolay1

R’ = uld ve u= cosh” @ (4.1.3.3)
olur ve burada @, K n slant fonksiyonunu ifade eder.

b) D?, tip-2 noktasal anti-slant distribiisyon olsun. Bunun igin gerek ve yeter sart her

X , spacelike -timelike vektor alam igin her RX, timelike -spacelike vektor alaninin

a

olmasidir. Ayrica bir ¢ € (0,1) fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bundan dolay1
R’ = uld ve p=cos’0 (4.1.3.4)

olur ve burada @, K 'nin slant fonksiyonunu ifade eder.

Ispat. (3.1), (3.6), (4.1.3.3) ve (4.1.3.4) kullanilarak. Teorem 3.4.4.’deki (3.13) ve
(3.14) denklemlerinin ispatlarindan yararlanarak benzer bir sekilde a) ve b) nin
ispatlari elde edilir.

Bunlardan asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.34 K, K nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-slant tip-
I ve tip-2 altmanifoldu olsun.

Tip-1 i¢in;

g,(RX,RY)=—cosh’ 0g,(X,Y) (4.13.5)
g,(SX,SY) =sinh’* 0g,(X,Y) (4.1.3.6)
olur.

Tip-2 i¢in;

g,(RX,RY)=—cos’ 0g,(X.Y) 4.13.7)
,(SX,SY) =—sin’ 0g,(X.Y) (4.13.8)
dir.
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ispat: (Tip-1icin;) vX,Y € D? icinve (3.1), (3.5), (4.1.3.3) ve (4.1.3.4) denklemleri

kullanilarak,
g (PX.,Y)=-g(X,PY)
8, (RX +SX,Y)=—g,(X,RY +5Y)
elde edilir. Daha sonra
8 (RX,Y):—gl(X,RY)
denkleminde Y yerine RY alirsak
¢ (RX,RY)=—g,(X,R?Y)
olur. (4.1.3.3) denkleminden
¢, (RX,RY)=-g,(X,cosh’ )
¢, (RX,RY)=—cosh’ 0g,(X,Y)
elde edilir. Boylece denklem (4.1.3.5) bulunur.
g (PX,PY)=—g,(X.Y)
8 (RX +SX,RY +8Y)=-g,(X.Y)
8,(RX,RY)+g,(8X,8Y)=-g,(X.Y)
elde edilir. Denklem (4.1.3.5) ve hiperbolik fonksiyonlarin 6zelliginden
,(SX,8Y)=-g,(X,Y)+cosh’ 0g,(X.Y)
2,(8X,SY) =sinh’ 0g,(X,Y)

olur. Boylece (4.1.3.6) denklemi elde edilir.
Tip-2 i¢inde benzer islemler yapilarak (4.1.3.7) ve (4.1.3.8) denklemleri elde edilir.

Lemma 4.1.3.5 K, K nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-slant
tip-1ve tip-2 altmanifoldu olsun. Buna gore, her X,Y € ['(D?) veher Z eT(DY) icin
I) (Tip-1 icin)
g,(V,Y,Z)=sech’ 0(g,(Agy X,Z) - g,(A,, X ,RY) + g,(U,Z,SY)

+8,(UyY,PZ) (4.1.3.9)
IT) (Tip-2 i¢in)
gl(vXaYb’Zd) =sec’ H(gl(ASRY,]Xa’Zd)_gl(APZan’RYb)-I_gl(UXaZd’SYb)
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+g,(U,Y,PZ) (4.1.3.10)
olur.
Ispat:
I) Tip-1 icin;
(3.1),(3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.11) ve (4.1.3.5) denklemleri kullanilarak
8(VyY.Z)=g,(V,Y.Z)

=—g,(PV,Y,PZ)
=-g,(V,PY,PZ)+g,(V,P)Y,PZ)
=—g,(V,RY,PZ)—g,(V,SY,PZ)+g,(U,Y,PZ)
=—g,(h(X,RY),PZ)+g,(PV,SY,Z)+g,(U,Y,PZ)
=—g,(h(X,RY),PZ)+g,(V,PSY,Z)
-g,(V,P)SY,Z)+g,(U,Y,PZ)
=—g,(h(X,RY),PZ)+g,(VrSY,Z)
+8,(V,sSY,Z)—g,(G,SY.Z)+ g,(U,Y,PZ)
=—g,(h(X,RY),PZ)—2sinh@cosh X (0)g,(Y,Z)
—sinh’0g,(V,Y,Z)—g,(V,SRY,Z)
+g,U,Z,SY)+g,(U,Y,PZ)
=—g,(h(X,RY),PZ)—sinh’>0g,(V,Y,Z)
+8,(Agey X,Z)— g,(VySRY ,Z)
+g,U,Z,5Y)+g,(U,Y,PZ)
elde edilir. (3.3) ve (3.5) denklemleri kullanilarak
8&(VyY.Z) =g (AgyX,Z) - 8,(A, X, RY)
+g,U,Z,85Y)+g,(U,Y,PZ)

elde edilir. Boylece I) ispatlanmis olur. Benzer bir sekilde II) de ispatlanir.

Yukaridaki lemma kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.3.6 K, K nearly para-Kaehler manifoldunun bir has noktasal anti-slant tip-

lve tip-2 altmanifoldu olsun. Bu durumda D’ noktasal slant distribiisyonu, bir
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tamamen jeodezik foliasyon olarak tammlanir. Dolayisiyla, VZ eT'(D") ve
vX,Y eI'(D?) ve VH €'(TK) igin gerek ve yeter sart
AgyZ—A,,RX eT(D") U,HeT(u) (4.1.3.11)

olmasidir.

Simdi hemen hemen para-kompleks yapiyi, yari-Riemann metrigi ve Kartezyen
koordinatlar1 belirttikten sonra bu tanimlamalara gore nearly para-Kaehler geometride
noktasal anti-slant tip-1 ve tip-2 altmanifoldlar ile ilgili 6rnekler verelim.

R? tizerinde bir nearly para-Kaehler yap1 tammlayalim;

0
— v

o 0. 0
P(=-)= -
(ax,_) 0

¢ PGOI=5-

Yi Vi X

olsun. Yari-Riemann metriginin isaretleri g, =(+,—+,—+,—) olsun. Ayrica
Kartezyen koordinatlar (x,,y,,x,,y,,X;,y;)olsun ve (Ef, P, g,) nearly para-Kaehler
manifold olarak tanimlansin. K, w:K — R olarak tanimlanan R? nimn bir yari-

Riemann altmanifoldu olsun.

Ornek 4.1.3.7 K, (RS, P, g,) nearly para-Kaehler manifoldunun bir yari-Riemann
altmanifoldu olsun.

w(m,n, k) = (sinh m,sinh n,cosh n,coshm,sinh k, )

.. o 0
olsun. Buna gore anti-invaryant distribiisyonu D* :span{coshka—} ve noktasal

X3

slant distribiisyonu D’ = span{coshm i +sinh m i ,coshn i +sinhn i}

Rl Y2 N X2
olur. Buradan R* =cosh®(m+n)l

olur. Dolayistyla m+n >0i¢cin K manifoldu, bir noktasal anti-slant tip-1 altmanifold

olur.

Ornek 4.1.3.8 K, (E;’ ,P,g,) nearly para-Kaehler manifoldunun bir yari-Riemann
altmanifoldu olsun.

w(m,n,k) = (sinm,sinn,cos m,cosn,sinh k, )
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. o 0
olsun. Buna gore anti invaryant distribiisyonu D" = span{cosh k —} ve noktasal slant

A3

distribiisyonu D’ = span{cosm 9. sin mi ,cosn 9 sinn ai}

X X2 N Y2

olur. Buradan R* =cosh®(m—n)I

olur. Dolayisiyla m—ne(O,%) icin K manifoldu, bir noktasal anti-slant tip-2

altmanifold olur.

4.2. Para-Kaehler @ Geometride @ Warped Carpim Noktasal Slant
Altmanifoldlar

Bu boliim ii¢ kistmdan olusmaktadir. {1k olarak para-Kaehler manifoldlarda non-trivial
warped carpim noktasal yari-slant altmanifoldlar ikinci olarak non-trivial doubly
warped carpim noktasal bi-slant altmanifoldlar ve son olarak da nearly para-Kaehler
manifoldlarda non-trivial warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldlar iizerine
caligmalar yapilmaktadir.

4.2.1. Para-Kaehler geometride non-trivial warped carpim noktasal yari-slant
altmanifoldlar

Tanim 4.2.1 K =L x, Naltmanifoldu K para-Kaehler manifoldunun warped
carpim noktasal yari-slant altmanifoldu olsun. (L, g,) ve (N,g,) iki tane yari-
Riemann altmanifold olsun. k:L — (0,0) olarak tanimlansin ve her (t, p) e LxN
icin g(t,p) =t , a(t,p) =p olsun ve bu kullamlarak ¢ : L x N — L,
a : L x N — N projeksiyonlar verilsin. K =L x, N warped ¢arpimi, L xN ye
bagli yari-Riemann yapi olarak verilsin. L invaryant altmanifold, N ise slant
altmanifold olsun. Oyleki; VX,Y € K icin
g(X,Y)=g,(q.X,q.Y)+(kog)’g,(a.X,aY) olur.

Burada * tanjant yapiyr tamimlar [9]. k fonksiyonu, warping fonksiyon olarak
isimlendirilir. Eger warping fonksiyonu sabit ise K manifoldu trivial olarak
adlandirilir. Eger warping fonksiyonu sabit degilse K manifoldu non-trivial warped
carpim noktasal yari-slant altmanifoldu olarak adlandirilir.

Lemma 4.2.2 Yukaridaki tanim geregince, VX,Y € L ve VV,W € N vektor alanlar

verilsin. Daha sonra [9] kaynaginda verilen Lemma 7.3 kullanilarak;
ViV =V, X=(XInk)V (4.2.1)
elde edilir. V, K manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilir.
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Simdi, K para-Kaehler manifoldunun K = K? x, K" formundaki noktasal yari-

slant non-trivial warped c¢arpim tipl-2 altmanifoldunun var olmadiginin ispati bir
teorem ile verilecektir.

Teorem 4.23 K bir para-Kaehler manifoldu olsun. O zaman K para-Kaehler
manifoldunun K =K’ x, K" formunun has noktasal yari-slant non-trivial warped
carpim tipl-2 altmanifoldunun var olmadigidir. Burada K" , para-holomorfik

altmanifoldu ve K 0 ise noktasal slant altmanifoldu ifade eder.

Ispat: (Tip-1 icin) (4.1.1), (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri
kullamlarak ve VX,Y eI'(D?) ve YV eI'(D") icin
V(nk)g,(X,Y)=g,(V, V.Y) = g,(V,V.,Y)
= -g,(V,PV ,PY)
= g, (V,RV +SRV,Y)+g, (A, X ,PY)
esitligi elde edilir. Denklem (4.1.8) kullanilarak
V(nk)g,(X.Y)=g,(V, cosh’*6V.Y) + g,(V SRV Y)+g, (A, X ,PY)
=5sinh 260X (0)g,(V,Y) +cosh’dg,(V,V,Y)
- 8,(h(X.Y),SRV )+g,(h(X ,PY),SV)
ulasithir. Y,V ortogonal oldugundan ve (4.2.1) denklemi kullamlarak
—sinh? 6V (In k)g, (X,Y)=—g,(h(X,Y),SRV )+g,(h(X ,PY),SV) (%)
elde edilir. Yukaridaki denklemde X ve Y yi yer degistirirsek
—sinh’ 0V (Ink)g, (Y, X) = g, (h(Y.X),SRV Jg,(h( YPX)SV) (oo
elde edilir. Eger yukaridaki (*) ve (**) deklemlerini birbirinden ¢ikartirsak
8,(h(X.PY),SV )=¢,(i( Y.PX).SV) (4.2.2)
elde edilir. (3.5) ve (3.4) denklemleri kullanilarak
g,(h(X,PY),SV )=g,(V,PY,SV)
=g,(PV,Y,PV)—g,(PV,Y,RV)
=g,(V,Y,V)+g,(V,RV. PY)
elde edilir. (4.1.1) denklemi kullanilarak
8 (h(X.,PY),SV)=V(Ink)g,(X,Y)+RV(Ink)g,(X,PY) 4.2.3)
elde edilir. Yukaridaki denklemin sag tarafinin ilk terimi (4.2.2) denkleminin sagina
esit oldugundan
0=RV(Ink)g,(X,PY)
olur. (4.1.8) denklemi kullanilarak ve V=RV ile X =PX alirsak
0=RV(Ink)g,(PX,PY)
=—cosh’ OV (Ink)g,(X,Y)

elde edilir. Dolayisiyla V(Ink) =0 olur. Buradan da In 4 nin sabit oldugu sonucu
ortaya ¢ikar. Ispat tamamlanmis olur.

Benzer sekilde galisilarak tip-2 i¢inde sonug elde edilir.
(Tip-2 i¢in) (4.2.1), (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri kullanilarak
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VX,Y eT(D?) ve VeI'(D") icin

V(nk)g,(X,Y)=g(V,V.Y) = g,(V,V.Y)
= -g,(VyPV,PY)
= g, (V, RV +SRV,Y)+g,(A,, X ,PY)
bulunur. Denklem (4.1.8) kullanilarak
V(nk)g,(X,Y)=g,(V, cos’dV.Y) + g,(V,SRV ,Y)+g,(A,, X ,PY)
=5in20X (0)g,(V,Y) +cos’0g,(V,V,Y)
— g,(h(X,Y),SRV )+g,(h(X ,PY),SV)
elde edilir. Y,V ortogonal oldugundan ve (4.1.1) denklemi kullanilarak

sin” OV (Ink)g,(X,Y) =~ g,(h(X.Y), SRV )+g,(Ih (X ,PY),SV) (*)
bulunur. Yukaridaki denklemde X ve Y yer degistirirsek
sin® OV (Ink)g, (Y, X) = — g,((Y,X),SRV )+g,(,(Y,PX),SV) (**)

elde edilir. Eger yukaridaki (*) ve (**) denklemlerini birbirinden ¢ikartirsak
8, (h(X,PY),SV)=g,(h(Y,PX),SV) (4.2.2) denklemi bulunur.
2,(h(X,PY),SV)=g,(V,PY,SV)
=g,(PV,Y,PV)—g,(PV,Y,RV)
=g,(V,Y,V)+g,(V,RV PY)
elde edilir. (4.2.1) denklemi kullanilarak
g, (h(X,PY),SV)=V(Ink)g,(X,Y)+RV(Ink)g,(X,PY) (4.2.3) denklemine

ulagilir. Yukaridaki denklemin sag tarafinin ilk terimi (4.2.2) denkleminin sagina esit
oldugundan

0=RV(Ink)g,(X,PY)
olur. (4.1.8) denklemleri kullanilarak ve V=RV ile X =PX alirsak
0=RV(nk)g,(PX,PY)
=—cos’ OV (Ink)g,(X,Y)

elde edilir. Dolayisiyla V(Ink) =0 olur. Buradan da Ink nin sabit oldugu sonucu

ortaya ¢ikar. Ispat tamamlanmis olur. Tip-2 i¢inde benzer sekilde islemler yapilarak
sonug¢ bulunur.

Uyar1 4.2.4 Teorem 4.2.3, [35] in genellestirilmis bir hali olarak ifade edilebilir.

Yukaridaki teoremde K para-Kaehler manifoldunun K = K? x, K" birinci form
noktasal yari-slant non-trivial warped ¢arpim tipl-2 altmanifoldunun var olmadigi
ispatland1. Fakat, K para-Kaehler manifoldunun K =K' x, K’ ikinci form

noktasal yari-slant non-trivial warped ¢arpim tipl-2 altmanifoldunun var oldugu da
ornek verilerek ispatlanacaktir.

Simdi para-kompleks yapiy1, yari-Riemann metrigi ve Kartezyen koordinatlari

belirttikten sonra bu tammlamalara gore K para-Kaehler manifoldunun,
K =K' x, K’ ikinci formunun noktasal yari-slant non-trivial warped ¢arpim tip1-2

altmanifoldlari ile ilgili 6rnekler verelim.
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K, Efoo nin bir yari-Riemann altmanifoldu olarak verelim. Burada immersiyonu

w:K — R} olan, Kartezyen koordinatlar1 (x,,...,x,,) olan ve hemen hemen para-

kompleks yapisi; P[ai]zai i=(, 2,5 6,9, 10, 13, 14, 17, 18) ve

X;

i Xis2

Xin

p[ij _ ai i=(3,4,7,8,11, 12, 15, 16, 19, 20) olarak verilsin. Ayrica

Xj

]?1%0 yari-Riemann manifoldunun yari-Riemann metriginin isaretleri (+, +, —, —, +, +,
: 0 0
- -+ + - -+ -, -, + +,— + —) olsun ve Kanonik bazlar1 | —,...,— | olarak
d, 0,
1 20
verilsin.

Ornek 4.2.5 R para-Kaehler manifold olsun. Immersiyonu y : K — R verilsin ve

immersiyonu
w(m, n, c, t) = (msinc, mcosc, nsinc, ncosc, msint, mcost, nsint, ncost,

x,2m,y,2n,x/z,\/z,c,t,@,@,x,y)

bi¢iminde verilsin.

. 0 0 . 0
v, = Sinc— +cosc—+ sint— +cost—+2—
. 0 0 } 0
Y, = sinc— +cosc— + sint — +cost —+ 28_
X3 X4 X7 Xg X12
0 0 0 0 0 0 0
= mcosc——msinc—+ncosc—-nsinc—+\/5—+—+\/§—
v axl 6x2 a)@ 8X4 axm axlﬁ axn
v, = mcosti—msinti+ncosti-n sinti+\/§ 0 + 0 +\/§ 0
Xs Xe X7 axx axm axls axls
8 olarak elde edilen (R?,P,g,) para-kompleks

=R’ =
“ (mz—nz)(nz—m2+6)
manifoldu bir noktasal yari-slant tipl-2 altmanifoldu ifade eder. Burada
D’ = span{y,, y,} noktasal slant distribisyonu ve D" = span{y,,. v,}

invaryant distribiisyonu ifade eder. K =K' x, K’ iizerinde verilen metrik tensor
g, olarak verilsin. Burada g, = 6(dm” —dn”)+ (m’> —n*)(dc® +dt>) olarak bulunur.
Warping fonksiyonuda \/m olur. Dolayisiyla

*)eger 0 < (m2 -n’ ) <2 yada 6> (m2 -n’ ) >4 ise warping fonksiyonu /m? —n*

olan R} para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped garpim noktasal yari-slant tip-

1 altmanifoldu olur.
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%) eger 2 <(m* —n* )<4 ise warping fonksiyonu \Jm? —n? olan R} para-Kaehler

manifoldunun non-trivial warped ¢arpim noktasal yari-slant tip-2 altmanifoldu olur.

Simdide daha sonra kullanmak i¢in bazi lemmalar verelim.

Lema 4.2.6 K bir para-Kaehler manifoldu olsun. Ayrica K =K' x, K’ manifoldu,

K para-Kaehler manifoldunun noktasal has yari-slant non-trivial warped ¢arpim tip1-
2 altmanifoldu olsun. O zaman, VX eI'(D") ve VV,W eI'(D?) icin

g (AW, X) =g (A V,X) 4.24)
dir.

ispat: (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemlerini kullanarak,
gl(ASVW’ X) = _gl(ASVX’W)

=-g,(V,SV.W)
=—g,(V,PV—-SV,W)
=—g,(V,PV.W)+ g (V,SV,W)
=g,(V,V.PW)+g,(V,SV.W)
=& (V,V.RW)+g,(V,V,SW)+g,(V,SV.W)
=X(nk)g,(V,RW)+g,(V,V,SW)+ X (Ink)g,(SV,W)
=g,(V,V,SW)
=&, (h(X,V),SW)
=g,(A,V.X)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.2.7 K bir para-Kachler manifoldu olsun. Ayrica K =K"x, K’

manifoldu, K para-Kaehler manifoldunun noktasal has yari-slant non-trivial warped

carpim tip1-2 altmanifoldu olsun. O zaman, her X e['D" ve V,W e 'D? icin
*) Tip-1 i¢in

8, (A V. X)=—PX (Ink)g,(RW,V)— X (Ink)cosh’ 0g,(V,W) (4.2.5)
*) Tip-2 igin

8,(AgeV. X) =—PX (Ink)g,(RW,,V.)+ X (Ink)cos> 8g,(V,W) (4.2.6)
ve
*%*) Tip-1 ve Tip-2 icin

8 (AgwV.PX)=X(Ink)g,(W,V)+PX(Ink)g,(V,RW) (4.2.7)
dir.
Ispat:

*) Tip-1 i¢in; (4.2.4) denkleminden yararlanarak

81(AgwV, X) = g,(Agy RW, X)
denklemi elde edilir. Daha sonra (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri
kullanilarak
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8 (AgV, X) = g,(Ag,RW, X)

=8, (—VwSV =V, SV, X)

=g, (-VSV,X)

=8, (=V,y (PV—=RV),X)

=—g, (Vi PV, X))+ g,(Vy RV, X)

=8 ViV, PX)+ g, (Vi RV, X)

=PX(Ink)g,(RW,V)+X(nk)g,(RW,RV)
olur. Daha sonra (4.1.10) denklemi kullanilarak

g,(Ag,V,X)=PX (Ink)g,(RW,V)- X (Ink)cosh’ 0g,(V,W)

(4.2.5) denklemi elde edilir.

*) Tip-2 icin; (4.2.4) denkleminden yararlanarak
8 (AgyV, X) = g,(Ag ) RW, X)

denklemi elde edilir. Daha sonra (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri
kullanilarak,

81(AgyV, X) = 8,(Ay RW, X)

=g,(-V,, SV -V, SV, X)

=g,(-V,,SV.X)

= 8,(=V, (PV=RV),X)

=g, (VewPV.X)+ g, (V,yRV,X)

=g,(V V. PX)+ g,(V oy RV, X)

=PX(Ink)g,(RW,V)+ X (Ink)g,(RW,RV)
elde edilir. (4.1.12) denklemi kullanilarak,

2,(AgyV,X)=PX(Ink)g,(RW,V)+ X (Ink)cos’ 0g,(V,W)

olur. Boylece (4.2.6) denklemi elde edilir.

*%) Daha sonra (4.2.7) denklemi i¢in tekrardan (4.2.4) denkleminden yararlanarak ve
(3.3),(3.4) ve (3.5) denklemleri kullanilarak
8 (A W, X) =g (A, V,X)
denklemi bulunur ve bu denklemde V =W alirsak
8,(Ag,)V,.X) =g, (A, W, X)
olur ve denklemde X = PX alirsak
8, (A, V. PX) = g,(A, W, PX)
elde edilir. Daha sonra (3.1), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemlerini kullanarak
g,(A,V,PX)=g,(-V,SV -V, SV,PX)
=g,(-V,SV,PX)
=g,(=V,, (PV—RV),PX)
=g,(-V,,PV,PX)+g,(V,RV,PX)
=g,(V,V,X)+g,(V,RV,PX)
=X(nk)g,(W,V)+PX(nk)g,(W,RV)
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sonucuna ulasilir. Boylece (4.2.7) denklemi de elde edilmis olur.

Hiepko’nun Teoremi: K manifoldu iizerinde D, ve D, ortogonal distribiisyonlar
verilsin. Kabul edelim ki D, ve D, distribiisyonlar1 involiitif olsun. Oyle ki; D, bir
tamamen jeodezik foliasyondur ve D, bir kiiresel foliasyodur. Dahas1 K manifoldu,

K x, K” manifoldu iizerinde bir lokal izometriktir. Burada K ve K b D, ve D,

nin integrallenebilir manifoldlaridir [26].

Teorem 4.2.8 K, K para-Kaehler manifoldunun noktasal yari-slant tipl-2
altmanifoldu olsun. Oyle ki K manifoldu, bir K =K" x, K? lokal non-trivial warped

carpim altmanifoldu olur. Burada K" bir para-holomorfik altmanifoldu ve K ? ise bir
noktasal slant altmanifoldu ifade eder. Eger asagidaki durum saglanirsa
*) Tip-1 icin

Agew X — A,y PX = (—1+cosh’> O) X ()W (4.2.8)
*) Tip-2 icin
Agew X — Agy PX = (—1+cos” ) X ()W (4.2.9)

vX eI'(D"), YW eIl'(D? icin W(y)=0 olur. Burada ), K iizerinde bir
fonksiyondur.

Ispat: K bir para-Kaehler manifoldu olsun. Ayrica K =K' x, K’ manifoldu, K

para-Kaehler manifoldunun noktasal has yari-slant non-trivial warped ¢arpim tipl-2
altmanifoldu olsun.

*) Tip-1 icin

VX, Y e[(D") ve VV,WeIl'(D?) icin (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5 ve (3.6)

denklemleri kullanilarak,

2,(Ay, X,Y) = g,(-V SV +V;SV.Y)

=g,(-V,SV.Y)+g,(VSV,Y)
=—g,(V,PV.Y)+g,(V,RV.Y)
=0

elde edilir. Dolayisiyla g,(A, X,Y) =0 bulunur.

Tersi olarak, varsayalim ki; K, K para-Kaehler manifoldunun bir noktasal yari-slant
altmanifoldu olsun.

Agew X — Ag,, PX = (=1+cosh’ O) X ()W
denkleminde, Teorem 4.1.1.5 II) (integrallenebilirlik) kullanilarak
8 (Agey X — A PX W) = g,(Agey X, W) — 8, (A, PX W)

= g,(-V SRV —V SRV ,W)—g,(V ,,SV -V SV.W)
=—g,(V SRV, W)—g,(V,,SV,W)
=g,(X,V,SRV)+g,(PX,V,SV)

=g,(PX,V,,(PV —RV))
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=-g,(X,V,PV)+g,(X,V,PRV)
=—g,(X,V,V)+g,(X,V, (RV +SRV))
= —gI(X,§WV) + g, (X,?W cosh?6V)
=-g,(X,V,V)+2cosh@sinh W (0)g,(X,V)
+cosh®0g,(X,V,V)
=(~1+cosh’@)g,(X,V, V)
=(~1+cosh’&)g,(X,h,(V,W))
=sinh® g, (X, h,(V,W)) (4.2.10)
bulunur. (4.2.8) ve (4.2.10) denklemleri kullanilarak
hy(V, W) = (—csch® 0 +coth’ O)V  g,(V. W)

elde edilir. Gorilliir ki; K’ , (—csch® @+coth® O)V  vektor alan egrilikli K da bir

tamamen umbilik altmanifoldudur. V_, » ’nmin gradiyentidir. Daha sonra direk

4 2
hesaplama yaparsak

g(V,V,. X)=|Vg,(V,. X)-,(V,.V,X) |
=[VX. -V, Xly-8,(V,,V, )]
=[V. Xy + XV )=V, X Iy =g,(V,.V, V) |

= X(V()-&,(V,.V,V)]
denklemine ulasilir. Dolayisiyla V(y) =0 olur. Buradan
g(V,V . X)=g,(V V,V)
olur. Diger taraftan
V,eT(TK") ve K ", K’da bir tamamen jeodezik oldugundan V,V e [(TK?) olur.
VX eT(D") ve YV eT'(D%) i¢in g,(V,V_,X)=0 elde edilir.
*) Tip-2 igin
VX, Y e[(D") ve VV,WeIl'(D?) icin (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5 ve (3.6)
denklemlerini kullanarak
2,(A, X, Y) = g,(-V SV +V;SV.Y)
=(=V,SV.Y)+g,(V,SV.Y)
=-g,(V,PV.Y)+g(V,RV.Y)
=0
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla g (A, X,Y) =0 bulunur.

Tersi olarak, Varsayqllm ki; K, K para-Kaehler manifoldunun bir noktasal yari-slant
altmanifoldu olsun. Oyle ki;
Agey X — Agy PX = (—1+cos> ) X ()W
olur. Denkleminde, Teorem 4.1.1.5 II) (integrallenebilirlik) kullanilarak;
8(Agy X —Ag, PX W) = g,(Ayy X, W)—g,(A;, PX W)

= g,(-V SRV —V SRV ,W)—g,(V ,,SV -V SV, W)
=—g,(V4SRV,W)—g,(V,, SV, W)
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=g,(X,V,SRV)+g,(PX,V,SV)
= g,(PX,V, (PV —RV))
=-g,(X,V,PV)+g,(X,V,PRV)
=-g,(X,V,V)+g,(X,V, (RV +SRV))
=-g,(X,V,,V)+g,(X,V, cos’ V)
=-g,(X,V,V)+2cos@sin W (0)g,(X,V)
+cos’0g,(X,V, V)
=(=1+cos’0)g,(X,V,V)
=—sin’0g,(X,h,(V,W)) 4.2.11)
denklemi elde edilir ve
2, (Agey X — Ay PX W) =(—1+cos’ ) g,(X,h,(V,W))
sonucuna ulasilir. (4.2.9) ve (4.2.11) denklemleri kullanilarak
hy(V, W) = (csc® 0 —cot* O)V g, (VW)
olur. Goriliir ki K? , (csc? @—cot® O)V, vektor alan egrilikli K da bir tamamen
umbilik altmanifoldudur. V , » ’niin gradiyentidir. Daha sonra direk hesaplama
yaparsak
8(V,V,.X)=[Vg,(V,. X)=,(V,.V,X)]

=[V(X,)-IV.Xly-,(V,.V,V) ]
=[[V. Xy + X (V) -IV. XTy - 4,(V,.V,V) |
=[X(V()-8(V,.V, V)]

elde edilir. Dolayisiyla V() =0 olur. Buradan &(VyV,. X)=g,(V,.V,V)

olur. Diger taraftan
V,eD(TK") ve k", K da bir tamamen jeodezik oldugundan V,V e '(TK ?y olur.

VX eT(D") ve VYV eI'(D%) i¢in g(V,V,,X)=0

sonucuna ulasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.29 K =K"x, K’ , K para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped
carpim noktasal yari-slant tipl-2 altmanifoldu olsun. O zaman Her X,Y eI(D") ve
V.,W eT'(D’) igin

8 (h(X,Y),SV)=0 (4.2.12)
g,(h(X,V),SW)=-PX(Ink)g,(V,W)— X (Ink)g,(V,RW) (4.2.13)
olur.

Ispat: (Tip 1-2 icin)

2(h(X,Y),SV)=g,(V,Y-V,Y,SV)
=g,(V,Y,SV)—g,(V,Y,SV)
=-g,(V,Y,PV)+g,(V,Y,RV)
=g,(V,PY,V)+ g, (V,Y,RV)
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=X(nk)g,(PY,V)+ X(Ink)g,(Y,RV)
D’ ve D" ortogonal oldugundan sonug¢ O olur. Yani
g, (X,Y),SV)=0
olur. (4.2.12) denklemi elde edilir. Daha sonra
&(B(X,V),SW) =g, (V,V -V, Y,SW)
= 5,(V,V.SW)—g,(V,Y.SW)
=g,(V,V,SW)
=g,(V,V,PW)—g (V,V,RW)
=-g,(V,PV,W)—g,(V,V,RW)
=-g,(PV,V.W)—g,(V,V,RW)
=PX(nk)g,(V.W)+ X(nk)g,(V,RW)
olur. Boylece (4.2.13) denklemi elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.2.2 Para-Kaehler geometride non-trivial doubly warped ¢arpim noktasal bi-
slant altmanifoldlar
Tanim 4.2.2.1 K =_L x, N altmanifoldu K para-Kaehler manifoldunun warped

carpim noktasal bi-slant altmanifoldu olsun. (L, g,) ve (N,g,) yari-Riemann
altmanifoldlar olsun. k, :L—(0,00) ve k,:N —(0,00) olarak tanimlansin ve her
(., p) € LxN icin ¢g(t,p) =, a(t,p) = p olsun ve bu kullanilarak
q:LxN->L, a:LxN-—>N projeksiyonlant verilsin. K = L x, N

warped carpim1 Lx N ye bagli yari-Riemann yapi olarak tanimlansin. . ve N farkli
slant fonksiyon acili slant altmanifoldlar olsun.

Oyleki; VX,Y € K icin
8, (X.,Y) =(k,0a)’ g,(2.X,2.Y) +(k0q)’ 8,(z.X,z2.Y)
olur. Burada z. yapist tiirev doniisiimii olarak tanimlanir [9]. k,k, fonksiyonlar

warping fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger warping fonksiyonlar sabit ise K
manifoldu trivial olarak adlandirilir. Eger warping fonksiyonu sabit degilse K
manifoldu, non-trivial doubly warped carpim noktasal bi slant alt manifold olarak

adlandinlir. L x{p,} ve{p}xN manifoldlar1 (,_Lx, N,g,) de tamamen umbilik
altmanifoldlardir. Burada p, e L ve p, € N olur [27].

Lemma 4.2.2.2 Yukaridaki tanim geregince, VX € L ve VYV < N vektor alanlari
verilsin. Daha sonra [21,48] kaynaklarindan yararlanarak ve doubly warped ¢arpim
manifoldlar i¢in kovaryant tiirev formiilii kullanilarak asagidaki denklem elde edilir.

Vi V=V, X = X(lnk,)V+V (Ink,) X (4.2.2.1)
V, K manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonunu ifade eder.
Simdi, para-kompleks yapiyi, yari-Riemann metrigi ve Kartezyen koordinatlari
belirttikten sonra bu tanimlamalara gére K para-Kaehler manifoldunun non-trivial

doubly warped carpim noktasal bi-slant tipl-2 altmanifoldlar ile ilgili 6rnekler
verilecektir.
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K R} iin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. Burada immersiyonu  : K — R

olsun. Kartezyen koordinatlart (x,,...,x,,) olarak verilsin ve hemen hemen para-

kompleks yapist; P{ai}:ai 1=(1,2,5,6,9, 10, 13, 14, 17, 18, 21, 22) ve

X

i Xit2

0

Xj

p[ij _ 9 j=(3,4,7.8, 11,12, 15, 16, 19, 20, 23, 24) olarak tanimlansin.

Xin

1?1224 yari-Riemann manifoldunun, yari-Riemann metriginin isaretleri (+, +, —, —, +, +,
. 0 0
--++--+ -, -+ + -+ —,+—,—1) olsun ve Kanonik bazlar —,...,a—
X X2

olarak verilsin.

Ornek 4.2.2.3 R> bir para-Kaehler manifold olsun. Immersiyonu

t//(m, n, c, t) = (msinc,mcosc, nsinc, ncosc, msint, mcost, nsint, ncost, x,

2m, y, 2n, \/Z, \/Z_C, c, t, \/§, \/3_t, X, y, mc,nc, nt,mt)

olarak verilsin.

. 0 .0 0 0 0
l//m = smc—+cosc—+smt—+cost—+2 +cC +1
) 2 s 6 10 ale axz4
. .0 0 0 0
l//n = SlI’LC—+COSC—+Slnf—+COSl'—+2 +c +1
A3 4 X7 8 12 a 22 a 23

v, mcosci—msinci+ncosci—nsinc§+x/§8i+ai+\/§i

0

R 2 A3 4 X4 A5 A7

0
+m—+n—

B3| X2

0 0 0 0 0 0 0
= mcost— —msint— +ncost—-nsint — ++/2 + +4/3
Vi " 5 P} 2 ERRE V3 P}

X5 6 X7 g A3 X6 X8
0

+n—+m—

X23 aXzA

6+2ic Y 2
N 5 ..
4 =R>= (—J —R2= ve (m # n) icin olarak
PO e+t +c? 2 (m2 —nz)(nz —m? +3)

elde edilen (R2,P,g,) para-kompleks manifoldu bir noktasal bi-slant tipl-2
altmanifoldunu ifade eder. Burada D% = span{y,, yv,}, o, slant fonksiyonlu
noktasal bi-slant distribiisyonu ve D% = span{y,,. w,} ise ¢ slant fonksiyonlu
noktasal bi-slant distribiisyonunu ifade eder. K = K% x, K* lizerinde verilen

metrik tensor % olarak verilsin. Burada
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g =6+ +*)dm® —dn®)+(2m* —2n*)(dc”® +dt*) olarak bulunur. Warping

fonksiyonlarida k, =+/(6+ *+¢%) ve k, = «/ (2m* —2n*) olur. Dolayisiyla;

*) u, igin, eger 2Ac>t+c ise ve M, 1¢in, eger 0<(1112—n2 )<1 ya da

3> (m2 -n’ )>2 ise K, R> para-Kaehler manifoldunun non-trivial doubly warped
carpim noktasal bi-slant tip-1 altmanifoldu olur.
##) 4 igin, eer —6<2fc < £ +c” ise ve 4L, igin, eger 1< (m2 -n’ )<2 ise K, R}

para-Kaehler manifoldunun non-trivial doubly warped ¢arpim noktasal bi-slant tip-2
altmanifoldu olur.

Simdide daha sonra kullanmak i¢in bazi lemmalar verelim.

Lemma4.224 Kk = K% x, K* manifoldu, 6" ve 6, farkl slant fonksiyonlu K

para-Kaehler manioldunun doubly warped c¢arpim noktasal bi-slant tip-1-2
altmanifoldu olsun. O zaman her X e T(K%) ve V,Z eT(K?) icin
(Tip-1 i¢in)

g,(h(X,V),SR,Z)+ g,(h(X,R,Z),SV) = —sinh20, X (0)g,(Z,V) (4.2.2.2)
g,(h(X,2),SV)+g,(h(X,V),SZ) =—2tan h20, X (6% g,(R,Z,V) (4.2.2.3)
olur.

Ispat: (Tip-1 icin) (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) ve (4.2.2.1) denklemleri
kullanilarak
8 (VyZ,V) =g (V,Z,V)=(X(nk)+(nk,)X)g,(Z.V) (4.2.2.4)
elde edilir. Daha sonra,
g,(VyZ,V)=—g,(PV,Z,PV)
=-g,(V,PZ,PV)
=—g,(Vy,RZ,RV)-g,(V,RZ,SV)—g,(V,SZ,PV)
=-g,(VyR,Z,RV)—g,(V,RZ,SV)+g,(V,PSZV)
=—g,(V,RZ,RV)—g,(V,RZ,SV)+g,(V rSZ,V)
+8,(VsSZ,V)—g,(V,SR,Z,V)
bulunur. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.18), (4.1.2.3) ve (4.2.2.1) denklemleri
kullanilarak
g (V,Z,V)=—g,(V,R,Z,RV)—g,(h(X,R,Z),SV)+sinh’> & g (V,Z,V)
+sinh 20 X (82)g,(Z,V)+ g,(W(X,V),SR,Z) (4.2.2.5)
denklemi bulunur. (4.2.2.4) denklemi ile (4.2.2.5) denklemi kullanilarak
(X(nk,)+(Ink,)X)g,(Z,V)=—cosh’ (X (Ink,)) +(nk,)X)g,(Z,V)
_gl(h(X7Rzz)’ SV)
+sinh® (X (Ink,)) +(Ink,)X)g,(Z,V)
+sinh 20 X (62)g,(Z,V) + g,(h(X,V),SR,Z)
(4.2.2.2) denklemi elde edilir.
Z yerine R,Z alirsak (4.2.2.3) elde edilir.
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Tip-2 i¢inde benzer yol izlenerek istenilen sonuglar elde edilir.

Lemma 4.2.25 K =

para-Kaehler manifoldunun doubly warped ¢arpim noktasal bi-slant tip-1-2

altmanifoldu olsun. O zaman her X eT(K%) ve V,Z eT'(K?) icin

(Tip-1 i¢in)

& (h(X,R,Z2),SV)—g (h(X,V),SR,Z) = 2cosh? QZZ’X(sz)gI(Z,V)
(X(nk)+(Ink,)X) (4.2.2.6)

K% x, K” manifoldu, & ve ¢, farkl slant fonksiyonlu &

dir.

Ispat: (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) denklemleri kullanilarak
8 (h(X,Z),8V)=g,(V,X,SV)
=g,(V,X,PV)—g,(V,X,RV)
=-g,(V,PX,V)-g,(V,Z,RYV)
=—g,(V,RX,V)-g,(V,SX,V)—g,(V,Z,RV)
elde edilir. (4.2.2.1) denklemi kullanilarak,
8 (h(X,Z2),SV)=—(RX(nk)+(nk,)RX)g,(Z,V)+g h(Z,V),5X)
—(X(nk,)+(nk,)X)g,(Z,R,V) (4.2.2.7)
bulunur. Polarizasyon kullanilarak,
g (h(X,V),SZ)=—(RX(nk)+(nk,)RX)g,(Z,V)+g,(h(Z,V),5X)
—(X(nk,)+(nk,)X)g,(Z,R,V) (4.2.2.8)
elde edilir. (4.2.2.7) denkleminden (4.2.2.8) denklemini ¢ikartirsak,
g (h(X.,2),8V)-g,h(X,V),SZ)=-2g,(Z,RV)X(nk,)+(Ink,)X) (4.2.2.9)

sonucuna ulagilir. Bu son denklemde Z yerine R,Z alirsak, (4.2.2.6) denklemi elde

edilir. Ispat tamamlanmus olur.
Tip-2 i¢inde benzer yol kullanilarak, istenilen sonuclar elde edilir.

Teorem 4.2.2.6 K =, K* Xk K” manifoldu, 6" ve @, farkli slant fonksiyonlu K

para-Kaehler manioldunun has doubly warped carpim noktasal bi-slant tip-1-2
altmanifoldu olsun. Bunun i¢in gerek ve yeter sart VX e ['(K 4y ve VV,ZeT(K?)
icin

tanh &2 X (62) # 0
olmasidir.

ispat: (4.2.2.2) ve (4.2.2.6) denklemleri kullanilarak
2cosh’ @)X () g,(Z,V)(X (Ink) +(Ink,)X ) =—sinh20: X (602)g,(Z,V) (4.2.2.10)

denklemine ulasilir. &) ;t% oldugundan K manifoldu bir has manifold olur.

(4.2.2.10) denkleminden,

[(X(Ink)+(nk,)X)—tanh &, X (6;)1g,(Z,V) =0

olur. Buradan Z e '(K?)

sonucu elde edilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmis olur.
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Her h(X,Z)=0 durumunda, VX eT(K%)ve VZeI(K*) igin h(X,Z)=0

oldugundan dolayr, K para-Kaehler manifoldunun K ~k K’ Xk K* doubly

warped ¢arpim noktasal bi-slant tip-1-2 altmanifoldu mixed tamamen jeodezik olur.

Teorem4.2.2.7 K = K” x, K» manifoldu, 6" ve ¢, farkli slant fonksiyonlu &

para-Kaehler manioldunun has doubly warped carpim noktasal bi-slant tip-1-2
altmanifoldu olsun. K mixed tamamen jeodezik doubly warped carpim noktasal
altmanifold olsun. O zaman asagidaki iki durumdan biri ortaya ¢ikar:

D& =% ise K manifoldu K% x, K manifoldun doubly warped ¢arpim noktasal

altmanifoldu olur. Burada K" anti-invaryant altmanifolddur.
II) (X(nk,)+(Ink,)X)=0 ise k,,k, fonksiyonlar: sabittir.

Sonu¢ 4.2.28 K = K" x, K” manifoldu, K para-Kaehler manioldunun has
doubly warped ¢arpim noktasal mixed jeodezik bi-slant tip-1-2 altmanifoldu olsun.

O zaman VX eI'(K%) ve VV,ZeT'(K%) igin

(X(nk)+(Ink,)X)=0

dir. Dolayisiyla k,,k, fonksiyonlar: sabittir.

Ispat: Eger K mixed tamamen jeodezik ise (4.2.2.10) denkleminden yararlanarak
2cosh® @2 X (02)g,(Z,V)(X(nk)+(nk,)X)=0
elde edilir. Buradan da ya cosh® @2 =0 (. = %) yada (X(Ink)+(Ink,)X)=0 olur.

Buda ispatimizi tamamlar.

6 0 =
Lemma 4.2.2.9 K =L, K" Xk K™ manifoldu, K para-Kaehler manioldunun 6" ve
¢, farkli slant fonksiyonlu has doubly warped c¢arpim noktasal bi-slant tip-1-2

altmanifoldu olsun. O zaman, VX,Y e (K%) ve VV,Z eT(K?%) icin
(Tip-1 icin)

g,(h(Z.V),5X)—g,(h(X,Z),SV) =—~(R X (Ink,)+(Ink,)R X ) g,(Z,V)
+X (Ink,)+(nk,)X)g,(Z.RV) (4.22.12)

g,(h(Z,V),SRX)—g,(h(RX,Z),SV)=—(cosh’ "X (Ink,)+ (Ink,)cosh” 8 X)
2, (Z,V)+(RX(Ink)+(nk,))R X)g,(Z,RV) (4.2.2.13)

g (h(Z,RV),8X)— g (h(X,.Z,),SR,V)=—(RO'X (Ink,)+(nk,)R X)g,(Z,V)
+cosh® @2 (X (nk,)+(nk,)X)g,(Z,V) (4.2.2.14)
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&h(Z,V),SRX)—g (h(RX,Z),SV)—g (h(X,Z),SR,V)+ g ,(h(Z,R,V),S5X)
= (cosh® @ —cosh”> @)X (Ink,)+(nk,)X)g,(Z,V) (4.2.2.15)
denklemleri elde edilir.

Ispat: (Tip-1 icin)
VX.,Y e[(K%) ve VV,ZeT(K?%) icin (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6)
denklemleri kullanilarak
g, (h(X,Y),SZ)=g,(V,Y,SZ)
=g,(V,Y,PZ)-g,(V,Y,R,Z)
=—g,(V,PY,Z)—g,(V,Y,RZ)
elde edilir. (3.1.2.2) denklemi kullanilarak,
8 (M (X,Y),SZ)==g,(VyRY,Z) - 8,(VSY,Z)+ g (V R,Z,Y)
=—g,(V,RY,Z)—g,(W(X,Z),SY)+g,(V R,Z,Y)
elde edilir. (4.2.2.1) denklemi kullanilarak,
2,(h(X,Y),SZ)=—~(X(nk,)+(nk,)X)g,(RY,Z)—g,(h(X,Z),SY)
+(X (Ink))+(Ink,)X)g,(RZ,Y) (4.2.2.16)

elde edilir. Ortogonallik 6zelligi kullanilarak, (4.2.2.11) denklemi elde edilir. Daha
sonra

gl(hl(Z,V),SX) = _g1(§ZV’PX)+ gl(§ZV’R1X)
=g, (V,PV,X)-g,(V,RX,V)
olur. (4.1.2.2) ve (3.1) denklemleri kullanilarak
g, (h(Z.V).5X)=g,(V,RV,X)+g,(V,SV.X)—g,(V,RX.,V) (4.2.2.17)

denklemi elde edilir. (4.2.2.17) denkleminde (3.4) ve (4.2.2.1) denklemlerini
kullanarak (4.2.2.12) denklemi elde edilir.
(4.2.2.12) denkleminde, X yerine R X getirilirse (4.2.2.13) elde edilir.

(4.2.2.12) denkleminde, v yerine R,V getirilirse (4.2.2.14) denklemi tiiretilir.

(4.2.2.13) ile (4.2.2.14) denklemlerini toplarsak (4.2.2.15) denklemi elde edilir.
Simdi (4.2.2.13) denkleminde V yerine R,V getirilirse,

g,(h (Z,RV),SR X)—g,(h(RX,Z),SR,V) =—cosh> 8 (X (Ink,) + (Ink,) X )
g,(Z,RV)+cosh’@2(R X (Ink,)+(nk,)R X)g,(Z,V) (4.2.2.18)

elde edilir. Eger (4.2.2.14) ve (4.2.2.15) denklemlerinde Z yerine R,Z getirilirse,

& h(RZ,)V),SX)—-g,(h(X,RZ),SV)=—(RX(nk)+(nk,)R X)

g,(R,Z,V)+cosh’ @?(X (Ink,)+(nk,)X)g,(Z,V) (4.2.2.19)

denklemi bulunur ve

g, (h(R,Z,V),SR X)— g,(h(R X ,R,Z),SV) = —cosh® " (X (Ink,) + (In k,) X )
2,(R,Z,V)+cosh®> @ (R X (Ink,)+(Ink,)R X)g,(Z,V) (4.2.2.20)

denklemi elde edilir. Eger (4.2.2.19) ve (4.2.2.20) denklemlerinde V yerine RV

getirilirse,
g,(h(R,Z,V),SX)—g,(n(X,R,Z),SV)=—cosh’ & (R X (Ink,)+(Ink,)R X )

2,(Z,V)+cosh®@)(X(nk)+(Ink,)X)g,(Z,RV) (4.2.2.21)

bulunur ve
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g,(h(R,Z,RV),SRX)—g,(h(RX,R,Z),SR,V) =—cosh’ 6 cosh’ 87 (X (Ink,)
+(Ink,)X)g,(Z,V)+cosh’ @2 (R X (Ink,)+(Ink,)R X)g,(Z,RV) (4.2.2.22)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Benzer yollar kullanilarak Tip-2 i¢inde benzer
denklemler elde edilir.

Hiepko’nun Teoremi: K manifoldu iizerinde D, ve D, ortogonal distribiisyonlar
verilsin. Kabul edelim ki D, ve D, distribiisyonlar1 involiitif olsun. Oyleki D, bir
tamamen jeodezik foliasyondur ve D, bir kiiresel foliasyodur. Dahasi K manifoldu,

., K>, K" doubly non-tirivial warped c¢arpim manifoldu Uzerinde bir lokal

izometriktir. Burada K* ve K” . D

' ve D, ’nin integrallenebilir manifoldlaridir
[26].

Simdi de para-Kaehler manifoldlarda doubly warped ¢arpim noktasal bi-slant tip 1-2
altmanifoldlarla ilgili bir karakterizasyon verelim.

Teorem 4.2.2.10 K =L, K Xk K* manifoldu, K para-Kaehler manioldunun D’

ve D" noktasal slant distribiisyonlu has noktasal bi-slant tip-1-2 altmanifoldu olsun.

Dahasi, K, bir doubly warped carpim tip 1-2 altmanifolddur. Burada K % ve K
manifoldlar, 8 ve ¢ farkli slant fonksiyonlu noktasal slant altmanifoldlardir. K nin

sekil operatoriiniin asagidaki durumunu saglamasi igin her X,Y e (K%) ve her
V.,Z eT(K®) igin
Tip-1 icin;

AgyZ+AgRX - A , X — Ay R,Z =(cosh0; - cosh6;' )(X ) Z (4.2.2.23)

olmasi gerekir. Bunun i¢in gerek ve yeter kosul V(7) =0 olmasidir. Burada 7, K
manifoldu {izerinde bir fonksiyondur.

. 4 0, ) - . .

Ispat: K =k, K" Xk K™ manifoldu, K para-Kaehler manioldunun bir doubly

warped carpim noktasal bi-slant tip 1-2 altmanifoldu olsun. (3.5) ve (4.2.2.11)
denklemlerini kullanarak

8 (h(X.Y),52) + g,(h(X.Y),$2) =0

8 (A, Z+A,Y, X)=0 (4.2.2.24)
elde edilir. Yukaridaki denklemde Y yerine RY getirilirse,
8 (AgyZ+ A, RY, X)=0 (4.2.2.25)
denklemi bulunur. (4.2.2.24) denkleminde Z yerine R,Z getirilirse,
8 (AgRZ +Ag Y, X)=0 (4.2.2.26)
elde edilir. Daha sonra (4.2.2.25) denkleminden (4.2.2.26) denklemini ¢ikartirsak,
8 (Agy Z+AgRY —Ag Y —Ag Y, X) =0 (4.2.2.27)

bulunur. (4.2.2.27) ve (4.2.2.15) denklemleri kullanilarak, (4.2.2.23) denklemi elde
edilir.
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Tersi olarak ifade edecek olursak; K manifoldu, K para-Kaehler manioldunun has
noktasal bi-slant tip-1 altmanifoldu olsun. Her X_,Y, e (D%) ve V. eT'(D%) igin,

(4.2.2.15) ve (4.1.2.5) denklemlerinden,
(sinh®> @ —sinh* @) g,(V,Y,Z)—(cosh® @ —cosh® 0\ (X y)g,(X,Z)=0  (4.2.2.28)
sonucuna ulasilir. 6° = @” oldugundan dolayi, D% distribiisyonu K da tamamen

jeodeziktir. Ayrica, Her X eT(D%) ve V,ZeT(D%) igin, (4.2.2.15) ve (4.1.2.6)
denklemlerinden yararlanarak,

(sinh® @ —sinh* @) g,(V,V,X) = (cosh® @ —cosh® 6*)(Xy)g,(Z,V) (4.2.2.29)
elde edilir. Yukaridaki denklemde trigonometrik bilgiler kullanilarak

8 (V,V.X)==(X»)g,(Z.V) (4.2.2.30)
bulunur. Polarizasyon kullanilarak

8 (V,Z,X)=—(Xy)g,(Z,V) (4.2.2.31)

elde edilir. (4.2.2.29) ve (4.2.2.30) denklemlerinden g,([Z,V],X)=0
elde edilir. Dolayisiyla, D distribiisyonu integrallenebilirdir. D%nin K% lifi

oldugunu ve i, yi K manifoldunda K "nin ikinci temel formu olarak diisiinelim.
Daha sonra (4.2.2.30) denklemi kullanilarak,

§i(h(Z.V).X) = 8,(V,V.X)=~(X7)8,(Z.V) (4.2.232)
bulunur.. Buradan h,(Z,V) = —ﬁy/g](Z,V)

elde edilir. Vy, y ’nin gradiyentidir. & lifi, K manifoldunda H, =—§y tamamen
umbilikdir.

vV el(D”) icin V(y)=0oldugundan dolayi, kolayca goriilir ki; H,, K

2°

manifoldunda K% *nin D* normal konneksiyonuna karsilik gelen bir paraleldir.
Bundan dolayl, k% manifoldu K manifoldunda extinrinsic kiiredir. Hiepko’nun [26]
teoreminden K manifoldunun lokal doubly warped c¢arpim altmanifold oldugu ifade
edilir. Ispat tamamlanmis olur.

4.2.3 Nearly para-Kaehler geometride non-trivial warped carpim noktasal anti-
slant altmanifoldlar
Tanm 4.23.1 K =L x, Naltmanifoldu K nearly para-Kaehler manifoldunun

warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldu olsun. (L, g,) ve (N, g,) iki tane yar1-
Riemann altmanifold olsun. k: L —>(0,) olarak tammlansin ve her (7, p) € LxN
icin ¢(r,p) =t , a(t,p) =p olsun ve bu kullamlarak 4 : 7 x N — L,
a : L x N — N projeksiyonlar: verilsin. K =L x, N warped ¢arpimi, L xN ye
bagli yari-Riemann yap1 olsun. Z anti-invaryant altmanifold ve N slant altmanifold
olsun. Oyle ki; her X,Y € K icin
g(X,Y) = g1(q~X’q4<Y) + (kOC[)2 gz(a*X,a*Y)

olur. Burada * yapisi tiirev doniisiimii olarak tanimlar [9]. k fonksiyonu, warping
fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger warping fonksiyonu sabit ise K manifoldu,
trivial olarak adlandirilir. Eger warping fonksiyonu sabit degilse K manifoldu, non-

trivial warped carpim noktasal anti-slant altmanifold olarak adlandirilir. K
manifoldunda L tamamen jeodezik, N tamamen umbilikdir [47].
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Lemma 4.2.3.2 Yukaridaki tanim geregince, VX,Y € L ve VV,W € N vektor alanlar
verilsin. Daha sonra [9] kaynaginda verilen Lemma 7.3 kullanilarak
VeV =V, X= (Xnk)V (4.2.3.1)

elde edilir. V , K manifoldunun bir Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilir.

Teorem 4.2.3.3 K manifoldu iizerinde (e,...,e,) ortonormal catilar igin

|grad ()| = Z(ev (k))* 4.2.3.2)

elde edilir. Burada grad(k), g (grad(k),X)=X(k) olarak tanimlanan % min
gradiyentidir.

S. Uddin ve digerleri, nearly Kaehler manifoldlarda K = K* x, K’ warped ¢arpim

anti-slant altmanifoldlarin var olmadigini gosterdi [46]. Benzer bir yol kullanilarak
nearly para-Kaehler manifoldlarda K =K* x, K’ formunun non-trivial warped

carpim noktasal anti-slant tipl-2 altmanifoldlarinin var olmadig asagidaki teoremde
gosterilecektir.

Teorem 4.2.3.4 K bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. K nearly para-Kaehler
manifoldunun K =K*x, K’ formunun noktasal anti-slant non-trivial warped ¢arpim

tip1-2 altmanifoldu bulunmamaktadir. Burada K anti-invaryant altmanifoldu ve K o
ise bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder.

Ispat: (Tip-1-2 icin)
B. Sahin, Kaehler manifoldlarda K =K' x, K’ non-trivial warped ¢arpim noktasal

anti-slant altmanifoldlarin var olmadigim1 kaynak [40] 1n Teorem 4.2°sinde
gostermistir. Benzer bir yol kullanilarak nearly para-Kaehler manifoldlarda ispat elde
edilir.
K =K' x, K’ i¢in K* anti-invaryant altmanifoldu ve K % ise bir noktasal slant
altmanifoldu ifade eder. Bu durumda (3.3) denkleminden, Her X,Y eT'(K?) ve
Z eT(K") igin
V,Y=V.,Y
olur. (4.1.3.1) kullanilarak
Z(Ink)g,(X,X)=g(V,Z,X)
elde edilir. X ve Z ortogonal oldugundan
Z,(nk)g,(X.X)=~g,(Z.V,X)
elde edilir. (3.1), (3.2), (3.3) ve (3.9) denklemleri kullanilarak
Z(Ink)g,(X,X)=g,(PZ,PV,X)
= &(PZ,VPX —(V,P)X)
= 8/(PZ,V PX)
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=g,(PZ,h(X,PX))
sonucuna ulagilir. (3.5) denklemi kullanilarak
g,(A,,X,PX)=~g,(PZ,V,PX)
bulunur. V torsiyon sifir oldugundan ([X,Y]=V,Y -V, X =0) bu kural
kullanilarak
2,(A,,X,PX)=—g,(PZ[X,PX]+V . X)
denklemi elde edilir. [X,PX]eT(TK?) ve PZ eI'(TK") oldugundan dolay1
g,(A,,X,PX)=~g,(PZ,V ., X)
bulunur. (3.1) denklemi kullanilarak
(A, X ,PX)=-g(PZV, P°X)
denklemine ulasilir. (3.2), (3.9) ve (3.1) denklemleri kullanilarak
g,(A,,X,PX)=—g,(PZ,(V ,,P)PX + PV, PX)
g,(A,,X,PX)=—g,(PZ,PV, PX)
=g,(Z,V . PX)
elde edilir. PX ve Z ortogonal oldugundan
8,(A,, X ,PX)=~g,(V . Z,PX)
olur. (3.1) ve (4.2.3.1) denklemleri kullanilarak
g, (h(X,PX),PZ)=-Z(Ink)g,(PX,PX)
elde edilir. (3.1) ve (3.3) kullanilarak
& (h(X,PX),PZ)=Z(Ink)g,(X,X)
8,(V PX -V PX,PZ)=Z(nk)g,(X,X)
~8,(VPX,PZ) = Z(Ink)g,(X, X)
~8,(PV,X,PZ)=Z(lnk)g,(X,X)
2(V, X, Z)=Z(Ink)g,(X,X)
elde edilir. X ve Z ortogonal oldugundan ve (4.2.3.1) denklemi kullanilarak
-8, (V,Z,X)=Z(Ink)g,(X,X)
~Z(nk)g,(X.X)=Z(nk)g,(X,X)

sonucuna vartlir. Burada, 2Z(Ink)g,(X,X) =0 oldugundan k sabit olur. Dolayisiyla

ispat tamamlanur.

Yukaridaki teoremde, K nearly para-Kaehler manifoldunun, K =K"x, K’ birinci

formunun noktasal anti-slant non-trivial warped carpim tipl-2 altmanifoldunun var

olmadig ispatlandi.

Simdide, para-kompleks yapiy1, yari-Riemann metrigi ve Kartezyen koordinatlari

belirttikten sonra bu tanimlamalara gore K nearly para-Kaehler manifoldunun,
K =K' x, K’ ikinci formunun noktasal anti-slant non-trivial warped ¢arpim tip1-2

altmanifoldlarinin var oldugu 6rnekler verilerek ispatlanacaktir.
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K, R{’nin bir yari-Riemann altmanifoldu olarak verelim. Burada immersiyonu

v:K— 1336 olan, Kartezyen koordinatlan (x,, y,,x,,y,,X;,y;) olan ve hemen hemen

para-kompleks yapisi; P 9 :i ve P 2 =i 1= (1, 2,3) olsun. Ayrica
a a}'i a)’i a

X X;

R? yari-Riemann manifoldunun yari-Riemann metriginin isaretleri (+,—+,—,+,~)

olsun. Buna gore

Ornek 4.2.3.5 R’ bir nearly para-Kachler manifoldu olsun. m+n>0 ve m+neR

icin ve Immersiyonu
z//(m, n, c) = (cosh m,cosh n,sinh n,sinh m, c, @)

olarak verilsin.

v, = sinhmi+coshmi ise Py, = sinhma—+coshm—

Rl Y2 N X

v, = sinhni+coshni ise Py, = sinhn— +coshn—

N X2 X Y2

W, =+3¢’ — ise Py, :3026i
3

olur.
1 =R>=cosh’(m+n) olarak elde edilir. K, (RS, P,g,)nearly para-Kaehler

manifolduun bir noktasal anti-slant tip-1 altmanifoldunu ifade eder. Burada
D’ = span{y,,, w,}noktasal slant distribiisyonu ve D* = span{y,} anti-invaryant

distribiisyonu ifade eder. Burada, D’,D* distriblisyonlar1 integrallenebilir.
K =K’x, K" iizerinde verilen metrik tensor g, olarak verilsin. Burada
gy =—dm’ +dn’ +(9c*)dc® olarak bulunur.

Warping fonksiyonu da k = 3¢? olur. Dolayisiyla; K, warping fonksiyonu k =3¢
olan R? nearly para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped ¢arpim noktasal anti-

slant tip-1 altmanifoldu olur.

Ornek 4.2.3.6 R? bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. m—n e (0, %) icin ve

Immersiyonu
V4 (m, n, c) = (cosm,cosn,sinm,sinn,sin c, 7r)
olarak verilsin.
. 0 o . .
v, = -sinm—+cosm— 1ise Py, = -sinm—+cosm—
X X a)’] a}'z
. 0 0 ) .
v, = -sinn—+cosn— ise Py, = -sinn—+cosn—
M Y2 X axz
0 .
W, =cosc— ise Py, = cosca—

X3 3
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olur. 1 =R?>=cos’(m—n) olarak elde edilir. K, (R’,P,g,) nearly para-Kaehler
manifolduun bir noktasal anti-slant tip-2 altmanifoldunu ifade eder. Burada

. L ..
D’ = span{y,,, v, }noktasal slant distribiisyonu ve D= S[%m{%} anti-invaryant
distribiisyonu ifade eder. Burada, Py, LTK = span{y,,, w,} olur ve D’ D"
distribiisyonlar1 integrallenebilir. K = K’ x, K* iizerinde verilen metrik tensor g,

olarak verilsin. Burada g, =dm’—dn® +(cos’ c)dc® olarak bulunur. Warping

fonksiyonu da k =cosc olur. Dolayisiyla; K, warping fonksiyonu k4 =cosc olan
R? nearly para-Kaehler manifoldunun non-trivial warped ¢arpim noktasal anti-slant

tip-2 altmanifoldu olur.

Simdide daha sonra kullanmak i¢in bazi lemmalar verelim.

Lemma 4.2.3.7 K bir nearly para-Kaehler manifoldu olsun. K nearly para-Kaehler
manifoldunun K = K’x, K* formunun has noktasal anti-slant non-trivial warped

carpim tipl-2 altmanifoldu olsun. Burada K" anti-invaryant (totally real)
altmanifoldu ve K’ ise bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder. Bu durumda
VX.,Y eT'(K?) ve VZeT(K") icin

—2g,(h(X,Y),PZ)=g,(h(X,Z),SY)+ g,(h(Y,Z),SX) (4.2.3.3)
olur.

Ispat: (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) ve (3.9) denklemleri kullanilarak
& (h(X,2),8Y) =g (V,Z,PY)~g(V Z,RY)

denklemi elde edilir. (3.9), (3.5) ve (4.2.3.1) denklemleri kullanilarak
&(h(X,2),5Y) ==& (V4 P)Z,Y)+ & (VPZY)~(ZInk)g,(X,RY)
sonucuna varilir. (3.11) denklemi ve G’nin (). 6zelligi kullanilarak
8(h(X,2),5Y)=-8(GxZ,Y)—g,(A,,X.Y)—(ZInk)g,(X,RY)
8 (h(X,2),8Y)=—g,(h(X,Y),PZ)—g,(G,Z,Y)—(ZInk)g,(X,RY) (4.2.3.4)
elde edilir. Yukaridaki (4.2.3.4) denkleminde X ve Y yer degistirirse
gl(hl(YaZ)ng) = _gl(hl(X’Y)7PZ)_gl(GYZ7X)

+(ZInk)g,(X,RY) (4.2.3.5)

denklemine ulasilir. (4.2.3.4) ve (4.2.3.5) denklemleri kullanilarak (4.2.3.3) denklemi
elde edilir.

Lemma 4.2.3.8 K =K’x K" formundaki altmanifold, K nearly para-Kaehler
manifoldunun noktasal anti-slant non-trivial warped ¢arpim tip1-2 altmanifoldu olsun.
Bu durumda VX eI(K?) ve VZ,W eT(K") icin
1) Tip-1-2 igin;
28, (h(Z,W),8X) = —g,(h(X,Z),PW) - g,(h(X,W,),PZ)
+2(RX Ink)g,(Z,W) (4.2.3.6)

olur.
2) a) Tip-1 icin;
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zgl(h‘l(Z’W)’SRX) :_gl(h](RX’Z)sPW)_gl(h'l(RX’W’)’PZ)
—2cosh’@(X Ink)g,(Z,W) 4.2.3.7)

b) Tip-2 igin;
28, (W(Z,W),SRX ) =—g,(h(RX,Z),PW)—g,(h(RX W,),PZ)
—2co0s’ (X Ink)g,(Z,W) (4.2.3.8)
dir.

Ispat: (3.6) ve (3.3) denklemleri kullanilarak
g, (h(Z,W),SX)=g,(V,W,PX)—g,(V,W,RX)
—-g,(PV W, X)—g,(V,W,RX)

elde edilir. (3.1), (3.5), (3.9), (3.11) ve (4.2.3.1) denklemleri kullanilarak ve W ile
RX ortogonal oldugundan

8 (h(Z,W),8X) =—g,(V,PW,X)+ gV, PW,X)+g W,V ,RX)
=—g,(GW,X)-g/(ApZ,X)+(RX Ink)g,(Z,W)
=—g,(GW,X)-g,(h(X,Z2),PW) +(RX Ink)g,(Z,W) (4.2.3.9)

elde edilir. Yukaridaki (4.2.3.9) denkleminde Z ve W yer degistirirse

gl(hl(Z’W),SX) = _gl(GWZ’X)_gl(hl(X7W)’PZ)
+(RX Ink)g,(Z,W) (4.2.3.10)

elde edilir. (4.2.3.9) ve (4.2.3.10) denklemleri kullanarak 1) durumdaki (4.2.3.6)
denklemi elde edilir. Eger bu (4.2.3.6) denkleminde X, ve RX yer degistirirse 2) a)

durumundaki (4.2.3.7) denklemini elde edilir. Benzer sekilde tip-2 iginde islemler
yapilarak 2) b) durumundaki (4.2.3.8) denklemi elde edilir.

Teorem 4.2.3.9 K, K =K’x, K" formundaki nearly para-Kaehler manifoldunun
noktasal anti-slant non-trivial warped ¢arpim tip1-2 altmanifoldu olsun. Oyle ki; her
Z,W eT(D") igin, G,W eT'(D") olur ve her L,V e ['(TK) igin U,V e (1) olur.
Burada D" , K’da totally real (anti-invaryant) distribiisyonu ve ¢ ise invaryant
normal altgatiy1 belirtmektedir. O zaman K, K =K’x, K* formunda lokal mixed
jeodezik warped ¢arpim noktasal altmanifolddur. Bunun i¢in gerek ve yeter kosul
1) Tip-1 igin;

A,,X =0 ve Ay, Z =cosh’0X(p)Z (4.2.3.11)
olmasidir.
2) Tip-2 i¢in;

A, X =0 ve A, Z=—cos’0X(p)Z 4.2.3.12)

olmasidir. Burada VX eT'(D’) , VZeT'(D") ve ¢, K iizerinde bir fonksiyondur.
Oyle ki; her W' e T(D") igin W'(¢) =0 olur.

ispat: K nearly para-Kaehler manifoldunun K = K x . K* formunun noktasal anti-

slant non-trivial warped ¢arpim tip1 -2 altmanifoldu olsun. Burada K anti-invaryant
(totally real) altmanifoldu ve K ? ise bir noktasal slant altmanifoldu ifade eder.
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Bu durumda (4.1.3.9), (4.1.3.10) ve (4.1.3.11) denklemlerini kullanarak, (4.2.3.11) ve
(4.2.3.12) denklemleri elde edilir.

Tersi olarak; eger K nearly para-Kaehler manifoldunun K = K’ x, K* formunun
noktasal anti-slant non-trivial warped c¢arpim tipl-2 altmanifoldu ise Her
Z,W eT(D") igin, G,W eI'(D") olur ve her L,V eI'(TK) i¢in U,V eT'(1) olur.
Daha sonra, (4.2.3.11) ve (4.2.3.12) denklemlerin arasindaki iliskiden ve (4.2.3.1)
denkleminden yararlanarak, g ,(V,Y,Z)=0 elde edilir. Burada D’ nin pargalan K
altmanifoldunda tamamen jeodeziktir.
Her X eT'(D?)icin ve her Z,W eI'(D") i¢in
& ([ZW].X) =g (V,W.X)—g,(VyZ.X)
=—g,(PV,W,PX)+g,(PV,Z,PX)
=-g,(V,PW,PX)+ g ((V,PW,PX)
+g,(V,, PZ,PX)—g,((V,,P)Z,PX)
= g,(PW,V ,PX)+ g,(G,W,RX)+ g,(U,W,SX)
-2,(PZ,V,PX)—-g,(G,Z,RX)—g,(U,Z,SX)
elde edilir. Her Z,W eT(D") i¢in, G,W eT'(D*) olur ve her L,V e['(TK) igin
U,V eI'(w) olur. Buradan
£(Z.W1,X) =g (PW,V,RX)+g,(PW,V,SX)
-8,(PZ,V,RX)—g,(PZ,V,5X)
=—g,(V,PSX,W)+g,((V,P)SX ,W)
+g,(h(Z,RX),PW)+ g, (V,PSX,W)
~8,((V,P)SX W)~ g,(h(W,RX),PZ)
elde edilir. (3.6), (3.7) ve (3.11) denklemleri kullanilarak
& (ZW],X) =~ (V,rSX.W)—g,(V,sSX,W)
+8,(G,SX W)+ g,(A,,RX,Z)
~8,(V,rSX,2)~g,(V,,sSX ,Z)
+8,(G,SX,Z)+ g,(A,,RX W)
elde edilir. (3.18) denklemi, G ve U'nun m,(b) ozelligi ve (4.2.3.11) denklemi
kullanilarak
2,([Z,W],X) =sinh’ 0g1(§ZX,W) +2sinh&cosh0Z(0) g, (X . W)
+g,(V,SRX ,W)—g,(U,,,SX)
—sinh*0g,(V,, X,Z)—2sinh @coshOW () g,(X,Z)
-8,(V,SRX W)+ g,(U,Z,5X)
elde edilir. Her Z,W e'(D") igin, G,W eI'(D"') olur ve her L,V €eI'(TK) igin
U,V eI'(u) oldugundan ve (3.9) ile (3.10) denklemleri kullanilarak
8,([Z,W],X) =—sinh’ 6g,(IZ,W].X)
—8,(Agy ZW) + g,(Aex W, Z)
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bulunur. A

sex, simetrik oldugundanve 0 ;t% oldugundan, D" integrallenebilir. Eger

K manifoldunda D* nim bir parcast K* ise h", K manifoldunda K* nim ikinci
temel formu olur. O zaman, g,(h*(Z,W),X)=g,(V,W,X)=g,(V,W,X)
olur. (3.1) ve (3.11) denklemleri kullanilarak
§(h (ZW),X)=8(V,W.X)
= g,(PV,W,PX)
=-g,(V,PW,PX)+g,(V,P)W,PX)
=g,(PW.,V,PX)+ g (G,W,RX)+ g (U,W,SX)
elde edilir. Her Z,W e(D") i¢in, G,W eI'(D*) olur ve her L,V €eI'(TK) igin
U,V eI'(u) oldugundan ve (3.3), (3.5), (3.7), (3.11) denklemleri kullanilarak
&i(h"(Z.W).X)=g,(V,RX.PW)-g,(V,PSX.W)
+,((V,P)SX W)
= ¢,(h(Z,RX ), PW)—g,(V ,rSX ,W)
—8,(V 58X , W)+ g,(G,SX ,W)
bulunur. G ve U'nun m,(b) oOzelligi kullamlarak ve (3.3), (3.4), (3.10) ve (3.18)
denklemlerinden yararlanarak,
g/(h"(Z,W),X)=-g,(A,,RX,Z)—sinh’ g, (V,W,X)
+8, (A Z,W)—g,(U,W,SX)
elde edilir. Teoremin hipotezinden yararlanarak
cosh® 0g, (h(Z,W),X) =cosh’ X (p)g,(Z,W)
elde edilir. Gradiyentin tanimindan yararlanarak
& (ZW),X)=g,(ZW)g (gradp,X)
Oyleki; VZ,W e D" igin h*(Z,W)=g,(Z,W)g,grade olur.
Ortalama egrilik vektorii H = grade ve K, K nin tamamen umbilikidir.
Simdi, grade’nin K manifoldunda K™ manifoldunun D" normal konneksiyonuna
bagli paralel oldugunu aciklayalim. Her X e I'(D?) igin ve her W e T(D™) i¢in
g (Dy, gradp,X) = g,(Vy, gradp, X)
=Wg,(gradp, X)—g,(gradp,V,, X)
=W(X () —g,(grado,[W, X])—g,(gradp,V W)
=XWep)+g,(V,gradp,W)
=0
elde edilir. Dolayistyla, VW € D*i¢inve V,gradpe D’ icin W =0 olur. Bundan
dolay1 D’ , tamamen jeodeziktir. K* nm paralel oldugu sonucuna ulasilir. Oyle ki;
D*, H=grad @ paralel ortalama egrilik vektorlii tamamen umbilikdir. Bundan
dolay1, K * extrinsic kiiredir. Hiepko’nun [26] hesaplamalarindan da yararlanarak, K
nin warped ¢arpim noktasal anti-slant tip-1 altmanifold oldugu goriiliir. Tip-1 i¢in ispat

tamamlanmis olur.
Tip-2 i¢inde benzer yol kullanilarak ispat elde edilir.
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Uyari 4.2.3.10 Non-trivial warped ¢arpimlar ve non-trivial doubly warped ¢arpimlar
warped ¢arpimlarin genel halidir ([48]).

4.3 Esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak para-Kaehler manifoldlarda non-trivial warped ¢arpim noktasal
yari-slant tip 1-2 altmanifoldlarin ikinci olarak mixed totally jeodezik non-trivial
doubly warped carpim noktasal bi-slant tip 1-2 altmanifoldlarin ve son olarak da nearly
para-Kaehler manifoldlarda mixed totally jeodezik non-trivial warped ¢arpim noktasal
anti-slant tip 1-2 altmanifoldlarin ikinci temel formunun normunun karesi ile ilgili
esitsizlikler ve bazi sonuglar elde edilecektir.

4.3.1 Para-Kaehler geometride non-trivial warped carpim noktasal yari-slant
altmanifoldlar ile ilgili esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak para-Kaehler manifoldlarda non-trivial warped ¢arpim noktasal

yari-slant tip 1-2 altmanifoldlarin ikinci temel formunun normunun karesi ile ilgili

esitsizlikler ve bazi sonuglar elde edilecektir.

K, K™?" para-Kaehler manifoldunun (m+n) boyutlu noktasal yari-slant

altmanifold olsun. K, (m+2n) boyutludur ve Biz, K nin tip-1-2 i¢in ortonormal

catilarini verelim. Oncelikle tip-1 icin ortonormal catisini

{El, ~E.E,.,E,E ,.., En} olarak secelim. {El, ~ELE, .., En} K da

m?

teget demetidir. O zaman {El, -~ E,, E, .., E,,} formu bir ortonormal catidr.

Oyle ki; {El, - Em}’yi D’ *nin ortonormal catisi ve {El, - En} vi de D’ ’nin
ortonormal catisi olarak alalim. boy(D")=m ve boy(D°)=n olur. Ayrica

{El ) e En} ’yi de SD’ nin ortonormal catisi olarak alalim. Bilinir ki; noktasal slant

altmanifoldlar her zaman boyutsaldir. Bu yiizden 7 =2p olur. O zaman {El, B ,,}

£ £

yi D’ min ortonormal catisi ve {E1 s e En} SD’ nin ortonormal catisi olsun. Oyle
ki; (tip-1 i¢in)

E, =sech (9RE,...,E2P =sech <9RE2,]_1

E =csch8SE,....E,, =cschOSE,
olsun. @ slant fonksiyondur. Bu ortonormal ¢atilar slant altmanifoldlar i¢in adapte

edilmis catilar olarak ifade edilir [10]. Varsayalim ki;
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*) D" iizerinde: Ortonormal bazlar {E,} (v=1,...,m) olsun. boy(D") =m dir. Ayrica
g (E,E)=1 olsun.

*) D’ tizerinde: Ortonormal bazlar {Ew} (w=1,..,n=2p) olsun. boy(D°)=n=2p

"dir. Ayrica g (E, . E_)==1 olsun.

*) PD' iizerinde: Ortonormal bazlar {E,}(v=1,...,m) olsun. boy(PD")=m dir.

Ayrica g,(PE ,PE ) =-1 olsun.

*) SD’ {izerinde: Ortonormal bazlar {Ew} (w=1,...,2p) olsun. boy(SD?)=2p dir.

Ayrica 81(Ej,E) =11 olsun [24].

Teorem 4.3.1.1 K =K'"x, K’ formundaki altmanifold, K" para-Kaehler
manifoldunun (m+n) boyutlu warped carpim noktasal yari-slant tip-1 altmanifoldu
olsun. K", bir para-holomorfik (invaryant) altmanifolddur ve K ? ise bir noktasal

slant altmanifolddur. Eger K ? altmanifoldu spacelike ise

1) K ’nin ikinci temel formunun normunun karesini aldigimizda (tip-1 i¢in)
In] < 2n(csch?@+coth? O)|VInk)|  (boy(K?)=n) 43.1.1)
esitsizligi elde edilir. Burada V(Ink) Ink’nin gradiyentidir.

2) Yukaridaki (4.3.1.1) denkleminin esitliginin var olmasit sonucunda K", K

manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu oldugunu ve K ? ise K manifoldunun

bir tamamen umbilik altmanifoldu oldugunu ifade eder. Dahasi, K manifoldu K

manifoldunun bir minimal altmanifoldudur.
Ispat: ||hl||2 = Hh1(Dg,D6)H2 +Hh1(DT,DT)H2 + 2Hh1(D(’,DT)H2 ikinci temel formunun

normunun karesinin tanimindan,

m+2p m m+2p 2p

a7 => > & W(EENE)+ > > g (h(E,,E,),E,)’

k=1 ij=1 k=1 rs=l

m+2p 2

+2 i g,(h(E,E),E)

k=1 r=1 i=l

s

]
—
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elde edilir. Burada { } TK™"’in bir ortonormal bazidir. Simdi adapte edilmis ¢atilar1

hesaplayalim. Yukaridaki denklem asagidaki gibi ifade edilmektedir.

| —ZZ ,(h(E,,E,),cschOSE,)’ + Zp g,(W(E ,E,),cschOSE,)’

a=li,j=1 a,r,s=1

m 2p _ _
+2>° > g(h(E,,E,),csch OSE,)*

i=1 a,r=1

Daha sonra (4.2.13) ile (4.2.12) denklemlerini kullanirsak

Ia = > gl(hl(E,,ES),cschﬁSEa)z+2iz(csch0)2[(PEi(lnk)g1(hl(E“r,Ea))z

a,r,s=1 i=l a,r=l1
+2PE,(Ink)g,(E,,E)E,(Ink)g,(E,,RE ) +(E,(Ink)g,(E,,RE,))’]

elde edilir. Buradan da

m 2p L _ _
> > PE(Ink)g,(E,.E,)E,(Ink)g,(E,,RE,)

i=l a,r=

m 2p

=>> &(V(nk),PE)g,(V(Ink),E)g (E, .E,)g,(E, RE,)

i=1 a,r=1

=513 2(2,(Vnk), E)E,, PV(n k))lg, (E,. E,)g,(E.. RE,) =0

a,r=1 i=1

elde edilir. Denklem (4.1.10) kullanilarak

2
I = i & (h(E,,E,),cschOSE,)* +2n||V(In k)| [csch? 6 +coth? 6]

a,r,s=1
olur. Buradan (4.3.1.1) denklemi elde edilir ve bu denklem esitligi saglamasinin

sonucu olarak asagidaki denklem de elde edilir;

2p 2p . _

Y>> 8/ (E,,E,),cschOSE,)* =0. (4.3.1.2)
a=l1 r,s=1

Buradan K", K manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu oldugu gériiliir.
(4.2.12) denklemi bunu ifade eder. Ayrica (4.3.1.2) denklemi D’ iizerinde /& 1n yok
oldugunu belirtir. Dolayisiyla D, K manifoldu iizerinde bir kiiresel distribiisyondur.
Bu da gosterir ki; K7, K manifoldunun tamamen umbilik altmanifoldudur. Ayrica
(4.2.12) ve (4.3.1.2) denklemlerini kullanarak K manifoldunun X manifoldunun

minimali oldugu sonucuna vartlir.
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Uyar 4.3.1.2 Yukaridaki teoremde K manifoldu timelike ise bu durumda (4.3.1.1)
esitsizliginin yonii degisir.
|| > 2n(csch? @+ coth? O)|V(nk)|  (boy(K’) =n) (4.3.13)

seklinde olur.

Teorem 4.3.1.3 K, K™ para-Kaehler manifoldunun K =K' x, K’ formunda
(m+n) boyutlu warped carpim noktasal yari-slant tip-2 altmanifoldu olsun.

Varsayalim ki; K? sirasiyla spacelike ve timelike olsun. Bu durumda (tip-2 i¢in)

||h1 ||2 < 2n(csc’ @ +cot’ H)”V(ln k)||2 ( Kg spacelike i¢in) (4.3.1.4)
Ia| > 2n(cse? @+ cot* O)|Vank)|” (K timelike igin) (4.3.1.5)

elde edilir. Burada V(Ink), Ink’nin gradiyentidir.

4.3.2 Para-Kaehler geometride non-trivial doubly warped carpim noktasal bi-
slant altmanifoldlar ile ilgili esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak para-Kaehler manifoldlarda mixed tamamen jeodezik non-
trivial doubly warped ¢arpim noktasal bi-slant tip 1-2 altmanifoldlarin ikinci temel
formunun normunun karesi ile ilgili esitsizlikler ve baz1 sonuglar elde edilecektir.

K = K% x, K* manifoldu, (2m) boyutlu K para-Kaehler manifoldunun

(5 =2p+2q) boyutlu doubly warped garpim noktasal bi-slant altmanifoldu olsun. K’

(d, =2p) boyutludur ve K% (d, =2¢) boyutludur ve Biz, K nm tip-1-2 icin

ortonormal catilarim verelim. Oncelikle D% ve D% nin tip-1 i¢in sirastyla lokal

ortonormal ¢atilarini verelim.

{El,---, E,, E, =sechg' RE,...E, =sechf RIEP} burada @ sabit degildir.

p+l

{E,) =E...E,, ,=E,E, )

> 2p+q

E

q+1

=sech@ R,E,,...,.E

2p+q =

E,, =sechdy R2E;}

p+q+l1 =

burada ¢, sabit degildir.

Simdide, SD* ve SD" *nin sirastyla lokal ortonormal catilarini verelim.

{E =Ep+1 =csch ' sech§'SRE,,

s+l

—E =csch@'SE,, ..., E,., =Ep =csch §'SE

n+p+l

En+2p

ok

n+2p=

=csch @ sechO'SRE } ve
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E =csch@SE,,...E —Eq :cscthSE:,E =E , =csch@ SR.E,,

st2ptq s+2p+g+l g

{Ev+2p+1 =
o By, =E, =csch&) sech @, SR,E, }
olur. Varsayalim ki;

) D? iizerinde: Ortonormal bazlar {E,} (v=1,..., p) olsun. boy(D%) = p dir. Ayrica
g /(E ,E)=1 olsun.

*) D? iizerinde: Ortonormal bazlar {EW} (w=1,...,q) olsun. boy(D"*) = g dir. Ayrica
gl(l??w, EW) ==+1 olsun.

*) SD* iizerinde: Ortonormal bazlar {SE,}(v=1,..., p) olsun. boy(SD") = p dir.

Ayrica g,(SE,SE ) =—1 olsun.

%) SD" izerinde: Ortonormal bazlar {E:}(WZI,...,q) olsun. boy(SD*)=gq dir.

Ayrica g, (E,,E,) =1 olsun [24].

Teorem 4.3.2.1 K = K% x K” manifoldu, (2m) boyutlu K para-Kaehler

manifoldunun ($) boyutlu mixed tamamen jeodezik doubly warped ¢arpim noktasal

bi-slant tip-1 altmanifoldu olsun. K% ve K% manifoldlari o7 ve @) farkh slant

fonksiyonlu noktasal slant altmanifoldlaridir. Varsayalim ki; noktasal slant
altmanifoldlar space-like olsun. O zaman (Tip-1 i¢in)

1) K 'nin ikinci temel formunun normunun karesini aldigimizda

||” < 2gesch? 67 (cosh? 67 + cosh? 02){|V(Ink, +Ink,)|

D
D ((e k) + (e imk, )" (4.32.1)
r=1
elde edilir. Burada V(Ink, +Ink,), (Ink, +Ink,) nin gradiyentidir. 8 ve @’ slant

acilar1 K % ve K% nin farkli noktasal slant agilaridir.
2) Yukaridaki (4.3.2.1) denkleminin esitliginin var olmasi sonucunda K%, K

manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldunu ve K% ise K manifoldunun bir

tamamen umbilik altmanifoldunu ifade eder.
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Ispat: |17 ||2 = Hh1 (D%, D% )Hz + ZHh1 (D%, D?%) g Hh1 (D%, D?%) * ikinci temel formunun

normunun karesinin tanimindan elde edilir. K mixed tamamen jeodezik oldugundan

sag tarafin orta kismi yok olur. Bu durumda

I IP= S & (B E).h(EEN=SS & h(E, E,).EY
v,w=1 r=s+1 v,w=l1

olur. Simdi biz yukaridaki denklemde D ve D" ’in ¢atilarini kullanalim.

2m 2p 2q

I IP= Y D s h(ELENEY + D 33 6/ (h(EEE)

r=s+1v,w=lI r=s+1 v=1 w=l

2m  2q

+2, > &(h(E,E),E,) (4.3.2.2)

r=s+lv,w=l1

K mixed tamamen jeodezik oldugundan (4.3.2.2) denkleminin sag tarafin ikinci

kismi1 yok olur. Bu denklemde D" ve D” nin catilarinin bilesenlerini kullanalim.

n+2q 2p 2m
InF=Y S e hEELE + 3 3 g h(ELELEY
2 M:ql r= 3+22:+1v w=l
+Z Zgl(hl( E).E) + Z Zgl(hl( E)E) (4.3.2.3)

elde edilir. (4.3.2.3) denkleminde SD* ve SD"*in catilarinin bilesenlerini kullanarak
2qg 2p il 2p 2p ~
” h'l ||2: z Z gl (hl (Ev’Ew)’ Er)2 + Z Z gl (h'l (EV’EW)’ Er)2

r=l v,w=1 r=l v,w=1
2p 2gq = 2p  2q . A
+.> g(W(E,,E),E ) +>.> g (h(E, E,).E) (4.3.2.4)
r=1 v,w=1 r=l v,w=1

elde edilir. Her v,w,r=1,2,...,2p icin g,(h(E,E).E) ile v,w,r=1,2,..,2¢ icin

g,(h(E. E,),E,) arasinda iliski bulunmadigindan ikinci ve dérdiincii terimler ayrilir.

Bu yiizden
s 2q 2p _— 2p 2q . o,
Im =" g (h(E,.E).E)+>.>" g(h(E,.E,).E,) (4.3.2.5)
r=1 v,w=1 r=1 v,w=1
elde edilir. (4.2.2.11) ve (4.3.2.5) denklemlerinden yararlanarak
2qg 2p A
In P> &(h(E,.E,).E,) +Z Z g (h(E E,).E) 4.3.2.6)
r=l v,w=1 r=l v,w=1

elde edilir. K mixed tamamen jeodezik oldugundan
& (h(E,.E,).E,)=0 4.32.7)
olur. Her v,w=1,2,..,2p icin ve her r=s+L..,2q icin elde edilir. (4.2.2.6)

denklemi kullanilarak

I8 1P2>> g/(h(E,.E,).E,) (432.8)

r=1 v,w=l

elde edilir ve SD% ve SD* ortonormal gatilarinin bilesenlerini kullanarak
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)4 q
|1 [P=csch’ 6> > g(h(E,.E,),SE,)

r=1 v,w=l1

)4 q
+csch® @ sech® @YY g /(h(RE, E,),SE, )’

r=l v,w=1

)4 q
+csch® @ sech® @)Y Y g(h(E,,R,E,),SE,)’

r=l v,w=1

P q
+csch® @ sech &) " g (h(RE,,R,E,),SE,)’

r=1 v,w=1

P4
+csch® 6 sech®0° " Y g/(h(E,,E,),SRE,)’

r=1 v,w=l1

p q
+csch® 6 sech® 6 sech® &)Y > g,(h(R,E, E,),SRE,)’

r=I1 v,w=l1

p q
+csch® 6 sech® 6 sech® 8> " g, (h(E,,R,E,),SRE,)’

r=1 v,w=1

p q
+csch® 6 sech® @' sech* @) > g, (h(R,E,,R,E,),SRE,)’
r=1 v,w=1
elde edilir. Yukaridaki denklemde (4.2.2.12) -(4.2.2.14), (4.2.2.18) -(4.2.2.22) ve
(4.3.2.7) denklemleri kullanilarak

P q
|| 2, | esch? efz Z (RE.(Ink)+(Ink,)RE ) g (E E.)

r=l v,w=1

P4 ) .
+csch? efz Z (RE.(Ink)+(Ink,)RE,) g (E. E.)

r=1 v,w=1

P4 o
+csch® @ sech® @ csch® 6, " (RE, (Ink)+(Ink,)RE,)’ g (E, E,)’

r=1 v,w=1

P4 o
+csch® @ sech® @ csch® 6, " (RE, (Ink)+(Ink,)RE,)’ g (E, E,)’

r=1 v,w=1

P
=2gcsch® 6'[1+sech® 6 csch® 60 1) (R E, (Ink,) + (Ink,)R E,)* (4.3.2.9)
r=1

elde edilir. Simdide
2 2
[V(nk +Ink,)| = Zp:(Er In kl)zi(E, Ink,)?

r=1 r=1

P )4 P
(E,Ink)*+ ) (sech’ 6'RE, Ink)* + > (E, Ink,)* + ) (sech’ 'R E, Ink,)’
r r=1 r=1 r=1
)4 )4
=Y (E Ink)*+(E, Ink,)’ +sech® 'Y (RE, Ink)* +(RE, Ink,)’
r=1

r=1

1P

yukaridaki denklemden
)4
Y (RE, Ink +RE,Ink,)* =csch 6 (

r=1

V(nk, +Ink,)|’
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—> (E,Ink)’+(E, Ink,)*) (4.3.2.10)

r=1

elde edilir. (4.3.2.9) denkleminde (4.3.2.10) denklemi kullanilarak (4.3.2.1) denklemi
elde edilir.

h(D%,D"%) c SD" ® SD" (4.3.2.11)
olur. (4.3.2.4) denklemindeki ikinci terimin ayrilmasindan gl(hl(DH‘,DH‘),SDH‘) =0
elde edilir. Buda ,(D%,D%) 1 SD* oldugunu belirtir.

h(D%,D%) c SD* (4.3.2.12)
olur. (4.2.2.11) ve (4.3.2.7) denklemlerinden hl(D191 ,D%) L SD” elde edilir.
h(D%,D") c SD* (4.3.2.13)
Oldugu goriiliir. (4.3.2.11) - (4.3.2.13) denklemlerinden
h(D*,D")=0 (4.3.2.14)

elde edilir. K%, K ’da tamamen jeodezik oldugundan [9] ve (4.3.2.14) denkleminden
K% tamamen jeodezik olur.

h(D",D") c SD" (4.32.15)
oldugu goriiliir. (4.3.2.4) denkleminde dordiincii terimin yok olmasindan dolay1
g,(h(D*,D"),SD*)=0
olur. Buda h(D%,D%) 1 SD% =0
oldugunu gosterir.

h(D%,D%)c SD” (4.3.2.16)
elde edilir. Dahasi, (4.3.2.14) denkleminde (4.3.2.7) denklemi kullanilarak, her
X eT(TK") ve her Z,V eT(TK?) i¢cin
8 (h1 (Z,V),8X) = (RIX(lnkl) +(In kZ)RlX)gl (Z,V)

+X(nk)+(Ink,)X)g,(Z,R)V) (4.3.2.17)
elde edilir. Bu denklemde polarizasyon kullandigimizda
8(h(Z,V),8X)=(RX(Ink)+(Ink,)RX)g,(Z,V)

+X(nk)+(Ink,)X)g,(V,R,Z) (4.3.2.18)
bulunur. (4.3.2.17) denkleminden (4.3.2.18) denklemini ¢ikartirsak
g,(h(Z,V),5X)=(RX, (Ink)+(nk,)RX)g,(Z,V) (4.3.2.19)

denklemi bulunur. (4.3.2.19) ve (4.3.2.16) denklemlerinden ve K%, K da tamamen

umbilik oldugundan [9], K % nin tamamen umbilik altmanifol oldugu bulunur. Ispat
tamamlanir.

Uyarnt 4322 K = K% x, K” manifoldu, (2m) boyutlu K para-Kaehler

k
manifoldunun ($) boyutlu mixed tamamen jeodezik doubly warped ¢arpim noktasal

bi-slant tip-1 altmanifoldu olsun. K% ve K% manifoldlar: o7 ve ) farkli slant

fonksiyonlu agilara sahip noktasal slant altmanifoldlaridir. Eger K =, K’ x, K %
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manifoldunun noktasal slant altmanifoldlar1 time-like olur ise (4.3.2.1) esitsizliginin

yonii degisir. (Tip-1 i¢in) K’nin ikinci temel formunun normunun Karesini

aldigimizda
||h1||2 > 2gcsch® 6 (cosh® 8 +cosh® 6;){|V(Ink, +Ink,)|

D

D ((ednk, )’ + (e, nk, )" ) (4.3.2.20)
r=1

seklinde olur.

Teorem 4.3.2.3 K = K* X, K% manifoldu, (2m) boyutlu K para-Kaehler
manifoldunun (§) boyutlu mixed tamamen jeodezik doubly warped ¢arpim noktasal

bi-slant tip-2 altmanifoldu olsun. K% ve K% manifoldlari o7 ve ¢; farkh slant

fonksiyonlu noktasal slant altmanifoldlaridir. Varsayalim ki noktasal slant

altmanifoldlar sirasiyla space-like ve time-like olsun. K nin ikinci temel formunun
normunun karesini aldigimizda sirasiyla (Tip-2 i¢in)

#) (space-like igin)
I <2gcsc? 6 (cos® 6 +cos? @){|[V(Ink, +Ink,)|
—i((erlnkl )" +(e,ink,)" )} (43.2.21)
#) (time-like igin)
I8 > 2gcsc? 67 (cos® 6 +cos? ) {||[V(Ink, +Ink,)|

—i((erlnkl )" +(e,ink, )’ )} (4.3.2.22)

denklemi elde edilir.

4.3.3 Nearly Para-Kaehler Geometride Non-Trivial Warped Carpim Noktasal
Anti-Slant Altmanifoldlar ile ilgili Esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak nearly para-Kaehler manifoldlarda mixed tamamen jeodezik

non-trivial warped carpim noktasal anti-slant tipl-2 altmanifoldlarin ikinci temel
formunun normunun karesi ile ilgili esitsizlikler ve baz1 sonuglar elde edilecektir.

K =K’ x, K * manifoldu, (2m) boyutlu K nearly para-Kaehler manifoldunun s
boyutlu warped ¢arpim noktasal anti-slant altmanifoldu olsun. K", (d,) boyutludur

ve K, (d, =2p) boyutludur ve K nin tip-1-2 i¢in ortonormal ¢atilarini verelim.
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Oncelikle D? ve D* nin tip-1 igin sirasiyla lokal ortonormal catilarimi verelim.

{E...E, E, =sechO RE,....E, =sechO RE,}, o sabit degildir.

(E,,=E...E=E,, = E,}.

Simdide, SD’, PD* ve i niin sirastyla lokal ortonormal catilarim verelim.

{E, =E, . =cschOSE E,, ,=E, =cschOSE,,...E, =E, =cschOSE,,
E. . . =E L =csch@sechOSRE,,....E :E2p =csch@sech OSRE  }
{E,,u=PE....E, =PE, )

{E, . »Ey,}

olur. SD’,PD* ve f nin sirastyla boyutlar1 (2p), (d,) ve (2m—2s) dir. Varsayalim ki;
#) D" iizerinde: Ortonormal bazlar {E,}(v=1,....d)) olsun. boy(D")=d, dir. Ayrica
g, (E,E)=1 olsun.

#) D iizerinde: Ortonormal bazlar {E;} (w=1,..,2p) olsun. boy(D’)=2p dir.
Ayrica g,(E,,E,)=+1 olsun.

#) PD" iizerinde: Ortonormal bazlar {E,}(v=1,...,d,) olsun. boy(PD")=d, dir.
Ayrica g,(PE,,PE ) =~1 olsun.

#) SD’ izerinde: Ortonormal bazlar {E;} (w=1,...,2p) olsun. boy(SD’)=2p dir.

Ayrica gl(E:,Ei) ==1 olsun [24].

Teorem 4.3.3.1 K =K’ x, K* manifoldu, 2m) boyutlu K nearly para-Kachler
manifoldunun ($) boyutlu mixed tamamen jeodezik warped ¢arpim noktasal anti-
slant tip-1 altmanifoldu olsun. K’ noktasal slant altmanifold ve K" anti-invaryant

altmanifold olur. Varsayalim ki; K . space-like olsun. O zaman (Tip-1 icin)

1) K ’nin ikinci temel formunun normunun karesini aldigimizda

1] < d, coth® 8||grad (In k)| (4.3.3.1)

elde edilir. Burada grad(Ink), Ink min gradiyentidir.
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2) Yukaridaki (4.3.3.1) denkleminin esitliginin sonucu olarak K, K manifoldunun

tamamen jeodezik altmanifoldu ve K* ise K manifoldunun bir tamamen umbilik

altmanifoldu oldugu ifade edilir.

Ispat: ||h1||2 =H111(D‘9,D6')H2+2H171(D9,DL)H2+Hh1(DL,Di)H2 ikinci temel formunun

normunun karesinin tanimindan elde edilir. K mixed tamamen jeodezik oldugundan

sag tarafin orta kismi1 yok olur. Bu durumda

2m  2p 2m
I IP= 2" > i(W(E,.E).E)" + 3 Zgl(th JE').E)’
r=s+1v,w=l r=s+lv,w=l
olur. Simdi biz yukaridaki denklemde PD*, SD’ ve M niin catilarmi kullanalim.
r d 2p .
1= 3 @ h(ELENE )+ 3 S gi(h(ELE).PE)
r=1 v,w=l1 r=1 v,w=1
2m  2p 2p d; ) _
+ > > &(h(E.E).E)+> > g(h(E,.E).E,)
r=2s+l1v,w=l1 r=1 v,w=1
4 4 , 2m .
+>° > g(W(E,,E,),PE)* + > Z g,(h(E.,E),E,) (4.3.3.2)
r=1 v,w=1 r=2s+lv,w=1

elde edilir. (4.2.3.3) denklemi kullanilarak ve son denklemde sag tarafin ikinci terimi
mixed jeodezik oldugundan sifir olur. Ayrica, son denklemde sag tarafin birinci,
liclincii, besinci ve altinct terimleri i¢in warping fonksiyonu ile ilgili iliski
olmadlglndan dolay1 bu terimler ayrilir ve sadece dordiincii terim degerlendirilir.

P4 .
A= Z z 8, (h(E, E,),csch0SE ) +> " g,(h(E,,E,),csch@sech OSRE, )’

r=l v,w=l1 r=1 v,w=l1

olur. (4.2.3.2), (4.2.3.3) ve (4.2.3.6) denklemleri kullanilarak
p d,
| |P=csch® 6> > (RE, Ink)*g,(E, ,E,)*

r=1 v,w=1

p d )
+coth® 0> > (E Ink)*g,(E, ,E,)’

r=1 v,w=l1

2p 2p
=d,csch® 0) (RE, Ink)’ —d,csch® 0 > (RE, Ink)’

r=1 r=p+1
P
+d, coth® 0 (E, Ink)’
r=1
)4
=d, csch? 0| Rgrad (Ink)|| —d, csch? @ g,(E,, ., Rgrad(Ink))’

r=1

4
+d, coth® 0) (E, Ink)’

r=1
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P
=d, coth” 8] grad (Ink)|| —d, csch® @sech? @ g,(RE,, Rgrad (In k))?

r=1

p
+d, coth® 0 (E, Ink)’
r=1
elde edilir. (3.16) denklemi kullanilarak ||| < d, coth® 8| grad Ink|’
oldugu goriiliir ve (4.3.3.1) denklemi elde edilir. Boylece (4.3.3.1) denkleminin

esitliginin sonucu olarak, (4.3.3.2) denkleminden birinci ve {igiincli terimler ayrilir.
Bundan dolay1

g,(h(D°,D%),SD?) =0=> h(D’,D’)c PD* ® u (4.3.3.3)
ve
g,(h(D’,D%), ;1) =0= h(D’,D’) c PD* ® SD’ (4.3.3.4)
elde edilir. (4.3.3.3) ve (4.3.3.4) denklemlerinden yararlanarak
h(D’,D’)c PD* (4.3.3.5)

elde edilir. (4.2.3.6) denkleminden yararlanarak ve mixed jeodezik tanimindan
yararlanarak,

h(D°,D’) L PD* (4.3.3.6)
elde edilir. (4.3.3.5) ve (4.3.3.6) denklemleri kullanilarak,
h(D’,D?)=0 (4.3.3.7)

bulunur. K =K’ X, K* manifoldunda K’ tamamen jeodeziktir [9]. (4.3.3.7)

denklemi de K?min K da tamamen jeodezik oldugunu gésterir.
Besinci ve altinci terimlerinin ayrilmasindan asagidaki ifadeler elde edilir.

g,(h(D*,D"),PD")=0=h(D",D")c SD’ ® u (4.3.3.8)
ve
g, (h(D*,D"),u)=0=>h(D*,D")c PD* ® SD’ (4.3.3.9)
elde edilir. (4.3.3.8) ve (4.3.3.9) denklemlerinden yararlanarak
h(D",D") c SD’ (4.3.3.10)

oldugu goriiliir. (4.2.3.7) denkleminden yararlanarak ve mixed jeodezik tanimindan
yararlanarak her X € ['(TK %Y ve her Z,W e T(TK") igin

g,(h(Z,W),SRX ) =—cosh’> (X Ink)g,(Z,W) 4.33.11)

bulunur. (4.3.3.10) ve (4.3.3.11) denklemlerinden dolay1 K" tamamen umbilikdir [9].

Buradan K*’nin K ’da tamamen umbilik altmanifold oldugu elde edilir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.

Uyar1 4.3.3.2 Eger Teorem 4.3.3.1°deki K- altmanifoldu time-like olur ise (4.3.3.1)
esitsizliginin yoni degisir. (Tip-1 igin)
K nin ikinci temel formunun normunun karesini aldigimizda

|5 > d, coth? 8||grad (n k)| 433.12)

seklinde olur. Burada grad(Ink), Ink nin gradiyentidir.
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Teorem 4.3.3.3 K =K’ x, K* manifoldu, (2m) boyutlu K nearly para-Kaehler
manifoldunun (s) boyutlu mixed tamamen jeodezik warped garpim noktasal anti-

slant tip-2 altmanifoldu olsun. K’ noktasal slant altmanifold ve K* anti-invaryant

altmanifold olsun. Eger K* altmanifoldu sirasiyla space-like ve time-like olursa K nin
ikinci temel formunun normunun karesini aldigimizda (Tip-2 i¢in)

*) (space-like icin)

|| < d, cot® ]| grad (in k)| (4.33.13)
*) (time-like i¢in)

||h1||2 > d, cot” 0| grad (In 1<)||2 (4.3.3.14)

esitsizlikleri elde edilir. Burada grad(Ink) Ink nin gradiyentidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez calismasinda dncelikle para Kaehler geometride noktasal yari-slant, noktasal
bi-slant altmanifoldlar ve nearly para-Kaehler geometride noktasal anti-slant
altmanifoldlar tanimlandi, bunlarla ilgili teorem ve 6rnekler verildi. Daha sonra, para
Kaehler geometride warped g¢arpim noktasal yari-slant altmanifoldlar ve doubly
warped carpim noktasal bi-slant altmanifoldlar ve nearly para-Kaehler geometride
noktasal anti-slant altmanifoldlar tanimlandi. Bunlarla ilgili teoremler,
karakterizasyonlar ve ornekler elde edildi. Son olarak da bu belirttigimiz warped
carpim altmanifoldlarin ikinci temel formunun normunun karesiyle ilgili esitsizlikler

elde edildi. Bunlarla ilgili teoremlere ve sonuglara ulagsildi.

5.2 Oneriler

Bu tez calismasinda yapilan biitiin ¢alismalar, farkli manifoldlar tizerinde calisilip
incelemeler yapilabilir. Geometri literatiiriine katkilar sunacak sonuclar elde
edilecektir. Ornegin, bu c¢aligmalar para-kontakt geometri iizerinde incelenebilir.

Bunun gibi farkli altmanifoldlar tizerinde de ¢alismalar yapilabilir.
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