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Bu tezde ilk olarak M,,, diferensiyellenebilir manifold {izerinde g para Norden
metrik, ¢ hemen hemen para kompleks yap1, G twin para Norden metrik ve V bir lineer
konneksiyon olmak iizere ¢ > ye, g * ye ve G ° gore lineer olan V¥ , ¢ —conjugate
konneksiyonu, V* , g — conjugate konneksiyonu ve VT, G —conjugate konneksiyonu
tanimlanmistir. Bu konneksiyonlarin Klein-4 grup 6zelliklerini sagladig: gosterilmistir.
V, V* ve VT konneksiyonlarinin egrilikleri sirasiyla R, R* ve R olmak iizere bu
egrilikler arasindaki iliski bulunmustur. Daha sonra (M,,,¢,g,G) para Norden
manifoldunda (V,¢), (V,g) ve (V,G) Codazzi giftleri tanimlanmis ve bunlarin
ozellikleri incelenmistir. (M,,, @, g, G) manifoldunun para Kahler Norden manifold
olmasi igin gerek ve yeter sart arastirilmistir. Son olarak da ¢ —invaryant lineer

konneksiyonlarin ve istatistiksel manifoldun 6zellikleri caligilmistir.
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SIMGELER DiZiNi VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama
M, n boyutlu manifold
c> Her mertebeden siirekli kismi tiirevleri olan fonksiyonlarin kiimesi
Ly X vektor alanina gore Lie tiirevi
) Hemen hemen para kompleks yap1
Vx X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirev
Sl-kj Burulma Tensorii
L Egrilik Tensorii
Fi’j Cristoffel sembolii
T(f (Bn) B,, vektor uzayinda (p. q) tipli tensorlerin kiimesi
N, @’nin Nijenhuis tensorii
g Pseudo-Riemann metrigi
G Twin Metrik
D Tachibana operatorii
v* V konneksiyonunun g conjugate konneksiyonu
vt V konneksiyonunun G conjugate konneksiyonu
Ve V konneksiyonunun ¢conjugate konneksiyonu
R* V* konneksiyonunun egrilik tensorii
R? V¢ konneksiyonunun egrilik tensori
sV V* konneksiyonunun burulma tensorii
A VT konneksiyonunun burulma tensorii
sv¢ V¢ konneksiyonunun burulma tensorii

Vi



1. GIRIS

1. GIRIS

Diferensiyel geometri , geometrik problemler iizerinde diferensiyel metodlar ve

integral hesaplamalariyla ¢alisan matematigin bir alt disiplinidir.

M,,, manifoldu iizerinde g pseudo Riemannian metrigi ve ¢ hemen hemen para
kompleks yapis1 verilmis olsun. X, Y vektor alanlar1 olmak tizere g(@X,Y) = g(X, ¢Y)
sartin1 saglayan g metrigine hemen hemen para Norden metrik denir. Bu metrikler piir
metrik, anti-Hermitian metrik veya B-metrik olarak da adlandirilmis ve gesitli yazarlar
(Tachibana 1960; Kruchkovich 1972;Salimov 1983; Ganchev ve Borisov 1986; Etayo ve
Santamaria 2000; Vishnevskii 2002) tarafindan ¢alisilmistir.

Codazzi tensorlerde geometrinin ¢esitli alanlarinda karsilagilan Snemli bir
konudur. Cesitli tipten tensorlerin Codazzilik sartlar1 ve Codazzi tensorlerin 6zellikleri
bir¢cok yazar (Simon 1975; Derdzinski 1981; Simon 1981; Derdzinski ve Shen 1983;
D’atri 1985; Pinkall vd 1995; Gebarowski 1994; Shhwenk-Schellschmidt ve Simon 2009;
Simon vd 2010; Slimov ve Turanli 2013; Salimov vd 2013; Catino vd 2015; Fei ve Zhang
2017; Shandra vd 2019; Gezer ve Cakicioglu) tarafindan ¢alisilmistir.

Sunulan bu tezde iki ¢aligma temel kaynak olarak ele alinmistir.

Bunlarda ilki (Fei ve Zhang 2017) tarafindan yapilan ¢alismadir. Bu ¢alismada
M,, manifoldu iizerinde g Hermitian metrigi, L hemen hemen kompleks (para
kompleks) yapisi ve w(X,Y) = g(LX,Y) seklinde tanimlanan (0,2) tipli anti-simetrik
tensorii ele alinmustir. V bir lineer konneksiyon olmak iizere; VX, L — conjugate
konneksiyonu, V*, g —conjugate konneksiyonu ve VT, w —conjugate konneksiyonlart
tanimlanmis ve bu konneksiyonlarin 6zellikleri incelenmistir. Ardindan (V, L), (V, g) ve
(V, w) Codazzi giftlerinin 6zellikleri aragtirtlmistir. Son olarak da Codazzi (para) Kahler

manifoldu lizerinde ¢alisilmustir.

Ikinci ¢alisma ise (Gezer ve Cakicioglu) tarafindan yapilan calismadir. Bu ¢alisma

da ise M,, manifoldu tizerinde g Norden metrigi, ¢ hemen hemen kompleks yapist ve
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G(X,Y) = g(LX,Y) seklinde tanimlanan (0,2) tipli simetrik twin metrik tensori ele
alimmustir. V bir lineer konneksiyon olmak tizere; V¥, ¢ —conjugate konneksiyonu, V*,
g —conjugate konneksiyonu ve V1, G —conjugate konneksiyonlar: tanimlanmis ve bu
konneksiyonlarin o6zellikleri incelenmistir. Ardindan (V,L),(V,g) ve (V,G) Codazzi
ciftlerinin ozellikleri arastirilmustir. V,V* ve VT konneksiyonlarmin egrilik tensorleri
sirastyla R ,R* ve Rt olmak iizere bu egrilikler arasindaki iliski bulunmustur. g Norden
metrigine ® Tachibana operatorii uygulanmis ve elde edilen sonuglar verilmistir. Son
olarak da ¢ — invaryant linner konneksiyonlar ve istatistiksel manifoldlar {izerinde

durulmustur.

Sunulan bu tezde ise para Norden manifoldlarinda Codazzi ¢iftlerinin 6zellikleri
arastirilmistir. Bu amagla calismanin daha iyi anlasilabilmesi i¢in ikinci kisimda temel

tanimlar ve kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde ise (M,,,, @, g) hemen hemen para Norden manifodunun tanimi
verilmistir. Bu manifold iizerinde g ve ¢ vasitasiyla G(X,Y) = g(LX,Y) seklinde
tanimlanan twin para Norden metrigi alinmistir. V bir lineer konneksiyon olmak iizere;
V®, @ — conjugate konneksiyonu, V*, g — conjugate konneksiyonu ve VT,
G — conjugate konneksiyonlari tanimlanmis ve bu konneksiyonlarin Klein-4 grup
ozelliklerini sagladigi ispatlanmistir. Ardindan (V, L), (V, g) ve (V,G) Codazzi giftleri
tammlanmis ve bu ¢iftlerin ozellikleri verilmistir. V,V* ve VT konneksiyonlarinin
egrilik tensorleri sirasiyla R,R* ve RT olmak iizere bu egrilikler arasindaki iliski
bulunmustur. g para Norden metrigine @ Tachibana operatorii uygulanmis ve elde edilen
sonuglar verilmistir. Bu sonuglardan hareketle (M,,,, ¢, g, G) manifoldunun para Kahler
Norden manifold olmasi igin gerek ve yeter sart elde edilmistir. Son olarak da ¢ —
invaryant linner konneksiyonlar incelenmis ve ¢esitli konneksiyonlarin ¢ — invaryant

olmasi sartlar arastirilmstir. Son olarak da istatistiksel manifoldlar tizerinde ¢aligilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

1975 yilinda bir c¢alismada negatif olmayan kesitsel egrilikli Riemannian
manifoldlarinda Codazzi sartlarini saglayan (0,2) tipli tensorler incelenmis ve cesitli

uygulamalar1 verilmistir (Simon 1975).

1981 yilinda bir ¢calismada Riemannian manifoldu iizerinde Codazzi tensdrlerin
baz1 genel Ozellikleri verilmis, paralel olmayan Codazzi tensorler tanimlanmis ve

bunlarin 6zellikleri incelenmistir. (Derdzinski 1981).

1981 yilinda bir ¢aligmada (2,0) tipli simetrik tensorlerin Codazzi sarti
verilmistir. Codazzi tensorden hareketler bazi diferensiyel operatorler tanimlanmis ve
integral formiilleri verilmistir. Ayrica bu formiillerin hiperyilizeylere uygulanisi

incelenmistir. (Simon 1981).

1983 wyilinda bir c¢alismada (0,2) tipli Codazzi tensorlere g¢alisilmistir.
Riemannian manifoldunda non-trivial Codazzi tensorlerinin geometrik ve topolojik
sonuglari tizerinde durulmustur. Ayrica C* sinifindan her manifoldun non-trivial Codazzi
tensore sahip Riemannian metrigini kapsadigi orneklerle gosterilmistir. Sabit egrilikli
uzayda Codazzi tensdriiniin formu ve sabit egrilikli uzayda herhangi bir hiperyiizeyin 2.
esas formunun Codazzi tensor oldugu verilmistir. Ayrica Riemannian manifoldunda Ricci
tensorliniin Codazzilik sartin1 saglamast durumunda elde edilen 6zellikler incelenmistir.

(Derdzinski ve Shen 1983).

1985 yilinda bir ¢alismada Riemannian manifoldunda (0,2) tipli simetrik
tensoriin Codazzi sart1 ve R™ de hiperyiizeylerde 2. Esas formun Codazzi tensérii oldugu
verilmistir. Ayrica Riemannian manifoldunun harmonik egrilige sahip olmasi i¢in gerekli
ve yeter sartin Ricci tensorlinliin Codazzi tensor olmast gerektigi ifade edilmistir. Left-

invaryant Codazzi tensorlere ¢alisilmistir (D’atri 1985).

1994 yilinda bir ¢alismada projektif ve konformal yapilar arasindaki Codazzi

iliskileri incelenmistir. Projektif flat manifoldlarda Codazzi tensorleri aragtirilmistir.
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Codazzi ¢iftinden hareketle istatistiksel manifold kavramina yer verilmistir (Pinkall vd

1994).

1994 yilinda bir ¢calismada Riemannian manifoldlarinda Codazzi tensorler ve bazi

genel 6zellikleri ¢alisilmistir (Gebarowski 1994).

2009 yilinda bir ¢calismada afin konneksiyonlarin Codazzi esitlikleri arastirilmigtir

(Schwenk-Schellschmidt ve Simon 2009).

2010 yilinda bir calismada Codazzi-equivalant Riemann metrikleri incelenmistir.
Codazzi-equivalent metriklerinin egriligi tizerinde ¢alisilmistir. Codazzi tensorlerin bazi

ozellikleri incelenmistir. (Simon vd 2010).

2013 yilinda bir ¢aligmada anti- Kéhler Codazzi manifoldlar1 tanimlanmis ve bu

manifoldlarin egrilik 6zelliklerine bakilmistir (Salimov ve Turanli 2013).

2013 yilinda bir calismada anti- Kédhler Codazzi manifoldlarinin izotroplik

ozelliklerine bakilmistir (Salimov vd 2013).

2015 yilinda bir ¢alismada iki farkli 6zdegere sahip Codazzi tensorler iizerinde

calisilmistir (Catino vd 2015).

2017 yilinda bir ¢alismada ¢esitli tipten tensorler i¢in Codazzi gifttlerine bakilmis
ve bu Codazzi ciftlerinin 6zellikleri arastirlmistir. Codazzi (para) Kahler yapilar

incelenmigtir (Fei ve Zhang 2017).

2019 yilinda bir ¢alismada tam ve kompakt Riemannian manifoldlarinda klasik

Codazzi tensorler ve yiiksek mertebeden Codazzi tensorler calisilmistir (Shandra vd
2019).

Bu calismada Codazzi giftleri ve bunlarin ¢esitli 6zelliklerine ¢alisilmistir (Gezer

ve Cakicioglu).
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3.MATERYAL ve YONTEM
3.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar
Tamm 3.1.1: X Hausdorff topolojik uzay olsun. Herhangi bir U c X agik kiimesinin
V' < R™ bolgesine
o:U-V

homeomorfizmine X de n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise ¢ haritasinin koordinat

komsulugu veya koordinat bolgesi denir. Bazen harita (U, ¢) seklinde de gosterilir.

Eger x € U ise
o(x) = (x,...,x™) € R"

olur. x1. ....x™ reel sayilarma ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlar1 denir (Salimov ve

Magden 2008).

Tanmm 3.1.2: Eger X Hausdorff topolojik uzaymin n boyutlu ¢, haritalarinin U,

bolgeleri bu uzay1 orterse, yani

X:UUa

a€A

A indisler kiimesi olmak tizere X ’e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu

manifold denir (Salimov ve Magden 2008).

Tanmm 3.1.3: X topolojik Hausdorff uzay ve k ise 0 < k < oo sartin1 saglayan tam say1
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan {(U,, ¢,)}, a€A, U, c X} lokal koordinatlar ailesine

X iizerinde C¥ smifindan n boyutlu atlas ad1 verilir (Salimov ve Magden 2008).
i.  Lokal haritalarin U, bolgesi X i orter, yani X, n boyutlu topolojik manifolddur.

ii.  Keyfia,peAigin Uy NUp # @ ise

PpoPyt: 0o (Ug N UB) - (pﬁ(Ua N Uﬁ)
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doniisiimii C* siifindandir. Bu sarta bazen (Ug, @4) Ve (Up, @p) haritalarinin C¥

uzlagmasi sart1 da denir.

(p,;O(p;l donilisimiine ise koordinatlarin doniisiimii (u[i; = u;; (ué), i,j=
1,---,n) denir. Burada u/"g , (Ug, @) haritasindaki x € U, N Ug noktasmin koordinatlar,

u;; ise (Ug, ¢,) haritasindaki X noktasinin koordinatlaridir.

Uy N Ug = @ ise bu durumda ¢go@,! doniisiimii tayin edilemez. Bu durumda
PROPg 1 doniisiimiinin  C*¥ smifindan  oldugu kabul edilecektir. 2. sarti,
POPy ! doniisiimlerinin  C* sinifindan diffeomorfizmler olmasma denktir. Bu ise,
PROPg 1 koordinat doniisiimiiniin Jakobiyen matrisinin determinantmnin sifirdan farkli

olmasi1 demektir.

Tanmm 3.1.4: {(U,, ¢,)} ve {(Uﬁ,(pﬁ)}, C* smifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (Uq, @ ) Ve (U[;,qoﬁ) haritalar1 C* uzlasmis ise yani, {(Uy, ¢,)} Ve

{(Uﬁ,go[g)} atlaslarinin birlesimi C* sinifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir (Salimov ve Magden 2008).

Tamm 3.1.5: X Hausdorff uzay iizerinde C¥ atlaslariin denklik siifina C* —yap1 denir.
C* —yapismin tiim C¥ atlaslarinin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa maksimal

C¥ atlas ad1 verilir.

X tizerindeki C¥ atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinin bir elemant ile ifade
edilir. Yani, C* —yapisi, onun keyfi C¥ atlasi yardimiyla olusturulabilir. Buradan
X {izerindeki her bir C* —yapisinin bu yapidan olan bir C* atlas ile verilebilecegi sonucu

cikar.

C° —yap1ya topolojik yapi, C* (1 < k < o) yapiya ise diizgiin (smooth) yap1

denir. Bundan sonra yalniz € siifindan olan yapilara bakilacaktir.
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Tanim 3.1.6: X Hausdorff ve sayilabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eger, M
tizerinde n —boyutlu C* atlaslarinin C* yapisiverilmisse M uzayina n boyutlu
C* sinifindan diferensiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M,, ile gosterilir

(Salimov ve Magden 2008).

3.2. Tensor Alanlari

Tamm 3.2.1: B,.n boyutlu vektor uzayi, B, ise onun dual uzay: olsun. X; € B, ,j =

1, ..., q vektor degiskenleri ve &' € By ,i = 1,...,p kovektor degiskenlerinin
w = t(J_C)l, 3_6')2, ""'I)_C)Q' El, 62, ...,Ep)

reel degerli fonksiyonunu g6zoniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene goére

lineerlik sartin1 saglarsa, buna multilineer fonksiyon denir.

Omegin birinci vektdr degiskenine gore lineerlik sart1 A, u € R olmak iizere

w = t(AX + py, Xy, o, g, €L, 62, ..., EP)

= (X, Xy, ..., EY, 62, .., EP) + AL (P, Xy, o, X, €1, 62, .. EP)

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

p
t:By X By X ..X By, X B: X B} X ... X Bi » R
q

operatoriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, g dereceden kovaryant tensor adi
verilir ve T(f (B,) ile gosterilir. p > 0,q =0 olmak ilizere s = p + q sayisina ise
tensoriin ~ valentligi, (p,q) semboliine ise tensoriin tipi denir. (p,0) tipli tensore

kontravaryant tensorler, (0, q) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler denir.

S,(B,), T2 (B,) uzayinin biitiin simetrik tensérlerinin alt uzayr olmak iizere

herhangi bir g € S,(B,,) tensoriinii alalim;

g(%y)=0,VyE€EB, 3.1)
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sartindan % = 0 alimursa, bu taktirde g tensériine regiiler tensér denir. (3.1) esitligi

koordinatlarla
gijx'y’ =0
seklinde yazilir. Bu esitlik V y/ i¢in saglandigindan
gijx' =0, j=1,..n
elde edilir.. Bu denklem sisteminin x! = 0 ¢éziimiine sahip olmast igin
Det(g;j) # 0

olmasi gerekir. Burada (g;;), g;; tensoriine karsilik gelen matristir.

g € S,(By) tensorii regiiler tensor ise g tensoriine B, de esas tensor denir. Esas

tensore karsilik gelen (g;;) matrisinin tersi (§¥) ile gosterilir ve
991 =8} 3.2)
yazilir. B,, ve B, uzaylar1 arasinda
$i = Gisx®, (N = Gisy®) (3:3)
doniistimiine bakalim. Buradan (3.2) esitligine gore
x*=g%;, v°=g"n) (3.4)
olur. g € S,(B,,) tensoriine karsilik gelen invariant bilineer formu
w=gy)= gijxiyj
yazilir. Burada (3.3) ve (3.4) esitlikleri dikkate alinirsa
w=g@&y) = giyx'yl =x'n; = gIni§;

olur. Yani, g;; esas tensorii verildiginde kovektdr degiskenlerinin w = g¥n;€; invaryant
bilineer formu almir. Burada §¥, (2,0) tipli tensoriin koordinatlaridir. Bu tensére g; i

tensoriiniin ters tensorii denir. Ayrica
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9@,8) = §Vnig; = nix' = gisy°x'
g@&m = gugm = &y7 = gjsx®y’
= gax'y® = gsy’x' = g0, )
oldugundan GY tensorii de simetriktir.
Boylece B, de g;; tensorii verildigi zaman B, — B, izomorfizmi bulunur.

Bundan hareketle vektdr ve kovektorler aynilastirilir ve ayn1 X sembolii ile gosterilir.

Yani,
Xs = gsixi , Xt = gisxs

yazilir. Bu islemlere indisin indirilmesi (x* — x,) ve yiikseltilmesi (x; = x') islemleri

denir. Buna gore S (X, ¥) tensoriinii goz Oniine alinirsa;
5_5’_ = gPis;; , SF = gPIs;; , SPAgPighis,;
verilmig S;; tensoriinden indislerin yiikseltilmesi iglemleridir.
Sp = 9piSY Sy = 9piSY \ Spq = 9pia;S”
ise verilmis S¥ tensériinden indislerin indirilmesi islemidir.
Eger g(%,y), B, uzayinda (0,2) tipli bir tensér ise, V X,y € B,, vektorlerinin

skaler ¢arpimi denildiginde g tensériiniin X ve y vektorleri tizerindeki izi anlagilir ve Xy

veya (X, y) sembollerinden birisi ile gosterilir. Yani,
(%, 9)= g(X,9)= gijx'y’ = x5’ (3.5)

seklindedir.

Eger Det(g;;) # 0 olursa bu taktirde (3.5) de verilen skaler garpima regiiler

carpim denir.
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Tamm 3.2.2: M, ,C% smifindan bir manifold ve T, ,V p € M,, noktasindaki tanjant
uzay1 olsun. M,, manifoldunun v p € M,, noktasina T, uzaymndan bir X,, vektorii karsilik

getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alan1 denir (Salimov ve Magden 2008).

f, M, manifoldunda bir fonksiyon ise Xf de M, manifoldunda bir fonksiyon

tanimlar. Bu ise
X)) = Xpf
ile tanimlanir. U € M,, koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir vektor alani
X = &9,
olarak yazilir. £ ler U daki lokal koordinatlara baglidir. Yani,
gizgi(xi,...,xn)’ i=1,--,n
olur.

M, , C* smifindan bir manifold olmak iizere V m € M,, noktasindaki her bir

(p, @) tipli tensor i¢in uygun bir T(f (m) tensor uzay1 vardir.

Tamim 3.2.3: M,,, C* smifindan bir manifold ve Tf (m), vV m € M,, noktasidaki (p, q)
tipli tensor tensor uzayir olsun. M,, manifoldunun v m € M,, noktasina T;’ (m) tensor

uzayindan bir tg (m) tensori karsilik getiren T fonksiyonuna (p, q) tipli tensor alani

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p =1, q = 0 ise vektor alani elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensor alan1 bir

vektor alanidir.

Eger p = q = 0 ise her m € M,, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu
yiizden (0,0) tipli tensor alan1 reel degerli bir fonksiyondur.

10
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Eger U c M, bolgesinde f fonksiyonu C® sinifindan ise Vx € U igin

df|, € T,°(x) olur. Boylecef fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatérii ifadesi (0,1)

tipli bir tensor alanidir.

Herhangi bir m noktasindaki T, tensorii simetrik tensor ise T tensor alanina
simetrik tensor alan1 denir. Eger herhangi bir bir m noktasindaki T, tensorii antisimetrik

tensOr ise T tensOr alanina antisimetrik tensor alani denir.

T,(p,q) tipli tensér alanmi olsun. 01,+++,6,,(1,0) tipli tensor alanlari ve

X1-1,,.Xq vektor alanlar1 olmak iizere
T(91! Ty Hp JX1' ﬂXq)(m) = Tm(el(m)ﬂ ty ep (m),Xl(m), 'Xq(m))

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle x' koordinatlarina gore T tensor alaninin

bilesenleri

TP = T(dxlt, -, dxia, d

P o1 03)

bi¢iminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tensor alaninin bilesenleri C* smifindan fonksiyonlar ise T tensor alanina C*

smifindandir denir. C* sinifindan olan (0,1) tipli tensor alanina 1-form denir.

(p, @) tipli T tensor alaninin C* smifindan olmasi igin gerek ve yeter sart her bir

01,-,0, 1-formlart ve her bir C* smfindan Xi,---,X, vektor alanlar1 igin

T(Hl, e, 0p, X, ,Xq) fonksiyonunun C* smifindan olmasidir.

3.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzereinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun y:u! = u'(t) egrisi  boyunca
konneksiyon dahil edilmesi egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda
uygunluk olusturma kuralidir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v vektorii t

parametresine bagli olarak degistik¢ce verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun

11
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kalirsa, bu durunda bu vektor verilmis konneksiyona gore y egrisi boyunca parelel
kaydirilmis olur. Eger konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydirmay1
ifade eden v' = vi(t) fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger
vektorlerin paralel kaydirilmasi halinde lineer bagimlilik korunursa verilen konneksiyona

afin veya lineer konneksiyon adi verilir.

Afin konneksiyonun y egrisinin ¢esitli noktalarina tatbik edilmis vektorler
arasinda uygunlugu ifade eden sarti, yani vektoriin egri boyunca verilmis afin
konneksiyona gore paralel kaydirilmasi sartin1 bulalim. y egrisinin baglangi¢c noktasinda
at ,k=1,---,n lokal bazm alalm ve farzedelim ki al(t) ’nin bagimlilig baz
vektorlerin verilmis egri boyunca paralel kaydirilmasi kuralim ifade etsin. Keyfi vt =
A¥al, vektoriiniin verilen afin konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmas:

icin gerek ve yeter sart A¥ katsayilarmin sabit olmasidir. Bu nedenden istifade edilerek
dvt = A*da}, (3.6)
ifadesi yazilabilir. vt = A*al, esitliginden
A% = afvt (3.7)

yazilir. Burada a baz vektérii oldugundan buna karsihik gelen kobaz vektorii a¥ ile

gosterilir. Buradan aba$ = &85 yazilir. (3.7) esitligi (3.6) da kullamilirsa,

dv' + wv* (3.8)
elde edilir.. (3.8) denkleminde

ol = — ajdak (3.9)

bi¢imindedir. (3.8) sart1 v’ vektoriiniin verilen afin konneksiyona gore paralel
kaydirilmasi sartidir. (3.9) biciminde dahil edilen w}, objelerine konneksiyon (baglantr)

formlar1 denir.

Teorem 3.3.1: 1. Konneksiyon formlari a!,k =1,---,n bazmmn segilisinden

bagimsizdir.

12
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2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatkarin doniistliriilmesi durumunda tensor

dontisiim kuralina gore doniismez.

ispat: 1. o}, ve 5;( iki baza karsilik gelen konneksiyon formlari olsun. Paralel kaydirilan

vt vektorii igin asagidaki sartlar yazilabilir:
dvt + w,v* (3.10)
dv + @ vk (3.11)

(3.10) ve (3.11) sartlarindan, v' vektoriiniin baslangic degerinin keyfiligi

sartindan ! = @, bulunur,

2. M, manifoldunda u® egrisel koordinatlarin degismesi halinde baz vektorlerinin ve

kovektorlerinin doniisiim kuralin1 yazalim.
ak = Aﬁlaf, A Aﬁla,‘: (3.12)

. 9 i .7
Burada A% = ==, Al
P

;i i = % bicimindedir. (3.12) in ikinci sartindan
dal, = dAl, af + ALd al (3.13)

yazilir. (3.9) denkleminde (3.12) nin ilk sart1 ve (3.13) esitligi goz Oniine alinirsa,

i kgi o ad K L i i
(A)J = aj dak = A] aj, (dAi' ak +Ai’d ak)

veya

i a0 J' oA

olur. (3.14) esitliginden w} konneksiyon formlarinin tensoriin koordinatlar1 olmadigi

goriiliir.

Simdi ise kovektoriin y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel

kaydirilmasi sartin1 inceleyelim.

13
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Tamm 3.3.2: w; kovektoriiniin ¥ egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v! vektorii
tizerindeki izi bu egri boyunca sabit kalirsa w; kovektoriine y egrisi boyunca verilen afin

konneksiyona gore paralel kaydirilmigtir denir. Bu tanima gore
d(viwi) = dvi(l)i + Uid(l)i =0 (315)
olur. v* vektoriiniin paralel kaydiriimasi sartindan

dvt = —wl vk

(3.16)
yazilir. (3.16) esitligi (3.15) de kullanilirsa,
(dw; — wfwp)vi =0
bulunur. v' vektdriiniin keyfiliginden dolayr w; kovektériin y egrisi boyunca verilen afin

konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti

dw; — wfw, =0 (3.17)
bi¢imindedir. Vektoriin ve kovektoriin y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi sarti
kullanilarak, egrinin ¢esitli noktalarina uygulanmis keyfi tipli tensoriin paralel
kaydirilmasi verilebilir. y egrisi boyunca (p, q) tipli keyfi tensoriin izi

blp i L7901 L P
= Jqu 1 q 11 ip
seklinde olsun. Z fonksiyonunun vektor ve kovektor degiskenlerinin y egrisi boyunca

paralel kaydirilmas sartlar1 dahilinde diferensiyeli

_ qsiip Jo, 1 . op Gt g gy o Ja, 1P
dZ = dtj1-~-qul Vg Wiy Wy tj1-~-jq dvy' - v, wy, W,

iy, 0ip J
+ .+t pvjl -,V qw.l ,d(,l)p

jiiq 1 2 Vg @ip ip
— beelp s lalp iy ip i1"-S) Ji.. a1 P
= (dtjl---jq “)htsj2~-~jq Wg tsjzqu twgt g VitV @i @ (3.18)

olarak yazilir. Bu esitlikte

14
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i1-+ip i1-ip s L l1ip l1 iq+ip ip 11 s
o P = P —wit L — . A
6t]1"']q dth"']q Djisjy g Ws L), “Jq Tt ‘Jq (3.19)

olarak alinirsa
dz = 5t].i1{',’j;§v{1 el P (3.20)

yazilir. y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona goére paralel kaydirilan vektor ve
kovektor degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin

multilineer fonksiyonu olur. O halde dZ multilineer fonksiyonuna belirli tensor karsilik

gelecektir. Bu tensoriin tipi t J:’ tensoriiniin tipi ile ayni olur. Koordinatlari ise (3.19)

esitligi ile verilmistir. § t p tensorune t p tensorunun mutlak diferensiyeli denir.

Tensoriin mutlak diferensiyeli ile tiim egri boyunca keyfi noktalarda uygulanmis

tensorler arasindaki esleme (3.20) esitligi ile verilir.

Tensoriin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonuglar asagidaki gibi
ifade edilebilir:

I.  Vektoriin ve kovektoriin parelel kaydirilmasi sartlar

seklinde olur. Dolayisiyla keyfi tipli tensoriin paralel kaydirilmasi sart

iyip
6tj1...]‘q =0

seklindedir.
Ii. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani
s@H=0

dir.

(3.19) esitliginden dolayr tensorlerin mutlak diferensiyelleri igin asagidaki

ozellikler mevcuttur:

15
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1.6(t, ¥+ t,) = 8ty + 6ty , t; ve t, ayn tipli tensorlerdir.
2. 6(At) = (dA)t + A(St), A-skalerdir.

3. 6(A®B) =(6A) @ B+ A(6B) , A ve B keyfi tipli tensorlerdir, @ - tensor
carpimudir.

4. Tensorlerde simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak
diferensiyelleme islemi ile yer degistirebilir.

3.4. Afin Konneksiyonlu Uzaylar

Tanim 3.4.1: X, diferensiyellenebilir manifoldunun herbir egrisi boyunca afin
konneksiyon verilmis olsun. Lineerlik sartin1 saglayan X, diferensiyellenebilir

manifolduna n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir.

Lineerlik sarti:

X,, manifoldunun keyfi M noktas1 ve bu noktanin civarinda keyfi vektor alanlar
verilmis olsun. Keyfi v' vektor alanmin M noktasindan gecen keyfi bir egri icin
hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer de§isme

du' vektoriiniin lineer fonksiyonudur. Yani
Svt = vidu® (3.21)

olarak yazilir. Burada v, v*’ye ve noktaya bagli fonksiyondur. Diger taraftan dv’ =

9, v'du® oldugundan
Svt = dvt + wiv* = dvidu® + wivk (3.22)
olur. (3.21) ve (3.22) esitliklerinden

wiv® = (vl — o5v') du’ (3.23)

16
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ifadesi bulunur. v¥,d,v' ve wviu' lerin fonksiyonaridir. w) forumlart vi vektor
alanlarmin segilisine bagli olmadigindan w!, forumlar1 du® >nin lineer fonksiyonu olur.

Yani
ol = Thdu® (3.24)

olarak yazilir. Burada T, katsayilari afin uzayin noktasimin fonksiyonlaridir. Bu
fonksiyonlara afin konneksiyonun katsayilar1 denir. Katsayilarin verilmesi X,, de afin

konneksiyonunu tayin eder.

Simdi T}, afin konneksiyon katsayilarmm doniisim kuralmi verelim. (3.24)

esitligi kullanilarak
a);: = F,i:j,duk' = F,iij,A’,ﬁlduk
yazilir. Ayrica
Al'dAl = Al (@9,AL) du” (3.25)
oldugundan ve diger taraftan A]j ,A]i., = 6} esitliginin d;, kismi diferensiyeli alindiginda
(0] )+ () =
A/ (0u8)) =~ (008])
elde edilir.. Bu son esitlik (3.25) de kullanilirsa
Al Al = -4l (8,AL ) du¥ (3.26)

yazilir. (3.26) , (3.24) ve (3.14) esitlikleri kullanilarak konneksiyon katsayilarinin

doniisiim kurali
ri; = Abal AK'TE . + AL AL (3.27)

olarak bulunur. Burada A{; ;= akA}' bigimindedir.

17
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(3.24) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani

icin mutlak diferensiyeli
A (akvi + F,isvs) du® (3.28)

bigiminde olur. (3.28) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du® vektdr oldugundan
parantezin i¢indeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensdre verilen v tensoriiniin

kovaryant tiirevi denir ve bu kovaryant tiirev
Vvt = 0,vt + TEvs (3.29)

olarak gosterilir. Bu tiirevin sonucu (1,1) tipinde bir tensordiir. Benzer sekilde w;

kovektor alaninin kovaryant tiirevi ise

Viwj = 0, w; — T (3.30)

olur ve sonug (0,2) tipli bir tensordiir. (3.24) esitliginden, (p. q) tipli t ” tensorunun

mutlak diferensiyeli

5t1'1”lp (ak ]lll ;p + Zl ) l"l/l tll...s...lp

i1ip K
Iyt .)du
j1dq kj “jijq # 1 kju

j1-SJq

(3.31)

bigiminde olur. (3.31) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du® vektdér oldugundan

parantezin igindeki ifade bir tensoériin koordinatlaridir. Bu tensore verilen tjlll:_':;p
q

tensoriinlin kovaryant tiirevi denir ve
i1-ip i1-ip l1"'S"'lp q s i1ip
Vit 7 = 0xt t it . 3.32
k 1 Jq Kkt 1+ Jq +Z)L 1 k} u=1"kjy j1--S-Jg ( )

biciminde gosterilir. Tensoriin kovaryant tiirev tanimindan (p,q) tipli tensoriiniin

kovaryant tiirevinin kovaryanthigi bir artarak (p,q + 1) tipli bir tensor olur.
Kovaryant tiirevin tanmimindan yararlanilarak asagidaki 6zelikler yazilir:

Ay — Li1ip 1 lp i1-ip
Y ( - ) V.t Fy e
k\"1j1-Jjq Tl ‘Jq Kt ~jq + Y 2j1-Jq

18
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. g gy — g . .
ii. Vy (Atji..j:) = (ak/l)tjll_“j:’ F Avktj;,.jg : A € F (F fonksiyonlar kiimesi )

P [ iqeeei Lol PN Lol
ii. Vi (627 @ 9,0 7) = Vit P ®@ g7 + 61 @ Vig Y

J1Jq 1g vdg T Y j1g
iv. Tensorlerde simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak
diferensiyelleme islemi ile yer degistirebilir.
Tamm 3.4.2: M,, manifoldu iizerinde 7' (M,,) vektor alanlarinin modiilii olmak iizere
Vy¥ = V(X,V): T3 (My) X T (My) = Tt (M)

doniistimi
L. VixegrZ = fVxZ + gVyZ
. Vy(fX+gY) = ZHOHX+ fV X+ (Zg)Y + gV,Y
sartlarin1 sagliyorsa V’ya afin konneksiyon denir. Burada

Vy¥ =T (My) - T (My)
dontisiimiine kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and Goldberg 1968).
Tamm 3.4.3: M, manifoldu iizerinde Ly , X € T,*(M,) diferensiyelleme islemi
asagidaki sartlar1 sagliyorsa buna X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi denir:
L Lyf = Xf , VfeTy (My),
ii. LyY = [X,Y].
Burada [X, Y] Lie parantezi olup,

[X,Y] = XY —-YX

seklindedir (Salimov ve Magden 2008).
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3.5. Egrilik ve Burulma Tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzaymmda f = f(u’,---,u™) diferensiyellenebilir
fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df = d, fu' ifadesi,
koordinatlarin doniisiimii halinde invaryant kalir df ve du' fonksiyonunun vektdriiniin

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektoriin koordinatlari

ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu kovektor
alanin potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi V; kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin

gradienti olmasi icin gerek ve yeter sart
o;iVy=0 (3.34)
olmasidir (Yano 1965).
V; gradient kovektoriiniin kovaryant tiirevi
ViV, =0V, — T, (3.35)

bi¢imindedir. (3.35) ifadesinde j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilir ve
(3.34) esitligi kullanilirsa

ViV = SEVie (3.36)
bulunur. Burada
St = Tiij (3.37)

olarak verilmistir. (3.36) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli
tensor olduguna gore S{‘j ifadesi alttaki indislerine gore antisimetrik olan (1,2) tipli bir
tensor belirtir. (3.37) tensoriine A,, uzaymin burulma tensorii denir. A,, manifolundan

alinmis keyfi X, Y vektor alanlari i¢in burulma tensoriiniin invaryant formda yazilisi ise

S(X,Y) = VyY — VyX — [X,Y] (3.38)
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seklindedir. (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [X,Y] , X ve Y vektor alanlarinin Lie

parentezi olup,

(X, Y1f = X(Yf) = Y(X[)

yazilir.

Keyfi v' vektoriiniin Vvt = 0,v¢ + I, v™  kovaryant tiirevi (1,1) tensor

belirtir. Bu tensoriin kovaryant tiirevi ise
V.Vt = 0,Vovt + I, Voo™ — IRV, vt
= 0,(0sv" + TLv") + T (0sv™ + Tipvk) — TV, vt
= 04V" + 0, T4 V¥ + T§,0,v% + T} 05v™ + T} THvK) — TRV, 0
bi¢cimindedir. Bu esitlikte r, s indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa,
2V, Vvt = Rlgv* — 25KV, v (3.39)
elde edilir. (3.39) denkleminde
Rigk = 0rTg — 05Ty + TinTik — Tim Ik
= 200 T + T THH) (3.40)

olarak alinmistir. (3.39) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim

tensor ve v! keyfi vektor oldugundan RL, ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu tensore A,

uzayinin egrilik tensorii veya Riemannian- Christoffel tensorii denir.
ZV[T‘VS] QDL'] = R#smgﬂlm - R;T;igor]n - ZS,IfSVkQDi] (3-41)

(3.41) formiiliine gol.j afinorunun Ricci 6zdesligi denir.

Keyfi X,Y,Z € A, vektor alanlar igin egrilik tensoriiniin invaryant formda

yazilis1 ise
R(X,Y,Z) = R(X.Y)Z = VyVyZ —VyVxZ = Vixy1Z (3.42)

seklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).
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3.6. Konneksiyonlarin Doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin diffeomorfizmine bakalim. Bu durimda,
bu uzaylarin karsilikli noktalarinin koordinatlar1 aynmi olacak sekilde uygun egrisel
koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme ayni bir X,, differensiyellenebilir
manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de olusturulabilir. Bu duruma
konneksiyonlarin birinden digerine ge¢gmeye konneksiyonlarin doniistiiriilmesi veya

parelel kaydirma kuralinin doniistiiriilmesi olarak bakilabilir. Bu konneksiyonlarin

—k .
katsayilarini Fl-lj ve I';; ile gosterelim. Keyfi v* vektor alanimin bu konneksiyonlara gore

kovaryant tiirevleri
Vvt = opvt + I, v™, Vvt = 0, vt + ﬁ(mvm
biciminde olur. Sonuncu esitlikten
Vvt =Vl =TL v™ (3.43)
yazilir. Burada
Té =T, —Ti (3.44)

bicimindedir. (3.43) esitligi ile verilen T,im , (1,2) tipli tensor meydana getirir. Bu

tensore afin deformasyon tensorii denir.

Teorem 3.6.1: (1,2) tipli Tf,, tensorii ve I}, ise V afin konneksiyonunun katsayilar:

olmak tizere (3.44) esitligi ile verilen ﬁcm katsayilar1 da diger bir afin konneksiyonun

katsayilari olur.

Ispat: (3.44) esitliginden
—k
Ifj =Ty — Tf

yazilir. Filj icin konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi halinde
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Ty —Tf = AL AL AL T, (3.45)

olur. Burada Tikj tensor oldugundan,
k _ pk i’ 4J k'
Tfj = A Ay Al T (3.46)
yazilir. (3.46) esitligi (3.45) esitliginde kullanilirsa
—k koAl j’—k’ k k'
Fij — Ak’Ai A] Fi,j, + Ak’Aij

—k
oldugu bulunur. Yani I';; ler konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi kuralina goére

degisir. Dolayisiyla bir afin konneksiyondur.

Bu teoremin bazi sonuglarini ifade edelim;

1 2
Sonuc¢ 1. T° :(J ve T :‘J afin konneksiyon katsayilar1 olmak iizere her A skaler i¢in

1 2
kK4 A k
1—«; — F |J1+ ll_‘ ij (347)

degeri de bir afin konneksiyonun katsayilaridir.

Ispat: (3.47) esitligi

1

K _ kK sz_lk
L —F'j+1+/1(ru ' (3.48)

biciminde yazilir. (3.47) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tensor oldugundan

3.3.1.Teoremine gore I} afin konneksiyon olur.

Ozel halde A = 1 alirsak

1 2
k k
r:}:rij"'rij (3.49)

2
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° 1 2
buluruz. T ¥ konneksiyonuna Kve k konneksiyonlarina gore orta konneksiyon
] ij ij y g Y

denir.

Sonug 2. Fl-’} afin konneksiyon verilmis olsun. Bu taktirde, f‘i'; = I‘l-’; katsayilar1 da afin

konneksiyon tayin eder.

Ispat: Burulma tensériiniin ifadesi
Sk=Tl =5 (T = 1)
oldugundan
IS =1 +2s) % =T (3.50)

yazilir. 3.3.1. Teorem’den dolayr [} katsayilar1 bir afin konneksiyon belirtir [% ve

Filj konneksiyonlarina karsilikli konneksiyon denir.

3.7. Burulmasi Sifir Olan Uzaylar

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensorii sifira esit oldugundan

bu uzaylarin konneksiyon katsayilar1 alt indislerine gore simetriktir, yani
Fk _ 1k _ rk
Ly =T =T

olur. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin herhangi egrisel koordinat sistemine gore

" olan O (u') noktasmi alalim ve konneksiyon katsayilarmnin

koordinatlar1 u?,...,u
verilmis oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin 1“5 katsayilari ile

verildigini kabul edelim. 5, kronecker sembolii olmak iizere
ST — 0k lfk P PY(1d D 351
U7 = 0 {(u7 )+ DT (U7 —u (Ut —u} (3.51)

biciminde yeni koordinatlar1 tanimlayalim. (3.51) doniisiimi difereniyellenebilirdir ve
u!’ koordinatlarinin u’ koordinatlarina gore kismi tlirevleri
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A =5l +5/TEUP—u®), A =5T" (352)

biciminde yazilir. (3.52) esitligi O noktasinda ve civarinda det(A%l) # 0 sartin1 saglar.
Yani, (3.51) doniisimii diferensiyellenebilir manifoldun tanimindaki miimkiin olan

doniistimler sinifindandir. (3.52) tiirev fonksiyonlar1 O noktasinda yazilirsa,
Al =5, Al = 5}(’1‘;; (3.53)

olur. Simdi ise konneksiyon katsayilarinin yeni koordinat sistemine gore O noktasindaki

degerlerini hesaplayalim. Bunun igin (3.53) ve (3.27) esitlikleri kullanilarak

T=616K8iT + 5157 T

veya

ri,=o0

bulunur. Boylece burulmasiz afin uzayin herbir noktasinda 6yle koordinat sistemi
verilebilir ki, konneksiyon katsayilari bu sisteme gore bu noktadaki biitiin degerleri sifir

olur. (3.51) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler gecerlidir:
1. R(TS) ,i =0
2. Rpg =0

3.V¢R,gi = 0 , (Bianci-Padov esitligi).

Bu esitliklerin her ii¢linlin invaryant (tensor) karakter tasidigini dikkate alirsak,

bunlarin ispatin1 normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiiler a;; tensorii verilmis

olsun. Bu tensdriin tersi @ olmak iizere a;; tensoriiniin kovaryant tiirevi
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Viaij = ayij (3.54)

olarak gosterilsin. (3.54) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerek asagidaki

esitlikler yazilir:
0iajx — I{} ami — T ajm = Viajp -

m m —
Ojay; — Ui ami — T @ = Vjay -

akaij — F,Zlam] - F,?}ami = Vkal-j .
sonuncu iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,
2l amy = 0ay + 0jay — Ok ayj — (Qyji + Qi — Axij) (3.55)

bulunur. (3.55) esitliginin her iki tarafi @"* tensérii ile carpilirsa

r 1,
Fl-r. = {lj} = Eark (aijk + ajik — akl-j) (356)
olur. Burada
r 1.,
{lj} = Eark((')l-ajk + ajaik — akal-]-) (357)

bi¢imindedir. (3.57) ifadesine a;; tensoriiniin Christoffel sembolii denir. Burulmasiz afin
konneksiyonlu uzayin konneksiyon katsayilar1 regiiler ve simetrik a;; tensoriniin

Christoffel sembolii ve kovaryant tiirevleri yardimiyla ifade edilir.

Tamm 3.7.1: Burulmasiz afin konneksiyonlu A, uzayinda e ;,..;, ={

81'2...71
n - vektori olmak iizere vy, v,, -+, v, lineer bagimsiz vektorleri {izerine kurulan

paralelyiiziin hacmi
V= eiliz...invlilvziz v,il” (3.58)

olsun. vy,vy,--,v, vektorlerin paralel taginmasi sonucunda V hacmi korunursa

burulmasiz A,, uzayina es afin (denk afin) uzay denir. (3.58) denkleminden
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be; i,..., =0 veya Vye; ;.. =0 (3.59)
olur. Es afin uzayin konneksiyonu (3.59) denklemiyle belirlenir. (3.59) sarti
Okeiyiyin — Tiiy@sigin — " — Tk, €izigs = 0 (3.60)
bigiminde yazilir. n vektoriin antisimetrikligine gore (3.59) sisteminin biitiin denklemleri
Oxe12..n — Ig1€s2.m — " — Dign€iipes = 0 (3.61)
denklemine denk olur. e;,...,, = e olarak yazilirsa bu durumda (3.61) esitliginden
[is = Oklne (3.62)

yazilir. (3.62) esitligi es afin konneksiyonun katsayilari ile belirlenen Ty toplami
gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise Ine olur.

Rij = Riy; = 0k Iyf — 0:Tf + TET — Tl (3.63)
tensoriine Ricci tensorii denir. Es afin konneksiyonunun
=Ry (3.64)

Lj

sart1 ile de karakterize edilebilir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensoriiniin R[TS,"(] = R(ngk

sartlarin1 sagladig1 gozoniine alinirsa
Rysi=Rps — Ry (3.65)
yazilir. (3.64) ve (3.65) esitlikleri es afin konneksiyonunun
Ry =0

sart1 ile karekterize edilebilecegini gosterir.

Tammm 3.7.2: Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin her bir noktasindaki tanjant

uzaymda verilen simetrik (0,2) tipli g;; tensdrii tanjant uzayn paralel kaydirilmasi
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durumunda korunuyorsa boyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli

gij tensoriine metrik tensor de denir.

Tamim 3.7.3: Metrik uzayin g;; metrik tensorii regiiler ise yani det(g;;) # 0 oluyorsa

boyle uzaya Weyl uzay1 denir ve W, ile gosterilir.

Tamm 3.7.4: Eger Weyl uzayi es afin uzay olursa bu uzaya Riemannian uzay1 denir ve

V, ile gosterilir.
Riemannian uzay1 burulmasiz konneksiyona sahip olan uzaydir ve bu uzaymn
Riemannian konneksiyonu

sart1 ile karekterize edilir. V;, Riemannian uzayimin konneksiyon katsayilari

k 1
Iy = {ij} =-g""(0ia,j + 0jair — Ora;j) (3.67)
bigimide verilir. Yani, V;, uzaymin konneksiyon katsayilar1 g;; tensoriiniin Christoffel
sembolleriyle cakisir. (3.67) Katsayilariyla verilen konneksiyona Riemannian
konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diger taraftan Riemannian
manifoldu iizerinde Vg = 0 sartim1 saglayan ama burulmasi olan konneksiyonlar da

vardir. Bu tiir konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.

Riemannian uzayinda Rjk,i1 Jsi = Rijikm olmak lizere asagidaki esitlikler gegerlidir:

iv. le(km) =0

V.  Rijkm = Rimij
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3.8. Riemannian Manifoldu

Herbir x € M,, noktasinda VY € T,(M,) ve (0,2) tipli simetrik g tensorii
icin g(X,Y) = 0 esitliginden X = 0 oluyorsa g’ye M ,, lizerinde Riemannian metrigi
denir. Lokal koordinatlarda bu sart det(g;;) # 0 sartina denktir. g’nin bilesenleri g;;

olmak iizere g icin
ds? = g;jdu‘du’ (3.68)

ifadesi de kullanilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Eger M, lzerinde Riemannian metrigi verilmigse, o zaman (M, ,g) ciftine

Riemannian manifoldu denir.

1 . . . .
Burulmasiz l“l-’j = Egkr(aiar,- + 0;a;, — 0,-a;;) konneksiyonuna ise Riemannian

manifoldunun Riemannian konneksiyonu denir.

Eger g(X,X) >0 ve g(X,X) =0 sarti yalmz ve yalmz X = 0 oldugunda

saglaniyor ise g ye pozitif tanimlidir denir.

Eger M,, lizerinde g Riemannian metrigi pozitif tanimli degilse g ye pseudo

Riemannian metrigi denir.
3.9. Tanjant Demet

M, , C% smifindan n - boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve

M,, manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay T,,(M,,) olmak iizere

JUSEY Y RACS

PEMy,

seklinde tanimlanan T'(M,,) kiimesine tanjant demet denir.
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3.10. Diferensiyel Geometrik Cebirsel Yapilar

M,,, diferensiyellenebilir manifold olsun. ¢ e T (M,,), ¢ =1 ifadesine

parakompleks cebirsel yap1 denir.
3.10.1. m-Boyutlu Cebir (Birlesimli, Degisimli Sonlu Boyutlu Cebir)

m —boyutlu A4,,, cebiri verilsin. Bu cebirin birlesimli ve birimli oldugu kabul

edilsin.

Ya,b,c€A, igin (ab)c =a(bc) ise A, cebirine birlesimli cebir, V a €
A,, ,Je igin ea = ae ise e elemanina A,, cebirinin birim elemani, cebire ise birimli cebir

denir.

A, cebir oldugundan ayn1 zamanda vektor uzayidir. Dolayisiyla €, € A, ,a =

1,---,n,{€,} seklindeki baza sahiptir ve
€a85 = Cl 48, (3.69)

seklinde yazilir. C()x/ﬁ ya cebirin yap1 sabitleri denir. Yapi sabitlerinin en dnemli 6zelligi

(1,2) tipli tensoriin koordinatlari olmasidir.

Simdi C()x/ﬁ yap1 sabitinin tensor oldugunu gosterelim:

C()x/ﬁ yapi sabitleri {€,} bazinda , C:;,’ g Yapt sabitleri ise {€,/} bazinda verilmis

olsun. C;:/E yapt sabitinin tensor oldugunu gostermek i¢in €, = A€, kurali

verildiginde Cgﬁ ve C;/,’ g yapl sabitleri arasinda C;:ﬁ = A;:AgAgC};,, , seklindeki

B
bagintinin oldugunu ispat edilmesi gerekir. A,, cebirinin {¢,/} bazinin yardimiyla

galgﬁf = C;:/ﬁ/é)y’ (370)

esitligi yazilir. Kuraldan &, = Agzé, , ép =Ag,é’ﬁ . €y =A¥,5y esitlikleri

yazabileceginden bu esitlikler (3.70) de yerine yazilir ve (3.69) esitligi kullanilirsa
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Y 4y B,y
Cli g = AVAZALCY,

elde edilir. Dolayisiyla CZB yapi sabitleri (1,2) tipli tensoriin koordinatlari olur.

Y a,b,c € A,, i¢in (ab)c = a(bc) oldugundan {€,} bazi i¢in
é)aé)ﬁ)é)y = é)a(é)ﬁéy)
(Cgﬁé)a)éy = éa(ngé)o)

CapCsyés = C,Coné

esitligi yazilabilir. Baz ilizerinde lineer terkibe ayrilma tek oldugundan dolayr son

esitlikteki katsayilar esittir. Yani
gﬁcgy = C[?-yc(ia

olup birlesimli olma sartinini tensor esitligiyle ifade edilir. Bu kurala A,, cebirinin

birlesimli olma sart1 denir.

de=1, eclemamm e.a=a.e=a, ve Va€A, icin benzer islemlerle

cebirinin A, nin tensor ile yazilmis birimli olma sarti

Cage® = 84 veya Cppef =&,

af a

seklindedir. Burada 1 = %€, dir.

A, cebirinin tensor ile yazilmis degisimli olma sart1 ise
Y _ Y
Caﬁ - Cﬁa

seklindedir. Yapi sabitleri agag1 indislere gore simetriktir.

Simdi parakompleks cebir i¢in yapi sabitlerinin hangi formda olduguna bakalim.
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Parakompleks cebir (iki kat sayilar cebiri ) boyutu 2 ve bazi {1, e} olan cebir

oldugundan, e? =1, 1.1 = 1 ve 1.e = e.1 = 1 esitliklerini saglar

Parakompleks cebir i¢in e? = 1 esitliginden,

(=1, €3 =0

1.1 = 1 esitliginden
Clll = 1 ) Clzl == 0

1l.e = e.1 =1 esitliginden ise
Cl,=C3; =0, €, =C3=1

seklinde sekiz tane yapi sabitine sahip olmus olur. Parakompleks cebirin birimi ise

{e*} = {1,0} seklinde ifade edilir.

Cebirin degisme 6zelliginin olmadigini ve birimli oldugunu kabul edilsin. Yap1

sabitlerinin matris dilinde yazimi1
Co=(Cly) ve Gy =(Clp)

seklindedir. BoyA,, = m,y = 1,--,m olmak iizere C,, m X m tipinde bir kare matris

olur. m x m tipindeki tiim kare kiimesi (genelde) vektor uzayidir. Kare matrislerde

degisme 6zelligi disindaki diger tiim 6zellikler vardir ve boyutu m? dir.

a € A,, olmak iizere,
¢, » a*C, = C(A)

.2 a%C,=C(4) ,a*€eR

seklindeki birebir drten doniigiimleri verilsin. Bu gosterimlerden € (A) ya 1. regiiler tasvir

veya regiiler matris, c' (4) ya ise 2. regiiler tasvir veya transpoz regliler matris denir.
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Bu asamadan sonra cebiri (€,. €5 = €p.€,) seklinde degismeli olarak ele almnir.
Degisme 6zelligi yapi sabitleri igin,
Y _ Y
Cap = Cpq
seklindedir. Son esitlik matris dilinde, C, = C, seklinde yazilir ve C, = C, esitligine

cebirin degismeli olma durumu denir.

Parakompleks cebir i¢in regiiler ve transpoz regiiler matrislere bakalim. C, matrisi
o _(Ch Ch
©\Ch (%
seklinde oldugundan, C;, C, matrisleri de sirasiyla,
Ch Ci 10
o-( @)= 9
Cih (i 0 1
ve
i G 0 1
2= (szl 6222) = (1 0)
21 L2
seklinde olur. Parakompleks cebirin regiiler tasviri {Cy, C,}, transpoz regiiler matrisi de

CT =C;, € = C, oldugundan {CT,CI} ={C,,C,} seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

parakompleks cebir igin 1. ve 2. regiiler tasvirler birbirine denktir (iscan 2008).
3.10.2. Cebirsel Yapilarin Holomorflugu

Bundan sonra birimli, birlesimli ve degismeli cebiri ele alinacaktir. 2-boyutlu
uzayda holomorfluk analitiklige denktir. 2 den fazla boyutta analitiklik yerine

holomorfluk kullanilir.

A,, , m boyutlu cebir (hiper kompleks cebir) olsun. Bu cebirin bazmni
{€1,€5,*,€x} olsun. &, = 1 olsun. Yani &, adi birim ile 6zdeslesin. x = x%é,, a €

R ifadesine cebirsel degisken veya hiper kompleks degisken denir.
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f(xt x?,--,x™), x* €R, @ = 1,2,---,m igin cebirsel fonksiyon
F=f%,
seklinde tanimlansin. Bu fonksiyonun dF = df *é, diferensiyeli 3 g(x) = F'(x)
olacak sekilde dF = F'(x)dx seklinde yazilabiliyorsa, F fonksiyonunax’e gore
diferensiyellenebilir (holomorf) fonksiyon denir.
Teorem 3.10.2.1: F fonksiyonunax’e gore holomorf olmasi igin gerek ve yeter sart

C,D = DC, (3.70)

olmasidir.

Ispat: F'(x) = F®é,,dF = df%é, , dx = dx®é, esitlikleri
dF = F'(x)dx
esitliginde yazilirsa,
dF = F%é,dxPép = df e, (3.72)

elde edilir. df* = (aﬁf“)dxﬁ oldugundan bu esitlik (3.72) de yerine yazilirsa ve

€q6p = C()x/ﬂé’y esitligi de dikkate alinirsa,
(aﬁf“)dxﬁ €y = F“Clﬁéydxﬁ (3.73)

elde edilir. Burada toplam indisi keyfi harfle isaretlenebileceginden (3.73) esitliginin sol

tarafindaki 8 toplama indisi yerine y yazilarak
Opf? = F¥Corg = F4Cq (3.74)

elde edilir. Burada dg f¥ matrisi C, min lineer terkibi olarak yazilmstir. (3.74) yazilimi

holomorfluk sartinin matematiksel yazilimi olup

(0pf7)Co = Ca(0pf7)

c,D = DC,
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seklindedir. Simdide tersini ispat edelim. (3.71) sart1 agik sekilde yazilirsa.
CagOpf? = 8,fFCly (3.75)

olup, (3.75) esitliginin her iki tarafi £ ile isleme tabi tutulursa, dgf?’y1 C, nin lineer

terkibi olarak
0pf° = €0,fFC, = F*C,

d9sf° = FC, (3.76)

yazilir. (3.76) esitligi holomorfluk sartidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Parakompleks cebir i¢in Cauchy-Riemannian sartin1 bulalim. C; = (1 0),

0 1
0 1 9 . :
C, = ( 1 0) oldugundan, bu ifadeler (3.71) de yerine yazilarak
Jdu Jdu Jdu Jdu
ox dy (o 1) _ (o 1) Jx 0dy
dv dv |\1 o/ \1 0/|dv Ov
dx Ody dx Ody
ou (')u\ / Jdv Jv
dy O0x | [ 0x Ody
ov dv | |ou du
dy 0x dx 0y
.- g ou v du ov . .. . .- .
elde edilir. Son esitlikten de %3y 3 oy esitlikleri elde edilir ki, bu sarta para

kompleks cebir igin para-Cauchy-Riemannian sart1 denir.

Simdi de holomorf bir fonksiyonun keyfi mertebeden tiirevinin de holomorf bir
fonksiyon oldugunu gostermeye ¢alisalm. F'(x) = €0, f “é, esitligi yazilabildiginden,
yani F'(x) ’i €, 'nin lineer terkibi olarak yazilabildiginden, F'(x) de bir fonksiyondur.
Bu F'(x) fonksiyonunun tiirev fonksiyonu var mi? (Yani F(x) fonksiyonunun 2. Tiirevi

var m1?) sartlar1 nelerdir? Onlar1 arastiralim.
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F(x) fonksiyonu i¢in F'(x) fonksiyonu var ise F(x) fonksiyonuna holomorf
fonksiyon denirdi. Eger F'(x) fonksiyonu i¢in F''(x) fonksiyonu varsa F'(x)
fonksiyonu da holomorf fonksiyon olacaktir. eﬁaﬁf"‘ nin Jacobian matrisi alinsin. (3.75),

yani

Cgﬁa,; fo=0,fF Cgﬁ

s o a . . .
esitliginin her iki tarafi dg = P ile isleme tabi tutulursa,

aZfo any "

Y _
B gx00xY  0xPoxP

esitligi elde edilir. Burada £ ler reel fonksiyonlar, x’ ler ise reel degiskenler oldugundan,
dx tiirevlerinin yerleri degistirilebilir. Ayrica, son esitligin her iki tarafi €9 ile isleme tabi

tutulursa,

9 ;. 0fN @ [ ,Of
¥ ) _ )
Cap axY (S 6x9> ~ 9xB (8 6x9> Cay

€50, (e009f7) = 0p(e°09f7) €,

esitligi, yani F'(x) ’in €%0yf° 'nun Jacobian matrisinin C, ile degismeli oldugu
bulunmus olur. Dolayisiyla F'(x) fonksiyonu holomorftur. O halde bir fonksiyonun
istenilen mertebeden diferensiyelleri (tlirevleri) vardir. Yani holomorf fonksiyonlarin

keyfi mertebeden tiirevi de holomorftur.

Iki holomorf fonksiyonun toplami, ¢arpimi ve carpimimn tiirevi holomorf
fonksiyondur. Holomorf fonksiyonun skaler ile ¢arpimi da holomorftur. Holomorf

fonksiyonlarin bileskesinin neticesi de holomorftur (Iscan 2008).
3.11. Nijenhuis Tensorii

Nijenhuis tensOrii yapilarin integrallenebilme sartlarinin  incelenmesinde
kullanilan bir tensérdiir. D ve E afinorlar1 verilmis olsun. X,Y € T} (M,,) olmak iizere

Npg(X,Y) tensoriinli asagidaki gibi tanimlanir:
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Npe(X,Y) = [DX,EY] + [EX,DY] + DE[X,Y] + ED[X, Y]

—D[X,EY] — D[EX,Y] — E[X,DY] — D[EX,Y] (3.77)

(p]i-X J = @' ifadesi bir vektdr alan1 oldugundan, (3.78) esitliginin sag tarafi vektor alani

olup Npg(X,Y) € T (M,,) bir tensdr alamidir. (Yano 1965). X ve Y vektdr alanlarina gore

lineerdir.

Cesitli kaynaklarda Nijenhuis tensoriine D, E afinorlarinin torsionu denir. D =
E alinirsa bir tek afinor i¢in Nihjenhuis tensorii ifadesi kullanilir (Torsion denilmez). Bir

afinor yap1 i¢in Nijenhuis tensorii, D = E = ¢ alinirsa
N,(X,Y) = N(X,Y) = [pX, Y] + [pX, pY] + @*[X, Y] + ¢*[X,Y]

—@[X,oY] — pleX, Y] — @[X,0Y] — @[@X,Y]

= 2([pX, pY] + @*[X, Y] — 0[X, 0Y] — 09X, Y])
seklindedir. Paratezin i¢i N(X,Y) olarak alinir.
No(X,Y) = N(X,Y) = [@X,oY] + @*[X,Y] — ¢[X, @Y] — ¢[¢pX, Y] (3.78)

(3.78) esitliginde, @? = 0 ise dual yap1 denilir. Bu yapilar i¢in N(X,Y) = 0

olmasi ise integrallenebilme sartidir.
Nijenhuis tensoriinii lokal koordinatlarda yazalim:

Bunun i¢in Lie parantezinin

[fX,gY] = fglX,Y] + f(Xg)Y —g(Y)X (3.79)

ozelliginden faydalanacagiz. X = d;, Y = 0; esitliklerini (3.78) ve (3.79) esitiklerinde

yerine yazacagiz. Ik dnce (3.79) esitliginde yerine yazarsak,
[f0:,90;] = fglo:,0;] + f(8:9)9; — g(9; )o;

esitligi elde edilir. [d;,9; | = 0 oldugundan
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[f0:.90;] = £ (6; 9)8; — 9(9; F); (3.80)
esitligi elde edilir. Simdi de (3.78) esitliginde yerine yazarsak,
Np(9;,9;) = Ny = Nijox
Ni’j'ak = [(Pai'(l)aj] + <P2[ai:5j] - <p[ai'¢aj] - (P[(Pairaj]
[6;,9; ] = 0 oldugundan,
= [0i 0. 9;0.] — ¢[0:, 0jor ] — 0[9i0;, 9]
Lie parantezinin 6zelliginden, yani (3.80) esitliginden

NEo. = 070} [05,00] + 93 (05 92, = 0219105

=0
—{@}[0;,0,]+ (0: 910, — ¢} (8,,1) 0;}
=0 =0

_(p{(pis [651 aj] + (pis (as ’ 1)aj - (aj (pf)as}

=0 =0

NEo, = @30, 0t0, — @ld, 930, — 0; plekd, + 0; pipko

ijYk P s(p] l (P] 1 Pi s l(p](pl k ](pl(ps k
= (9{0s 0f — @;0, @f — 0; 9jof + 0; 9] &)y

NEO, = (9705 pf — 910, 9f — 0; plof + 0; P 0¥) 0y, (3.81)

esitligi elde edilir. (3.81) esitligi Nijenhuis tensoriiniin lokal koordinatlarla yazilimidir.
3.12. Skaler Egrilik

M, , n-boyutlu C* smifindan olan Riemannian manifoldu olsun. g;; metrigi

simetrik, regiiler metrik ve konneksiyon da Levi-Civita konneksiyonu olsun.

Riemannian manifoldunda Rj;, = R(X,Y)Z egrilik tensoriindeki s indisini

indirgersek,

Rijkt = gStRisjk ! R(X' Y,Z, W) = g(R(X' Y)Z, W)

38



3.MATERYAL ve YONTEM

seklinde (0,4) tipli tensor elde edilir.

Ricci tensorii R;; = Ry seklindeydi. Ricci tensoriine 6yle bir skaler dahil edelim

ki, tam kontraksiyon yapalim
R =g"Ry;

olsun. Bu R egriligine skaler egrilik denir. Genelde R egriligi manifoldun noktasina bagl

fonksiyon olmus olur.

Skaler egriligin ylizeyde neye karsilik geldigine bakalim:

Yiizeyin birinci esas formu (Riemannian metrigi) I = g;;du‘du’ ve ikinci esas

formu Il = h;; du‘du’ seklinde olmak iizere, x Gauss (veya tam) egriligi

det(hu)

T2 = et (g:))

i hi1hz, — h%z
K=—"—"—3
911922 — 912

seklindedir (Salimov ve Magden 2008). Yiizeyler icin egrilik tensorti,

Riz212
=
911922 — 912

seklinde bu son esitlik Gauss egriligi icin 6nemli bir teoremdir. Skaler egrilik yiizeyler
icin (n = 2) Gauss egriliginin 2 kati oldugunu gostermeye calisalim. Skaler egriligi

yiizeyde,
R = g"Ryj = gYRyj = g7 9" Rgije
R = 921921R1212 + 911922R2112 + 922911R1221 + 912912R2121

seklindeki esitlige sahiptir. Burada, Riemannian uzayinda R;jj; egrilik tensoriiniin

ozelliginden, ilk iki indis ve son iki indis ayn1 olanlar sifir olur.
R = g"g"Ri212 — 9" 9**Ri212 — 9" 9°*Ri221 + 972 9"*Ri212
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=((@"™)* = 9"9% = 9" 9% + (9"))R1212
= (—=2(=(g")* + 9" 9**))R121,

o 1 — . Rima
R = =2(det(g™ ) Riz12 = =270 =07

R =2k
bulunmus olur. Bu son esitlik, yiizeyler i¢in skaler egriligin, Gauss egriliginin 2 ile
carpilmis hali oldugunu gosterir. Yiizeyler bilinen 2-boyutlu Riemannian manifoldudur.

3.14. Hemen Hemen Para Kompleks ve Hemen Hemen KompleksYapilar

M,,, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, tizerinde (1,1) tipli ¢ tensor
alan1 i¢in @? =1 olan tensér alanina hemen hemen para kompleks yapi denir.

(M,,,, @) ise hemen hemen para kompleks manifold olarak adlandirilir.

Eger (1,1) tipli ¢ yapisi integrallenebilirse yani N, = 0 ise ¢’ye para kompleks
yap1 denir. (M,,, , @) de para kompleks manifold denir.

M,,, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, tizerinde (1,1) tipli ¢ tensor
alan1 i¢in @2 = —I olan tensdr alania hemen hemen kompleks yap1 denir. (M,,,, ) ise

hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir.

Eger (1,1) tipli ¢ yapisi integrallenebilirse yani N, = 0 ise ¢’ye kompleks yap1
denir. (M,,,, @) de kompleks manifold denir.

3.14. Para Norden Manifoldlar

M,,, diferensiyellenebir manifold olsun. M,,, tizerinde (1,1) tipli ¢ tensorii
i¢in 2 = I olan tensor alanina hemen hemen para kompleks yap1 denir. M,,, iizerindeki

her X, Y vektor alanlari igin

g(@X,Y) = g(X,9Y) veya g(¢X,@Y)=g(X,Y) (3.82)
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sartin1 saglayan g Riemannian metrigine para Norden metrik denir (Norden 1960).
Bazen (3.82) sartin1 saglayan g metrigine piir metrik, anti-Hermitian metrik veya B

metrik de denir.

Eger (M,,,®) , g para Norden metrigine sahip bir hemen hemen para kompleks
manifold ise (M,,,¢,g)’ ye hemen hemen para Norden manifold denir. Eger ¢

integrallenebilirse (M,,,, ¢, g) ' ye para Norden manifold denir (Salimov vd 2010).
3.15. Para Holomorfik (Hemen Hemen Para Holomorfik) Tensor Alanlari

t*, X,(C) holomorfik manifoldu iizerinde kompleks tensor alani olsun. Boyle
bir tensor alaninin reel modeli ¢ afinor yapisinin etkisine bagli, vektor veya kovektor
argiimanlarindan bagimsiz M,,, iizerinde bir tensor alanidir. Boyle tensor alanlarmin ¢
"ye gore piir oldugu sdylenir. Bu sekildeki yapilar bircok yazar tarafindan ¢alisilmistir
(Tachibana 1960; Yano and Ako 1968 Kruchkovich 1972; Vishnevskii, Shirokov and
Shurygin 1985; Salimov 1994; Salimov 1996; Vishenevskii 2002;). Ozellikle (0, q) tipli

bir w tensor alani i¢in piirlik sarti, her X, -+, X, € J5(My,) i¢in
a)((le.Xz."',Xq) = w(Xp(PXz,‘“,Xq) P — w(XbXZr"':(qu)

sartinin saglanmasidir.

w pur tensOr alanina uygulanan
D1 3G (M) = Fg41(Mzy)
operatorii, Ly, Y ye gore Lie tiirevi olmak iizere;
(,0)(X, Yy, Yy, Y,) = (9X) (w(Yl, Yy, Yq)) —X (a)(Yl, Yy, Yq))
+0 ((Ly, @)X, Yy, oo, Yo ) + 4 @ (Y, Vg, oo, ( Ly, 0) X)

seklinde tanimlanir.

@ , M,,, de para komleks yap1 olmak iizere, eger
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db(pw=0

ise w'e X,(C) para kompleks tensoér alanina para holomorfik tensor alani denir
(Tachibana 1960; Yano ve Ako 1968; Kruchkovich 1972). Bu sekildeki w* para

holomorfik tensér alant her X, Y, -+, Y, € 35(May,) icin
(P,0)(X, Y, Yy, -, Y,) =0

olacak sekilde M,,, lizerinde w piir tensor alan1 formundadir. Dolayisi ile M,,, iizerinde
w piir tensor alan1 da para holomorfik tensor alani olarak adlandirilir. Eger ¢ , My,
tizerinde bir hemen hemen para kompleks yapt ise bu durumda

®,w = 0 sartin1 saglayan w tensor alanina hemen hemen para holomorfiktir denir

(Salimov vd 2010).
3.16. Para Kahler Norden (Para Holomorfik Norden) Metrikler

(M, @, 9) para Norden manifoldunda, g Norden metrigi her X, Y,Z € I3 (M,,,)

i¢cin

(0,9)(X,Y,Z) =0 (3.83)

sartin1 sagliyorsa g metrigine para holomorfiktir denir.

(3.83) esitliginde X =0y, Y =0;, Z=20; yazilirsa, keyfi x',---,x" local

koordinat sistemine gore @, g ’nin bilegenleri
(49) ., = Pk'Ongis = 0" 0kTmj + Imj (010" — 0 pi™) + gm0k = 0

elde edilir.

g para holomorfik Norden metrigine sahip (M, @, g) para Norden manifolduna

para holomorfik Norden manifold denir (Salimov vd 2010).
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Teorem 3.16.1: g para Norden metrigine sahip hemen hemen para kompleks manifold
igin ®,g9 =0 sarti, Vo =0 sartina denktir. Burada V, g 'nin Levi-Civita

konneksiyonudur (Salimov vd 2010).

g pseudo Riemannian para Norden metrik ve V da g metriginin Levi-Civita
konneksiyonu olsun. ¢ hemen hemen para kompleks yapisi da Vo = 0 sartin1 saglasin.
Bu durumda (M,,,, @, g) ye para Kahler Norden manifold denir. Dolayisiyla para Kahler
Norden manifoldlari ile holomorfik metrige sahip para Norden manifoldlari arasinda bire
bir uygunluk vardir. Bu tip manifoldlarda Riemannian egrilik tensorii plir ve para
holomorfiktir. Ayrica skaler egrilik de lokal olarak para holomorfiktir (Salimov 1983,;

Iscan ve Salimov 2009)

@ hemen hemen para kompleks yapist i¢in N, = 0 ise yap1 integrallenebilirdir.
Ayrica V burulmasiz afin konneksiyon olmak iizere Vg = 0 sartt da ¢ hemen hemen
para kompleks yapisi i¢in integrallenebilme sartidir. Dolayisiyla g pseudo Riemannian
metriginin Levi- Civita konneksiyonu V, burulmasiz bir afin konneksiyon olmak iizere

®,g = 0ise ¢ integrallenebilirdir. Bu nedenle ®,g = 0 ve N, # 0 sartlarina sahip bir

hemen hemen para holomorfik Norden manifold yoktur (Salimov vd. 2010).

3.17. Twin Para Norden Metrik

(M5, @, g) hemen hemen para Norden manifoldu olsun. X, Y vektor alanlar

olmak tlizere g metrigi vasitasiyla

GX,Y)=(geop)X,Y)=g(eX,Y) (3.84)

seklinde tanimlanan G ye hemen hemen twin para Norden metrik denir (Salimov vd
2010).

g para Norden metrik olmak iizere;

GX,Y)=(g°p)X,Y)=g(eX,Y)

= g(X, pY)
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=G(Y,X)

olup, G simetriktir.

¢ para kompleks yap1 olmak iizere;

G(pX,Y) = (gop)(@X,Y) = g(¢*X,Y)
= g(@X,9Y) = (g ° ¢) (X, pY)

=G(X, pY)

olup, G meterigi para Norden metriktir.

g para Norden metriginin Levi-Civita konneksiyonunun kovaryant tiirevi

Vg4 olsun. Bu durumda

VyG = (Vgg)op+ge(Ve9)=geo (V)

yazilir. Teorem 3.16.1. den V,G = 0 elde edilir (Salimov vd. 2010). Dolayisiyla g para
Kahler Norden metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile G twin para Norden metriginin

Levi-Civita konneksiyonu g¢akisir (Tachibana 1960).

3.18. Codazzi Tensorler

Tamim 3.18.1: M,,, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, iizerinde (1,1) tipli ¢
tensor alani igin @2 = —I hemen hemen kompleks yap1 ve @2 = I hemen hemen para
kompleks yapilari verilsin. Bu iki tensor alani igin ortak olarak L sembolii alinsin. V afin

konneksiyon ve X, Y vektor alanlar1 olmak tizere,
(VxL)Y = (Vy L)X (3.85)

esitligine (1,1) tipli L tensoriiniin Codazzilik sart1 denir.

Tamm 3.18.2: M,, diferensiyellenebilir manifold tizerinde g Norden metrigi, G twin

metrigi ve L yapisi verilsin. X, Y vektor alanlar1 olmak iizere;
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(VxG)(Y,2) = (VyG)(X, Z)
veya buna esdeger olarak
(VxL)Y = (VyL)X (3.86)

sart1 saglaniyor ise (M,,, g, L) manifolduna anti-Kéhler Codazzi manifoldu denir. Bu

sart koordinatlarla,
Vil: = VL (3.87)
seklinde yazilir. Bu esitlik (1,1) tipli L tensortiniin Codazzilik sartinin koordinatlarla

ifadesidir (Salimov and Turanli 2013).

Tamim 3.18.3: M,,, diferensiyellenebilir manifoldolsun. g bir pseudo-Riemannian

metrigi, V afin konneksiyon ve X, Y, Z vektor alanlari olmak iizere

(V.9 X, Y) = (Vxg)(Z,Y) (3.88)
esitligine (0,2) tipli g tensoriiniin Codazzilik sart1 denir.
Tamm 3.18.4: M,,, diferensiyellenebilir manifold, g Norden metrik ve L (kompleks
veya parakompleks) yapisi verilsin. g ve ¢ vasitasiyla

GX,Y) =(g°L)(X,Y) = g(LX,Y)
seklinde tanimlanan (0,2) tipli G twin metriginin Codazzilik sarti

(VxG)(Y,Z) = (VyG)(X,Z) (3.89)
seklindedir. Burada X, Y, Z vektor alanlaridir.
Tamm 3.18.5: g pseudo-Riemannian metrigi ve L (kompleks veya para kompleks) yapisi
verilsin. w ve g vasitasiyla

w(X,Y)=g(LX,Y) (3.90)
seklinde tanimlanan w Yya esas 2-form denir. Bu w esas 2-form i¢in Codazzilik sarti
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(V;0)(X,Y) = (Vxw)(Z,Y) (3.91)

seklindedir. Burada X, Y, Z vektor alanlaridir.

3.19. ¢ — Invaryant Lineer Kooneksiyonlar

(M5, @) para kompleks manifoldu tizerinde V lineer konneksiyonu verilsin.

X, Y vektor alanlar1 olmak tizere;

sartin1 saglayan V ya M,,, de ¢ — invaryant lineer konneksiyon denir.

3.20. istatistiksel Manifold

M,, manifoldu {izerinde g pseudo-Riemann metrigi ve V burulmasiz
konneksiyonu verilmis olsun. Eger (V, g) Codazzi ¢ifti ise bu manifolda istatistiksel

manifold denir (Lauritzen 1987).

3.21. Klein-4 Grup

K ={e,a,b,c} kiimesi verilsin. Bu kiime iizerinde % islemi asagidaki tablodaki gibi

tanimlansin
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a a e c b
b b c e a
c c b a e

Tablodan hareketle;

exa=a%xe=a
exb=bxe=0D»

exc=cxe=c
olup e birim elamandir.
(axb)xc=ax(bxc)
olup birlesme 6zelligi vardir.

axb=c, axc=D>b, bxc=a
exa=a, exb=»0, exc=c

olup kapalilik 6zelligi vardir.
Son olarak

exe=¢e, a*xa=a, bxb=»>b, cC*CcC=¢cC
oldugundan her eleman ayni1 zamanda kendisinin tersidir.

Boylece K kiimesi % islemine gore bir gruptur. Bu sekilde tanimlana gruba Klein-4 grubu
denir (Tasc1 2010).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Conjugate Konneksiyonlar

Tanmim 4.1.1: (M,,, ¢,g,G) hemen hemen para Norden manifold ve V bu manifold
tizerinde taniml1 bir lineer konneksiyon olsun. V nin ¢ — conjugate konneksiyonu V¢ ile

gosterilir ve
Ve(X,Y) = VY = 91 (VxoY) (4.1)

esitligi ile tanmimlanir. Burada V¥ de bir lineer konneksiyon olup, X ve Y vektor

alanlardir.

Tanmim 4.1.2: (M,,, ¢,g,G) hemen hemen para Norden manifold ve V bu manifold
tizerinde taniml1 bir lineer konneksiyon olsun. V nin g —conjugate konneksiyonu V* ile

gosterilir ve
ZgX,Y) = g(VzX,Y) + g(X,VzY) (4.2)

esitligi ile tanimlanir. Burada V* da bir linner lineer konneksiyon olup, X, Y ve Z vektor

alanlaridir.

Tamm 4.1.3: (M,,, ¢,g9,G) hemen hemen para Norden manifold ve V bu manifold
iizerinde taniml1 bir lineer konneksiyon olsun. V nin G —conjugate konneksiyonu V1 ile

gosterilir ve
ZG(X,Y) = G(V;X,Y) + G(X,VIY) (4.3)

esitligi ile tanimlanir. Burada V7' da bir lineer konneksiyon olup, X,Y ve Z vektor

alanlandir.

Conjugate konneksiyonlar Riemannian teorisinde Levi-Civita konneksiyonlarmnin
genellestirilmis halidir ve pek c¢ok yazar tarafindan da bu konu ile ilgili ¢alismalar

yapilmistir. (Dillen vd. 1990; Nomizu ve Simon 1992; Calin vd. 2009; Blaga ve
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Crasmareanu 2012; Blaga 2014; Blaga ve Crasmareanu 2015; Fei ve Zhang 2017; Gezer
ve Cakicioglu).

Teorem 4.1.1: (My,, »,g,G) hemen hemen para Norden manifold, V*, VT ve V¢ de
sirastyla V lineer konneksiyonunun g — conjugate, G — conjugate ve ¢ — conjugate
konneksiyonlart olsun. Bu durumda (id, *, 1, ¢) dortliisii lineer konneksiyonlar

uzayinda Klein 4 grubudur. Yani,
i (V) '=(WHhif=(we»e=v
i. (VHe=(v"t=v
ii. (VH? = (v®)* = Vv
iv. (V)T =(vhH = ve

seklindedir.

Ispat:
i.  Kovaryant tiirev ve g — conjugate konneksiyonun tanimindan,

= g(X' VZY) - g(X'VZY)
0

(Vz9) (X, Y) =Zg(X,Y) — g(VzX,Y) — g(X,VzY)
=gX,(Vy)'Y) — g(X,VzY)
(1

yazilir. (I) ve (I) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa (V*)* = V oldugu goriiliir.

Benzer sekilde kovaryant tiirev ve G — conjugate konneksiyonun tanimindan,

(V,6)(X,Y) = ZG(X,Y) — G(V,X,Y) — G(X,V,Y)
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= G(X,ViY) - G(X,V,Y)
(1)

(VI6)(X, ) = Z6(X,Y) = G(VIX,Y) — G(X,V}Y)
=6 (x,(v))'r) - 6x,viv)
(V)

yazilir. (II) ve (IV) egitlikleri taraf tarafa toplanirsa (V)T = V oldugu

goriiliir.
Son olarak ¢ —conjugate konneksiyon tanimi kullanilarak
(V)Y = 7' (VyoY)
= ¢(¢™ ' Vxp?Y)
= V,Y

elde edilir. Buradan (V¥)? = V oldugu goriiliir.

i. G(VH2X,Y)=6(p7 'V, TpX,Y)
= G(V;TpX, oY) = G(oY,V,TpX)
=Z2G(@Y, pX) — G(Vz9Y, pX)
=29, 9X) — g(pV9Y, pX)
=Zg(pY,X) — g(Vz9Y,X)
= g(pY,VzX)

= G(V3X,Y)
elde edilir. Buradan (V)% = V* oldugu goriiliir.

Benzer sekilde

ZG(X,Y) = G(VLX,Y) + G(X, (V*)}Y)

50



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Zg(@X,Y) = g(pVeX,Y) + g(@X, (VO)}Y)
Zg(pX,Y) = g(po~V,0X,Y) + g(oX, (V/)}Y)
Zg(pX,Y) — g(V,0X,Y) = g(eX, (VO)IY)

g(@X,V3Y) = g(eX,(V*)}Y)

elde edilir. Buradan (V#)=V* oldugu gériiliir.

iii. 9(@X, (V9)3Y) = Zg(pX,Y) — g(V) 0X,Y)
=ZG(X,Y) — G(o~ 'V  pX,Y)
=Z6X,Y) - G(o(o™" (V29°X)),Y)
=ZG(X,Y) — G(V,X,Y)
= G(X,V}Y) = g(#X,V}Y)

elde edilir. Buradan (V¥)*=V' oldugu goriiliir.

Benzer sekilde,
g((V)3X,Y) = g7V, 0X,Y) = g(@Y,V; ¢X)

= Z29(¢Y, X) — g(Vz9Y, 9X)
=Zg(9Y,pX) — g(¢Vz9Y,X)
= ZG(Y,pX) — G(V,Y,X)
= ZG(pY,X) — G(V,9Y,X)
= G(Y,ViX) = g(Y,V}X)
= g(ViX,Y)

elde edilir. Buradan da (V*)? = VT oldugu goriiliir.

iv.  g(eX, (VDY) = Zg(eX,Y) — g(V/pX,Y)

= Zg(Y,0X) — g(¥, V] pX)

=ZG(p7Y,X) — G(p~1Y, V) 0X)
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= ZG (@Y, pX) — G (Y, V pX)
= G(Vz9Y,0X) = G(oV;9Y,X) = G(p~'V,0Y,X)
=G(V2Y,X)

= g(pX,V7Y)

elde edilir. Buradan (VH)* = V¥ oldugu goriiliir.
Benzer sekilde,
ZG(X,Y) = G(VyX,Y) + G(X, (V)}IY)
Zg(pX,Y) = g(@VX,Y) + g(pX, (V)LY)
Zg(gY,X) — g(pY,VzX) = g(pX, (V)LY)
9(V20Y,X) = g(oX, (V)}Y)
9(@V0Y,9X) = g(X, (V)}Y)
9(9™1V,9Y, pX) = g(pX, (V1Y)
9(7Y, 9X) = g(pX, (V)LY)
9(eX, VY) = g(pX, (V1Y)

elde edilir. Buradan (V*)T = V¥ oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanir.

4.2. Codazzi Ciftleri

Tamm 4.2.1: M,,, diferensiyellenebilir manifold iizerinde ¢ para kompleks yapist ve V

lineer konneksiyonu verilsin. X ve Y vektor alanlari olmak iizere;

(Vx@)Y = (Vyp)X (4.4)

sart1 ¢ nin Codazzilik sart1 olup bu sart1 saglayan (V, ¢) ye Codazzi ¢ifti denir.
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Teorem 4.2.1: V lineer konneksiyon ve ¢ para kompleks yapi olmak tizere (V, )

Codazzi ¢ifti olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
i. V ve V? nin burulmalari aynidir.

ii. (V?,9™1) Codazzi giftidir.

Ispat: i. (V,¢) Codazzi cifti olsun.
V¢ konneksiyonun burulmasi
SVY(X,Y) = VoY —vIX — [X,Y]
seklindedir. Buradan hareketle;
SYX,Y) = SY(X,Y) = VIV — VY — VOX + V, X
= @7 (Vx@Y) = VxY — o~ (Vy@X) + Vy X
= @o[(Vxp)Y + p(VxY)] — VxY
—o[(Vyp)X + (VyX)] + Vy X
= [(Vx@)Y — (Vyp)X]
=0

olup SY = sV dir.

ii. (V,) Codazzi ¢ifti ise (V®,¢~1) nin de Codazzi ¢itfi oldugunu gdstermek icin
(V,(’(’(p"l)Y - (V$¢"1)X = 0 oldugunu gostermek gerekir.
(Vo )Y = (Vpo ™)X = (Vxo)Y — (Vyo)X

= Ve(pY) — p(VeY) — V5 (9X) + o(ViX)

= ¢~ (VxY) — 9(¢ ™ VxoY)

—0 7 (W X) + ¢(9 7 VypX)

=@ (VxY) — [(Vx@)Y + o(VxY)]

—o(VyX) + [(Vy@)X + o(VyX)]

= —(Vxp)Y + (Vyp)X
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=0
elde edilir. Tersine (V¥, ¢~1) Codazzi cifti ise (V, @) de Codazzi ciftidir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2: M,,, diferensiyellenebilir manifold iizerinde V lineer konneksiyon ve ¢
para kompleks yap1 olsun. (V®, @) nin Codazzi ¢ifti olmasi i¢in gerekli ve yeter sart

(V, @) nin Codazzi ¢ifti olmasidir.
Ispat: (V, ) nin Codazzi ¢ifti olsun. (V¥, ) nin Codazzi ¢ifti olmasi igin
(V?(p)Y — (V$¢)X = 0 oldugunu gostermek gerekir.
(Vxo)Y — (Vyo)X = (VoY) — (VxY) — (V7 oX) + o(VyX)
= ¢~ H(VxV) — 9 (97 VxpY) — 07 (Vv X) + ¢(9 ™' VyX)
= @(VxY) — [(Vx@)Y + oV Y] — 9(VyX) + [(Vy@)X + @VyX]
= =(Vx@)Y + (Vyp)X
=0

elde edilir. Dolayist ile (V?,¢) nin Codazzi ¢ifti oldugu goriiliir. Tersine (V¥, @)
Codazzi ¢ifti ise (V, ¢) de Codazzi iftidir.

Boylece ispat tamamlanur.

Tamm 4.2.2: M,,, diferensiyellenebilir manifold iizerinde g para Norden metrigi ve V

lineer konneksiyonu verilmis olsun. X, Y ve Z vektor alanlar1 olmak iizere;

(Vz9)(X,Y) = (Vxg)(Z,Y) (4.5)

sartt g para Norden metriginin Codazzilik sart1 olup (V, g) ye Codazzi ¢ifti denir.

M,,, diferensiyellenebilir manifold iizerinde (V, g) Codazzi ¢ifti verilmis olsun.

(0,3) tipli C tensorii
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seklinde tanimlanir. Bu tensore (V,g) Codazzi ¢iftinin cubic formu denir. g simetrik

oldugundan C tensdriide simetriktir. Yani
CX,Y,z2)=C(Y,X,Z)

seklindedir. Ayrica g nin V ya gore paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart C = 0

olmasidir.

(4.2) esitiligi (4.6) da yerine yazilirsa

CX,Y,2) = (Vz9)(X,Y) = Zg(X,Y) — g(VX,Y) — g(X,V;Y)
=g, (V' = V)zY)
elde edilir.
Ayrica
C'(X,Y,2) = (Vz9)(X,Y)
seklinde tanimlanir ve
=—gX, (V' = V)zY)
=—-CX,Y,Z2)
elde edilir.
Eger (V, g) Codazzi cifti ise (4.5) esitliginden
C(X,Y,Z) =Cc(Z,Y,X)

yazilir.

Teorem 4.2.3: : (M,,,g) para Norden manifold, V lineer konneksiyon ve V* da

g —conjugate konneksiyonu olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

I. (V,g) Codazzi ciftidir.
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i. (V*, g) Codazzi ciftidir.
iii. C(X,Y,Z2) = (V,;9)(X,Y) totally simetriktir.

iv. SV =5" dir.

Ispat: i. = ii. (V, g) Codazzi cifti olsun.

(V29X Y) = (Vxg9)(Z,Y)

=Zg(X,Y) —g(VzX,Y) — g(X,V3Y) — Xg(Z,Y) + g(VxZ,Y) + g(Z,VxY)
=—gX, (V" =V Y)+g(Z (V' - V)xY

=—C(X,Y,Z) + C(Z,Y,X)

=0

olup (V*, g) Codazzi giftifir.

ii. = iii. (V*, g) Codazzi giftiise C*(X,Y,Z) = C*(Z,Y, X) oldugundan,
C(X,Y,2) = C(Z,Y,X) dir.

Yani C tensorii X ve Z ye gore simetriktir.

cC*X,Y,Z2) =-CcX,Y,Z) (g nin simetrikliginden)
= —C(V,X,2)
dir.

Yani C tensorii X ve Y ye gore simetriktir.

Sonolarak ¢*(X,Y,Z) = —C(X,Y,Z)

=—-C(X,Z,Y) ( g nin simetrikliginden ve (V*,g) nin

Codazziliginden)
yazilir.

Yani C tensorii Y ve Z ye gore simetriktir.
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Dolayisi ile C totally simetriktir.

lii. = iv. C totally simetrik ise,

CX,Y,2)-C(X,2,Y) = (Vz9)(X,Y) — (Vyg)(X,2)
=Z9(X,Y) —g(VzX,Y) — g(X,VzY)
—Yg(X,2) — g(VyX,Z) — g(X,VyZ)
=>gX, (V' =V)Y - (V' =V)yZ) =0
=g(X,s"(z,Y) -5, Y)) =0
= SV = sV dir.

Burada SY (Z,Y) = VyY —VyZ — [Z,Y] seklindedir.

Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.1: (M,,,, g) para Norden manifold, V lineer konneksiyon ve V* da
g —conjugate konneksiyonu olsun. C* nin totally simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart C nin totally simetrik olmasidir.
Tamim 4.2.3: M,,, diferensiyellenebilir manifold {izerinde G twin metrik ve V lineer
konneksiyon verilmis olsun. X, Y ve Z vektor alanlart olmak tizere
(Vz6) (X, Y) = (VxG)(Z,Y) (4.7)
sart1 G twin metriginin Codazzilik sart1 olup (V, G) ye Codazzi ¢ifti denir.
M2n diferensiyellenebilir manifold iizerinde (V, G) Codazzi ¢ifti verilmis olsun.
(0.3) tipli F tensorii

F(X,Y,Z) = (V,6)(X,Y) = ZG(X,Y) — G(V,X,Y) — G(X,V,Y) (4.8)
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seklinde tanimlanir. G simetrik oldugundan F tensoriide simetriktir. Yani
FX,Y,Z)=F(,X,2)

seklindedir.
(4.3) esitiligi (4.8) de yerine yazilirsa

F(X,Y,2) = (V;6)(X,Y) =ZG(X,Y) — G(V,X,Y) — G(X,V,Y)
=G(X,(Vt -=V),Y)

elde edilir.

Ayrica
FI(X,Y,2) = (ViG)(X, 1)

seklinde tanimlanir ve

Fr(X,v,2) = (Vi6)(X,Y) = ZG(X,Y) — G(ViX,Y) — G(X,V}Y)
=—G(X, (VI =V)Y)
=-F(X,Y,2)

elde edilir.
Eger (V, G) Codazzi gifti ise (4.7) esitliginden
FX,Y,2)=F(ZY,X)

yazilir.

Teorem 4.2.4: V, (My,, ¢, g) para Norden manifoldu tizerinde V bir lineer konneksiyon

ve G de twin metrik olsun. Eger (V, G) Codazzi ¢ifti ise agsagidaki ifadeler saglanir:
i. (V526)(X,Y) = (VpxG)(Z,Y) dir.
ii. SV =5 olmasiicin gerek ve yeter sart (V*, ¢) nin Codazzi ¢ifti olmasidir.

iii. SV=5? dir.
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Ispat: i. (V,G) Codazzi ¢ifti ise (V,G)(X,Y) = (VxG)(Z,Y) dir.
Buradan
Z6G(X,Y) = G(V;X,Y) — G(X,V,;Y) = XG(Z,Y) — G(V4Z,Y) — G(Z,VyY)

Z2g(@X,Y) — g9V X,Y) — g(0X,V;Y) = Xg(9Z,Y) — g(@VxZ,Y) — g(9Z,VxY)
Zzg(Y,0X) = g(@VzX,Y) = g(VzY,0X) = Xg(Y,9Z) — g(9VxZ,Y) — g(VxY, 9Z)
9(Y,V3(pX)) = g(V2X,9Y) = (Y, Vx(92)) — g(VxZ, oY)
~Zg(X,¢Y) + g(X,Vz(pY)) + g (¥, V(X))

= —Xg(Z, oY) + g(Z,Vx (oY) + g(¥, Vx(92))

yazilir.

Burada X = ¢X, Y = @Y ve Z = @Z yazilirsa;

—pZg(eX,Y) + g(0X,V,;Y) + g(9Y,V;;X)
= —pXg(9Z,Y) + g(9Z,VxY) + g(@Y,Vi,xZ)
—pZGX,Y) + G(X,V;;Y) + G(Y,V,,;X)
= —@XG(Z,Y) + G(Z,V,xY) + G(Y,V),xZ)
—pZG(X,Y) + G(VzX,Y) + G(X,V},;Y)
= —@XG(Z,Y) + G(VxZ,Y) + G(Z,VxY)
(VpzG)(X, V) = (V,xG)(Z,Y)
elde edilir.
ii. (V,G) Codazzi ¢ifti ise (V;G)(X,Y) = (VxG)(Z,Y) dir.

Buradan
Z6(X,Y) = G(V;X,Y) — G(X,V,Y) = XG(Z,Y) — G(VyZ,Y) — G(Z,VyY)

Zg(@X,Y) —g(@VzX,Y) — g(9X,V;Y) = Xg(@Z,Y) — g(@VxZ,Y) — g(9Z,VxY)
Zg(Y,0X) —g(VzY,0X,) — g(@VX,Y) = Xg(Y,9Z) — g(VxY,9Z) — g(@VxZ,Y)
9(Y,Vz(0X)) — g(pVzX,Y) = g(¥,Vx(92)) — g(9VxZ,Y)
9(Vz(@X),Y) — g(@VzX,Y) = g(Vx(92),Y) — g(@VxZ,Y)
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G(pVz(@X),Y) — G(VzX,Y) = G(oVx(9Z),Y) — G(VxZ,Y)
G(p{Vz(9X) — Vx(9Z)},Y) = G(VzX — VxZ,Y) *)
p{Vz(@X) — Vx(92)} =V X — VxZ
P{(Vz)X + @VzX — (Vx@)Z — 9VxZ} = VX — VxZ
p{(Vz0)X = (Vx@)Z} + (VzX = VxZ — [Z,X]) = VX = VxZ — [Z,X]

o{(Vy)X — (Vxp)Z}+ SV (2,X) = S¥(Z,X)
elde edilir.

Bu son esitlikten SV = SV olmasi igin gerek ve yeter sartin (V)X = (Vi)Z

olmasi gerektigi yani (V*, ¢) nin Codazzi ¢ifti olnas1 gerektigi gortiliir.
lii. (¥) esitliginden
G((V)9X — (V)2Z) = G(V,X —VxZ,Y)
G((VHIX = (V)2Z —[2,X]) = G(V;X = VxZ,Y — [Z,X],Y)

G (ST (2,X)) = G(s¥(Z X),Y)
olup S¥? = YV oldugu gbriliir.

Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.5:V, (M, ¢, g) para Norden manifoldu tizerinde V bir lineer konneksiyon
ve G de twin metrik olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i. (V,G) Codazzi ciftidir.
ii. (Vt,G) Codazzi ¢iftidir.
iii. F(X,Y,Z2) = (V,G)(X,Y) totally simetriktir.

iv. sV =s"" dir.

Ispat: i. = ii. (V,G) Codazzi gifti olsun.
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(Vi6)(x,v) - (Vi6)(Z,Y)

= ZG(X,Y) - G(VX,Y) — G(X,VY) = XG(Z,Y) + G(VIZ,Y) + G(Z,V}Y)
= —G(X, (VI = V),Y) + G(Z, (VI — V), Y

=-F(X,Y,Z) + F(Z,Y,X)

=0

olup (V, G) Codazzi ciftifir.

ii. = iii. (VT,G) Codazzi cifti ise FT(X,Y,2) = F1(Z,Y,X) oldugundan,
F(X,Y,Z) = F(Z,Y,X) dir.

Yani F tensorii X ve Z ye gore simetriktir.

FIX,Y,2) = -F(X,Y,2) (G simetrik oldugundan)
=-FY,X,Z)
dir.

Yani F tensorii X ve Y ye gore simetriktir.

Sonolarak FT(X,Y,Z) = —-F(X,Y,2)

=—F(X,Z,Y) ( G nin simetrikliginden ve (Vf,G) nin
Codazziliginden)

yazilir.

Yani F tensorii Y ve Z ye gore simetriktir.

Dolayisti ile F totally simetriktir.

li. => iv. F totally simetrik ise,

FX,)Y,Z2)-FX,Z,Y) =(V,60)(X,Y) — (VyG)(X, Z)
=7Z2G(X,Y)—-G(V;X,Y) - G(X,V,Y)
-YG(X,Z2) - G(VyX,Z) — G(X,VyZ)
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606X, (VI-V),Y -V =v),2)=0
=G (X,57(z,Y) -5z, Y)) =0
= sV = s dir.

Burada SY'(Z,Y) =V}y —viZ —[2,Y] seklindedir.

Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.2.2: (M,,,, g) para Norden manifold, V lineer konneksiyon ve V1 da
G —conjugate konneksiyonu olsun. FT nin totally simetrik olmas1 igin gerek ve yeter

sart F nin totally simetrik olmasidir.

Teorem 4.2.6: V, (M,,,, ¢, g) para Norden manifoldu iizerinde V bir lineer konneksiyon,
G twin metrik, VT , G — conjugate konneksiyon ve (V,G) Codazzi ¢ifti olsun. Bu
durumda (VT, @) nin Codazzi ¢ifti olmas igin gerek ve yeter sart (V, g) nin de Codazzi

¢ifti olmasidir.

ispat:

6 ((V50)X - (Vi0)2,¥) = G(ViX) — VIX.Y) - G(Vh(02) - 9¥}2,Y)
e (Y, v}((pX)) —G(oViX,Y) -G (Y, V;(q)Z)) +G(pVizY)

= ZG(Y, pX) — G(V;Y, pX) — G(pV}X,Y)

—XG(Y,9Z) + G(VyY,0Z) + G(pViZ,Y)

= ZG(pX,Y) — G(pX,V,;Y) — XG(9Z,Y) + G(pZ,VxY)

+G(p(VizZ — VIX - [X,Z]) + 9[X, Z],Y)

= ZG(9X,Y) — G(pX,V,Y) — XG(9Z,Y) + G(pZ,VxY)

+G(p(VyZ — VX — [X,Z]) + ¢[X,Z],Y)

=Zg(X,Y) = g(X,V;Y) — Xg(Z,Y) + g(Z,VxY) + g(VxZ,Y) — g(V;X,Y)

= (Vz9)X,Y) = (Vxg)(Z,Y)
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elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

4.3. Egrilik Ozellikleri
(M,,,, g) pseudo-Riemannian manifoldu verilmis olsun. Bu manifoldda V lineer
konneksiyonun R egrilik tensorii X , Y, Z vektor alanlar1 olmak tizere
R(X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T)

seklinde (0,4) tipli tensor alani seklinde de verilebilir.

V , V* ve V¥ konneksiyonlarmin egrilik tensorleri sirast ile R, R* ve R? olmak

tizere bu egrilikler arasindaki iligski asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.3.1: (M,,,,g,G) hemen hemen para Norden manifold olsun. V* ve V¥
sirasiyla g —conjugate ve ¢ —conjugate konneksiyonlar olsun. R , R* ve R? sirasiile V ,

V* ve V? konneksiyonlariin egrilik tensorleri olmak tizere, bu egrilikler arasinda
RX,Y,pZ,T) = —-R*(X,Y,T,pZ) = R?(X,Y,Z,T)
bagintis1 vardir. Burada X , Y, Z vektor alanlaridir.

9 _9
ax1’ T gx2n

Ispat: X,Y,Z € { } olmak {izere Lie parantezi kullanilarak

[X,Y]=1[Y,T]=[T,Z] =0
yazilir. Buradan

XYG(Z,T)=X(YG(Z,T)) =X(Yg(eZ T))

=X(g(Vy0z,T)) + X(g(Zz,V;T))
= g(VxVy@Z,T) + g(Vy@Z,VxT)

+ g(Vx@Z,VyT) + g(@Z,VxVyT) (4.9)
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YXG(Z,T) =Y(XG(Z,T)) =Y (Xg(9Z,T))
=Y(9(Vx9Z,T)) + Y (g(9Z,ViT))

= g(VyVx@Z,T) + g(Vx@Z,VyT)

+ g(Vy@Z,V5T) + g(@Z,VyViT) (4.10)

esitlikleri elde edilir. (4.9) ve (4.10) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
[X,Y|G(Z,T) =XYG(Z,T)-YXG(Z,T)=0
= g(VxVy@Z = VyVx@Z,T) + g(9Z, VxVyT — VyVxT) = 0
= g(RX,V)QZ,T)+ g(R*X,Y)T,pZ) =0
> RX,Y,0Z,T)+R*(X,Y,T,0Z) =0
olup
R(X,Y,pZ,T) = —-R*(X,Y,T,pZ) (4.11)

elde edilir.

Benzer olarak [X,Y]G(Z,T) =XYG(Z,T) —YXG(Z,T)=0
= g(VxVy@Z — VyVxZ,T) + g(@Z,VxVyT — VyVxT) = 0
= G(@ 'V VyZ — @ Wy VyZ,T) + G(Z, ViV T — VyViT) = 0
= G(p7'Vyxp(9™'Vy9Z) — 97 'Vy (9~ 'Vx9Z), T) + G(Z, V3 VyT — VyVxT) = 0
= G(o Wy (VIZ) — o~ WVy(VYZ),T) + G(Z,VyVyT — V3V5T) = 0
= G(VYVyZ —VIVEZ,T) + G(Z, VxVyW — V;VT) = 0
= g(o(Vevez —Vvyvez),T) + g(9Z,Vy3VyT — V3V5T) = 0
=g ((v;’;vﬁz —VYVYZ), goT) + g(ViVsT — V3 VT, 0Z) = 0
= g(R®(X,Y)Z,T) + g(R*(X, V)T, 9Z) = 0
= R?(X,Y,Z,¢T) + R*(X,Y,T,0Z) = 0
olup
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R?(X,Y,Z,oT) = —R*(X,Y,T,pZ) (4.12)
esitligi elde edilir.
(4.11) ve (4.12) esitliklerinden
R(X,Y,pZ,T) = -R*(X,Y,T,pZ) = R?(X,Y,Z, ¢T)

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.
4.4. Tachibana Operatorii ve Nijenhuis Tensorii

(M,,,, g) hemen hemen para Norden manifoldu verilmis olsun. Piir tensorlere

uygulanan ® Tachibana operatdrii (& —operator) g para Norden metrigine uygulanirsa

(®p9)(X,Y.2) = (Lyxg — Lx(g > 9)) (¥, 2) (4.13)
yazilir (Tachibana 1960). Burada L , Lie tiirevi ve X , Y, Z vektor alanlaridir.
(M,,, g) hemen hemen para Norden manifoldu iizerinde tanimlanan G twin

metrigi de Norden metrik olup, bu metrige @ Tachibana operatorii uygulanirsa, L , Lie

tirevi ve X , Y, Z vektor alanlar1 olmak iizere;

(9,6)(X,Y,2) = (L(pXG — Ly(G o (p)) (Y,7)

= (Pp9)X,0Y,Z) + g(N,(X,1),Z)
(4.14)

yazilir (Salimov 2010).
Buradan asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.4.1: (M,,,, ¢, g) hemen hemen para Norden manifoldu tizerinde V burulmasiz

bir lineer konneksiyon ve G twin metrik olsun. Eger (V, ¢) Codazzi ¢ifti ise bu durumda
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(0,6)(X,Y,2) = (P,9)(X,9Y,2) = (VoxG)(Y,Z) — (Vxg) (@Y, 9Z)
dir.

Ispat: V burulmasiz bir lineer konneksiyon ise VyZ — V,X = [X, Z] dir. (4.13) esitligi

kullanilarak,

(Cb(pg)(X, oY, Z) = (L<ng —Lx(g - <P)) (¢Y,2)
= (Lyx9)(@Y,2) — (Lxg ° ) (¢Y,2)
= 9Xg(pY,Z) = g(Lox®Y,Z) — g(@Y, LpxZ) — Xg o p(9Y, Z)
+g 0 @(LoxpY,Z) + g o 9(@Y, LxZ)
= pXg(oY,Z) — g([oX, Y], Z) — g(@Y,[9X,Z] — Xg > @(¢Y,Z)
+g o o([X,9Y],Z) + g o p(9Y,[X,Z])
= 9Xg(pY,Z) — g(Vpx @Y = Voy 90X, Z) = g(@Y,VyxZ — V79X)
—Xg o (@Y, Z) + g o p(VxpY — VX, Z)

+9 0 p(@Y,VxZ = V;X)

= 0Xg(9Y,2) = g (Tx @)Y + @Vx¥ = (Vyy @)X — 9V X, Z)
~9(9Y,VpxZ — (Vz0)X — @VzX) — Xg ° 9(9Y, Z)

+9° ¢ ((Tx@)Y + @VsY = VyyX,Z) + g o (9, V4 Z = V;X)

= 0Xg(07,2) = g ((Vpx®)Y + 9Vx¥ — (Vyy @)X — 9Vy X, Z)
~9(pY,VxZ — (Vz0)X — 9VX) — Xg (@Y, 9Z)

+9 ((Tx@)Y + @VxY = Vo X, 0Z) + g(9Y, 9 (V3 Z — VX))

= pXg(pY,Z) — g ((V<px<p)Y, Z) — 9(@VyxV. 2)

+9 ((Vor0)X.2) + g(9V,rX, 2) = g(9Y,Vx2)

—Xg(oY,0Z) + g(eY, (Vz0)X) + g(@Y, pV,X)
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+9((Vx@)Y, 9Z) + g(@VxY,90Z) — g(Vpy X, ¢Z)
+9(@Y, pVxZ) — g(@Y, V,X)

= pXg(pY,2) — g ((Vox0)V. Z) = 9(9Vx¥. Z)

+9 ((Vor9)X.2) + g(@Vr X, Z) = g(0Y,VyxZ)
+9(@Y, (Vz0)X) + g(@Y, 9V, X) — Xg(@Y, pZ)
—9(0VX,Z) + g((Vx @)Y, 9Z) + g(@VxY, pZ)

+9(pY, 9VxZ) — g(@Y, 9V X)
yazilir. Son esitlikte g nin piirliigi ve (V, ¢) nin Codazziligi kullanilirsa

= pXg(pY,Z) — g(¢VexY, Z) = g(@Y,VyxZ) + g (Y, (Vz0)X)
~Xg(oY,92) + g((Vx@)Y,90Z) + g(@VxY, 9Z) + g(@Y, pVxZ)
= 9Xg(pY,Z) — g(9VexY, Z) = g(9Y,VyxZ) + g(@Y, (Vx9)Z)
~Xg(oY,92) + g((Vx@)Y,9Z) + g(0VxY, 9Z) + g (Y, pVxZ)
= @XG(Y,Z2) — G(VyxY,Z) — G(Y,V pxZ)
—Xg(@Y,0Z) + g(VxoY,9Z) + g(@Y,VxeZ)
= (VpxG)(¥, 2) — (Vxg) (¢Y, 9Z) (4.15)
elde edilir.

(M,,,, ¢, g) hemen hemen para Norden manifoldu {izerinde V burulmasiz lineer

konneksiyonu olmak {izere Nijenhuis tensort;

Ny, (X,Y) = [@X, oY] — @[X, oY] — pl@X, Y] + ¢*[X, Y]
= Vox®Y = VoyroX — @(VxpY — Voy X) — 9(Vpx¥ — VypX) + (VxY — VyX)
= (px®)Y + @Vyx¥ = (Vv @)X — 0V X — 0 (Vx@)Y + 9VxY = VX))
—¢(VpxY — (Vy@)X — 9VyX) + (VxY — VyX)

= (Vux@)Y + @VxY — (Voy @)X — Vp X — @(Vx@)Y — Vx¥ + @V p X
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—@VxY + @(Vy@)X + VyX + Vy¥ — Vy X
= (V<pX<P)Y - (VW‘P)X - <P((VX<P)Y - (VYQD)X)
= 0 (Vpx®)oY — o(Vyre)oX — (V)Y — (Vy9)X)

= p{(Vpx9)oY — (Vor@)oX} — 0{(Vx)Y — (Vy9)X}

elde edilir.
Eger (V, ) Codazzi gifti ise Ny, (X,Y) = 0 olur. (4.14) ve (4.15) esitliklerinden

(0,6)(X,Y,2) = (P,9)(X,0Y,2) = (VoxG)(Y,Z2) — (Vxg) (@Y, 9Z)

bulunur.

Boylece ispat tamamlanir.

M,,, manifoldunda V, g nin Levi-Civita konneksiyonu, g para Norden metrik ve
¢ de Vo = 0 sartin1 saglayan hemen hemen para kompleks yap1 olmak tizere (M5, ¢, g)
ticliisiiniin para Kahler-Norden manifold oldugu daha 6nce ifade edilmisti. Ayrica g para

Norden metrigi olmak iizere bir hemen hemen para kompleks manifoldda ®,g =0

sartinin Vo = 0 sartina denk oldugu da Teorem 3.17.1 de verilmistir. Yani g para
Norden metrigi holomorfik ise (M5, ¢, g) manifolduna para Kahler-Norden manifold

denir. Bu bilgilerden hareketle asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.4.2: (M,,, ¢, g) hemen hemen para Norden manifoldu iizerinde V burulmasiz
bir lineer konneksiyon, G twin metrik ve (V,¢) Codazzi ¢ifti olsun. Bu durumda

(M,,,, @, g) manifoldunun para anti-Kahler manifold olmas: i¢in gerek ve yeter sart

(VoxG)(Y,2Z) = (Vxg) (@Y, 0Z)

olmasidir.

Ispat: Verilen sartlar dahilinde Teorem 4.4.1 den

(0,6)(X,Y,2) = (P,9)(X,9Y,2) = (VyoxG)(Y,Z) — (Vxg) (@Y, 9Z)
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oldugu bilinmektedir. Eger (M,,, ¢, g) manifoldu para anti-Kahler manifold ise

®,9 = 0 olacagindan

(VoxG)(Y,2) = (Vxg) (Y, pZ)

olur.

Boylece ispat tamamlanir.

45. ¢ —Invaryant Lineer Konneksiyon

(M5, g) pseudo Rieman manifoldu iizerinde V lineer konneksiyonu verilmis
olsun. V* ve VT sirasiyla g —conjugate ve G —conjugate konneksiyonlar olmak iizere

konneksiyonlarin ¢ —invaryanthigi ile ilgili 6zellikler asagidaki teoremlerde verilmistir.

Teorem 4.5.1: (M,,,®,g,G) hemen hemen para Norden manifold olsun. V* ve VT

sirasiyla g —conjugate ve G —conjugate konneksiyonlar olsun. Bu durumda
i. V nin ¢ —invaryant olmasi igin gerek ve yeter sart V* nin da ¢ —invaryant olmasidir.

ii. V. nm ¢ —invaryant olmasi icin gerek ve yeter sart VI nin da ¢ — invaryant

olmasidir.

Ispat:

i. G(VypY — VY, Z) = G(VieY,Z) — G(oV5Y,Z)
= g(VxoY,9Z) — g(VxY,0Z)
= g(pZ,VxeY) — g(Z,VxY)
= Xg(9Z,¢Y) — g(VxZ,Y) — Xg(Z,Y) + g(VxZ,Y)
=Xg(Z,Y) — g(oY,VxpZ) —Xg(Z,Y) + g(Y,VxZ)
=—g(Y,Vx9Z) + g(@Y,pVxZ)
=—GY,VxZ) + G(Y,pVxZ)

= G(QVxZ — VxpZ,Y)
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elde edilir.

Buradan V@Y = @VyY olmasi icin gerek ve yeter sartin @VyZ = Vy@Z olmasi
gerektigi goriiliir.
i. G(VieY —oViv,7)=G(Z VieY)-G(ez,ViY)
=XG(Z,@Y) — G(VxZ,9Y) — XG(9Z,Y) + G(VxpZ,Y)
=—G(VxZ,Y) + G(VxpZ,Y )
= —G(pVxZ,Y) + G(Vx9Z,Y)
=G(VypZ — pVxZ,Y)
elde edilir.

Buradan V;r(goY = <pV}L(Y olmas1 i¢in gerek ve yeter sartin Vy@pZ = @VyZ olmasi

gerektigi goriiliir.

Teorem 4.5.2: (My,, @,g,G) hemen hemen para Norden manifold olsun. V,
@ —invaryant lineer konneksiyon, V* ve VT sirasiyla g —conjugate ve G — conjugate

konneksiyonlar olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
i. V*ve VT cakisr.
ii. (V,G) nin Codazzi ¢ifti olmasi1 igin gerek ve yeter sart (V,g) nin Codazzi gifti
olmasidir.
ispat:
i ZG(X,Y) — G(VzX,Y) = G(X,V}Y)
Zg9(@X,Y) = g(@VzX,Y) = g(9X, V}Y)
Zg(@X,Y) — g(Vz9X,Y) = g(¢X,V}Y)
9(pX,VzY) = g(pX,V}Y)
olup

g(pX,V3Y) = g(pX,V}Y) & v'=vt

70



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

olur.

il (V:6)(X,Y) = (VxG)(Z,Y)
ZG(X,Y) = G(V;X,Y) — G(X,V;Y) = XG(Z,Y) — G(VxZ,Y) — G(Z,VxY)
Z2g(@X,Y) — g9V X,Y) — g(0X,V;Y) = Xg(9Z,Y) — g(9VxZ,Y) — g(9Z,VxY)
Zg(X, oY) = g(VzX,9Y) — g(X,Vz9Y) = Xg(Z, ¢Y) — g(VxZ, @Y) — g(Z,VxpY)

(Vz9) (X, 9Y) = (Vxg)(Z, pY)

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

4.6. Istatistiksel Manifold

(M5, @, g) hemen hemen para Norden manifoldu ve bu manifold iizerinde V
burulmasiz lineer konneksiyonu verilsin. (V,¢@) bir Codazzi ¢ifti ise bu yapiya
istatistiksel yapi, manifolda da istatistiksel manifold denir. Buradan hareketle asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 4.6.1: (M,,, @, g,G) hemen hemen para Norden manifold, V, ¢ —invaryant,
burulmasiz lineer konneksiyon, V* ve VT de sirasiyla g —conjugate ve G —conjugate
konneksiyonlar olsun. Eger (V, G) bir istatistiksel yap1 ise bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir:

i. (V, g) bir istatistiksel yapidr.

ii. (VT, g) bir istatistiksel yapidir.

iii. (V*, g) bir istatistiksel yapidir.

Tersine i. ii. ve iii. saglanirsa (V, G) bir istatistiksel yapidir.

Ispat:

i. Verilen sartlar altinda (V, g) nin bir istatistiksel yap1 oldugu Teorem 4.5.2. den

acikega goriiliir.
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ii. (VT, g) bir istatistiksel yap1 oldugunu gostermek igin verilen sartlar dahilinde (VT, g)

nin bir Codazzi ¢ifti oldugunu gostermek gerekir.

(V29)(X.V) = (Vig)(Z. 1)
=Zg(X,Y) — g(Vix,Y) — g(x,viY) - Xg(Z,Y) + g(ViZ,Y) + g(Z,V}Y)

= —g(X,VIY = V,¥) + g(2,V}Y — V,Y)

=—yg ((pX, p(VLY — VZY)) +g (<pZ, o(ViY - VXY))
= —G(X, (VI = V),0Y) + G(Z, (VI = V)y0Y)
=-FX,¢Y,Z) + F(Z,¢Y,X)

=0

elde edilir.

iii. (V*, g) bir istatistiksel yap1 oldugunu géstermek igin verilen sartlar dahilinde
(V*, g) nin bir Codazzi ¢ifti oldugunu géstermek gerekir.
(V'zg9)(X,Y) — (V'x9)(Z,Y)
=29(X,Y) —g(VzX,Y) —g(X,VzY) —=Xg(Z,Y) + g(VxZ,Y) + g(Z,VxY)
=—gX, (V' =V);V)+g(Z, (V' = V)Y
=—C(X,Y,2) + C(Z,Y,X)

=0

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.6.1: : (M,,, ¢, g, G) hemen hemen para Norden manifold, V, ¢ —invaryant,
burulmasiz lineer konneksiyon, V* de g —conjugate konneksiyon olsun. Bu durumda
(V, G) nin istatistiksel yap1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart (V*, G) nin de istatistiksel yap1

olmasidir.
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Ispat: (V*, G) nin istatistiksel yap1 olmasi igin (V3G)(X,Y) = (V3G)(Z,Y) olmalidr.

(V2 X, Y) — (VxG)(Z,Y)

=ZG(X,Y) — G(V3X,Y) — G(X,V3Y) — XG(Z,Y) + G(V4Z,Y) + G(Z,VyY)
=Z2g(pX,Y) — g(@Y,VzX) — g(9X,V3Y) — Xg(@Z,Y) + g(oY,VxZ) + g(9Z,VxY)
= g(Vz0X,Y) — g(@Y,VzX) — g(Vx@Z,Y) + g(oY,VxZ)

= g(oY,VzX) — g(@Y,VzX) — g(@Y,VxZ) + g(@Y,VxZ)

= —g(pY, (V' =V)X) + g(oY, (V"' = V)xZ)

=—G(Y, (V' = V).X) + G, (V' = V)x2)

=—GY,(VI = V), X) + G(Y, (VI = V)xZ)

=—FW,X,2) +F(,Z,X)

=0

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir
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5. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde yapilan tez ¢alisasinda elde ettigimiz bazi sonuglar verilecektir.

Bu tezde hemen hemen para Norden manifoldu tizerinde Codazzi ¢iftlerinin ¢esitli

ozellikleri aragtirilmistir.

Ilk olarak (M,,, ¢, g, G) hemen hemen para Norden manifoldu iizerinde sirasiyla
V¢, ¢ — conjugate konneksiyonu, V*, g — conjugate konneksiyonu ve VT,
G — conjugate konneksiyonu verilmistir. Ayrica bu konneksiyonlarin Klein-4 grup

sartlarin1 sagladiklar1 gosterilmistir.

Ikinci olarak (Ms,,, @, g,G) hemen hemen para Norden manifoldu i{izerinde
V,9),(V,g) ve (V,G) Codazzi giftleri verilmis ve bu Codazzi giftlerinin gesitli

Ozellikleri arastirilmistir.

Ucgiincii olarak (M,,,, ¢, g) hemen hemen para Norden manifoldu iizerinde V , V*
ve V¢ konneksiyonlarinin egrilikleri sirasiyla R, R* ve R? olmak iizere bu egrilikler

arasindaki iliski verilmistir.

Dérdiincii olarak (M,,,, @, g, G) hemen hemen para Norden manifoldu izerinde g
ve G metrigine uygulanan Tachibana operatdriinden elde edilen sonuglar verilmistir.
Ardindan V burulmasiz lineer konneksiyonu dikkate alinarak Nijenhuis tensorii
hesaplanmistir. Son olarak da (M,,, ¢, g, G) manifoldunun para Kahler Norden olmasi

icin gerekli ve yeter sart elde edilmistir.

Besinci olarak ¢ —invaryant lineer konneksiyon kavrami iizerinde durulmustur.
(M3, @, g, G) hemen hemen para Norden manifoldu tizerinde V lineer konneksiyon ve
V* ve VI sirastyla g —conjugate ve G —conjugate konneksiyonlar olmak iizere bu

konneksiyonlarin ¢ —invaryantligi ile ilgili sartlar ve 6zellikler aragtirilmistir.

Son olarak da istatistiksel manifoldlar ve 6zellikleri incelenmistir.
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