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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

PARA NORDEN MANİFOLDLARINDA CODAZZİ ÇİFTLERİNİN  

BAZI ÖZELLİKLERİ 

Sedanur UÇAN 

Erzurum Teknik Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı 

 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Sibel TURANLI 

 

Bu tezde ilk  olarak 𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir manifold üzerinde 𝑔 para Norden 

metrik, 𝜑 hemen hemen para kompleks yapı, 𝐺 twin para Norden metrik ve ∇ bir lineer 

konneksiyon olmak üzere 𝜑 ’ ye, 𝑔 ’ ye ve 𝐺  ’ göre lineer olan ∇𝜑  , 𝜑 −conjugate 

konneksiyonu, ∇∗  , 𝑔 − conjugate konneksiyonu ve ∇† , 𝐺 −conjugate konneksiyonu 

tanımlanmıştır. Bu konneksiyonların Klein-4 grup özelliklerini sağladığı gösterilmiştir. 

∇,  ∇∗ ve ∇† konneksiyonlarının eğrilikleri sırasıyla 𝑅,  𝑅∗ ve 𝑅† olmak üzere bu 

eğrilikler arasındaki ilişki bulunmuştur. Daha sonra (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  para Norden 

manifoldunda (∇, 𝜑) , (∇, 𝑔)  ve (∇, 𝐺)  Codazzi çiftleri tanımlanmış ve bunların 

özellikleri incelenmiştir. (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  manifoldunun para Kahler Norden manifold 

olması için gerek ve yeter şart araştırılmıştır. Son olarak da 𝜑 − invaryant lineer 

konneksiyonların ve istatistiksel manifoldun özellikleri çalışılmıştır. 

 

2021, 78 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Para Norden manifold, Conjugate konneksiyon, Codazzi çiftleri, 

Para Kahler Norden Manifold, 𝜑 −invaryant lineer konneksiyon, İstatistiksel Manifold.
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ABSTRACT 

MS. Thesis 

SOME PROPERTIES OF CODAZZI PAIRS ON PARA NORDEN 

MANIFOLDS 

Sedanur UÇAN 

Erzurum Technical University  

Gradute School of Natural and Applied Sciences 

Department of   Maths 

Supervisor:  Asst. Prof. Sibel TURANLI   

 

In this thesis, firstly, let  𝑔  be a para Norden metric, 𝜑  be a para complex 

structure, 𝐺  be a twin para Norden metric and ∇  be a linear connection on 𝑀2𝑛 

differentiable manifold, ∇𝜑 , ∇∗  and ∇†  are conjugate connections which are linear with  

respect to 𝜑 , 𝑔  and 𝐺  are defined. These connections are shown to provide the 

properties of Klein-4 group. Let the curvature tensors of the connections ∇ , ∇∗  and 

∇† be 𝑅, 𝑅∗ and 𝑅† , respectively, the relationship between these curvature tensors is 

found. Later, (∇, 𝜑), (∇, 𝑔) and (∇, 𝐺) Codazzi pairs are defined on (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) and 

some properties of these pairs are examined. The necessary and sufficient condition for 

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  to be a para Kahler Norden is investigated. Finally, properties of 

𝜑 −invariant linear connection and statistical manifold are studied. 

 

2021, 78 pages 

Anahtar Kelimeler: Para Norden manifold, Conjugate connection, Codazzi pairs, Para 

Kahler Norden manifold, 𝜑 −invariant linear  connection, Statistical manifold.
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SİMGELER DİZİNİ VE KISALTMALAR DİZİNİ 

Simgeler Açıklama 

𝑀𝑛 𝑛 boyutlu manifold 

𝐶∞ Her mertebeden sürekli kısmi türevleri olan fonksiyonların kümesi 

𝐿𝑋 𝑋 vektör alanına göre Lie türevi 

𝜑 Hemen hemen para kompleks yapı 

∇𝑋 𝑋 vektör alanı yönündeki kovaryant türev 

𝑆𝑖𝑗
𝑘  Burulma Tensörü 

𝑅𝑟𝑠𝑘
𝑖  Eğrilik Tensörü 

Γ𝑖𝑗
𝑘 Cristoffel sembolü 

𝑇𝑞
𝑝(𝐵𝑛) 𝐵𝑛 vektör uzayında (𝑝. 𝑞) tipli tensörlerin kümesi 

𝑁𝜑 𝜑’nin Nijenhuis tensörü 

𝑔 Pseudo-Riemann metriği 

𝐺 Twin Metrik 

Φ Tachibana operatörü 

∇∗ ∇ konneksiyonunun 𝑔 conjugate konneksiyonu 

∇† ∇ konneksiyonunun 𝐺 conjugate konneksiyonu 

∇𝜑 ∇ konneksiyonunun 𝜑conjugate konneksiyonu 

𝑅∗ ∇∗ konneksiyonunun eğrilik tensörü 

𝑅𝜑 ∇𝜑 konneksiyonunun eğrilik tensörü 

𝑆∇
∗
 ∇∗ konneksiyonunun burulma tensörü 

𝑆∇
†
 ∇† konneksiyonunun burulma tensörü 

𝑆∇
𝜑

 ∇𝜑 konneksiyonunun burulma tensörü
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1. GİRİŞ 

 Diferensiyel geometri , geometrik problemler üzerinde diferensiyel metodlar ve 

integral hesaplamalarıyla çalışan matematiğin bir alt disiplinidir. 

 𝑀2𝑛 manifoldu üzerinde 𝑔 pseudo Riemannian metriği ve 𝜑 hemen hemen para 

kompleks yapısı verilmiş olsun. 𝑋, 𝑌 vektör alanları olmak üzere 𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝜑𝑌) 

şartını sağlayan 𝑔 metriğine hemen hemen para Norden metrik denir. Bu metrikler pür 

metrik, anti-Hermitian metrik veya B-metrik olarak da adlandırılmış ve çeşitli yazarlar 

(Tachibana 1960; Kruchkovich 1972;Salimov 1983; Ganchev ve Borisov 1986; Etayo ve 

Santamaria 2000; Vishnevskii 2002) tarafından çalışılmıştır. 

 Codazzi tensörlerde geometrinin çeşitli alanlarında karşılaşılan önemli bir 

konudur. Çeşitli tipten tensörlerin Codazzilik şartları ve Codazzi tensörlerin özellikleri 

birçok yazar (Simon 1975; Derdzinski 1981; Simon 1981; Derdzinski ve Shen 1983; 

D’atri 1985; Pinkall vd 1995; Gebarowski 1994; Shhwenk-Schellschmidt ve Simon 2009; 

Simon vd 2010; Slimov ve Turanli 2013; Salimov vd 2013; Catino vd 2015; Fei ve Zhang 

2017; Shandra vd 2019; Gezer ve Cakıcıoğlu) tarafından çalışılmıştır. 

 Sunulan bu tezde iki çalışma temel kaynak olarak ele alınmıştır. 

 Bunlarda ilki (Fei ve Zhang 2017) tarafından yapılan çalışmadır. Bu çalışmada 

𝑀2𝑛 manifoldu üzerinde 𝑔  Hermitian metriği, 𝐿  hemen hemen kompleks (para 

kompleks) yapısı ve 𝜔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐿𝑋, 𝑌)  şeklinde tanımlanan (0,2) tipli anti-simetrik 

tensörü ele alınmıştır. ∇  bir lineer konneksiyon olmak üzere; ∇𝐿 , 𝐿 − conjugate 

konneksiyonu,  ∇∗ , 𝑔 −conjugate konneksiyonu ve ∇† , 𝜔 −conjugate konneksiyonları 

tanımlanmış ve bu konneksiyonların özellikleri incelenmiştir. Ardından (∇, 𝐿) , (∇, 𝑔) ve 

(∇,𝜔) Codazzi çiftlerinin özellikleri araştırılmıştır. Son olarak da Codazzi (para) Kahler 

manifoldu üzerinde çalışılmıştır.  

 İkinci çalışma ise (Gezer ve Cakıcıoğlu) tarafından yapılan çalışmadır. Bu çalışma 

da ise 𝑀2𝑛 manifoldu üzerinde 𝑔 Norden metriği, 𝜑 hemen hemen kompleks yapısı ve 
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𝐺(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐿𝑋, 𝑌)  şeklinde tanımlanan (0,2) tipli simetrik twin metrik tensörü ele 

alınmıştır. ∇ bir lineer konneksiyon olmak üzere; ∇𝜑 , 𝜑 −conjugate konneksiyonu,  ∇∗ ,

𝑔 −conjugate konneksiyonu ve ∇† , 𝐺 −conjugate konneksiyonları tanımlanmış ve bu 

konneksiyonların özellikleri incelenmiştir. Ardından (∇, 𝐿) , (∇, 𝑔)  ve (∇, 𝐺)  Codazzi 

çiftlerinin özellikleri araştırılmıştır. ∇ , ∇∗  ve ∇†  konneksiyonlarının eğrilik tensörleri 

sırasıyla 𝑅 , 𝑅∗  ve 𝑅†  olmak üzere bu eğrilikler arasındaki ilişki bulunmuştur. 𝑔 Norden 

metriğine Φ Tachibana operatörü uygulanmış ve elde edilen sonuçlar verilmiştir. Son 

olarak da 𝜑 −  invaryant linner konneksiyonlar ve istatistiksel manifoldlar üzerinde 

durulmuştur.  

 Sunulan bu tezde ise para Norden manifoldlarında Codazzi çiftlerinin özellikleri 

araştırılmıştır. Bu amaçla çalışmanın daha iyi anlaşılabilmesi için ikinci kısımda temel 

tanımlar ve kavramlar verilmiştir.  

 Üçüncü bölümde ise (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) hemen hemen para Norden manifodunun tanımı 

verilmiştir. Bu manifold üzerinde 𝑔  ve 𝜑  vasıtasıyla 𝐺(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐿𝑋, 𝑌)  şeklinde 

tanımlanan twin para Norden metriği alınmıştır. ∇ bir lineer konneksiyon olmak üzere; 

∇𝜑 , 𝜑 − conjugate konneksiyonu,  ∇∗ , 𝑔 − conjugate konneksiyonu ve ∇† ,

𝐺 − conjugate konneksiyonları tanımlanmış ve bu konneksiyonların Klein-4 grup 

özelliklerini sağladığı ispatlanmıştır. Ardından (∇, 𝐿) , (∇, 𝑔) ve (∇, 𝐺) Codazzi çiftleri 

tanımlanmış ve bu çiftlerin özellikleri verilmiştir.  ∇ , ∇∗  ve ∇†  konneksiyonlarının 

eğrilik tensörleri sırasıyla 𝑅 , 𝑅∗  ve 𝑅†  olmak üzere bu eğrilikler arasındaki ilişki 

bulunmuştur. 𝑔 para Norden metriğine Φ Tachibana operatörü uygulanmış ve elde edilen 

sonuçlar verilmiştir. Bu sonuçlardan hareketle (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) manifoldunun para Kahler 

Norden manifold olması için gerek ve yeter şart elde edilmiştir. Son olarak da 𝜑 − 

invaryant linner konneksiyonlar incelenmiş ve çeşitli konneksiyonların 𝜑 − invaryant 

olması şartları araştırılmştır. Son olarak da  istatistiksel manifoldlar üzerinde çalışılmıştır. 
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2. KAYNAK ÖZETLERİ 

1975 yılında bir çalışmada negatif olmayan kesitsel eğrilikli Riemannian 

manifoldlarında Codazzi şartlarını sağlayan (0,2) tipli tensörler incelenmiş ve çeşitli 

uygulamaları verilmiştir (Simon 1975). 

1981 yılında bir çalışmada Riemannian manifoldu üzerinde Codazzi tensörlerin 

bazı genel özellikleri verilmiş, paralel olmayan Codazzi tensörler tanımlanmış ve 

bunların özellikleri incelenmiştir. (Derdzinski 1981). 

1981 yılında bir çalışmada (2,0)  tipli simetrik tensörlerin Codazzi şartı 

verilmiştir. Codazzi tensörden hareketler bazı diferensiyel operatörler tanımlanmış ve 

integral formülleri verilmiştir. Ayrıca bu formüllerin hiperyüzeylere uygulanışı 

incelenmiştir. (Simon 1981). 

1983 yılında bir çalışmada (0,2)  tipli Codazzi tensörlere çalışılmıştır.  

Riemannian manifoldunda non-trivial Codazzi tensörlerinin geometrik ve topolojik 

sonuçları üzerinde durulmuştur. Ayrıca ∁∞ sınıfından her manifoldun non-trivial Codazzi 

tensöre sahip Riemannian metriğini kapsadığı örneklerle gösterilmiştir. Sabit eğrilikli 

uzayda Codazzi tensörünün formu ve sabit eğrilikli uzayda herhangi bir hiperyüzeyin 2. 

esas formunun Codazzi tensör olduğu verilmiştir. Ayrıca Riemannian manifoldunda Ricci 

tensörünün Codazzilik şartını sağlaması durumunda elde edilen özellikler incelenmiştir. 

(Derdzinski ve Shen 1983). 

1985 yılında bir çalışmada Riemannian manifoldunda (0,2)  tipli simetrik 

tensörün Codazzi şartı ve ℝ𝑛 de hiperyüzeylerde 2. Esas formun Codazzi tensörü olduğu 

verilmiştir. Ayrıca Riemannian manifoldunun harmonik eğriliğe sahip olması için gerekli 

ve yeter şartın Ricci tensörünün Codazzi tensör olması gerektiği ifade edilmiştir. Left-

invaryant Codazzi tensörlere çalışılmıştır (D’atri 1985). 

1994 yılında bir çalışmada projektif ve konformal yapılar arasındaki Codazzi 

ilişkileri incelenmiştir. Projektif flat manifoldlarda Codazzi tensörleri araştırılmıştır.  
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Codazzi çiftinden hareketle istatistiksel manifold kavramına yer verilmiştir (Pinkall vd 

1994). 

            1994 yılında bir çalışmada Riemannian manifoldlarında Codazzi tensörler ve bazı 

genel özellikleri çalışılmıştır (Gebarowski 1994). 

2009 yılında bir çalışmada afin konneksiyonların Codazzi eşitlikleri araştırılmıştır 

(Schwenk-Schellschmidt ve Simon 2009). 

2010 yılında bir çalışmada Codazzi-equivalant Riemann metrikleri incelenmiştir. 

Codazzi-equivalent metriklerinin eğriliği üzerinde çalışılmıştır. Codazzi tensorlerin bazı 

özellikleri incelenmiştir. (Simon vd 2010). 

2013 yılında bir çalışmada anti- Kähler Codazzi manifoldları tanımlanmış ve bu 

manifoldların eğrilik özelliklerine bakılmıştır (Salimov ve Turanli 2013). 

2013 yılında bir çalışmada anti- Kähler Codazzi manifoldlarının izotroplik 

özelliklerine bakılmıştır (Salimov vd 2013). 

2015 yılında bir çalışmada iki farklı özdeğere sahip Codazzi tensorler üzerinde 

çalışılmıştır (Catino vd 2015). 

2017 yılında bir çalışmada  çeşitli tipten tensörler için Codazzi çifttlerine bakılmış 

ve bu Codazzi çiftlerinin özellikleri araştırlmıştır. Codazzi (para) Kahler yapılar 

incelenmiştir (Fei ve Zhang 2017). 

2019 yılında bir çalışmada tam ve kompakt Riemannian manifoldlarında klasik 

Codazzi tensörler ve yüksek mertebeden Codazzi tensörler çalışılmıştır (Shandra vd 

2019). 

Bu çalışmada Codazzi çiftleri ve bunların çeşitli özelliklerine çalışılmıştır (Gezer 

ve Cakicioglu).
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3.MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 3.1.1: 𝑋  Hausdorff topolojik uzay olsun. Herhangi bir 𝑈 ⊂ 𝑋  açık kümesinin  

𝑉 ⊂ ℝ𝑛 bölgesine   

𝜑:𝑈 → 𝑉 

homeomorfizmine 𝑋  de 𝑛  boyutlu koordinat sistemi, 𝑈  ya ise 𝜑  haritasının koordinat 

komşuluğu veya koordinat bölgesi denir. Bazen harita  (𝑈, 𝜑) şeklinde de gösterilir. 

Eğer 𝑥 ∈ 𝑈 ise 

𝜑(𝑥) = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 

olur. 𝑥1. … . 𝑥𝑛 reel sayılarına   haritasında x noktasının koordinatları denir (Salimov ve 

Mağden 2008). 

Tanım 3.1.2: Eğer 𝑋  Hausdorff topolojik uzayının 𝑛  boyutlu 𝜑𝛼  haritalarının 𝑈𝛼 

bölgeleri bu uzayı örterse, yani 

𝑋 =⋃𝑈𝛼 

𝛼∈𝐴

 

𝐴 indisler kümesi olmak üzere X ’e  𝑛  boyutlu topolojik manifold veya sadece 𝑛 boyutlu 

manifold denir (Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 3.1.3: X topolojik Hausdorff uzay ve k ise 0 ≤ 𝑘 ≤ ∞ şartını sağlayan tam sayı 

olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)}, 𝛼𝜖𝐴, 𝑈𝛼 ⊂ 𝑋} lokal koordinatlar ailesine 

X üzerinde 𝐶𝑘 sınıfından 𝑛 boyutlu atlas adı verilir (Salimov ve Mağden 2008). 

i. Lokal haritaların 𝑈𝛼 bölgesi 𝑋 i örter, yani 𝑋, 𝑛 boyutlu topolojik manifolddur.  

ii. Keyfi 𝛼, 𝛽 𝜖 𝐴 için  𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ ∅ ise  

 𝜑𝛽𝜊𝜑𝛼
−1: 𝜑𝛼(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) → 𝜑𝛽(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) 
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dönüşümü  𝐶𝑘 sınıfındandır. Bu şarta bazen (𝑈𝛼, 𝜑𝛼)  ve  (𝑈𝛽 , 𝜑𝛽)   haritalarının  𝐶𝑘 

uzlaşması şartı da denir. 

𝜑𝛽𝜊𝜑𝛼
−1 dönüşümüne ise koordinatların dönüşümü ( 𝑢𝛽

𝑖 = 𝑢𝛽
𝑖  (𝑢𝛼

𝑗
), 𝑖, 𝑗 =

1,⋯ , 𝑛) denir. Burada 𝑢𝛽
𝑖  , (𝑈𝛽 , 𝜑𝛽) haritasındaki 𝑥 𝜖 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽  noktasının koordinatlar, 

𝑢𝛽
𝑖  ise  (𝑈𝛼, 𝜑𝛼)  haritasındaki x noktasının koordinatlarıdır. 

𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 = ∅ 
ise bu durumda  𝜑𝛽𝜊𝜑𝛼

−1  dönüşümü tayin edilemez. Bu durumda 

 𝜑𝛽𝜊𝜑𝛼
−1  dönüşümünün  𝐶𝑘  sınıfından olduğu kabul edilecektir. 2. şartı, 

𝜑𝛽𝜊𝜑𝛼
−1 dönüşümlerinin   𝐶𝑘  sınıfından diffeomorfizmler olmasına denktir. Bu ise, 

𝜑𝛽𝜊𝜑𝛼
−1  koordinat dönüşümünün Jakobiyen matrisinin determinantının sıfırdan farklı 

olması demektir. 

Tanım 3.1.4: {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)} ve {(𝑈𝛽 , 𝜑𝛽)} ,  𝐶𝑘  sınıfından herhangi iki atlas olsun. Bu 

atlasların keyfi (𝑈𝛼,𝜑𝛼) ve  (𝑈𝛽,𝜑𝛽)   haritaları  𝐶𝑘  uzlaşmış ise yani,  {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)}   ve  

{(𝑈𝛽 , 𝜑𝛽)} atlaslarının birleşimi  𝐶𝑘  sınıfından atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir (Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 3.1.5: X Hausdorff uzay üzerinde 𝐶𝑘 atlaslarının denklik sınıfına  𝐶𝑘 −yapı denir. 

 𝐶𝑘 −yapısının tüm 𝐶𝑘 atlaslarının birleşimi yine 𝐶𝑘 atlas oluşturur. Bu atlasa maksimal 

 𝐶𝑘 atlas adı verilir.  

X üzerindeki 𝐶𝑘 atlaslarının her bir denklik sınıfı, kendisinin bir elemanı ile ifade 

edilir. Yani,  𝐶𝑘 − yapısı, onun keyfi  𝐶𝑘  atlası yardımıyla oluşturulabilir. Buradan 

𝑋 üzerindeki her bir  𝐶𝑘 −yapısının bu yapıdan olan bir  𝐶𝑘 atlas ile verilebileceği sonucu 

çıkar. 

 𝐶0 −yapıya topolojik yapı,  𝐶𝑘   (1 ≤ 𝑘 ≤ ∞) yapıya ise düzgün (smooth) yapı 

denir. Bundan sonra yalnız  𝐶∞  sınıfından olan yapılara bakılacaktır.  
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Tanım 3.1.6: 𝑋 Hausdorff ve sayılabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eğer, 𝑀  

üzerinde 𝑛 −boyutlu 𝐶∞ atlaslarının 𝐶∞ yapısıverilmişse  𝑀 uzayına 𝑛 boyutlu 

 𝐶∞ sınıfından diferensiyellenebilir veya düzgün manifold denir ve 𝑀𝑛 ile gösterilir 

(Salimov ve Mağden 2008). 

3.2. Tensör Alanları 

 

Tanım 3.2.1: 𝐵𝑛. 𝑛 boyutlu vektör uzayı, 𝐵𝑛
∗ ise onun dual uzayı olsun.  𝑥⃗𝑗 ∈ 𝐵𝑛 , 𝑗 =

1, … , 𝑞 vektör değişkenleri ve  𝜉𝑖 ∈ 𝐵𝑛
∗ , 𝑖 = 1,… , 𝑝  kovektör değişkenlerinin 

𝜔 = 𝑡(𝑥⃗1, 𝑥⃗2, … , 𝑥⃗𝑞 , 𝜉
1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) 

reel değerli fonksiyonunu gözönüne alalım. Eğer bu fonksiyon her bir değişkene göre 

lineerlik şartını sağlarsa, buna multilineer fonksiyon denir.  

Örneğin birinci vektör değişkenine göre lineerlik şartı 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ olmak üzere 

                  𝜔 = 𝑡(𝜆𝑥⃗ + 𝜇𝑦⃗, 𝑥⃗2, … , 𝑥⃗𝑞 , 𝜉
1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) 

= 𝜆𝑡(𝑥⃗, 𝑥⃗2, … , 𝜉
1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) + 𝜆𝑡(𝑦⃗, 𝑥⃗2, … , 𝑥⃗𝑞 , 𝜉

1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) 

biçiminde gösterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karşılık gelen 

𝑡: 𝐵𝑛 × 𝐵𝑛 × …× 𝐵𝑛⏟          
𝑞

× 𝐵𝑛∗ × 𝐵𝑛∗ × . . .  × 𝐵𝑛∗⏞            
𝑝

→ ℝ 

operatörüne 𝐵𝑛  uzayında 𝑝 dereceden kontravaryant, 𝑞 dereceden kovaryant tensör adı 

verilir ve 𝑇𝑞
𝑝(𝐵𝑛)  ile gösterilir. 𝑝 ≥ 0 , 𝑞 ≥ 0 olmak üzere 𝑠 = 𝑝 + 𝑞  sayısına ise 

tensörün  valentliği, (𝑝, 𝑞)  sembolüne ise tensörün tipi denir.  (𝑝, 0) tipli tensöre 

kontravaryant tensörler, (0, 𝑞) tipli tensörlere ise kovaryant tensörler denir. 

𝑆2(𝐵𝑛),  𝑇2
0(𝐵𝑛) uzayının bütün simetrik tensörlerinin alt uzayı olmak üzere 

herhangi bir 𝑔 ∈ 𝑆2(𝐵𝑛) tensörünü alalım;  

                                            𝑔(𝑥⃗, 𝑦⃗) = 0 , ∀ 𝑦⃗ ∈ 𝐵𝑛                                                           (3.1) 
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şartından 𝑥⃗ = 0⃗⃗  alınırsa, bu taktirde  𝑔 tensörüne regüler tensör denir. (3.1) eşitliği 

koordinatlarla 

𝑔𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 = 0 

şeklinde yazılır. Bu eşitlik ∀ 𝑦𝑗 için sağlandığından  

𝑔𝑖𝑗𝑥
𝑖 = 0 , 𝑗 = 1,… , 𝑛 

elde edilir.. Bu denklem sisteminin 𝑥𝑖 = 0 çözümüne sahip olması için  

𝐷𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗) ≠ 0 

olması gerekir. Burada (𝑔𝑖𝑗) , 𝑔𝑖𝑗  tensörüne karşılık gelen matristir. 

𝑔 ∈ 𝑆2(𝐵𝑛) tensörü regüler tensör ise 𝑔 tensörüne 𝐵𝑛 de esas tensör denir. Esas 

tensöre karşılık gelen  (𝑔𝑖𝑗) matrisinin tersi (𝑔̃𝑖𝑗) ile gösterilir ve 

                                                            𝑔̃𝑠𝑗𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖
𝑠                                                      (3.2) 

yazılır. 𝐵𝑛 ve 𝐵𝑛
∗ uzayları arasında  

                                                        𝜉𝑖 = 𝑔𝑖𝑠𝑥
𝑠  , (𝜂𝑖 = 𝑔𝑖𝑠𝑦

𝑠)                                        (3.3) 

dönüşümüne bakalım. Buradan  (3.2) eşitliğine göre 

                                                    𝑥𝑠 = 𝑔̃𝑠𝑖𝜉𝑖  ,   (𝑦
𝑠 = 𝑔̃𝑠𝑖𝜂𝑖)                                              (3.4) 

olur. 𝑔 ∈ 𝑆2(𝐵𝑛)  tensörüne karşılık gelen invariant bilineer formu 

𝜔 = 𝑔(𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑔𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 

yazılır. Burada (3.3) ve (3.4) eşitlikleri dikkate alınırsa  

𝜔 = 𝑔(𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑔𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 = 𝑥𝑖𝜂𝑖 = 𝑔̃

𝑖𝑗𝜂𝑖𝜉𝑗 

olur. Yani, 𝑔𝑖𝑗 esas tensörü verildiğinde kovektör değişkenlerinin 𝜔 = 𝑔̃𝑖𝑗𝜂𝑖𝜉𝑗  invaryant 

bilineer formu alınır. Burada 𝑔̃𝑖𝑗 ,  (2,0) tipli tensörün koordinatlarıdır. Bu tensöre 𝑔𝑖𝑗 

tensörünün ters tensörü denir. Ayrıca 
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𝑔̃(𝜂, 𝜉) = 𝑔̃𝑖𝑗𝜂𝑖𝜉𝑗 = 𝜂𝑖𝑥
𝑖 = 𝑔𝑖𝑠𝑦

𝑠𝑥𝑖 

𝑔̃(𝜉, 𝜂) = 𝑔̃𝑖𝑗𝜉𝑗𝜂𝑖 = 𝜉𝑗𝑦
𝑗 = 𝑔𝑗𝑠𝑥

𝑠𝑦𝑗 

                 = 𝑔𝑠𝑖𝑥
𝑖𝑦𝑠 = 𝑔𝑠𝑖𝑦

𝑠𝑥𝑖 = 𝑔̃(𝜂, 𝜉) 

olduğundan  𝑔̃𝑖𝑗 tensörü de simetriktir.
 

Böylece 𝐵𝑛 de  𝑔𝑖𝑗  tensörü verildiği zaman 𝐵𝑛 → 𝐵𝑛 
∗  izomorfizmi bulunur. 

Bundan hareketle vektör ve kovektörler aynılaştırılır ve aynı 𝑥⃗ sembolü ile gösterilir. 

Yani, 

𝑥𝑠 = 𝑔𝑠𝑖𝑥
𝑖   ,   𝑥𝑖 = 𝑔̃𝑖𝑠𝑥𝑠  

yazılır. Bu işlemlere indisin indirilmesi (𝑥𝑖 → 𝑥𝑠) ve yükseltilmesi (𝑥𝑠 → 𝑥𝑖)  işlemleri 

denir. Buna göre 𝑆(𝑥⃗, 𝑦⃗) tensörünü göz önüne alınırsa; 

                                         𝑆∙𝑗
𝑝 = 𝑔̃𝑝𝑖𝑆𝑖𝑗 , 𝑆𝑖∙

𝑝 = 𝑔̃𝑝𝑗𝑆𝑖𝑗 , 𝑆∙∙
𝑝𝑞𝑔̃𝑝𝑖𝑔̃𝑝𝑗𝑆𝑖𝑗 

verilmiş 𝑆𝑖𝑗 tensöründen indislerin yükseltilmesi işlemleridir. 

                                        𝑆𝑝
∙𝑗
= 𝑔𝑝𝑖𝑆

𝑖𝑗 , 𝑆𝑝
𝑖∙ = 𝑔𝑝𝑗𝑆

𝑖𝑗 ,  𝑆𝑝𝑞
∙∙ = 𝑔𝑝𝑖𝑔𝑞𝑗𝑆

𝑖𝑗 

ise verilmiş 𝑆𝑖𝑗 tensöründen indislerin indirilmesi işlemidir. 

Eğer 𝑔(𝑥⃗, 𝑦⃗ ), 𝐵𝑛 uzayında  (0,2)  tipli bir tensör ise, ∀ 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝐵𝑛 vektörlerinin 

skaler çarpımı denildiğinde 𝑔 tensörünün 𝑥⃗ ve 𝑦⃗ vektörleri üzerindeki izi anlaşılır ve 𝑥⃗𝑦⃗ 

veya (𝑥⃗, 𝑦⃗) sembollerinden birisi ile gösterilir. Yani, 

  
                                              (𝑥⃗, 𝑦⃗)= 𝑔(𝑥⃗, 𝑦⃗)= 𝑔𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗 = 𝑥𝑗𝑦
𝑗                                        (3.5) 

şeklindedir. 

Eğer 𝐷𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗) ≠ 0  olursa bu taktirde (3.5) de verilen skaler çarpıma regüler 

çarpım denir. 
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Tanım 3.2.2: 𝑀𝑛 , C
∞ sınıfından bir manifold ve 𝑇𝑝 , ∀ 𝑝 ∈ 𝑀𝑛  noktasındaki tanjant 

uzayı olsun. 𝑀𝑛 manifoldunun ∀ 𝑝 ∈ 𝑀𝑛 noktasına 𝑇𝑝 uzayından bir 𝑋𝑝 vektörü karşılık 

getiren 𝑋 vektör değerli fonksiyonuna vektör alanı denir (Salimov ve Mağden 2008). 

𝑓 , 𝑀𝑛  manifoldunda bir fonksiyon ise 𝑋𝑓 de 𝑀𝑛  manifoldunda bir fonksiyon 

tanımlar. Bu ise 

(𝑋𝑓)(𝑝) = 𝑋𝑝𝑓 

ile tanımlanır. 𝑈 ⊂ 𝑀𝑛 koordinat komşuluğunu alalım. Bu komşuluktaki bir vektör alanı  

𝑋 = 𝜉𝑖𝜕𝑖 

olarak yazılır. 𝜉𝑖 ler 𝑈 daki lokal koordinatlara bağlıdır. Yani,  

𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑥𝑖 , ⋯ , 𝑥𝑛) , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

olur. 

𝑀𝑛 ,  C
∞ sınıfından bir manifold olmak üzere ∀ 𝑚 ∈ 𝑀𝑛  noktasındaki her bir 

(𝑝, 𝑞) tipli tensör için uygun bir 𝑇𝑞
𝑝(𝑚) tensör uzayı vardır.

 

Tanım 3.2.3: 𝑀𝑛 , C
∞  sınıfından bir manifold ve 𝑇𝑞

𝑝(𝑚), ∀ 𝑚 ∈ 𝑀𝑛  noktasındaki (𝑝, 𝑞) 

tipli tensör tensör uzayı olsun.  𝑀𝑛  manifoldunun ∀ 𝑚 ∈ 𝑀𝑛  noktasına 𝑇𝑞
𝑝(𝑚)  tensör 

uzayından bir  𝑡𝑞
𝑝(𝑚)  tensörü karşılık getiren  𝑇 fonksiyonuna (𝑝, 𝑞) tipli tensör alanı 

denir (Bishop and Goldberg 1968).
 

Eğer  𝑝 = 1 , 𝑞 = 0 ise vektör alanı elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensör alanı bir 

vektör alanıdır. 

Eğer 𝑝 = 𝑞 = 0  ise her 𝑚 ∈ 𝑀𝑛  noktasına bir skaler değer karşılık gelır. Bu 

yüzden  (0,0)  tipli tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur.  
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Eğer  U ⊂ 𝑀n bölgesinde f  fonksiyonu C∞ sınıfından ise ∀ x ∈ U  için 

( )xTdf x

0

1  olur. Böylecef  fonksiyonunun diferensiyeli olan 𝑑𝑓 operatörü ifadesi (0,1) 

tipli bir tensör alanıdır. 

Herhangi bir 𝑚  noktasındaki  𝑇𝑚  tensörü simetrik tensör ise 𝑇  tensör alanına 

simetrik tensör alanı denir. Eğer herhangi bir bir 𝑚 noktasındaki 𝑇𝑚 tensörü antisimetrik 

tensör ise 𝑇 tensör alanına antisimetrik tensör alanı denir.  

 𝑇 , (𝑝, 𝑞) tipli tensör alanı olsun. 𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑝  , (1,0)  tipli tensör alanları ve 

𝑋1. , , , . 𝑋𝑞 vektör alanları olmak üzere  

𝑇(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑝 , 𝑋1,⋯ , 𝑋𝑞)(𝑚) = 𝑇𝑚(𝜃1(𝑚),⋯ , 𝜃𝑝 (𝑚), 𝑋1(𝑚),⋯ , 𝑋𝑞(𝑚)) 

ifadesi reel değerli fonksiyon tanımlar. Özelikle 
ix  koordinatlarına göre T tensör alanının 

bileşenleri  

𝑇
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 = 𝑇(𝑑𝑥𝑖1 , ⋯ , 𝑑𝑥𝑖𝑞 , 𝜕𝑗1 , ⋯ , 𝜕𝑗𝑝) 

biçiminde reel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg 1968). 

𝑇 tensör alanının bileşenleri  𝐶∞ sınıfından fonksiyonlar ise 𝑇 tensör alanına 𝐶∞ 

sınıfındandır denir. 𝐶∞ sınıfından olan (0,1)  tipli tensör alanına 1-form denir. 

(𝑝, 𝑞) tipli 𝑇 tensör alanının 𝐶∞ sınıfından olması için gerek ve yeter şart her bir  

𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑝    1-formları ve her bir 𝐶∞  sınıfından 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑞  vektör alanları için   

𝑇(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑝 , 𝑋1,⋯ , 𝑋𝑞) fonksiyonunun 𝐶∞ sınıfından olmasıdır. 

3.3. Diferensiyellenebilir Manifold Üzereinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon 

 

 𝑀𝑛 diferensiyellenebilir manifoldunun 𝛾: 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑡)   eğrisi boyunca 

konneksiyon dahil edilmesi eğrinin noktalarına tatbik edilmiş vektörler arasında 

uygunluk oluşturma kuralıdır. Eğer 𝛾 eğrisinin herhangi bir noktasındaki 𝑣𝑖  vektörü  t  

parametresine bağlı olarak değiştikçe verilen konneksiyona göre başlangıçtaki ile uygun 
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kalırsa, bu durunda bu vektör verilmiş konneksiyona göre 𝛾  eğrisi boyunca parelel 

kaydırılmış olur. Eğer konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydırmayı 

ifade eden 𝑣𝑖 = 𝑣𝑖(𝑡)  fonksiyonları da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eğer 

vektörlerin paralel kaydırılması halinde lineer bağımlılık korunursa verilen konneksiyona 

afin veya lineer konneksiyon adı verilir. 

Afin konneksiyonun   𝛾  eğrisinin çeşitli noktalarına tatbik edilmiş vektörler 

arasında uygunluğu ifade eden şartı, yani vektörün eğri boyunca verilmiş afin 

konneksiyona göre paralel kaydırılması şartını bulalım. 𝛾 eğrisinin başlangıç noktasında  

𝑎𝑘
𝑖  , 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛

 
lokal bazını alalım ve farzedelim ki 𝑎𝑘

𝑖 (𝑡)  ’nin bağımlılığı baz 

vektörlerin verilmiş eğri boyunca paralel kaydırılması kuralını ifade etsin. Keyfi 𝑣𝑖 =

𝜆𝑘𝑎𝑘
𝑖  vektörünün verilen afin konneksiyona göre 𝛾 eğrisi boyunca paralel kaydırılması 

için gerek ve yeter şart  𝜆𝑘 katsayılarının sabit olmasıdır. Bu nedenden istifade edilerek  

                                                           𝑑𝑣𝑖 = 𝜆𝑘𝑑𝑎𝑘
𝑖                                                            (3.6) 

ifadesi yazılabilir. 𝑣𝑖 = 𝜆𝑘𝑎𝑘
𝑖  eşitliğinden 

                                                                    𝜆𝑘 = 𝑎𝑖
𝑘𝑣𝑖                                                                 (3.7) 

yazılır. Burada 𝑎𝑘
𝑖

 
baz vektörü olduğundan buna karşılık gelen kobaz vektörü 𝑎𝑖

𝑘  ile 

gösterilir. Buradan  𝑎𝑘
𝑖 𝑎𝑖

𝑠 = 𝛿𝑘
𝑠 yazılır. (3.7) eşitliği (3.6) da kullanılırsa, 

                                                      
     𝑑𝑣𝑖 + 𝜔𝑘

𝑖 𝑣𝑘                                                           (3.8) 

elde edilir.. (3.8) denkleminde  

                                                
          𝜔𝑘

𝑖 = − 𝑎𝑖
𝑠𝑑𝑎𝑠

𝑘                                                     (3.9) 

biçimindedir. (3.8) şartı 𝑣𝑖  vektörünün verilen afin konneksiyona göre paralel 

kaydırılması şartıdır. (3.9) biçiminde dahil edilen 𝜔𝑘
𝑖

 
objelerine konneksiyon (bağlantı) 

formları denir. 

Teorem 3.3.1: 1. Konneksiyon formları  𝑎𝑘
𝑖  , 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛  bazının seçilişinden 

bağımsızdır.  
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2. Konneksiyon formları, eğrisel koordinatkarın dönüştürülmesi durumunda tensör 

dönüşüm kuralına göre dönüşmez. 

İspat: 1.  𝜔𝑘
𝑖  ve 𝜔𝑘

𝑖
 iki baza karşılık gelen konneksiyon formları olsun. Paralel kaydırılan 

𝑣𝑖  vektörü için aşağıdaki şartlar yazılabilir: 

                                                    
       𝑑𝑣𝑖 + 𝜔𝑘

𝑖 𝑣𝑘                                                                 (3.10)  

                                                           𝑑𝑣𝑖 + 𝜔𝑘
𝑖
𝑣𝑘                                                                  (3.11)                                        

 (3.10) ve (3.11) şartlarından, 𝑣𝑖 vektörünün başlangıç değerinin keyfiliği 

şartından   𝜔𝑘
𝑖 = 𝜔𝑘

𝑖
 bulunur. 

2.  𝑀𝑛 manifoldunda 𝑢𝑖  eğrisel koordinatların değişmesi halinde baz vektörlerinin ve 

kovektörlerinin dönüşüm kuralını yazalım. 

                                                           𝑎𝑖
𝑘 = 𝐴𝑖

𝑖′𝑎𝑖′
𝑘   ,   𝑎𝑘

𝑖 = 𝐴𝑖′
𝑖 𝑎𝑘

𝑖′                                            (3.12) 

Burada  𝐴𝑖′
𝑖 =

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑢𝑖
′ ,   𝐴𝑖

𝑖′ =
𝜕𝑢𝑖

′

𝜕𝑢𝑖
  biçimindedir. (3.12) in ikinci şartından 

                                                
    𝑑𝑎𝑘

𝑖 = 𝑑𝐴𝑖′
𝑖  𝑎𝑘

𝑖′ + 𝐴𝑖′
𝑖 𝑑 𝑎𝑘

𝑖′                                                 (3.13) 

yazılır. (3.9) denkleminde (3.12) nin ilk şartı ve (3.13) eşitliği göz önüne alınırsa, 

         𝜔𝑗
𝑖 = −𝑎𝑗

𝑘𝑑𝑎𝑘
𝑖 = 𝐴𝑗

𝑗′
𝑎𝑗′
𝑘  (𝑑𝐴𝑖′

𝑖  𝑎𝑘
𝑖′ + 𝐴𝑖′

𝑖 𝑑 𝑎𝑘
𝑖′) 

veya 

                                         
       𝜔𝑗

𝑖 = 𝐴𝑗
𝑗′
𝐴𝑖′
𝑖 𝜔𝑗′

𝑖′ − 𝐴𝑗
𝑗′
𝑑𝐴𝑗′

𝑖                                           (3.14) 

olur. (3.14) eşitliğinden 𝜔𝑗
𝑖   konneksiyon formlarının tensörün koordinatları olmadığı 

görülür. 

Şimdi ise kovektörün 𝛾 eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel 

kaydırılması şartını inceleyelim. 
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Tanım 3.3.2: 𝜔𝑖 kovektörünün 𝛾  eğrisi boyunca paralel kaydırılan keyfi 𝑣𝑖  vektörü 

üzerindeki izi bu eğri boyunca sabit kalırsa 𝜔𝑖   kovektörüne 𝛾 eğrisi boyunca verilen afin 

konneksiyona göre paralel kaydırılmıştır denir. Bu tanıma göre  

                                             𝑑(𝑣𝑖𝜔𝑖 ) = 𝑑𝑣
𝑖𝜔𝑖 + 𝑣

𝑖𝑑𝜔𝑖 = 0                                            (3.15) 

olur. 𝑣𝑖  vektörünün paralel kaydırılması şartından  

                                                                  𝑑𝑣𝑖 = −𝜔𝑘
𝑖 𝑣𝑘                                                                 

(3.16) 

yazılır. (3.16) eşitliği (3.15) de kullanılırsa, 

                                                      (𝑑𝜔𝑖 − 𝜔𝑖
𝑘𝜔𝑘)𝑣

𝑖 = 0 

bulunur. 
iv  vektörünün keyfiliğinden dolayı 𝜔𝑖 kovektörün 𝛾 eğrisi boyunca verilen afin 

konneksiyona göre paralel kaydırılma şartı  

                                                            𝑑𝜔𝑖 − 𝜔𝑖
𝑘𝜔𝑘 = 0                                                         (3.17) 

biçimindedir. Vektörün ve kovektörün 𝛾  eğrisi boyunca paralel kaydırılması şartı 

kullanılarak, eğrinin çeşitli noktalarına uygulanmış keyfi tipli tensörün paralel 

kaydırılması verilebilir. 𝛾 eğrisi boyunca  (𝑝, 𝑞) tipli keyfi tensörün izi  

𝑍 = 𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝𝑣1
𝑗1⋯𝑣𝑞

𝑗𝑞𝜔𝑖1
1 ⋯𝜔𝑖𝑝

𝑝
 

şeklinde olsun. 𝑍  fonksiyonunun vektör ve kovektör değişkenlerinin 𝛾  eğrisi boyunca 

paralel kaydırılması şartları dahilinde diferensiyeli 

                 𝑑𝑍 = 𝑑𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝𝑣1
𝑗1⋯𝑣𝑞

𝑗𝑞𝜔𝑖1
1 ⋯𝜔𝑖𝑝

𝑝  𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝𝑑𝑣1
𝑗1⋯𝑣𝑞

𝑗𝑞𝜔𝑖1
1 ⋯𝜔𝑖𝑝

𝑝
 

                       +⋯+ 𝑡
𝑗1,⋯,𝑗𝑞

𝑖1,⋯,𝑖𝑝𝑣1
𝑗1 , ⋯ , 𝑣𝑞

𝑗𝑞𝜔𝑖1
1 ,⋯ , 𝑑𝜔𝑖𝑝

𝑝
 

 = (𝑑𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 − 𝜔𝑗1
𝑠 𝑡
𝑠𝑗2⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 −⋯−𝜔𝑠
𝑖1𝑡

𝑠𝑗2⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 + 𝜔𝑠
𝑖𝑝𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑠 ) 𝑣1
𝑗1⋯𝑣𝑞

𝑗𝑞𝜔𝑖1
1 ⋯𝜔𝑖𝑝

𝑝
         (3.18) 

olarak yazılır. Bu eşitlikte  
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             𝛿𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
=  𝑑𝑡

𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
− 𝜔𝑗1

𝑠 𝑡
𝑠𝑗2⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
−⋯−𝜔𝑠

𝑖1𝑡
𝑠𝑗2⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
+ 𝜔𝑠

𝑖𝑝
𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑠                   (3.19) 

olarak alınırsa 

                                       𝑑𝑍 = 𝛿𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝𝑣1
𝑗1⋯𝑣𝑞

𝑗𝑞𝜔𝑖1
1 ⋯𝜔𝑖𝑝

𝑝
                                                 (3.20)

  

yazılır. 𝛾 eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel kaydırılan vektör ve 

kovektör değişkenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de değişkenlerin 

multilineer fonksiyonu olur. O halde 𝑑𝑍 multilineer fonksiyonuna belirli tensör karşılık 

gelecektir. Bu tensörün tipi 𝑡
𝑗1,⋯,𝑗𝑞

𝑖1,⋯,𝑖𝑝
  tensörünün tipi ile aynı olur. Koordinatları ise  (3.19) 

eşitliği ile verilmiştir. 𝛿𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
 tensörüne 𝑡

𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
 tensörünün mutlak diferensiyeli denir.  

Tensörün mutlak diferensiyeli ile tüm eğri boyunca keyfi noktalarda uygulanmış 

tensörler arasındaki eşleme (3.20) eşitliği ile verilir.  

  Tensörün mutlak diferensiyelinin tanımından çıkartılan sonuçlar aşağıdaki gibi 

ifade edilebilir: 

i. Vektörün ve kovektörün parelel kaydırılması şartları 

𝛿𝑣𝑖 = 0  ,      𝛿𝜔𝑖 = 0 

şeklinde olur. Dolayısıyla keyfi tipli tensörün paralel kaydırılması şartı  

𝛿𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 = 0 

şeklindedir. 

ii. Birim tensörün mutlak diferensiyeli sıfıra eşittir, yani 

𝛿(𝛿𝑖
𝑗
) = 0 

dir. 

(3.19) eşitliğinden dolayı tensörlerin mutlak diferensiyelleri için aşağıdaki 

özellikler mevcuttur: 
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1. 𝛿(𝑡1 ∓ 𝑡2) = 𝛿𝑡1 ∓ 𝛿𝑡2 , 𝑡1 ve 𝑡2 aynı tipli tensörlerdir. 

2. 𝛿(𝜆𝑡) = (𝑑𝜆)𝑡 + 𝜆(𝛿𝑡), 𝜆-skalerdir. 

3. 𝛿(𝐴⊗ 𝐵) = (𝛿𝐴)⊗ 𝐵 + 𝐴(𝛿𝐵) , 𝐴  ve 𝐵  keyfi tipli tensörlerdir, ⊗ - tensör 

çarpımıdır. 

4. Tensörlerde simetrikleştirme, alterleneştirme ve kontraksiyon işlemleri mutlak 

diferensiyelleme işlemi ile yer değiştirebilir. 

3.4. Afin Konneksiyonlu Uzaylar 

Tanım 3.4.1: 𝑋𝑛 diferensiyellenebilir manifoldunun herbir eğrisi boyunca afin 

konneksiyon verilmiş olsun. Lineerlik şartını sağlayan 𝑋𝑛  diferensiyellenebilir 

manifolduna  𝑛- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir. 

Lineerlik şartı: 

𝑋𝑛 manifoldunun keyfi M noktası ve bu noktanın civarında keyfi vektör alanları 

verilmiş olsun.  Keyfi 𝑣𝑖  vektör alanının 𝑀  noktasından geçen keyfi bir eğri için 

hesaplanmış mutlak diferensiyeli, bu eğri boyunca elementer yer değişme 

𝑑𝑢𝑖 vektörünün lineer fonksiyonudur. Yani 

                                                             𝛿𝑣𝑖 = 𝑣𝑘
𝑖𝑑𝑢𝑘                                                         (3.21) 

olarak yazılır. Burada 𝑣𝑘 
𝑖 , 𝑣𝑖 ’ye ve noktaya bağlı fonksiyondur. Diğer taraftan 𝑑𝑣𝑖 =

𝜕𝑘𝑣
𝑖𝑑𝑢𝑘  olduğundan 

                                            𝛿𝑣𝑖 = 𝑑𝑣𝑖 + 𝜔𝑘
𝑖 𝑣𝑘 = 𝜕𝑘𝑣

𝑖𝑑𝑢𝑘 + 𝜔𝑘
𝑖 𝑣𝑘                         (3.22) 

olur. (3.21) ve (3.22) eşitliklerinden 

                                               𝜔𝑘
𝑖 𝑣𝑘 = (𝑣𝑠

𝑖 − 𝜕𝑠𝑣
𝑖) 𝑑𝑢𝑠                                                     (3.23) 
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ifadesi bulunur.  𝑣𝑘, 𝜕𝑠𝑣
𝑖  ve 𝑣𝑠

𝑖𝑢𝑖  lerin fonksiyonarıdır. 𝜔𝑘
𝑖  forumları 𝑣𝑖  vektör 

alanlarının seçilişine bağlı olmadığından 𝜔𝑘
𝑖  forumları 𝑑𝑢𝑘 ’nın lineer fonksiyonu olur. 

Yani 

                                                    𝜔𝑘
𝑖 = Γ𝑠𝑘

𝑖 𝑑𝑢𝑠                                                                   (3.24) 

olarak yazılır. Burada Γ𝑠𝑘
𝑖  katsayıları afin uzayın noktasının fonksiyonlarıdır. Bu 

fonksiyonlara afin konneksiyonun katsayıları denir. Katsayıların verilmesi 𝑋𝑛  de afin 

konneksiyonunu tayin eder. 

Şimdi Γ𝑠𝑘
𝑖   afin konneksiyon katsayılarının dönüşüm kuralını verelim. (3.24) 

eşitliği kullanılarak 

𝜔𝑗′
𝑖′ = Γ𝑘′𝑗′

𝑖′ 𝑑𝑢𝑘
′
= Γ𝑘′𝑗′

𝑖′ 𝐴𝑘
𝑘′𝑑𝑢𝑘 

yazılır. Ayrıca 

                                                   𝐴𝑗
𝑗′
𝑑𝐴𝑗′

𝑖 = 𝐴𝑗
𝑗′
(𝜕𝑘𝐴𝑗′

𝑖 ) 𝑑𝑢𝑘                                          (3.25) 

olduğundan ve diğer taraftan  𝐴𝑗
𝑗′
𝐴𝑗′
𝑖 = 𝛿𝑗

𝑖  eşitliğinin 𝜕𝑘  kısmi diferensiyeli alındığında 

(𝜕𝑘𝐴𝑗
𝑗′
) 𝐴𝑗′

𝑖 + 𝐴𝑗
𝑗′
(𝜕𝑘𝐴𝑗′

𝑖 ) = 0 

𝐴𝑗
𝑗′
(𝜕𝑘𝐴𝑗′

𝑖 ) = −(𝜕𝑘𝐴𝑗
𝑗′
) 𝐴𝑗′

𝑖  

elde edilir.. Bu son eşitlik  (3.25) de kullanılırsa  

                                         𝐴𝑗
𝑗′
𝑑𝐴𝑗′

𝑖 = −𝐴𝑗′
𝑖 (𝜕𝑘𝐴𝑗

𝑗′
)  𝑑𝑢𝑘                                                 (3.26) 

yazılır. (3.26) , (3.24) ve (3.14)  eşitlikleri kullanılarak konneksiyon katsayılarının 

dönüşüm kuralı 

                                        Γ𝑘𝑗
𝑖 = 𝐴𝑖′

𝑖 𝐴𝑗
𝑗′
𝐴𝑘
𝑘′Γ𝑘′𝑗′

𝑖′ + 𝐴𝑖′
𝑖 𝐴𝑘𝑗

𝑗′
                                                      (3.27) 

olarak bulunur. Burada 𝐴𝑘𝑗
𝑗′
= 𝜕𝑘𝐴𝑗

𝑖′   biçimindedir. 
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(3.24) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektör alanı 

için mutlak diferensiyeli  

                                                 𝛿𝑣𝑖 = (𝜕𝑘𝑣
𝑖 + Γ𝑘𝑠

𝑖 𝑣𝑠) 𝑑𝑢𝑘                                                    (3.28) 

biçiminde olur. (3.28) denkleminin sol tarafı bir tensör ve  𝑑𝑢𝑘  vektör olduğundan 

parantezin içindeki ifade bir tensörün koordinatlarıdır. Bu tensöre verilen  𝑣𝑖 tensörünün 

kovaryant türevi denir ve bu kovaryant türev 

                                                       ∇𝑘𝑣
𝑖 = 𝜕𝑘𝑣

𝑖 + Γ𝑘𝑠
𝑖 𝑣𝑠                                                      (3.29) 

olarak gösterilir. Bu türevin sonucu (1,1)  tipinde bir tensördür. Benzer şekilde  𝜔𝑗 

kovektör alanının kovaryant türevi ise 

                                                   ∇𝑘𝜔𝑗 = 𝜕𝑘𝜔𝑗 − Γ𝑘𝑗
𝑠 𝜔𝑠                                                      (3.30) 

olur ve sonuç (0,2) tipli bir tensördür. (3.24) eşitliğinden,(𝑝. 𝑞) tipli  𝑡
𝑗1,⋯,𝑗𝑞

𝑖1,⋯,𝑖𝑝
 tensörünün 

mutlak diferensiyeli  

             𝛿𝑡
𝑗1,⋯,𝑗𝑞

𝑖1,⋯,𝑖𝑝
= (𝜕𝑘𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
+ ∑ Γ𝑘𝑗

𝑖𝜆𝑝
𝜆=1 𝑡

𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑠⋯𝑖𝑝
− ∑ Γ𝑘𝑗𝜇

𝑠𝑞
𝜇=1 𝑡

𝑗1⋯𝑠⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
) 𝑑𝑢𝑘           

(3.31) 

biçiminde olur. (3.31) denkleminin sol tarafı bir tensör ve  𝑑𝑢𝑘  vektör olduğundan 

parantezin içindeki ifade bir tensörün koordinatlarıdır. Bu tensöre verilen 𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
 

tensörünün kovaryant türevi denir ve  

                  ∇𝑘𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝 = 𝜕𝑘𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 + ∑ Γ𝑘𝑗
𝑖𝜆𝑝

𝜆=1 𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑠⋯𝑖𝑝 − ∑ Γ𝑘𝑗𝜇
𝑠𝑞

𝜇=1 𝑡
𝑗1⋯𝑠⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝               (3.32) 

biçiminde gösterilir. Tensörün kovaryant türev tanımından (𝑝, 𝑞)  tipli tensörünün 

kovaryant türevinin kovaryantlığı bir artarak (𝑝, 𝑞 + 1)  tipli bir tensör olur. 

Kovaryant türevin tanımından yararlanılarak aşağıdaki özelikler yazılır: 

i. ∇𝑘 (𝑡1𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝 ∓ 𝑡

2𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝 ) = ∇𝑘𝑡1𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝 ∓ ∇𝑘𝑡2𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝
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ii.  ∇𝑘 (𝜆𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝

) = (𝜕𝑘𝜆)𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝

∓ 𝜆∇𝑘𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝

 ,         𝜆 ∈ 𝐹  (𝐹 fonksiyonlar kümesi ) 

iii. ∇𝑘 (𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝⊗𝑔

𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑙1⋯𝑙𝑝) = ∇𝑘𝑡𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑖1⋯𝑖𝑝⊗𝑔

𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑙1⋯𝑙𝑝 + 𝑡
𝑗1⋯𝑗𝑞

𝑖1⋯𝑖𝑝⊗∇𝑘𝑔𝑗1⋯𝑗𝑞
𝑙1⋯𝑙𝑝

 

iv. Tensörlerde simetrikleştirme, alterleneştirme ve kontraksiyon işlemleri mutlak 

diferensiyelleme işlemi ile yer değiştirebilir. 

Tanım 3.4.2: 𝑀𝑛 manifoldu üzerinde 𝒯0
1(𝑀𝑛) vektör alanlarının modülü olmak üzere 

                                 ∇𝑋𝑌 = ∇(𝑋, 𝑌): 𝒯0
1(𝑀𝑛) × 𝒯0

1(𝑀𝑛) → 𝒯0
1(𝑀𝑛)  

dönüşümü 

i. ∇𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓∇𝑋𝑍 + 𝑔∇𝑌𝑍    

ii. ∇𝑍(𝑓𝑋 + 𝑔𝑌) = (𝑍𝑓)𝑋 + 𝑓∇𝑍𝑋 + (𝑍𝑔)𝑌 + 𝑔∇𝑍𝑌 

şartlarını sağlıyorsa  ∇’ya afin konneksiyon denir. Burada  

∇𝑋𝑌 = 𝒯0
1(𝑀𝑛) → 𝒯0

1(𝑀𝑛) 

dönüşümüne kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and Goldberg 1968). 

Tanım 3.4.3: 𝑀𝑛 manifoldu üzerinde 𝐿𝑋  , 𝑋 𝜖 𝒯0
1(𝑀𝑛)  diferensiyelleme işlemi 

aşağıdaki şartları sağlıyorsa buna 𝑋 vektör alanı yönündeki Lie diferensiyellemesi denir: 

i. 𝐿𝑋𝑓 = 𝑋𝑓  , ∀𝑓𝜖𝒯0
1(𝑀𝑛),  

ii. 𝐿𝑋𝑌 = [𝑋, 𝑌]. 

Burada [𝑋, 𝑌] Lie parantezi olup, 

[𝑋, 𝑌] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋 

şeklindedir (Salimov ve Mağden 2008). 
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3.5. Eğrilik ve Burulma Tensörleri 

 𝐴𝑛  afin konneksiyonlu uzayında 𝑓 = 𝑓(𝑢𝑖, ⋯ , 𝑢𝑛)  diferensiyellenebilir 

fonksiyonu verilmiş olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani 𝑑𝑓 = 𝜕𝑘𝑓𝑢
𝑖 ifadesi, 

koordinatların dönüşümü halinde invaryant kalır 𝑑𝑓 ve 𝑑𝑢𝑖 fonksiyonunun  vektörünün 

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karşılık gelen kovektörün koordinatları 

                                                                  𝑉𝑖 = 𝜕𝑖𝑓                                                                    (3.33) 

ile gösterilir. Bu kovektöre 𝑓 fonksiyonunun gradienti, 𝑓 fonksiyonuna ise bu kovektör 

alanın potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi 𝑉𝑖  kovektörünün herhangi bir skaler alanın 

gradienti olması için gerek ve yeter şart 

                                                                 𝜕[𝑗𝑉𝑖] = 0                                                          (3.34) 

olmasıdır (Yano 1965). 

𝑉𝑖 gradient kovektörünün  kovaryant türevi  

                                                       ∇𝑗𝑉𝑖 = 𝜕𝑖𝑉𝑖 − Γ𝑗𝑖
𝑘𝑉𝑖                                                          (3.35) 

biçimindedir. (3.35) ifadesinde 𝑗 ve 𝑖 indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılır ve 

(3.34) eşitliği kullanılırsa  

                                                             ∇[𝑗𝑉𝑖] = S𝑖𝑗
𝑘𝑉𝑘                                                                (3.36) 

 
bulunur. Burada  

                                                                S𝑖𝑗
𝑘 = Γ[𝑖𝑗]

𝑘                                                                    (3.37) 

olarak verilmiştir. (3.36)  denkleminin sol tarafındaki kovaryant türev ise (0,2) tipli 

tensör olduğuna göre S𝑖𝑗
𝑘  ifadesi alttaki indislerine göre antisimetrik olan  (1,2)  tipli bir 

tensör belirtir. (3.37) tensörüne  𝐴𝑛  uzayının burulma tensörü denir. 𝐴𝑛 manifolundan 

alınmış keyfi 𝑋, 𝑌 vektör alanları için burulma tensörünün invaryant  formda yazılışı ise 

                                              𝑆(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌]                                             (3.38) 
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şeklindedir. (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [𝑋, 𝑌] , 𝑋 ve 𝑌 vektör alanlarının Lie 

parentezi olup, 

[𝑋, 𝑌]𝑓 = 𝑋(𝑌𝑓) − 𝑌(𝑋𝑓) 

yazılır. 

Keyfi 𝑣𝑖  vektörünün ∇𝑠𝑣
𝑖 = 𝜕𝑠𝑣

𝑖 + Γ𝑠𝑚
𝑖 𝑣𝑚   kovaryant türevi  (1,1)  tensör 

belirtir. Bu tensörün kovaryant türevi ise  

         ∇𝑟∇𝑠𝑣
𝑖 = 𝜕𝑟∇𝑠𝑣

𝑖 + Γ𝑟𝑚
𝑖 ∇𝑠𝑣

𝑚 − Γ𝑟𝑠
𝑚∇𝑚𝑣

𝑖  

                      = 𝜕𝑟(𝜕𝑠𝑣
𝑖 + Γ𝑠𝑘

𝑖 𝑣𝑘) + Γ𝑟𝑚
𝑖 (𝜕𝑠𝑣

𝑚 + Γ𝑠𝑘
𝑚𝑣𝑘) − Γ𝑟𝑠

𝑚∇𝑚𝑣
𝑖  

                      = 𝜕𝑟𝑠
2 𝑣𝑖 + 𝜕𝑟Γ𝑠𝑘

𝑖 𝑣𝑘 + Γ𝑠𝑘
𝑖 𝜕𝑟𝑣

𝑘 + Γ𝑟𝑚
𝑖 𝜕𝑠𝑣

𝑚 + Γ𝑟𝑚
𝑖 Γ𝑠𝑘

𝑚𝑣𝑘) − Γ𝑟𝑠
𝑚∇𝑚𝑣

𝑖 

biçimindedir. Bu eşitlikte 𝑟 , 𝑠 indislerine göre alterneleştirme işlemi uygulanırsa,  

                                          2∇[𝑟𝑉𝑠]𝑣
𝑖 = 𝑅𝑟𝑠𝑘

𝑖 𝑣𝑘 − 2𝑆𝑟𝑠
𝑘 ∇𝑘𝑣

𝑖                                          (3.39) 

elde edilir. (3.39) denkleminde  

𝑅𝑟𝑠𝑘
𝑖 = 𝜕𝑟Γ𝑠𝑘

𝑖 − 𝜕𝑠Γ𝑟𝑘
𝑖 + Γ𝑟𝑚

𝑖 Γ𝑠𝑘
𝑚 − Γ𝑠𝑚

𝑖 Γ𝑟𝑘
𝑚 

                                              = 2(∂[𝑟Γ𝑠]𝑘
𝑖 + Γ𝑟|𝑚|

𝑖 Γ𝑠]𝑘
𝑚 )                                                   (3.40) 

olarak alınmıştır. (3.39) denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki ikinci terim 

tensör ve 𝑣𝑖 keyfi vektör olduğundan  𝑅𝑟𝑠𝑘
𝑖  ifadesi  (1,3)  tipli tensördür. Bu tensöre  𝐴𝑛 

uzayının eğrilik tensörü veya Riemannian- Christoffel tensörü denir. 

                             2∇[𝑟𝑉𝑠]𝜑𝑖
𝑗
= 𝑅𝑟𝑠𝑚

𝑗
𝜑𝑖
𝑚 − 𝑅𝑟𝑠𝑖

𝑚 𝜑𝑚
𝑗
− 2𝑆𝑟𝑠

𝑘 ∇𝑘𝜑𝑖
𝑗
                                (3.41) 

(3.41) formülüne 
 
𝜑𝑖
𝑗
 afinorunun Ricci özdeşliği denir.  

Keyfi  𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐴𝑛  vektör alanları için eğrilik tensörünün  invaryant formda 

yazılışı ise 

                        𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑅(𝑋. 𝑌)𝑍 = ∇𝑋∇𝑌𝑍 − ∇𝑌∇𝑋𝑍 − ∇[𝑋,𝑌]𝑍                       (3.42) 

şeklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). 
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3.6. Konneksiyonların Dönüşümü 

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzayların diffeomorfizmine bakalım. Bu durımda, 

bu uzayların karşılıklı noktalarının koordinatları aynı olacak şekilde uygun eğrisel 

koordinat sistemi verilebilir. Bu tür karşılık getirme aynı bir 𝑋𝑛  differensiyellenebilir 

manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de oluşturulabilir. Bu duruma 

konneksiyonların birinden diğerine geçmeye konneksiyonların dönüştürülmesi veya 

parelel kaydırma kuralının dönüştürülmesi olarak bakılabilir. Bu konneksiyonların 

katsayılarını  Γ𝑖𝑗
𝑘 ve Γ𝑖𝑗  

𝑘
ile gösterelim. Keyfi 𝑣𝑖  vektör alanının bu konneksiyonlara göre 

kovaryant türevleri  

                                ∇𝑘𝑣
𝑖 = 𝜕𝑘𝑣

𝑖 + Γ𝑘𝑚
𝑖 𝑣𝑚,          ∇𝑘𝑣

𝑖 = 𝜕𝑘𝑣
𝑖 + Γ𝑘𝑚

𝑖
𝑣𝑚 

biçiminde olur. Sonuncu eşitlikten  

                                                    ∇𝑘𝑣
𝑖 − ∇𝑘𝑣

𝑖 = T𝑘𝑚
𝑖 𝑣𝑚                                                 (3.43) 

yazılır. Burada  

                                                    T𝑘𝑚
𝑖 = Γ𝑘𝑚

𝑖
− Γ𝑘𝑚

𝑖                                                  (3.44) 

biçimindedir. (3.43) eşitliği ile verilen  T𝑘𝑚
𝑖  ,  (1,2)  tipli tensör meydana getirir. Bu 

tensöre afin deformasyon tensörü denir.  

Teorem 3.6.1: (1,2) tipli  T𝑘𝑚
𝑖   tensörü ve Γ𝑘𝑚

𝑖  ise ∇ afin konneksiyonunun katsayıları 

olmak üzere  (3.44) eşitliği ile verilen Γ𝑘𝑚
𝑖

 katsayıları da diğer bir afin konneksiyonun 

katsayıları olur. 

İspat: (3.44)  eşitliğinden  

Γ𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘
− T𝑖𝑗

𝑘  

yazılır. Γ𝑖𝑗
𝑘  için konneksiyon katsayılarının dönüştürülmesi halinde  
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                                                         Γ𝑖𝑗
𝑘
− T𝑖𝑗

𝑘 = 𝐴𝑘′
𝑘 𝐴𝑖

𝑖′𝐴𝑗
𝑗′
𝑇𝑖′𝑗′
𝑘′                                     (3.45) 

olur. Burada T𝑖𝑗
𝑘   tensör olduğundan, 

                                                     T𝑖𝑗
𝑘 = 𝐴𝑘′

𝑘 𝐴𝑖
𝑖′𝐴𝑗

𝑗′
𝑇𝑖′𝑗′
𝑘′                                                (3.46) 

yazılır. (3.46) eşitliği (3.45) eşitliğinde kullanılırsa 

Γ𝑖𝑗
𝑘
= 𝐴𝑘′

𝑘 𝐴𝑖
𝑖′𝐴𝑗

𝑗′
Γ𝑖′𝑗′
𝑘′

+ 𝐴𝑘′
𝑘 𝐴𝑖𝑗

𝑘′ 

olduğu bulunur. Yani Γ𝑖𝑗
𝑘

 ler konneksiyon katsayılarının dönüştürülmesi kuralına göre 

değişir. Dolayısıyla bir afin konneksiyondur. 

Bu teoremin bazı sonuçlarını ifade edelim; 

Sonuç 1. 
1

k

ij  ve  
2

k

ij  
afin konneksiyon katsayıları olmak üzere her 𝜆 skaler için  

                                              



+

+
=


1

21
k

ij

k

ijk

ij
                                                                     (3.47) 

değeri de bir afin konneksiyonun katsayılarıdır. 

İspat: (3.47) eşitliği  

                                         
)(

1

121
k

ij

k

ij

k

ij

k

ij  −
+

+=



                                                           (3.48) 

biçiminde yazılır. (3.47) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terim tensör olduğundan 

3.3.1.Teoremine göre Γ𝑖𝑗
𝑘  afin konneksiyon olur. 

Özel halde  𝜆 = 1 alırsak 

                                               2

21
k

ij

k

ijk

ij

 +
=



                                                               
(3.49) 
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buluruz. k

ij



   konneksiyonuna  k

ij
1

ve  k

ij
2

 konneksiyonlarına göre orta konneksiyon 

denir. 

Sonuç 2. Γ𝑖𝑗
𝑘

 
afin konneksiyon verilmiş olsun. Bu taktirde, Γ̃𝑖𝑗

𝑘 = Γ𝑖𝑗
𝑘  katsayıları da afin 

konneksiyon tayin eder. 

İspat: Burulma tensörünün ifadesi 

                                                   S𝑖𝑗
𝑘 =Γ[𝑖𝑗]

𝑘 =
1

2
(Γ𝑖𝑗
𝑘 − Γ𝑗𝑖

𝑘) 

olduğundan 

                                                   Γ̃𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 + 2S𝑖𝑗
𝑘    ,          Γ̃𝑖𝑗

𝑘 = Γ𝑖𝑗
𝑘                              (3.50)   

yazılır.  3.3.1. Teorem’den dolayı   Γ̃𝑖𝑗
𝑘 katsayıları bir afin konneksiyon belirtir  Γ̃𝑖𝑗

𝑘   ve  

Γ𝑖𝑗
𝑘  konneksiyonlarına karşılıklı konneksiyon denir. 

3.7. Burulması Sıfır Olan Uzaylar 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayların burulma tensörü sıfıra eşit olduğundan 

bu uzayların konneksiyon katsayıları alt indislerine göre simetriktir, yani  

Γ̃𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 = Γ𝑗𝑖
𝑘 

olur. Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın herhangi eğrisel koordinat sistemine göre 

koordinatları 
nuu



,...,1

 olan O )( iu


 noktasını alalım ve konneksiyon katsayılarının 

verilmiş olduğu koordinat sistemine göre bu noktadaki değerlerinin  k

ij



  katsayıları ile 

verildiğini kabul edelim. 
'i

k  kronecker sembolü olmak üzere  

                         
)})((

2

1
){('' qqppk

pq

kki

k

i uuuuuuu


−−+−=                                   (3.51) 

biçiminde yeni koordinatları tanımlayalım. (3.51) dönüşümü difereniyellenebilirdir ve 

𝑢𝑖
′
 koordinatlarının 𝑢𝑖 koordinatlarına göre kısmi türevleri  
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)(''' ppk

ip

i

k

i

i

i

i uuA


−+=  ,    
'' i

k

i

ijA = k

ij



                                          (3.52) 

biçiminde yazılır. (3.52) eşitliği 𝑂 noktasında ve civarında det(𝐴𝑖
𝑖′) ≠ 0 şartını sağlar. 

Yani, (3.51) dönüşümü diferensiyellenebilir manifoldun tanımındaki mümkün olan 

dönüşümler sınıfındandır. (3.52) türev fonksiyonları 𝑂 noktasında yazılırsa, 

                                               
𝐴𝑖
𝑖′ = 𝛿𝑖

𝑖′,    𝐴𝑖𝑗
𝑖′ = 𝛿𝑘

𝑖′ k

ij



                                              (3.53) 

olur. Şimdi ise konneksiyon katsayılarının yeni koordinat sistemine göre O noktasındaki 

değerlerini hesaplayalım. Bunun için (3.53) ve (3.27) eşitlikleri kullanılarak 

l

kj

i

l

i

i

i

kj

i

i

k

k

j

j

i

jk



+= '

'

'

'''

'' 
 

veya 

0'

'' = i

kj

  

bulunur. Böylece burulmasız afin uzayın herbir noktasında öyle koordinat sistemi 

verilebilir ki, konneksiyon katsayıları bu sisteme göre bu noktadaki bütün değerleri sıfır 

olur. (3.51) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

1. 𝑅(𝑟𝑠)𝑘
         𝑖 = 0  

2.  𝑅[𝑟𝑠𝑘]
        𝑖 = 0 

3. ∇[𝑡𝑅𝑟𝑠]𝑘
       𝑖 = 0  , (Bianci-Padov eşitliği). 

Bu eşitliklerin her üçünün invaryant (tensör) karakter taşıdığını dikkate alırsak, 

bunların ispatını normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydır. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regüler  𝑎𝑖𝑗 tensörü verilmiş 

olsun. Bu tensörün tersi 𝑎̃𝑖𝑗 olmak üzere  𝑎𝑖𝑗  tensörünün kovaryant türevi  
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                                                   ∇𝑘𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑘𝑖𝑗                                                                (3.54) 

olarak gösterilsin. (3.54)  eşitliğinde indislerin yeri dairesel olarak değiştirilerek aşağıdaki 

eşitlikler yazılır: 

𝜕𝑖𝑎𝑗𝑘 − Γ𝑖𝑗
𝑚𝑎𝑚𝑘 − Γ𝑖𝑘

𝑚𝑎𝑗𝑚 = ∇𝑖𝑎𝑗𝑘 . 

𝜕𝑗𝑎𝑘𝑖 − Γ𝑗𝑘
𝑚𝑎𝑚𝑖 − Γ𝑗𝑖

𝑚𝑎𝑘𝑚 = ∇𝑗𝑎𝑘𝑖 . 

𝜕𝑘𝑎𝑖𝑗 − Γ𝑘𝑖
𝑚𝑎𝑚𝑗 − Γ𝑘𝑗

𝑚𝑎𝑚𝑖 = ∇𝑘𝑎𝑖𝑗 . 

sonuncu iki eşitlikten birinci eşitlik çıkartılırsa, 

                2Γ𝑖𝑗
𝑚𝑎𝑚𝑘 = 𝜕𝑖𝑎𝑗𝑘 + 𝜕𝑗𝑎𝑖𝑘 − 𝜕𝑘𝑎𝑖𝑗 − (𝑎𝑖𝑗𝑘 + 𝑎𝑗𝑖𝑘 − 𝑎𝑘𝑖𝑗)                           (3.55) 

bulunur. (3.55) eşitliğinin her iki tarafı 𝑎̃𝑟𝑘  tensörü ile çarpılırsa  

                                Γ𝑖𝑗
𝑟 = {

𝑟
𝑖𝑗} −

1

2
𝑎̃𝑟𝑘(𝑎𝑖𝑗𝑘 + 𝑎𝑗𝑖𝑘 − 𝑎𝑘𝑖𝑗)                                       (3.56) 

olur. Burada 

                                        {
𝑟
𝑖𝑗} =

1

2
𝑎̃𝑟𝑘(𝜕𝑖𝑎𝑗𝑘 + 𝜕𝑗𝑎𝑖𝑘 − 𝜕𝑘𝑎𝑖𝑗)                                           (3.57) 

biçimindedir. (3.57) ifadesine 𝑎𝑖𝑗 tensörünün Christoffel sembolü denir. Burulmasız afin 

konneksiyonlu uzayın konneksiyon katsayıları regüler ve simetrik 𝑎𝑖𝑗  tensörünün 

Christoffel sembolü ve kovaryant türevleri yardımıyla ifade edilir. 

Tanım 3.7.1: Burulmasız afin konneksiyonlu  𝐴𝑛  uzayında   𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑛  = {
∓1
0
 , 𝑒 =

𝑒1,2⋯𝑛 

𝑛 - vektörü olmak üzere 𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛  lineer bağımsız vektörleri üzerine kurulan 

paralelyüzün hacmi   

                                                     𝑉 = 𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑛𝑣1
𝑖1𝑣2

𝑖2⋯𝑣𝑛
𝑖𝑛                                       (3.58) 

olsun. 𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛 vektörlerin paralel taşınması sonucunda 𝑉  hacmi korunursa 

burulmasız 𝐴𝑛 uzayına eş afin  (denk afin) uzay denir. (3.58) denkleminden  
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                                            𝛿𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑛 = 0   veya     ∇𝑘𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑛 = 0                               (3.59) 

olur. Eş afin uzayın konneksiyonu (3.59) denklemiyle belirlenir. (3.59) şartı 

                                     𝜕𝑘𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑛 − Γ𝑘𝑖1
𝑠 𝑒𝑠𝑖2⋯𝑖𝑛 −⋯− Γ𝑘𝑖𝑛

𝑠 𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑠 = 0                         (3.60)       

biçiminde yazılır. 𝑛 vektörün antisimetrikliğine göre (3.59) sisteminin bütün denklemleri  

                                   𝜕𝑘𝑒12⋯𝑛 − Γ𝑘𝑙
𝑠 𝑒𝑠2⋯𝑛 −⋯− Γ𝑘𝑛

𝑠 𝑒𝑖1𝑖2⋯𝑠 = 0                                     (3.61) 

denklemine denk olur. 𝑒12⋯𝑛 = 𝑒 olarak yazılırsa bu durumda (3.61) eşitliğinden  

                                                        Γ𝑘𝑠
  𝑠 = 𝜕𝑘𝑙𝑛𝑒                                                                 (3.62) 

yazılır. (3.62) eşitliği eş afin konneksiyonun katsayıları ile belirlenen Γ𝑘𝑠
𝑠  toplamı 

gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise  𝑙𝑛𝑒 olur.  

                               𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑘𝑖𝑗
𝑘 = 𝜕𝑘Γ𝑖𝑗

 𝑘 − 𝜕𝑖Γ𝑘𝑗
𝑘 + Γ𝑘𝑙

𝑘Γ𝑖𝑗
𝑙 − Γ𝑘𝑖

𝑙 Γ𝑙𝑗
𝑘                               (3.63) 

tensörüne Ricci tensörü denir. Eş afin konneksiyonunun  

                                                       𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑗𝑖                                                                  (3.64) 

şartı ile de karakterize edilebilir. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda eğrilik tensörünün 𝑅[𝑟𝑠𝑘]
      𝑖 = 𝑅(𝑟𝑠)𝑘

      𝑖  

şartlarını sağladığı gözönüne alınırsa  

                                                     
𝑅𝑟𝑠𝑘
      𝑘=𝑅𝑟𝑠 − 𝑅𝑠𝑟                                                             (3.65) 

yazılır. (3.64) ve (3.65) eşitlikleri eş afin konneksiyonunun  

𝑅𝑟𝑠𝑘
      𝑘 = 0 

şartı ile karekterize edilebileceğini gösterir. 

Tanım 3.7.2: Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın her bir noktasındaki tanjant 

uzayında verilen simetrik (0,2)  tipli 𝑔𝑖𝑗  tensörü tanjant uzayın paralel kaydırılması 
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durumunda korunuyorsa böyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli 

 𝑔𝑖𝑗 tensörüne metrik tensör de denir. 

Tanım 3.7.3: Metrik uzayın 𝑔𝑖𝑗 metrik tensörü regüler ise yani 𝑑𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗) ≠ 0 oluyorsa 

böyle uzaya Weyl uzayı denir ve 𝑊𝑛 ile gösterilir.  

Tanım 3.7.4: Eğer Weyl uzayı eş afin uzay olursa bu uzaya Riemannian uzayı denir ve  

𝑉𝑛 ile gösterilir.  

Riemannian uzayı burulmasız konneksiyona sahip olan uzaydır ve bu uzayın 

Riemannian konneksiyonu  

                                                             ∇𝑘𝑔𝑖𝑗 = 0                                                          (3.66) 

şartı ile karekterize edilir. 𝑉𝑛  Riemannian uzayının konneksiyon katsayıları  

                                      Γ𝑖𝑗
𝑘 = {

𝑘
𝑖𝑗
} =

1

2
𝑔𝑘𝑟(𝜕𝑖𝑎𝑟𝑗 + 𝜕𝑗𝑎𝑖𝑟 − 𝜕𝑟𝑎𝑖𝑗)                              (3.67) 

biçimide verilir. Yani,  𝑉𝑛 uzayının konneksiyon katsayıları 𝑔𝑖𝑗  tensörünün Christoffel 

sembolleriyle çakışır. (3.67) katsayılarıyla verilen konneksiyona Riemannian 

konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diğer taraftan Riemannian 

manifoldu üzerinde ∇𝑔 = 0  şartını sağlayan ama burulması olan konneksiyonlar da 

vardır. Bu tür konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.  

Riemannian uzayında 𝑅𝑗𝑘𝑚
     𝑠 𝑔𝑠𝑖 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑚  olmak üzere aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

i. 𝑅(𝑖𝑗)𝑘𝑚 = 0 

ii. 𝑅[𝑖𝑗𝑘]𝑚 = 0 

iii.  ∇[𝑠𝑅𝑖𝑗]𝑘𝑚 = 0 

iv.  𝑅𝑖𝑗(𝑘𝑚) = 0 

v.  𝑅𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝑅𝑘𝑚𝑖𝑗  
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3.8. Riemannian Manifoldu 

 

Herbir  𝑥 ∈ 𝑀𝑛  noktasında ∀ 𝑌 ∈ 𝑇𝑥(𝑀𝑛)  ve (0,2)  tipli simetrik 𝑔  tensörü 

için   𝑔(𝑋, 𝑌) = 0  eşitliğinden 𝑋 = 0 oluyorsa 𝑔’ye   𝑀 𝑛  üzerinde Riemannian metriği 

denir. Lokal koordinatlarda bu şart 𝑑𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗) ≠ 0 şartına denktir. 𝑔’nin bileşenleri  𝑔𝑖𝑗 

olmak üzere  𝑔 için  

                                                             𝑑𝑠2 =  𝑔𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗                                         (3.68) 

ifadesi de kullanılır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Eğer 𝑀𝑛  
üzerinde Riemannian metriği verilmişse, o zaman (𝑀𝑛 , 𝑔)  çiftine 

Riemannian manifoldu denir. 

Burulmasız Γ𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔𝑘𝑟(𝜕𝑖𝑎𝑟𝑗 + 𝜕𝑗𝑎𝑖𝑟 − 𝜕𝑟𝑎𝑖𝑗) konneksiyonuna ise Riemannian 

manifoldunun Riemannian konneksiyonu denir. 

Eğer 𝑔(𝑋, 𝑋) ≥ 0   ve 𝑔(𝑋, 𝑋) = 0  şartı yalnız ve yalnız 𝑋 = 0  olduğunda 

sağlanıyor ise 𝑔 ye pozitif tanımlıdır denir.  

Eğer 𝑀𝑛  
üzerinde 𝑔  Riemannian metriği pozitif tanımlı değilse 𝑔  ye pseudo 

Riemannian metriği denir. 

3.9. Tanjant Demet 

 𝑀𝑛 , 𝐶∞ sınıfından 𝑛 - boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve 

𝑀𝑛 manifoldunun 𝑝 noktasındaki tanjant uzay 𝑇𝑝(𝑀𝑛) olmak üzere  

𝑇(𝑀𝑛) = ⋃ 𝑇𝑝(𝑀𝑛)

𝑝∈𝑀𝑛

 

şeklinde tanımlanan 𝑇(𝑀𝑛) kümesine tanjant demet denir. 
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3.10. Diferensiyel Geometrik Cebirsel Yapılar 

𝑀2𝑛  diferensiyellenebilir manifold olsun.  𝜑 𝜖 𝑇1
1(𝑀2𝑛),  𝜑2 = 𝐼  ifadesine 

parakompleks cebirsel yapı denir.   

3.10.1. m-Boyutlu Cebir (Birleşimli, Değişimli Sonlu Boyutlu Cebir) 

𝑚 −boyutlu 𝐴𝑚  cebiri verilsin.  Bu cebirin birleşimli ve birimli olduğu kabul 

edilsin. 

∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴𝑚  için (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐)  ise 𝐴𝑚 cebirine birleşimli cebir, ∀ 𝑎 ∈

𝐴𝑚 , ∃𝑒 için 𝑒𝑎 = 𝑎𝑒 ise 𝑒 elemanına 𝐴𝑚 cebirinin birim elemanı, cebire ise birimli cebir 

denir. 

 𝐴𝑚 cebir olduğundan aynı zamanda vektör uzayıdır. Dolayısıyla 𝑒𝛼 ∈ 𝐴𝑚 , 𝛼 =

1,⋯ , 𝑛 , {𝑒𝛼}  şeklindeki baza sahiptir ve 

                                                            𝑒𝛼𝑒𝛽 = 𝐶𝛼𝛽
𝛾
𝑒𝛾                                                       (3.69) 

şeklinde yazılır.  𝐶𝛼𝛽
𝛾

 ya cebirin yapı sabitleri denir. Yapı sabitlerinin en önemli özelliği 

(1,2) tipli tensörün koordinatları olmasıdır.  

Şimdi 𝐶𝛼𝛽
𝛾

 yapı sabitinin tensör olduğunu gösterelim: 

𝐶𝛼𝛽
𝛾

 yapı sabitleri {𝑒𝛼} bazında , 𝐶
𝛼′𝛽′
𝛾′

  yapı sabitleri ise {𝑒𝛼′} bazında verilmiş 

olsun. 𝐶𝛼𝛽
𝛾

 yapı sabitinin tensör olduğunu göstermek için  𝑒𝛼′ = 𝐴𝑎′
𝛼 𝑒𝛼  kuralı 

verildiğinde 𝐶𝛼𝛽
𝛾
 ve 𝐶

𝛼′𝛽′
𝛾′

 yapı sabitleri arasında 𝐶𝛼𝛽
𝛾
= 𝐴𝛾

𝛾
𝐴𝛼
𝛼𝐴𝛽

𝛽
𝐶
𝛼′𝛽′
𝛾′

 şeklindeki 

bağıntının olduğunu ispat edilmesi gerekir. 𝐴𝑚 cebirinin {𝑒𝛼′}  bazının yardımıyla  

                                                        𝑒𝛼′𝑒𝛽′ = 𝐶𝛼′𝛽′
𝛾′

𝑒𝛾′                                                        (3.70) 

eşitliği yazılır. Kuraldan 𝑒𝛼′ = 𝐴𝑎′
𝛼 𝑒𝛼 , 𝑒𝛽′ = 𝐴𝛽′

𝛽
𝑒𝛽 , 𝑒𝛾′ = 𝐴𝛾′

𝛾
𝑒𝛾  eşitlikleri 

yazabileceğinden bu eşitlikler (3.70) de yerine yazılır ve (3.69) eşitliği kullanılırsa 
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𝐶
𝛼′𝛽′
𝛾′

= 𝐴𝛾
𝛾
𝐴𝛼
𝛼𝐴𝛽

𝛽
𝐶𝛼𝛽
𝛾

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝐶𝛼𝛽
𝛾

 yapı sabitleri (1,2) tipli tensörün koordinatları olur. 

∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴𝑚  için (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐)  olduğundan {𝑒𝛼}  bazı için 

(𝑒𝛼𝑒𝛽)𝑒𝛾 = 𝑒𝛼(𝑒𝛽𝑒𝛾) 

(𝐶𝛼𝛽
𝜎 𝑒𝜎)𝑒𝛾 = 𝑒𝛼(𝐶𝛽𝛾

𝜎 𝑒𝜎) 

𝐶𝛼𝛽
𝜎 𝐶𝜎𝛾

𝜀 𝑒𝜀 = 𝐶𝛽𝛾
𝜎 𝐶𝛼𝜎

𝜀 𝑒𝜀 

eşitliği yazılabilir. Baz üzerinde lineer terkibe ayrılma tek olduğundan dolayı son 

eşitlikteki katsayılar eşittir. Yani 

𝐶𝛼𝛽
𝜎 𝐶𝜎𝛾

𝜀 = 𝐶𝛽𝛾
𝜎 𝐶𝛼𝜎

𝜀  

olup birleşimli olma şartınını tensör eşitliğiyle ifade edilir. Bu kurala 𝐴𝑚  cebirinin 

birleşimli olma şartı denir.  

∃ 𝑒 = 1 ,  elemanı   𝑒. 𝑎 = 𝑎. 𝑒 = 𝑎 , ve ∀ 𝑎 ∈ 𝐴𝑚  için benzer işlemlerle 

cebirinin 𝐴𝑚  nin tensör ile yazılmış birimli olma şartı 

                                               𝐶𝛼𝛽
𝛾
𝜀𝛼 = 𝛿𝛽

𝛾
 veya 𝐶𝛼𝛽

𝛾
𝜀𝛽 = 𝛿𝛼

𝛾
 

şeklindedir. Burada 1 = 𝜀𝛼𝑒𝛼  dir. 

𝐴𝑚 cebirinin tensör ile yazılmış değişimli olma şartı ise 

𝐶𝛼𝛽
𝛾
= 𝐶𝛽𝛼

𝛾
 

şeklindedir. Yapı sabitleri aşağı indislere göre simetriktir. 

Şimdi parakompleks cebir için yapı sabitlerinin hangi formda olduğuna bakalım. 
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Parakompleks cebir (iki kat sayılar cebiri ) boyutu 2 ve bazı {1, 𝑒} olan cebir 

olduğundan, 𝑒2 = 1, 1.1 = 1 ve 1. 𝑒 = 𝑒. 1 = 1 eşitliklerini sağlar. 

Parakompleks cebir için 𝑒2 = 1 eşitliğinden,  

𝐶22
1 = 1 , 𝐶22

2 = 0  

1.1 = 1 eşitliğinden  

𝐶11
1 = 1 ,     𝐶11

2 = 0  

1. 𝑒 = 𝑒. 1 = 1 eşitliğinden ise 

𝐶12
1 = 𝐶21

1 = 0  , 𝐶12
2 = 𝐶21

2 = 1  

şeklinde sekiz tane yapı sabitine sahip olmuş olur. Parakompleks cebirin birimi ise 

{𝜀𝛼} = {1,0} şeklinde ifade edilir. 

Cebirin değişme özelliğinin olmadığını ve birimli olduğunu kabul edilsin. Yapı 

sabitlerinin matris dilinde yazımı  

                                            𝐶𝛼 = (𝐶𝛼𝛽
𝛾
)   ve   𝐶̃𝛽 = (𝐶𝛼𝛽

𝛾
) 

şeklindedir. 𝐵𝑜𝑦𝐴𝑚 = 𝑚 , 𝛾 = 1,⋯ ,𝑚 olmak üzere 𝐶𝛼, 𝑚 ×𝑚 tipinde bir kare matris 

olur. 𝑚 ×𝑚  tipindeki tüm kare kümesi (genelde) vektör uzayıdır. Kare matrislerde 

değişme özelliği dışındaki diğer tüm özellikler vardır ve boyutu 𝑚2 dir.  

𝑎⃗ ∈ 𝐴𝑚 olmak üzere, 

𝑎⃗ = 𝑎𝛼𝑒𝛼 → 𝑎𝛼𝐶𝛼 = 𝐶(𝐴) 

                                                𝑎⃗ = 𝑎𝛼𝑒𝛼 → 𝑎𝛼𝐶′̃𝛼 = 𝐶′̃(𝐴)    , 𝑎
𝛼 ∈ ℝ 

şeklindeki birebir örten dönüşümleri verilsin. Bu gösterimlerden 𝐶(𝐴) ya 1. regüler tasvir 

veya regüler matris, 𝐶′̃(𝐴) ya ise 2. regüler tasvir veya transpoz regüler matris denir. 



3.MATERYAL ve YÖNTEM 

 

 

33 

 

Bu aşamadan sonra cebiri (𝑒𝛼. 𝑒𝛽 = 𝑒𝛽 . 𝑒𝛼) şeklinde değişmeli olarak ele alınır. 

Değişme özelliği yapı sabitleri için,  

𝐶𝛼𝛽
𝛾
= 𝐶𝛽𝛼

𝛾
 

şeklindedir. Son eşitlik matris dilinde, 𝐶𝛼 = 𝐶̃𝛼 şeklinde yazılır ve 𝐶𝛼 = 𝐶̃𝛼  eşitliğine 

cebirin değişmeli olma durumu denir. 

Parakompleks cebir için regüler ve transpoz regüler matrislere bakalım. 𝐶𝛼 matrisi  

𝐶𝛼 = (
𝐶𝛼1
1 𝐶𝛼2

1

𝐶𝛼1
2 𝐶𝛼2

2 ) 

şeklinde olduğundan, 𝐶1, 𝐶2 matrisleri de sırasıyla,  

𝐶1 = (
𝐶11
1 𝐶12

1

𝐶11
2 𝐶12

2 ) = (
1 0
0 1

) 

ve  

𝐶2 = (
𝐶21
1 𝐶22

1

𝐶21
2 𝐶22

2 ) = (
0 1
1 0

) 

şeklinde olur. Parakompleks cebirin regüler tasviri {𝐶1, 𝐶2}, transpoz regüler matrisi de 

𝐶1
𝑇 = 𝐶1 , 𝐶2

𝑇 = 𝐶2  olduğundan {𝐶1
𝑇 , 𝐶2

𝑇} = { 𝐶1, 𝐶2}  şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla 

parakompleks cebir için 1. ve 2. regüler tasvirler birbirine denktir (İşcan 2008). 

3.10.2. Cebirsel Yapıların Holomorfluğu 

Bundan sonra birimli, birleşimli ve değişmeli cebiri ele alınacaktır. 2-boyutlu 

uzayda holomorfluk analitikliğe denktir. 2 den fazla boyutta analitiklik yerine 

holomorfluk kullanılır. 

𝐴𝑚 , 𝑚 boyutlu cebir (hiper kompleks cebir) olsun. Bu cebirin bazını 

{𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑚}  olsun.  𝑒1 = 1  olsun. Yani 𝑒1  adi birim ile özdeşlesin. 𝑥 = 𝑥𝛼𝑒𝛼 , 𝑎 ∈

𝑅 ifadesine cebirsel değişken veya hiper kompleks değişken denir.   
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𝑓𝛼(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚),  𝑥𝛼 ∈ 𝑅, 𝛼 = 1,2,⋯ ,𝑚 için cebirsel fonksiyon  

𝐹 = 𝑓𝛼𝑒𝛼 

şeklinde tanımlansın. Bu fonksiyonun 𝑑𝐹 = 𝑑𝑓𝛼𝑒𝛼 diferensiyeli  ∃ 𝑔(𝑥) = 𝐹′(𝑥) 

olacak şekilde 𝑑𝐹 = 𝐹′(𝑥)𝑑𝑥  şeklinde yazılabiliyorsa, 𝐹 fonksiyonuna𝑥’e göre 

diferensiyellenebilir (holomorf) fonksiyon denir.   

Teorem 3.10.2.1: 𝐹 fonksiyonuna𝑥’e göre holomorf olması için gerek ve yeter şart 

                                                           
𝐶𝛼𝐷 = 𝐷𝐶𝛼        

                                                (3.71)   

olmasıdır.                                        
 

İspat: 𝐹′(𝑥) = 𝐹̃𝛼𝑒𝛼, 𝑑𝐹 = 𝑑𝑓𝛼𝑒𝛼 , 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥𝛼𝑒𝛼 eşitlikleri 

𝑑𝐹 = 𝐹′(𝑥)𝑑𝑥   

eşitliğinde yazılırsa,
   

                                                   
𝑑𝐹 = 𝐹̃𝛼𝑒𝛼𝑑𝑥

𝛽𝑒𝛽 = 𝑑𝑓
𝛼𝑒𝛼                                             (3.72)

                       
                                       

elde edilir. 𝑑𝑓𝛼 = (𝜕𝛽𝑓
𝛼)𝑑𝑥𝛽  olduğundan bu eşitlik (3.72) de yerine yazılırsa ve  

𝑒𝛼𝑒𝛽 = 𝐶𝛼𝛽
𝛾
𝑒𝛾  eşitliği de dikkate alınırsa, 

                                          
(𝜕𝛽𝑓

𝛼)𝑑𝑥𝛽  𝑒𝛼 = 𝐹̃
𝛼𝐶𝛼𝛽

𝛾
𝑒𝛾𝑑𝑥

𝛽                                       (3.73) 

elde edilir. Burada toplam indisi keyfi harfle işaretlenebileceğinden (3.73) eşitliğinin sol 

tarafındaki 𝛽 toplama indisi yerine 𝛾 yazılarak 

                                                      𝜕𝛽𝑓
𝛾 = 𝐹̃𝛼𝐶𝛼𝛽

𝛾
= 𝐹̃𝛼𝐶𝛼                                          (3.74) 

elde edilir. Burada 𝜕𝛽𝑓
𝛾 matrisi 𝐶𝛼’nın lineer terkibi olarak yazılmıştır. (3.74) yazılımı 

holomorfluk şartının matematiksel yazılımı olup 

(𝜕𝛽𝑓
𝛾)𝐶𝛼 = 𝐶𝛼(𝜕𝛽𝑓

𝛾) 

𝐶𝛼𝐷 = 𝐷𝐶𝛼 
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şeklindedir. Şimdide tersini ispat edelim. (3.71) şartı açık şekilde yazılırsa. 

                                                       𝐶𝛼𝛽
𝛾
𝜕𝛽𝑓

𝜎 = 𝜕𝛾𝑓
𝛽𝐶𝛼𝛽

𝛾
                                                (3.75) 

olup, (3.75) eşitliğinin her iki tarafı 𝜀𝛾  ile işleme tabi tutulursa, 𝜕𝛽𝑓
𝜎’yı 𝐶𝛼’nın lineer 

terkibi olarak 

𝜕𝛽𝑓
𝜎 = 𝜀𝛾𝜕𝛾𝑓

𝛽𝐶𝛼 = 𝐹̃
𝛼𝐶𝜎 

                                                         𝜕𝛽𝑓
𝜎 = 𝐹̃𝛼𝐶𝜎                                                     (3.76) 

yazılır. (3.76) eşitliği holomorfluk şartıdır.  

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Parakompleks cebir için Cauchy-Riemannian şartını bulalım. 𝐶1 = (
1 0
0 1

) ,                   

𝐶2 = (
0 1
1 0

) olduğundan, bu ifadeler (3.71) de  yerine yazılarak 

(

 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦)

 
 
(
0 1
1 0

) = (
0 1
1 0

)

(

 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦)

 
 

 

(

 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥)

 
 
=

(

 
 

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦)

 
 

 

elde edilir. Son eşitlikten de  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
  ,  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 eşitlikleri elde edilir ki, bu şarta para 

kompleks cebir için para-Cauchy-Riemannian şartı denir. 

Şimdi de holomorf bir fonksiyonun keyfi mertebeden türevinin de holomorf bir 

fonksiyon olduğunu göstermeye çalışalım. 𝐹′(𝑥) = 𝜀𝛾𝜕𝛾𝑓
𝛼𝑒𝛼 eşitliği yazılabildiğinden, 

yani 𝐹′(𝑥) ’i 𝑒𝛼 ’nın lineer terkibi olarak yazılabildiğinden, 𝐹′(𝑥) de bir fonksiyondur. 

Bu 𝐹′(𝑥) fonksiyonunun türev fonksiyonu var mı? (Yani 𝐹(𝑥) fonksiyonunun 2. Türevi 

var mı?) şartları nelerdir? Onları araştıralım. 
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𝐹(𝑥)  fonksiyonu için 𝐹′(𝑥)  fonksiyonu var ise 𝐹(𝑥)  fonksiyonuna holomorf 

fonksiyon denirdi. Eğer 𝐹′(𝑥)  fonksiyonu için 𝐹′′(𝑥)  fonksiyonu varsa 𝐹′(𝑥) 

fonksiyonu da holomorf fonksiyon olacaktır. 𝜀𝛽𝜕𝛽𝑓
𝛼 nın Jacobian matrisi alınsın. (3.75), 

yani  

                                                       𝐶𝛼𝛽
𝛾
𝜕𝛽𝑓

𝜎 = 𝜕𝛾𝑓
𝛽𝐶𝛼𝛽

𝛾
                                                 

eşitliğinin her iki tarafı 𝜕𝜃 =
𝜕

𝜕𝑥𝜃
  ile işleme tabi tutulursa,  

𝐶𝛼𝛽
𝛾 𝜕2𝑓𝜎

𝜕𝑥𝜃𝜕𝑥𝛾
=

𝜕2𝑓𝛾

𝜕𝑥𝜃𝜕𝑥𝛽
𝐶𝛼𝛾
𝜎  

eşitliği elde edilir. Burada 𝑓’ ler reel fonksiyonlar, 𝑥’ ler ise reel değişkenler olduğundan, 

𝜕𝑥 türevlerinin yerleri değiştirilebilir. Ayrıca, son eşitliğin her iki tarafı 𝜀𝜃 ile işleme tabi 

tutulursa,  

𝐶𝛼𝛽
𝛾 𝜕

𝜕𝑥𝛾
(𝜀𝜃

𝜕𝑓𝜎

𝜕𝑥𝜃
) =

𝜕

𝜕𝑥𝛽
(𝜀𝜃

𝜕𝑓𝛾

𝜕𝑥𝜃
) 𝐶𝛼𝛾

𝜎  

𝐶𝛼𝛽
𝛾
𝜕𝛾(𝜀

𝜃𝜕𝜃𝑓
𝜎) = 𝜕𝛽(𝜀

𝜃𝜕𝜃𝑓
𝛾) 𝐶𝛼𝛾

𝜎  

eşitliği, yani 𝐹′(𝑥) ’in 𝜀𝜃𝜕𝜃𝑓
𝜎 ’nun Jacobian matrisinin 𝐶𝛼  ile değişmeli olduğu 

bulunmuş olur. Dolayısıyla 𝐹′(𝑥)  fonksiyonu holomorftur. O halde bir fonksiyonun 

istenilen mertebeden diferensiyelleri (türevleri) vardır. Yani holomorf fonksiyonların 

keyfi mertebeden türevi de holomorftur. 

İki holomorf fonksiyonun toplamı, çarpımı ve çarpımının türevi holomorf 

fonksiyondur. Holomorf fonksiyonun skaler ile çarpımı da holomorftur. Holomorf 

fonksiyonların bileşkesinin neticesi de holomorftur (İşcan 2008). 

3.11. Nijenhuis Tensörü 

Nijenhuis tensörü yapıların integrallenebilme şartlarının incelenmesinde 

kullanılan bir tensördür. 𝐷  ve 𝐸 afinorları verilmiş olsun. 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇0
1(𝑀𝑛) olmak üzere 

𝑁𝐷𝐸(𝑋, 𝑌) tensörünü aşağıdaki gibi tanımlanır:  
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𝑁𝐷𝐸(𝑋, 𝑌) = [𝐷𝑋, 𝐸𝑌] + [𝐸𝑋, 𝐷𝑌] + 𝐷𝐸[𝑋, 𝑌] + 𝐸𝐷[𝑋, 𝑌] 

                                         −𝐷[𝑋, 𝐸𝑌] − 𝐷[𝐸𝑋, 𝑌] − 𝐸[𝑋, 𝐷𝑌] − 𝐷[𝐸𝑋, 𝑌]              (3.77) 

𝜑𝑗
𝑖𝑋𝑗 = 𝜑𝑖 ifadesi bir vektör alanı olduğundan, (3.78) eşitliğinin sağ tarafı vektör alanı 

olup 𝑁𝐷𝐸(𝑋, 𝑌) ∈ 𝑇2
1(𝑀𝑛) bir tensör alanıdır. (Yano 1965). 𝑋 ve 𝑌 vektör alanlarına göre 

lineerdir.   

Çeşitli kaynaklarda Nijenhuis tensörüne 𝐷, 𝐸  afinorlarının torsionu denir. 𝐷 =

𝐸 alınırsa bir tek afinor için Nihjenhuis tensörü ifadesi kullanılır (Torsion denilmez). Bir 

afinor yapı için Nijenhuis tensörü,  𝐷 = 𝐸 = 𝜑 alınırsa 

𝑁𝜑(𝑋, 𝑌) = 𝑁(𝑋, 𝑌) = [𝜑𝑋, 𝜑𝑌] + [𝜑𝑋, 𝜑𝑌] + 𝜑
2[𝑋, 𝑌] + 𝜑2[𝑋, 𝑌] 

                                                  −𝜑[𝑋, 𝜑𝑌] − 𝜑[𝜑𝑋, 𝑌] − 𝜑[𝑋, 𝜑𝑌] − 𝜑[𝜑𝑋, 𝑌]            

                                                  = 2([𝜑𝑋, 𝜑𝑌] + 𝜑2[𝑋, 𝑌] − 𝜑[𝑋, 𝜑𝑌] − 𝜑[𝜑𝑋, 𝑌]) 

şeklindedir. Paratezin içi 𝑁(𝑋, 𝑌) olarak alınır. 

        𝑁𝜑(𝑋, 𝑌) = 𝑁(𝑋, 𝑌) = [𝜑𝑋, 𝜑𝑌] + 𝜑
2[𝑋, 𝑌] − 𝜑[𝑋, 𝜑𝑌] − 𝜑[𝜑𝑋, 𝑌]                (3.78) 

(3.78) eşitliğinde,  𝜑2 = 0  ise dual yapı denilir. Bu yapılar için 𝑁(𝑋, 𝑌) = 0 

olması ise integrallenebilme şartıdır. 

Nijenhuis tensörünü lokal koordinatlarda yazalım:  

Bunun için Lie parantezinin  

                               [𝑓𝑋, 𝑔𝑌] = 𝑓𝑔[𝑋, 𝑌] + 𝑓(𝑋𝑔)𝑌 − 𝑔(𝑌𝑓)𝑋                               (3.79) 

özelliğinden faydalanacağız. 𝑋 = 𝜕𝑖 ,  𝑌 = 𝜕𝑗  eşitliklerini (3.78) ve (3.79) eşitiklerinde 

yerine yazacağız. İlk önce (3.79) eşitliğinde yerine yazarsak, 

[𝑓𝜕𝑖 , 𝑔𝜕𝑗 ] = 𝑓𝑔[𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ] + 𝑓(𝜕𝑖 𝑔)𝜕𝑗 − 𝑔(𝜕𝑗 𝑓)𝜕𝑖  

eşitliği elde edilir. [𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ] = 0 olduğundan 
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                                    [𝑓𝜕𝑖 , 𝑔𝜕𝑗 ] = 𝑓(𝜕𝑖 𝑔)𝜕𝑗 − 𝑔(𝜕𝑗 𝑓)𝜕𝑖                                               (3.80) 

eşitliği elde edilir. Şimdi de (3.78) eşitliğinde yerine yazarsak, 

                                                  𝑁𝜑(𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ) = 𝑁(𝜑)𝑖𝑗
𝑘 𝜕𝑘 = 𝑁𝑖𝑗

𝑘𝜕𝑘  

𝑁𝑖𝑗
𝑘𝜕𝑘 = [𝜑𝜕𝑖 , 𝜑𝜕𝑗 ] + 𝜑

2[𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ] − 𝜑[𝜕𝑖 , 𝜑𝜕𝑗 ] − 𝜑[𝜑𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ] 

[𝜕𝑖 , 𝜕𝑗 ] = 0 olduğundan, 

= [𝜑𝑖
𝑠𝜕𝑠 , 𝜑𝑗

𝑙𝜕𝑙 ] − 𝜑[𝜕𝑖 , 𝜑𝑗
𝑙𝜕𝑙 ] − 𝜑[𝜑𝑖

𝑠𝜕𝑠 , 𝜕𝑗 ] 

Lie parantezinin özelliğinden, yani (3.80) eşitliğinden  

                    𝑁𝑖𝑗
𝑘𝜕𝑘 = 𝜑𝑖

𝑠𝜑𝑗
𝑙 [𝜕𝑠 , 𝜕𝑙 ]⏟    

=0

+ 𝜑𝑖
𝑠(𝜕𝑠 𝜑𝑗

𝑙)𝜕𝑙 − 𝜑𝑗
𝑙(𝜕𝑙 𝜑𝑖

𝑠)𝜕𝑠  

                               −𝜑{𝜑𝑗
𝑙 [𝜕𝑖 , 𝜕𝑙 ]⏟    

=0

+ (𝜕𝑖 𝜑𝑗
𝑙)𝜕𝑙 − 𝜑𝑗

𝑙 (𝜕𝑙 , 1)⏟  
=0

𝜕𝑖 } 

                               −𝜑{𝜑𝑖
𝑠 [𝜕𝑠 , 𝜕𝑗 ]⏟    

=0

+ 𝜑𝑖
𝑠 (𝜕𝑠 , 1)𝜕𝑗 ⏟      

=0

− (𝜕𝑗 𝜑𝑖
𝑠)𝜕𝑠 } 

                    𝑁𝑖𝑗
𝑘𝜕𝑘 = 𝜑𝑖

𝑠𝜕𝑠 𝜑𝑗
𝑙𝜕𝑙 − 𝜑𝑗

𝑙𝜕𝑙 𝜑𝑖
𝑠𝜕𝑠 − 𝜕𝑖 𝜑𝑗

𝑙𝜑𝑙
𝑘𝜕𝑘 + 𝜕𝑗 𝜑𝑖

𝑠𝜑𝑠
𝑘𝜕𝑘  

                               = (𝜑𝑖
𝑠𝜕𝑠 𝜑𝑗

𝑘 − 𝜑𝑗
𝑙𝜕𝑙 𝜑𝑖

𝑘 − 𝜕𝑖 𝜑𝑗
𝑙𝜑𝑙
𝑘 + 𝜕𝑗 𝜑𝑖

𝑠𝜑𝑠
𝑘)𝜕𝑘  

                    𝑁𝑖𝑗
𝑘𝜕𝑘 = (𝜑𝑖

𝑠𝜕𝑠 𝜑𝑗
𝑘 − 𝜑𝑗

𝑙𝜕𝑙 𝜑𝑖
𝑘 − 𝜕𝑖 𝜑𝑗

𝑙𝜑𝑙
𝑘 + 𝜕𝑗 𝜑𝑖

𝑠𝜑𝑠
𝑘)𝜕𝑘                       (3.81) 

eşitliği elde edilir. (3.81) eşitliği Nijenhuis tensörünün lokal koordinatlarla yazılımıdır. 

3.12. Skaler Eğrilik 

𝑀𝑛 , 𝑛 -boyutlu 𝐶∞  sınıfından olan Riemannian manifoldu olsun. 𝑔𝑖𝑗  metriği 

simetrik, regüler metrik ve konneksiyon da Levi-Civita konneksiyonu olsun. 

Riemannian manifoldunda 𝑅𝑖𝑗𝑘
𝑠 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍  eğrilik tensöründeki 𝑠  indisini 

indirgersek, 

                                    𝑅𝑖𝑗𝑘𝑡 = 𝑔𝑠𝑡𝑅𝑖𝑗𝑘
𝑠   ,    𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊) = 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍,𝑊) 
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şeklinde (0,4) tipli tensör elde edilir. 

Ricci tensörü 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗𝑠
    𝑠 şeklindeydi. Ricci tensörüne öyle bir skaler  dahil edelim 

ki, tam kontraksiyon yapalım  

𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 

olsun. Bu 𝑅 eğriliğine skaler eğrilik denir. Genelde 𝑅 eğriliği manifoldun noktasına bağlı 

fonksiyon olmuş olur.  

Skaler eğriliğin yüzeyde neye karşılık geldiğine bakalım: 

Yüzeyin birinci esas formu (Riemannian metriği) 𝐼 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗  ve ikinci esas 

formu 𝐼𝐼 = ℎ𝑖𝑗𝑑𝑢
𝑖𝑑𝑢𝑗   şeklinde olmak üzere, κ Gauss (veya tam) eğriliği 

𝜅 = 𝜅1, 𝜅2 =
𝑑𝑒𝑡(ℎ𝑖𝑗)

𝑑𝑒𝑡(𝑔𝑖𝑗)
 

𝜅 =
ℎ11ℎ22 − ℎ12

2

𝑔11𝑔22 − 𝑔12
2  

şeklindedir (Salimov ve Mağden 2008). Yüzeyler için eğrilik tensörü, 

𝜅 =
𝑅1212

𝑔11𝑔22 − 𝑔12
2  

şeklinde bu son eşitlik Gauss eğriliği için önemli bir teoremdir. Skaler eğrilik yüzeyler 

için (𝑛 = 2)  Gauss eğriliğinin 2 katı olduğunu göstermeye çalışalım. Skaler eğriliği 

yüzeyde, 

𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 = 𝑔
𝑖𝑗𝑅𝑠𝑖𝑗

    𝑠 = 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑡𝑠𝑅𝑠𝑖𝑗𝑡 

𝑅 = 𝑔21𝑔21𝑅1212 + 𝑔
11𝑔22𝑅2112 + 𝑔

22𝑔11𝑅1221 + 𝑔
12𝑔12𝑅2121 

şeklindeki eşitliğe sahiptir. Burada, Riemannian uzayında 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙  
eğrilik tensörünün 

özelliğinden, ilk iki indis ve son iki indis aynı olanlar sıfır olur. 

𝑅 = 𝑔12𝑔12𝑅1212 − 𝑔
11𝑔22𝑅1212 − 𝑔

11𝑔22𝑅1221 + 𝑔
12𝑔12𝑅1212 
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                      = ((𝑔12)2 − 𝑔11𝑔22 − 𝑔11𝑔22 + (𝑔12)2)𝑅1212  

                      = (−2(−(𝑔12)2 + 𝑔11𝑔22))𝑅1212  

                  𝑅 = −2(det(𝑔−1))𝑅1212 = −2
𝑅1212

𝑔11𝑔22−𝑔12
2  

                  𝑅 = 2𝜅 

bulunmuş olur. Bu son eşitlik, yüzeyler için skaler eğriliğin, Gauss eğriliğinin 2 ile 

çarpılmış hali olduğunu gösterir. Yüzeyler bilinen 2-boyutlu Riemannian manifoldudur. 

3.14. Hemen Hemen Para Kompleks ve Hemen Hemen KompleksYapılar  

𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀2𝑛  üzerinde (1,1)  tipli 𝜑 tensör 

alanı için 𝜑2 = 𝐼  olan tensör alanına hemen hemen para kompleks yapı denir. 

(𝑀2𝑛 , 𝜑) ise hemen hemen para kompleks manifold olarak adlandırılır. 

Eğer (1,1)  tipli 𝜑 yapısı integrallenebilirse yani 𝑁𝜑 = 0 ise 𝜑’ye para kompleks 

yapı denir. (𝑀2𝑛 , 𝜑) de para kompleks manifold denir. 

𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀2𝑛  üzerinde (1,1)  tipli 𝜑 tensör 

alanı için 𝜑2 = −𝐼 olan tensör alanına hemen hemen kompleks yapı denir. (𝑀2𝑛 , 𝜑) ise 

hemen hemen kompleks manifold olarak adlandırılır. 

Eğer (1,1) tipli 𝜑 yapısı integrallenebilirse yani 𝑁𝜑 = 0 ise 𝜑’ye kompleks yapı 

denir. (𝑀2𝑛 , 𝜑) de kompleks manifold denir. 

3.14. Para Norden Manifoldları 

𝑀2𝑛  diferensiyellenebir manifold olsun. 𝑀2𝑛  üzerinde (1,1)   tipli 𝜑  tensörü 

için 𝜑2 = 𝐼 olan tensör alanına hemen hemen para kompleks yapı denir. 𝑀2𝑛  üzerindeki 

her 𝑋, 𝑌 vektör alanları için  

                        𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝜑𝑌)   veya    𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌)                          (3.82) 
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şartını sağlayan 𝑔  Riemannian metriğine  para Norden metrik denir (Norden 1960). 

Bazen (3.82) şartını sağlayan 𝑔  metriğine pür metrik, anti-Hermitian metrik veya 𝐵 

metrik de denir. 

Eğer (𝑀2𝑛 , 𝜑) , 𝑔 para Norden metriğine sahip bir hemen hemen para kompleks 

manifold ise  (𝑀2𝑛 , 𝜑, 𝑔) ’ ye hemen hemen para Norden manifold denir. Eğer 𝜑 

integrallenebilirse (𝑀2𝑛 , 𝜑, 𝑔) ’ ye para Norden manifold denir (Salimov vd 2010). 

3.15. Para Holomorfik (Hemen Hemen Para Holomorfik) Tensör Alanları 

𝑡∗, 𝑋𝑛(ℂ)   holomorfik  manifoldu üzerinde kompleks tensör alanı olsun. Böyle 

bir tensör alanının reel modeli 𝜑 afinor yapısının etkisine bağlı, vektör veya kovektör 

argümanlarından bağımsız 𝑀2𝑛 üzerinde bir tensör alanıdır. Böyle tensör alanlarının 𝜑 

’ye göre pür olduğu söylenir. Bu şekildeki yapılar birçok yazar tarafından çalışılmıştır 

(Tachibana 1960; Yano and Ako 1968 Kruchkovich 1972; Vishnevskii, Shirokov and 

Shurygin 1985; Salimov 1994; Salimov 1996; Vishenevskii 2002;). Özellikle (0, 𝑞)  tipli 

bir 𝜔 tensör alanı için pürlük şartı, her  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑞 𝜖 ℑ0
1(𝑀2𝑛) için  

𝜔(𝜑𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑞) = 𝜔(𝑋1, 𝜑𝑋2,⋯ , 𝑋𝑞) = ⋯ = 𝜔(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝜑𝑋𝑞) 

şartının sağlanmasıdır.  

𝜔 pür tensör alanına uygulanan 

Φ𝜑: ℑ𝑞
1(𝑀2𝑛) → ℑ𝑞+1

1 (𝑀2𝑛) 

operatörü,  𝐿𝑌, 𝑌 ye göre Lie türevi olmak üzere; 

(Φ𝜑𝜔)(𝑋, 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑞) = (𝜑𝑋) (𝜔(𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑞)) − 𝑋 (𝜔(𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑞)) 

+𝜔 (( 𝐿𝑌1𝜑)𝑋, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑞) + ⋯+ 𝜔 (𝑌1, 𝑌2, ⋯ , ( 𝐿𝑌𝑞𝜑)𝑋) 

şeklinde tanımlanır.   

𝜑 , 𝑀2𝑛 de para komleks yapı olmak üzere, eğer 
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Φ𝜑𝜔 = 0 

ise 𝜔∗𝜖 𝑋𝑛(ℂ)  para kompleks tensör alanına para holomorfik tensör alanı denir 

(Tachibana 1960; Yano ve Ako 1968; Kruchkovich 1972). Bu şekildeki 𝜔∗  para 

holomorfik tensör alanı her 𝑋, 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑞 𝜖 ℑ0
1(𝑀2𝑛) için  

(Φ𝜑𝜔)(𝑋, 𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑞) = 0 

olacak şekilde 𝑀2𝑛 üzerinde 𝜔 pür tensör alanı formundadır. Dolayısı ile 𝑀2𝑛 üzerinde 

𝜔 pür tensör alanı da para holomorfik tensör alanı olarak adlandırılır.  Eğer 𝜑 , 𝑀2𝑛 

üzerinde bir hemen hemen para kompleks yapı ise bu durumda  

Φ𝜑𝜔 = 0  şartını sağlayan 𝜔  tensör alanına hemen hemen para holomorfiktir denir 

(Salimov vd 2010). 

3.16. Para Kahler Norden (Para Holomorfik Norden) Metrikler  

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) para Norden manifoldunda, 𝑔 Norden metriği her 𝑋, 𝑌, 𝑍 𝜖 ℑ0
1(𝑀2𝑛) 

için 

 

                                                   (Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 0                                                 (3.83)                                                                                                             

şartını sağlıyorsa 𝑔 metriğine para holomorfiktir denir. 

(3.83) eşitliğinde 𝑋 = 𝜕𝑘  , 𝑌 = 𝜕𝑖  , 𝑍 = 𝜕𝑗  yazılırsa, keyfi 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛  local 

koordinat sistemine göre Φ𝜑𝑔 ’nin bileşenleri 

(Φ𝜑𝑔)𝑘𝑖𝑗
= 𝜑𝑘

𝑚𝜕𝑚𝑔𝑖𝑗 − 𝜑𝑖
𝑚𝜕𝑘𝑔𝑚𝑗 + 𝑔𝑚𝑗(𝜕𝑖𝜑𝑘

𝑚 − 𝜕𝑘𝜑𝑖
𝑚) + 𝑔𝑖𝑚𝜕𝑗𝜑𝑘

𝑚 = 0 

elde edilir. 

𝑔 para holomorfik Norden metriğine sahip (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) para Norden manifolduna 

para holomorfik Norden manifold denir (Salimov vd 2010). 
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Teorem 3.16.1: 𝑔  para Norden metriğine sahip hemen hemen para kompleks manifold 

için Φ𝜑𝑔 = 0  şartı, ∇𝜑 = 0  şartına denktir. Burada ∇ , 𝑔 ’nin Levi-Civita 

konneksiyonudur (Salimov vd 2010). 

𝑔  pseudo Riemannian para Norden metrik ve ∇  da 𝑔  metriğinin Levi-Civita 

konneksiyonu olsun. 𝜑 hemen hemen para kompleks yapısı da ∇𝜑 = 0 şartını sağlasın. 

Bu durumda (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) ye para Kahler Norden manifold denir. Dolayısıyla para Kahler 

Norden manifoldları ile holomorfik metriğe sahip para Norden manifoldları arasında bire 

bir uygunluk vardır.  Bu tip manifoldlarda Riemannian eğrilik tensörü pür ve para 

holomorfiktir. Ayrıca skaler eğrilik de lokal olarak para holomorfiktir (Salimov 1983; 

Iscan ve Salimov 2009)  

𝜑 hemen hemen para kompleks yapısı için 𝑁𝜑 = 0 ise yapı integrallenebilirdir. 

Ayrıca ∇ burulmasız afin konneksiyon olmak üzere ∇𝜑 = 0 şartı da 𝜑  hemen hemen 

para kompleks yapısı için integrallenebilme şartıdır. Dolayısıyla  𝑔 pseudo Riemannian 

metriğinin Levi- Civita konneksiyonu ∇, burulmasız bir afin konneksiyon olmak üzere  

Φ𝜑𝑔 = 0 ise 𝜑 integrallenebilirdir. Bu nedenle Φ𝜑𝑔 = 0 ve 𝑁𝜑 ≠ 0 şartlarına sahip bir 

hemen hemen para holomorfik Norden manifold yoktur (Salimov vd. 2010). 

3.17. Twin Para Norden Metrik 

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) hemen hemen para Norden manifoldu olsun. 𝑋, 𝑌 vektör alanları 

olmak üzere 𝑔 metriği vasıtasıyla  

                                         𝐺(𝑋, 𝑌) = (𝑔 ∘ 𝜑)(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, 𝑌)                                        (3.84) 

şeklinde tanımlanan 𝐺  ye hemen hemen twin para Norden metrik denir (Salimov vd 

2010). 

𝑔 para Norden metrik olmak üzere; 

𝐺(𝑋, 𝑌) = (𝑔 ∘ 𝜑)(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) 

                                                      = 𝑔(𝑋, 𝜑𝑌) 



3.MATERYAL ve YÖNTEM 

 

 

44 

 

                                                      = 𝐺(𝑌, 𝑋) 

olup, 𝐺 simetriktir. 

 

𝜑 para kompleks yapı olmak üzere;  

𝐺(𝜑𝑋, 𝑌) = (𝑔 ∘ 𝜑)(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑2𝑋, 𝑌) 

                                                     = 𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = (𝑔 ∘ 𝜑)(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) 

                                                     = 𝐺(𝑋, 𝜑𝑌) 

olup,  𝐺 meteriği para Norden metriktir. 

 

𝑔  para Norden metriğinin Levi-Civita konneksiyonunun  kovaryant türevi 

∇𝑔 olsun. Bu durumda  

∇𝑔𝐺 = (∇𝑔𝑔) ∘ 𝜑 + 𝑔 ∘ (∇𝑔𝜑) = 𝑔 ∘ (∇𝑔𝜑) 

yazılır. Teorem 3.16.1. den ∇𝑔𝐺 = 0 elde edilir (Salimov vd. 2010). Dolayısıyla 𝑔 para 

Kahler Norden metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ile 𝐺 twin para Norden metriğinin 

Levi-Civita konneksiyonu çakışır (Tachibana 1960). 

 

3.18. Codazzi Tensörler 

Tanım 3.18.1: 𝑀2𝑛  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. 𝑀2𝑛  üzerinde (1,1)  tipli 𝜑 

tensör alanı için 𝜑2 = −𝐼 hemen hemen kompleks yapı ve 𝜑2 = 𝐼 hemen hemen para 

kompleks yapıları verilsin. Bu iki tensör alanı için ortak olarak  𝐿 sembolü alınsın. ∇ afin 

konneksiyon ve 𝑋, 𝑌 vektör alanları olmak üzere, 

                                                     (∇𝑋𝐿)𝑌 = (∇𝑌𝐿)𝑋                                                         (3.85) 

 eşitliğine (1,1)  tipli 𝐿 tensörünün Codazzilik şartı denir. 

Tanım 3.18.2:  𝑀2𝑛  diferensiyellenebilir manifold üzerinde 𝑔  Norden metriği, 𝐺  twin 

metriği ve 𝐿 yapısı verilsin. 𝑋, 𝑌 vektör alanları olmak üzere; 
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                                                  (∇𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑌𝐺)(𝑋, 𝑍)                             

veya buna eşdeğer olarak 

                                                      (∇𝑋𝐿)𝑌 = (∇𝑌𝐿)𝑋                                              (3.86) 

şartı sağlanıyor ise  (𝑀2𝑛, 𝑔, 𝐿)  manifolduna anti-Kähler Codazzi manifoldu denir. Bu 

şart koordinatlarla,  

                                                              ∇𝑘𝐿𝑗
𝑖 = ∇𝑗𝐿𝑘

𝑖
                                                               (3.87) 

şeklinde yazılır. Bu eşitlik (1,1) tipli 𝐿  tensörünün Codazzilik şartının koordinatlarla 

ifadesidir (Salimov and Turanli 2013). 

Tanım 3.18.3: 𝑀2𝑛  diferensiyellenebilir manifoldolsun. 𝑔 bir pseudo-Riemannian 

metriği, ∇ afin konneksiyon ve 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları olmak üzere  

                                              (∇𝑧𝑔)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝑔)(𝑍, 𝑌)                                                 (3.88) 

eşitliğine (0,2)  tipli 𝑔 tensörünün Codazzilik şartı denir. 

Tanım 3.18.4: 𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir manifold, 𝑔  Norden metrik ve 𝐿   (kompleks 

veya parakompleks) yapısı verilsin. 𝑔 ve 𝜑 vasıtasıyla   

                                              𝐺(𝑋, 𝑌) = (𝑔 ∘ 𝐿)(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐿𝑋, 𝑌)                                   

şeklinde tanımlanan (0,2) tipli 𝐺 twin metriğinin Codazzilik şartı  

                                              (∇𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑌𝐺)(𝑋, 𝑍)                                                (3.89) 

şeklindedir. Burada 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanlarıdır. 

Tanım 3.18.5: 𝑔 pseudo-Riemannian metriği ve 𝐿 (kompleks veya para kompleks) yapısı 

verilsin. 𝜔 ve 𝑔 vasıtasıyla   

                                              𝜔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐿𝑋, 𝑌)                                                       (3.90) 

şeklinde tanımlanan  𝜔 ya esas 2-form denir. Bu 𝜔 esas 2-form için Codazzilik şartı  
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                                              (∇𝑧𝜔)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝜔)(𝑍, 𝑌)                                                 (3.91) 

şeklindedir. Burada 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanlarıdır. 

3.19.  𝝋 − İnvaryant Lineer Kooneksiyonlar 

(𝑀2𝑛, 𝜑)  para kompleks manifoldu üzerinde ∇  lineer konneksiyonu verilsin.  

𝑋, 𝑌 vektör alanları olmak üzere; 

                                                      ∇𝑋𝜑𝑌 = 𝜑∇𝑋𝑌                                                     (3.92) 

şartını sağlayan ∇ ya 𝑀2𝑛 de 𝜑 − invaryant lineer konneksiyon denir. 

3.20. İstatistiksel Manifold 

𝑀2𝑛 manifoldu üzerinde 𝑔  pseudo-Riemann metriği ve  ∇  burulmasız 

konneksiyonu verilmiş olsun. Eğer (∇, 𝑔)  Codazzi çifti ise bu manifolda istatistiksel 

manifold denir (Lauritzen 1987). 

3.21. Klein-4 Grup 

𝐾 = {𝑒 , 𝑎, 𝑏 , 𝑐} kümesi verilsin. Bu küme üzerinde ⋇ işlemi aşağıdaki tablodaki gibi 

tanımlansın 

⋇ 𝑒 𝑎 𝑏 𝑐 

𝑒 𝑒 𝑎 𝑏 𝑐 
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Tablodan hareketle; 

𝑒 ⋇ 𝑎 = 𝑎 ⋇ 𝑒 = 𝑎 

𝑒 ⋇ 𝑏 = 𝑏 ⋇ 𝑒 = 𝑏 

𝑒 ⋇ 𝑐 = 𝑐 ⋇ 𝑒 = 𝑐 

olup 𝑒 birim elamandır. 

(𝑎 ⋇ 𝑏) ⋇ 𝑐 = 𝑎 ⋇ (𝑏 ⋇ 𝑐) 

olup birleşme özelliği vardır. 

𝑎 ⋇ 𝑏 = 𝑐 , 𝑎 ⋇ 𝑐 = 𝑏 , 𝑏 ⋇ 𝑐 = 𝑎  

𝑒 ⋇ 𝑎 = 𝑎 , 𝑒 ⋇ 𝑏 = 𝑏 , 𝑒 ⋇ 𝑐 = 𝑐 

olup kapalılık özelliği vardır. 

Son olarak  

𝑒 ⋇ 𝑒 = 𝑒 , 𝑎 ⋇ 𝑎 = 𝑎 , 𝑏 ⋇ 𝑏 = 𝑏 , 𝑐 ⋇ 𝑐 = 𝑐 

olduğundan her eleman aynı zamanda kendisinin tersidir.  

Böylece 𝐾 kümesi ⋇ işlemine göre bir gruptur.  Bu şekilde tanımlana gruba Klein-4 grubu 

denir (Taşcı 2010). 

 

 

𝑎 𝑎 𝑒 𝑐 𝑏 

𝑏 𝑏 𝑐 𝑒 𝑎 

𝑐 𝑐 𝑏 𝑎 𝑒 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

4.1. Conjugate Konneksiyonlar  

Tanım 4.1.1: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifold ve ∇ bu manifold 

üzerinde tanımlı bir lineer konneksiyon olsun. ∇ nın 𝜑 − conjugate konneksiyonu ∇𝜑 ile 

gösterilir ve  

                                           ∇
𝜑(X, Y) = ∇𝑋

𝜑
𝑌 = 𝜑−1(∇𝑋𝜑𝑌)                                                    (4.1) 

eşitliği ile tanımlanır. Burada ∇𝜑  de bir lineer konneksiyon olup, 𝑋  ve 𝑌  vektör 

alanlarıdır. 

Tanım 4.1.2: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifold ve ∇ bu manifold 

üzerinde tanımlı bir lineer konneksiyon olsun. ∇ nın 𝑔 −conjugate konneksiyonu ∇∗ ile 

gösterilir ve  

                                              𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝑋, ∇𝑍
∗𝑌)                                    (4.2) 

eşitliği ile tanımlanır. Burada ∇∗ da bir linner lineer konneksiyon olup, 𝑋, 𝑌 ve 𝑍 vektör 

alanlarıdır.  

Tanım 4.1.3: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifold ve ∇ bu manifold 

üzerinde tanımlı bir lineer konneksiyon olsun. ∇ nın 𝐺 −conjugate konneksiyonu ∇† ile 

gösterilir ve  

                                              𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) = 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) + 𝐺(𝑋, ∇𝑍
†𝑌)                                  (4.3) 

eşitliği ile tanımlanır. Burada  ∇†  da bir lineer konneksiyon olup,  𝑋, 𝑌  ve 𝑍  vektör 

alanlarıdır.  

Conjugate konneksiyonlar Riemannian teorisinde Levi-Civita konneksiyonlarının 

genelleştirilmiş halidir ve pek çok yazar tarafından da bu konu ile ilgili çalışmalar 

yapılmıştır. (Dillen vd. 1990; Nomizu ve Simon 1992; Calın vd. 2009; Blaga ve 
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Crasmareanu 2012; Blaga 2014; Blaga ve Crasmareanu 2015; Fei ve Zhang 2017; Gezer 

ve Çakıcıoğlu).  

Teorem 4.1.1: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)   hemen hemen para Norden manifold, ∇∗, ∇† ve ∇𝜑  de 

sırasıyla ∇  lineer konneksiyonunun 𝑔 − conjugate, 𝐺 − conjugate ve 𝜑 − conjugate 

konneksiyonları olsun. Bu durumda (𝑖𝑑, ∗ , †, 𝜑)  dörtlüsü lineer konneksiyonlar 

uzayında Klein 4 grubudur. Yani, 

i. (∇∗)∗ = (∇†)† = (∇𝜑)𝜑 = ∇ 

ii. (∇†)𝜑 = (∇𝜑)† =  ∇∗ 

iii. (∇∗)𝜑 = (∇𝜑)∗ =  ∇† 

iv. (∇∗)† = (∇†)∗ = ∇𝜑 

şeklindedir. 

 

İspat:   

i. Kovaryant türev ve 𝑔 − conjugate konneksiyonun tanımından, 

(∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍𝑌) 

                     = 𝑔(𝑋, ∇𝑍
∗𝑌) −  𝑔(𝑋, ∇𝑍𝑌)                                                   

(I) 

 

(∇𝑍
∗𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍

∗𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍
∗𝑌) 

                     = 𝑔(𝑋, (∇𝑍
∗ )∗𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍

∗𝑌)                                              

(II) 

 

yazılır. (I) ve (II) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa (∇∗)∗ = ∇ olduğu görülür. 

 

Benzer şekilde kovaryant türev ve 𝐺 − conjugate konneksiyonun tanımından, 

               (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) =  𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌) 



4.ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

 

 

50 

 

                                     = 𝐺(𝑋, ∇𝑍
†𝑌) −  𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌)                                            

(III) 

               (∇𝑍
†𝐺)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍

†𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍
†𝑌) 

                                     = 𝐺 (𝑋, (∇𝑍
†)
†
𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍

†𝑌)                                        

(IV) 

yazılır. (III) ve (IV)  eğitlikleri taraf tarafa toplanırsa (∇†)† = ∇  olduğu 

görülür. 

Son olarak 𝜑 −conjugate konneksiyon tanımı kullanılarak  

                     (∇𝜑)𝑋
𝜑
𝑌 =  𝜑−1(∇𝑋

𝜑
𝜑𝑌) 

                                   = 𝜑(𝜑−1∇𝑋𝜑
2𝑌) 

                                   = ∇𝑋𝑌 

elde edilir. Buradan (∇𝜑)𝜑 = ∇ olduğu görülür. 

 

ii. 𝐺((∇†)𝑍
𝜑
𝑋, 𝑌) = 𝐺(𝜑−1∇𝑍

†𝜑𝑋, 𝑌)   

                        = 𝐺(∇𝑍
†𝜑𝑋,𝜑𝑌)  = 𝐺(𝜑𝑌, ∇𝑍

†𝜑𝑋) 

                        = 𝑍𝐺(𝜑𝑌, 𝜑𝑋) − 𝐺(∇𝑍𝜑𝑌, 𝜑𝑋) 

                        = 𝑍𝑔(𝑌, 𝜑𝑋) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝜑𝑌, 𝜑𝑋) 

                        = 𝑍𝑔(𝜑𝑌, 𝑋) − 𝑔(∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) 

                        = 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍
∗𝑋) 

                        = 𝐺(∇𝑍
∗𝑋, 𝑌) 

 

elde edilir. Buradan (∇†)𝜑 = ∇∗ olduğu görülür. 

  

Benzer şekilde  

𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) = 𝐺(∇𝑍
𝜑
𝑋, 𝑌) + 𝐺(𝑋, (∇𝜑)𝑍

†𝑌) 
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𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑∇𝑍
𝜑
𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑋, (∇𝜑)𝑍

†𝑌) 

𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑𝜑−1∇𝑍𝜑𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑋, (∇
𝜑)𝑍
†𝑌) 

𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝜑𝑋, 𝑌) =  𝑔(𝜑𝑋, (∇
𝜑)𝑍
†𝑌) 

𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍
∗𝑌) =  𝑔(𝜑𝑋, (∇𝜑)𝑍

†𝑌) 

elde edilir. Buradan (∇𝜑)†=∇∗ olduğu görülür. 

 

iii.    𝑔(𝜑𝑋, ( ∇𝜑)𝑍
∗𝑌) = 𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝛻𝑍

𝜑
𝜑𝑋, 𝑌) 

                                          = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝜑−1𝛻𝑍
𝜑
𝜑𝑋, 𝑌) 

                              = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝜑(𝜑−1(∇𝑍𝜑
2𝑋)), 𝑌) 

                                          = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) 

                                          = 𝐺(𝑋, ∇𝑍
†𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍

†𝑌) 

elde edilir. Buradan (∇𝜑)∗=∇† olduğu görülür.  

Benzer şekilde, 

     𝑔((∇∗)𝑍
𝜑
𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑−1∇𝑍

∗𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍
∗𝜑𝑋) 

                             = 𝑍𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑋) − 𝑔(∇𝑍𝜑𝑌, 𝜑𝑋) 

                             = 𝑍𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑋) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) 

                             = 𝑍𝐺(𝑌, 𝜑𝑋) − 𝐺(∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) 

                             = 𝑍𝐺(𝜑𝑌, 𝑋) − 𝐺(∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) 

                             = 𝐺(𝜑𝑌, ∇𝑍
†𝑋) =  𝑔(𝑌, ∇𝑍

†𝑋) 

                             = 𝑔(∇𝑍
†𝑋, 𝑌) 

elde edilir. Buradan da (∇∗)𝜑 = ∇† olduğu görülür. 

iv. 𝑔(𝜑𝑋, ( ∇†)𝑍
∗𝑌) = 𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝛻𝑍

†𝜑𝑋, 𝑌) 

                           = 𝑍𝑔(𝑌, 𝜑𝑋) − 𝑔(𝑌, 𝛻𝑍
†𝜑𝑋) 

                           = 𝑍𝐺(𝜑−1𝑌, 𝜑𝑋) − 𝐺(𝜑−1𝑌, 𝛻𝑍
†𝜑𝑋) 
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                           = 𝑍𝐺(𝜑𝑌, 𝜑𝑋) − 𝐺(𝜑𝑌, 𝛻𝑍
†𝜑𝑋) 

                           = 𝐺(∇𝑍𝜑𝑌, 𝜑𝑋) = 𝐺(𝜑∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) = 𝐺(𝜑
−1∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) 

                           = 𝐺(∇𝑍
𝜑
𝑌, 𝑋) 

                           = 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍
𝜑
𝑌) 

 

elde edilir. Buradan (∇†)∗ = ∇𝜑 olduğu görülür. 

Benzer şekilde,  

           𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) = 𝐺(∇𝑍
∗𝑋, 𝑌) + 𝐺(𝑋, (∇∗)𝑍

†𝑌) 

           𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑∇Z
∗𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑋, (∇∗)𝑍

†𝑌) 

           𝑍𝑔(𝜑𝑌, 𝑋) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍
∗𝑋) = 𝑔(𝜑𝑋, (∇∗)𝑍

†𝑌) 

           𝑔(∇𝑍𝜑𝑌, 𝑋) = 𝑔(𝜑𝑋, (∇
∗)𝑍
†𝑌) 

           𝑔(𝜑∇𝑍𝜑𝑌, 𝜑𝑋) = 𝑔(𝜑𝑋, (∇
∗)𝑍
†𝑌) 

           𝑔(𝜑−1∇𝑍𝜑𝑌, 𝜑𝑋) = 𝑔(𝜑𝑋, (∇
∗)𝑍
†𝑌) 

           𝑔(𝛻𝑍
𝜑
𝑌, 𝜑𝑋) = 𝑔(𝜑𝑋, (∇∗)𝑍

†𝑌) 

           𝑔(𝜑𝑋, 𝛻𝑍
𝜑
𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, (∇∗)𝑍

†𝑌) 

elde edilir. Buradan (∇∗)† = ∇𝜑 olduğu görülür. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.2. Codazzi Çiftleri 

Tanım 4.2.1: 𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir manifold üzerinde 𝜑 para kompleks yapısı ve ∇ 

lineer konneksiyonu verilsin. 𝑋 ve 𝑌 vektör alanları olmak üzere; 

                                                     (∇𝑋𝜑)𝑌 = (∇𝑌𝜑)𝑋                                                 (4.4) 

şartı 𝜑 nin Codazzilik şartı olup bu şartı sağlayan (∇, 𝜑) ye Codazzi çifti denir. 
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Teorem 4.2.1: ∇  lineer konneksiyon ve 𝜑  para kompleks yapı olmak üzere (∇, 𝜑) 

Codazzi çifti olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. ∇ ve ∇𝜑 nin burulmaları aynıdır. 

ii.  (∇𝜑, 𝜑−1) Codazzi çiftidir. 

İspat: i.   (∇, 𝜑) Codazzi çifti olsun. 

∇𝜑 konneksiyonun burulması 

𝑆∇
𝜑
(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋

𝜑
𝑌 − ∇𝑌

𝜑
𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

şeklindedir. Buradan hareketle; 

𝑆∇
𝜑
(𝑋, 𝑌) − 𝑆∇(𝑋, 𝑌) = ∇𝑋

𝜑
𝑌 − ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌

𝜑
𝑋 + ∇𝑌𝑋 

                                    = 𝜑−1(∇𝑋𝜑𝑌) − ∇𝑋𝑌 − 𝜑
−1(∇𝑌𝜑𝑋) + ∇𝑌𝑋 

                                    = 𝜑[(∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑(∇𝑋𝑌)] − ∇𝑋𝑌 

                                       −𝜑[(∇𝑌𝜑)𝑋 + 𝜑(∇𝑌𝑋)] + ∇𝑌𝑋 

                                    = 𝜑[(∇𝑋𝜑)𝑌 − (∇𝑌𝜑)𝑋] 

                                    = 0 

olup 𝑆∇ = 𝑆∇
𝜑
 dir. 

 

ii.   (∇, 𝜑) Codazzi çifti ise (∇𝜑, 𝜑−1) nin de Codazzi çitfi olduğunu göstermek için  

(∇𝑋
𝜑
𝜑−1)𝑌 − (∇𝑌

𝜑
𝜑−1)𝑋 = 0 olduğunu göstermek gerekir. 

(∇𝑋
𝜑
𝜑−1)𝑌 − (∇𝑌

𝜑
𝜑−1)𝑋 = (∇𝑋

𝜑
𝜑)𝑌 − (∇𝑌

𝜑
𝜑)𝑋 

                                         = ∇𝑋
𝜑(𝜑𝑌) − 𝜑(∇𝑋

𝜑
𝑌) − ∇𝑌

𝜑(𝜑𝑋) + 𝜑(∇𝑌
𝜑
𝑋) 

                                         = 𝜑−1(∇𝑋𝑌) − 𝜑(𝜑
−1∇𝑋𝜑𝑌) 

                                         −𝜑−1(∇𝑌𝑋) + 𝜑(𝜑
−1∇𝑌𝜑𝑋) 

                                          = 𝜑(∇𝑋𝑌) − [(∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑(∇𝑋𝑌)] 

                                          −𝜑(∇𝑌𝑋) + [(∇𝑌𝜑)𝑋 + 𝜑(∇𝑌𝑋)] 

                                          = −(∇𝑋𝜑)𝑌 + (∇𝑌𝜑)𝑋  
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                                          = 0 

elde edilir. Tersine (∇𝜑, 𝜑−1) Codazzi çifti ise (∇, 𝜑) de Codazzi çiftidir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.2: 𝑀2𝑛  diferensiyellenebilir manifold üzerinde ∇ lineer konneksiyon ve 𝜑 

para kompleks yapı olsun. (∇𝜑, 𝜑) nin Codazzi çifti olması için gerekli ve yeter şart 

(∇, 𝜑) nin Codazzi çifti olmasıdır. 

İspat:    (∇, 𝜑) nin Codazzi çifti olsun. (∇𝜑, 𝜑) nin Codazzi çifti olması için  

(∇𝑋
𝜑
𝜑)𝑌 − (∇𝑌

𝜑
𝜑)𝑋 = 0 olduğunu göstermek gerekir. 

(∇𝑋
𝜑
𝜑)𝑌 − (∇𝑌

𝜑
𝜑)𝑋 = (∇𝑋

𝜑
𝜑𝑌) − 𝜑(∇𝑋

𝜑
𝑌) − (∇𝑌

𝜑
𝜑𝑋) + 𝜑(∇𝑌

𝜑
𝑋) 

                                 = 𝜑−1(∇𝑋𝑌) − 𝜑(𝜑
−1∇𝑋𝜑𝑌) − 𝜑

−1(∇𝑌𝑋) + 𝜑(𝜑
−1∇𝑌𝜑𝑋)  

                                 = 𝜑(∇𝑋𝑌) − [(∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝑋𝑌] − 𝜑(∇𝑌𝑋) + [(∇𝑌𝜑)𝑋 + 𝜑∇𝑌𝑋] 

                                 = −(∇𝑋𝜑)𝑌 + (∇𝑌𝜑)𝑋 

                                 = 0 

elde edilir. Dolayısı ile  (∇𝜑, 𝜑)  nin Codazzi çifti olduğu görülür. Tersine (∇𝜑, 𝜑) 

Codazzi çifti ise (∇, 𝜑) de Codazzi çiftidir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Tanım 4.2.2: 𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir manifold üzerinde 𝑔 para Norden metriği ve  ∇ 

lineer konneksiyonu verilmiş olsun. 𝑋, 𝑌 ve 𝑍 vektör alanları olmak üzere;  

                                              (∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝑔)(𝑍, 𝑌)                                             (4.5) 

şartı 𝑔 para Norden metriğinin Codazzilik şartı olup (∇, 𝑔) ye Codazzi çifti denir. 

𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir manifold üzerinde (∇, 𝑔) Codazzi çifti verilmiş olsun. 

(0,3) tipli 𝒞 tensörü  

                 𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍𝑌)               (4.6) 
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şeklinde tanımlanır. Bu tensöre  (∇, 𝑔) Codazzi çiftinin cubic formu denir. 𝑔 simetrik 

olduğundan 𝒞 tensörüde simetriktir. Yani  

𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝒞(𝑌, 𝑋, 𝑍) 

şeklindedir. Ayrıca 𝑔  nin ∇  ya göre paralel olması için gerek ve yeter şart 𝒞 ≡ 0 

olmasıdır. 

(4.2) eşitiliği (4.6) da yerine yazılırsa  

𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍𝑌) 

                  = 𝑔(𝑋, (∇∗ − ∇)𝑍𝑌) 

elde edilir.  

Ayrıca  

𝒞∗(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍
∗𝑔)(𝑋, 𝑌) 

şeklinde tanımlanır ve  

𝒞∗(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍
∗𝑔)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍

∗𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍
∗𝑌) 

                   = −𝑔(𝑋, (∇∗ − ∇)𝑍𝑌) 

                   = −𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) 

elde edilir. 

Eğer (∇, 𝑔) Codazzi çifti ise (4.5) eşitliğinden  

𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝒞(𝑍, 𝑌, 𝑋) 

yazılır. 

Teorem 4.2.3: : (𝑀2𝑛, 𝑔)  para Norden manifold, ∇  lineer konneksiyon ve ∇∗  da 

𝑔 −conjugate konneksiyonu olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. (∇, 𝑔) Codazzi çiftidir. 
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ii. (∇∗, 𝑔) Codazzi çiftidir. 

iii.  𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) totally simetriktir. 

iv.  𝑆∇ = 𝑆∇
∗
  dir. 

 

İspat: i. ⇒ ii.  (∇, 𝑔) Codazzi çifti olsun. 

(∇∗𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) − (∇
∗
𝑋𝑔)(𝑍, 𝑌) 

= 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍
∗𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍

∗𝑌) − 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) + 𝑔(∇𝑋
∗ 𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝑍, ∇𝑋

∗ 𝑌) 

= −𝑔(𝑋, (∇∗ − ∇)𝑍𝑌) + 𝑔(𝑍, (∇
∗ − ∇)𝑋𝑌 

= −𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) + 𝒞(𝑍, 𝑌, 𝑋)     

= 0  

olup (∇∗, 𝑔) Codazzi çiftifir. 

 

 ii. ⇒ iii.  (∇∗, 𝑔) Codazzi çifti ise 𝒞∗(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝒞∗(𝑍, 𝑌, 𝑋) olduğundan, 

𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝒞(𝑍, 𝑌, 𝑋) dir.  

Yani 𝒞 tensörü 𝑋 ve 𝑍 ye göre simetriktir. 

 

𝒞∗(𝑋, 𝑌, 𝑍) = −𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍)                  (𝑔 nin simetrikliğinden) 

                     = −𝒞(𝑌, 𝑋, 𝑍)  

dir. 

Yani 𝒞 tensörü 𝑋 ve 𝑌 ye göre simetriktir. 

 

Son olarak 𝒞∗(𝑋, 𝑌, 𝑍) = −𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍)              

                                      = −𝒞(𝑋, 𝑍, 𝑌)    ( 𝑔  nin simetrikliğinden ve (∇∗, 𝑔)  nin 

Codazziliğinden)                                

yazılır.     

Yani 𝒞 tensörü 𝑌 ve 𝑍 ye göre simetriktir. 
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Dolayısı ile 𝒞 totally simetriktir. 

 

 

iii. ⇒ iv.  𝒞 totally simetrik ise, 

𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) − 𝒞(𝑋, 𝑍, 𝑌) = (∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑌𝑔)(𝑋, 𝑍) 

                                       = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍𝑌) 

                                       −𝑌𝑔(𝑋, 𝑍) − 𝑔(∇𝑌𝑋, 𝑍) − 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝑍) 

                                       ⇒ 𝑔(𝑋, (∇∗ − ∇)𝑍𝑌 − (∇
∗ − ∇)𝑌𝑍) = 0 

                                       ⇒ 𝑔 (𝑋, 𝑆∇
∗
(𝑍, 𝑌) − 𝑆∇(𝑍, 𝑌)) = 0 

                                       ⇒ 𝑆∇ = 𝑆∇
∗
dir. 

Burada   𝑆∇
∗
(𝑍, 𝑌) = ∇𝑍

∗𝑌 − ∇𝑌
∗𝑍 − [𝑍, 𝑌]  şeklindedir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.2.1: (𝑀2𝑛, 𝑔) para Norden manifold, ∇ lineer konneksiyon ve ∇∗ da 

𝑔 −conjugate konneksiyonu olsun. 𝒞∗ nın totally simetrik olması için gerek ve yeter 

şart 𝒞 nin totally simetrik olmasıdır. 

 

Tanım 4.2.3: 𝑀2𝑛 diferensiyellenebilir manifold üzerinde 𝐺 twin metrik ve ∇ lineer 

konneksiyon verilmiş olsun. 𝑋, 𝑌 ve 𝑍 vektör alanları olmak üzere 

                                              (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝐺)(𝑍, 𝑌)                                            (4.7) 

şartı 𝐺 twin metriğinin Codazzilik şartı olup (∇, 𝐺) ye Codazzi çifti denir. 

2nM  diferensiyellenebilir manifold üzerinde (∇, 𝐺) Codazzi çifti verilmiş olsun. 

(0.3) tipli ℱ tensörü  

                 ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌)             (4.8) 
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şeklinde tanımlanır. 𝐺 simetrik olduğundan ℱ tensörüde simetriktir. Yani  

ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ℱ(𝑌, 𝑋, 𝑍) 

şeklindedir.  

(4.3) eşitiliği (4.8) de yerine yazılırsa  

ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌) 

                  = 𝐺(𝑋, (∇† − ∇)𝑍𝑌) 

elde edilir.  

Ayrıca  

ℱ†(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍
†𝐺)(𝑋, 𝑌) 

şeklinde tanımlanır ve  

ℱ†(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍
†𝐺)(𝑋, 𝑌) = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍

†𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍
†𝑌) 

                    = −𝐺(𝑋, (∇† − ∇)𝑍𝑌) 

                    = −ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) 

elde edilir. 

Eğer (∇, 𝐺) Codazzi çifti ise (4.7) eşitliğinden  

ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ℱ(𝑍, 𝑌, 𝑋) 

yazılır. 

Teorem 4.2.4: ∇, (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) para Norden manifoldu üzerinde ∇ bir lineer konneksiyon 

ve 𝐺 de twin metrik olsun. Eğer (∇, 𝐺) Codazzi çifti ise aşağıdaki ifadeler sağlanır: 

i. (∇𝜑𝑍
∗ 𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝜑𝑋

∗ 𝐺)(𝑍, 𝑌) dir. 

ii.  𝑆∇ = 𝑆∇
∗
 olması için gerek ve yeter şart (∇∗, 𝜑) nin Codazzi çifti olmasıdır. 

iii.  𝑆∇ = 𝑆(∇
∗)𝜑  dir. 
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İspat: i.  (∇, 𝐺) Codazzi çifti ise (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝐺)(𝑍, 𝑌) dir. 

Buradan  

𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌) = 𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) − 𝐺(∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝐺(𝑍, ∇𝑋𝑌) 

𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍𝑌) = 𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋𝑌) 

𝑍𝑔(𝑌, 𝜑𝑋) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔( ∇𝑍𝑌, 𝜑𝑋) = 𝑋𝑔(𝑌, 𝜑𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) 

𝑔(𝑌, ∇𝑍
∗ (𝜑𝑋)) − 𝑔(∇𝑍𝑋,𝜑𝑌) = 𝑔(𝑌, ∇𝑋

∗ (𝜑𝑍)) − 𝑔(∇𝑋𝑍, 𝜑𝑌) 

−𝑍𝑔(𝑋, 𝜑𝑌) + 𝑔(𝑋, ∇𝑍
∗ (𝜑𝑌)) + 𝑔(𝑌, ∇𝑍

∗ (𝜑𝑋)) 

                            = −𝑋𝑔(𝑍, 𝜑𝑌) + 𝑔(𝑍, ∇𝑋
∗ (𝜑𝑌)) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋

∗ (𝜑𝑍)) 

yazılır.  

Burada 𝑋 = 𝜑𝑋, 𝑌 = 𝜑𝑌  ve  𝑍 = 𝜑𝑍 yazılırsa; 

−𝜑𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝜑𝑍
∗ 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑍

∗ 𝑋) 

                            = −𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝜑𝑋
∗ 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋

∗ 𝑍) 

−𝜑𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) + 𝐺(𝑋, ∇𝜑𝑍
∗ 𝑌) + 𝐺(𝑌, ∇𝜑𝑍

∗ 𝑋) 

                            = −𝜑𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) + 𝐺(𝑍, ∇𝜑𝑋
∗ 𝑌) + 𝐺(𝑌, ∇𝜑𝑋

∗ 𝑍) 

−𝜑𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) + 𝐺(∇𝜑𝑍
∗ 𝑋, 𝑌) + 𝐺(𝑋, ∇𝜑𝑍

∗ 𝑌) 

                            = −𝜑𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) + 𝐺(∇𝜑𝑋
∗ 𝑍, 𝑌) + 𝐺(𝑍, ∇𝜑𝑋

∗ 𝑌) 

(∇𝜑𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝜑𝑋𝐺)(𝑍, 𝑌) 

elde edilir. 

 

ii.  (∇, 𝐺) Codazzi çifti ise (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝐺)(𝑍, 𝑌) dir. 

Buradan  

𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌) = 𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) − 𝐺(∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝐺(𝑍, ∇𝑋𝑌) 

𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍𝑌) = 𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝑌) − 𝑔(φ∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋𝑌) 

𝑍𝑔(𝑌, 𝜑𝑋) − 𝑔( ∇𝑍𝑌, 𝜑𝑋, ) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) = 𝑋𝑔(𝑌, 𝜑𝑍) − 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) 

𝑔(𝑌, ∇𝑍
∗ (𝜑𝑋)) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑌, ∇𝑋

∗ (𝜑𝑍)) − 𝑔(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) 

𝑔(∇𝑍
∗ (𝜑𝑋), 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) = 𝑔(∇𝑋

∗ (𝜑𝑍), 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) 
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𝐺(𝜑∇𝑍
∗ (𝜑𝑋), 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) = 𝐺(𝜑∇𝑋

∗ (𝜑𝑍), 𝑌) − 𝐺(∇𝑋𝑍, 𝑌) 

                      𝐺(𝜑{∇𝑍
∗ (𝜑𝑋) − ∇𝑋

∗ (𝜑𝑍)}, 𝑌) = 𝐺(∇𝑍𝑋 − ∇𝑋𝑍, 𝑌)                                  (*) 

                                𝜑{∇𝑍
∗ (𝜑𝑋) − ∇𝑋

∗ (𝜑𝑍)} = ∇𝑍𝑋 − ∇𝑋𝑍 

                  𝜑{(∇𝑍
∗𝜑)𝑋 + 𝜑∇𝑍

∗𝑋 − (∇𝑋
∗𝜑)𝑍 − 𝜑∇𝑋

∗ 𝑍} = ∇𝑍𝑋 − ∇𝑋𝑍 

𝜑{(∇𝑍
∗𝜑)𝑋 − (∇𝑋

∗𝜑)𝑍} + (∇𝑍
∗𝑋 − ∇𝑋

∗ 𝑍 − [𝑍, 𝑋]) = ∇𝑍𝑋 − ∇𝑋𝑍 − [𝑍, 𝑋] 

                           𝜑{(∇𝑍
∗𝜑)𝑋 − (∇𝑋

∗𝜑)𝑍} + 𝑆∇
∗
(𝑍, 𝑋) = 𝑆∇(𝑍, 𝑋) 

elde edilir.  

Bu son eşitlikten 𝑆∇
∗
= 𝑆∇ olması için gerek ve yeter şartın (∇𝑍

∗𝜑)𝑋 = (∇𝑋
∗𝜑)𝑍 

olması gerektiği yani (∇∗, 𝜑) nin Codazzi çifti olnası gerektiği görülür. 

iii.  (*) eşitliğinden  

𝐺((∇∗)𝑍
𝜑
𝑋 − (∇∗)𝑋

𝜑
𝑍) = 𝐺(∇𝑍𝑋 − ∇𝑋𝑍, 𝑌) 

𝐺((∇∗)𝑍
𝜑
𝑋 − (∇∗)𝑋

𝜑
𝑍 − [𝑍, 𝑋]) = 𝐺(∇𝑍𝑋 − ∇𝑋𝑍, 𝑌 − [𝑍, 𝑋], 𝑌) 

𝐺 (𝑆(∇
∗)𝜑(𝑍, 𝑋)) = 𝐺(𝑆∇(𝑍, 𝑋), 𝑌) 

olup  𝑆(∇
∗)𝜑 = 𝑆∇ olduğu görülür. 

 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.5: ∇, (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) para Norden manifoldu üzerinde ∇ bir lineer konneksiyon 

ve 𝐺 de twin metrik olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

i. (∇, 𝐺) Codazzi çiftidir. 

ii. (∇†, 𝐺) Codazzi çiftidir. 

iii.  ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) totally simetriktir. 

iv.  𝑆∇ = 𝑆∇
†
  dir. 

 

İspat: i. ⇒ ii.  (∇, 𝐺) Codazzi çifti olsun. 
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(∇𝑍
†𝐺)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑋

†𝐺)(𝑍, 𝑌) 

 = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍
†𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍

†𝑌) − 𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) + 𝐺(∇𝑋
†𝑍, 𝑌) + 𝐺(𝑍, ∇𝑋

†𝑌) 

 = −𝐺(𝑋, (∇† − ∇)𝑍𝑌) + 𝐺(𝑍, (∇
† − ∇)𝑋𝑌 

 = −ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) + ℱ(𝑍, 𝑌, 𝑋)     

 = 0  

olup (∇†, 𝐺) Codazzi çiftifir. 

 

   ii. ⇒ iii.  (∇†, 𝐺) Codazzi çifti ise ℱ†(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ℱ†(𝑍, 𝑌, 𝑋) olduğundan, 

ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ℱ(𝑍, 𝑌, 𝑋) dir.  

Yani ℱ tensörü 𝑋 ve 𝑍 ye göre simetriktir. 

 

ℱ†(𝑋, 𝑌, 𝑍) = −ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍)                          (𝐺 simetrik olduğundan) 

                    = −ℱ(𝑌, 𝑋, 𝑍)  

dir.  

Yani ℱ tensörü 𝑋 ve 𝑌 ye göre simetriktir. 

 

Son olarak ℱ†(𝑋, 𝑌, 𝑍) = −ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍)              

                                      = −ℱ(𝑋, 𝑍, 𝑌)  ( 𝐺  nin simetrikliğinden ve (∇†, 𝐺)  nin 

Codazziliğinden)                                 

yazılır.     

Yani ℱ tensörü 𝑌 ve 𝑍 ye göre simetriktir. 

Dolayısı ile ℱ totally simetriktir. 

iii. ⇒ iv.  ℱ totally simetrik ise, 

 ℱ(𝑋, 𝑌, 𝑍) − ℱ(𝑋, 𝑍, 𝑌) = (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑌𝐺)(𝑋, 𝑍) 

                                        = 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌) 

                                        −𝑌𝐺(𝑋, 𝑍) − 𝐺(∇𝑌𝑋, 𝑍) − 𝐺(𝑋, ∇𝑌𝑍) 
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                                         ⇒ 𝐺(𝑋, (∇† − ∇)𝑍𝑌 − (∇
† − ∇)𝑌𝑍) = 0 

                                         ⇒ 𝐺 (𝑋, 𝑆∇
†
(𝑍, 𝑌) − 𝑆∇(𝑍, 𝑌)) = 0 

                                         ⇒ 𝑆∇ = 𝑆∇
†
dir. 

Burada     𝑆∇
†
(𝑍, 𝑌) = ∇𝑍

†𝑌 − ∇𝑌
†𝑍 − [𝑍, 𝑌]  şeklindedir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.2.2: (𝑀2𝑛, 𝑔) para Norden manifold, ∇ lineer konneksiyon ve ∇† da 

𝐺 −conjugate konneksiyonu olsun. ℱ† nın totally simetrik olması için gerek ve yeter 

şart ℱ nin totally simetrik olmasıdır. 

 

Teorem 4.2.6: ∇, (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) para Norden manifoldu üzerinde ∇ bir lineer konneksiyon, 

𝐺  twin metrik, ∇†  , 𝐺 − conjugate konneksiyon ve (∇, 𝐺)  Codazzi çifti olsun. Bu 

durumda (∇†, 𝜑) nin Codazzi çifti olması için gerek ve yeter şart (∇, 𝑔) nin de Codazzi 

çifti olmasıdır. 

 

İspat:   

𝐺 ((∇𝑍
†𝜑)𝑋 − (∇𝑋

†𝜑)𝑍, 𝑌) = 𝐺(∇𝑍
†(𝜑𝑋) − 𝜑∇𝑍

†𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑋
†(𝜑𝑍) − 𝜑∇𝑋

†𝑍, 𝑌) 

= 𝐺 (𝑌, ∇𝑍
†(𝜑𝑋)) − 𝐺(𝜑∇𝑍

†𝑋, 𝑌) − 𝐺 (𝑌, ∇𝑋
†(𝜑𝑍)) + 𝐺(𝜑∇𝑋

†𝑍, 𝑌) 

= 𝑍𝐺(𝑌, 𝜑𝑋) − 𝐺(∇𝑍𝑌, 𝜑𝑋) − 𝐺(𝜑∇𝑍
†𝑋, 𝑌) 

−𝑋𝐺(𝑌, 𝜑𝑍) + 𝐺(∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) + 𝐺(𝜑∇𝑋
†𝑍, 𝑌) 

= 𝑍𝐺(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝜑𝑋, ∇𝑍𝑌) − 𝑋𝐺(𝜑𝑍, 𝑌) + 𝐺(𝜑𝑍, ∇𝑋𝑌) 

+𝐺(𝜑(∇𝑋
†𝑍 − ∇𝑍

†𝑋 − [𝑋, 𝑍]) + 𝜑[𝑋, 𝑍], 𝑌) 

= 𝑍𝐺(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝜑𝑋, ∇𝑍𝑌) − 𝑋𝐺(𝜑𝑍, 𝑌) + 𝐺(𝜑𝑍, ∇𝑋𝑌) 

+𝐺(𝜑(∇𝑋𝑍 − ∇𝑍𝑋 − [𝑋, 𝑍]) + 𝜑[𝑋, 𝑍], 𝑌) 

= 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍𝑌) − 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝑍, ∇𝑋𝑌) + 𝑔(∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝑋, 𝑌) 

= (∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑋𝑔)(𝑍, 𝑌) 
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elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.3. Eğrilik Özellikleri 

(𝑀2𝑛, 𝑔) pseudo-Riemannian manifoldu verilmiş olsun. Bu manifoldda ∇ lineer 

konneksiyonun 𝑅 eğrilik tensörü 𝑋 , 𝑌, 𝑍 vektör alanları olmak üzere  

𝑅(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑇) = 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝑇) 

şeklinde (0,4) tipli tensör alanı şeklinde de  verilebilir. 

∇ , ∇∗ ve ∇𝜑  konneksiyonlarının eğrilik tensörleri sırası ile 𝑅 , 𝑅∗ ve 𝑅𝜑  olmak 

üzere bu eğrilikler arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 4.3.1:  (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifold olsun. ∇∗ ve ∇𝜑 

sırasıyla 𝑔 −conjugate ve 𝜑 −conjugate konneksiyonlar olsun. 𝑅 , 𝑅∗ ve 𝑅𝜑 sırası ile ∇ , 

∇∗ ve ∇𝜑 konneksiyonlarının eğrilik tensörleri olmak üzere, bu eğrilikler arasında  

𝑅(𝑋, 𝑌, 𝜑𝑍, 𝑇) = −𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑇, 𝜑𝑍) = 𝑅𝜑(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝜑𝑇) 

bağıntısı vardır. Burada 𝑋 , 𝑌, 𝑍 vektör alanlarıdır. 

İspat:  𝑋 , 𝑌, 𝑍 ∈ {
𝜕

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕

𝜕𝑥2𝑛
 } olmak üzere Lie parantezi kullanılarak 

[𝑋, 𝑌] = [𝑌, 𝑇] = [𝑇, 𝑍] = 0 

yazılır. Buradan  

𝑋𝑌𝐺(𝑍, 𝑇) = 𝑋(𝑌𝐺(𝑍, 𝑇)) = 𝑋(𝑌𝑔(𝜑𝑍, 𝑇)) 

                    = 𝑋(𝑔(∇𝑌𝜑𝑍, 𝑇)) + 𝑋(𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑌
∗𝑇)) 

                    = 𝑔(∇𝑋∇𝑌𝜑𝑍, 𝑇) + 𝑔(∇𝑌𝜑𝑍, ∇𝑋
∗ 𝑇) 

                    + 𝑔(∇𝑋𝜑𝑍, ∇𝑌
∗𝑇) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋

∗ ∇𝑌
∗𝑇)                                                        (4.9) 

                  



4.ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

 

 

64 

 

𝑌𝑋𝐺(𝑍, 𝑇) = 𝑌(𝑋𝐺(𝑍, 𝑇)) = 𝑌(𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝑇)) 

                    = 𝑌(𝑔(∇𝑋𝜑𝑍, 𝑇)) + 𝑌(𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋
∗ 𝑇)) 

                    = 𝑔(∇𝑌∇𝑋𝜑𝑍, 𝑇) + 𝑔(∇𝑋𝜑𝑍, ∇𝑌
∗𝑇) 

                    + 𝑔(∇𝑌𝜑𝑍, ∇𝑋
∗ 𝑇) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇)                                                       (4.10)             

eşitlikleri elde edilir. (4.9) ve (4.10) eşitlikleri taraf tarafa çıkarılırsa  

[𝑋, 𝑌]𝐺(𝑍, 𝑇) = 𝑋𝑌𝐺(𝑍, 𝑇) − 𝑌𝑋𝐺(𝑍, 𝑇) = 0 

                       ⇒ 𝑔(∇𝑋∇𝑌𝜑𝑍 − ∇𝑌∇𝑋𝜑𝑍, 𝑇) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋
∗ ∇𝑌

∗𝑇 − ∇𝑌
∗∇𝑋

∗ 𝑇) = 0  

                       ⇒ 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝜑𝑍, 𝑇) + 𝑔(𝑅∗(𝑋, 𝑌)𝑇, 𝜑𝑍) = 0  

                       ⇒ 𝑅(𝑋, 𝑌, 𝜑𝑍, 𝑇) + 𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑇, 𝜑𝑍) = 0  

olup  

                                         𝑅(𝑋, 𝑌, 𝜑𝑍, 𝑇) = −𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑇, 𝜑𝑍)                                              (4.11) 

elde edilir.  

Benzer olarak  [𝑋, 𝑌]𝐺(𝑍, 𝑇) = 𝑋𝑌𝐺(𝑍, 𝑇) − 𝑌𝑋𝐺(𝑍, 𝑇) = 0   

⇒ 𝑔(∇𝑋∇𝑌𝜑𝑍 − ∇𝑌∇𝑋𝜑𝑍, 𝑇) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋
∗ ∇𝑌

∗𝑇 − ∇𝑌
∗∇𝑋

∗ 𝑇) = 0  

⇒ 𝐺(𝜑−1∇𝑋∇𝑌𝜑𝑍 − 𝜑
−1∇𝑌∇𝑋𝜑𝑍, 𝑇) + 𝐺(𝑍, ∇𝑋

∗ ∇𝑌
∗𝑇 − ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇) = 0    

⇒ 𝐺(𝜑−1∇𝑋𝜑(𝜑
−1∇𝑌𝜑𝑍) − 𝜑

−1∇𝑌𝜑(𝜑
−1∇𝑋𝜑𝑍), 𝑇) + 𝐺(𝑍, ∇𝑋

∗ ∇𝑌
∗𝑇 − ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇) = 0  

⇒ 𝐺(𝜑−1∇𝑋𝜑(∇𝑌
𝜑
𝑍) − 𝜑−1∇𝑌𝜑(∇𝑋

𝜑
𝑍), 𝑇) + 𝐺(𝑍, ∇𝑋

∗ ∇𝑌
∗𝑇 − ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇) = 0 

⇒ 𝐺(∇𝑋
𝜑
∇𝑌
𝜑
𝑍 − ∇𝑌

𝜑
∇𝑋
𝜑
𝑍, 𝑇) + 𝐺(𝑍, ∇𝑋

∗ ∇𝑌
∗𝑊− ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇) = 0  

⇒ 𝑔(𝜑(∇𝑋
𝜑
∇𝑌
𝜑
𝑍 − ∇𝑌

𝜑
∇𝑋
𝜑
𝑍), 𝑇) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋

∗ ∇𝑌
∗𝑇 − ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇) = 0      

⇒ 𝑔 ((∇𝑋
𝜑
∇𝑌
𝜑
𝑍 − ∇𝑌

𝜑
∇𝑋
𝜑
𝑍), 𝜑𝑇) + 𝑔(∇𝑋

∗∇𝑌
∗𝑇 − ∇𝑌

∗∇𝑋
∗ 𝑇, 𝜑𝑍) = 0       

⇒ 𝑔(𝑅𝜑(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝜑𝑇) + 𝑔(𝑅∗(𝑋, 𝑌)𝑇, 𝜑𝑍) = 0  

⇒ 𝑅𝜑(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝜑𝑇) + 𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑇, 𝜑𝑍) = 0  

olup 
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                                               𝑅𝜑(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝜑𝑇) = −𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑇, 𝜑𝑍)                                  (4.12) 

eşitliği elde edilir.  

(4.11) ve (4.12) eşitliklerinden  

𝑅(𝑋, 𝑌, 𝜑𝑍, 𝑇) = −𝑅∗(𝑋, 𝑌, 𝑇, 𝜑𝑍) = 𝑅𝜑(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝜑𝑇) 

elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır.  

4.4. Tachibana Operatörü ve Nijenhuis Tensörü 

(𝑀2𝑛, 𝑔) hemen hemen para Norden manifoldu verilmiş olsun. Pür tensörlere 

uygulanan Φ Tachibana operatörü (Φ−operatör) 𝑔 para Norden metriğine uygulanırsa  

                        (Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (𝐿𝜑𝑋𝑔 − 𝐿𝑋(𝑔 ∘ 𝜑)) (𝑌, 𝑍)                               (4.13) 

yazılır (Tachibana 1960). Burada 𝐿 , Lie türevi ve 𝑋 , 𝑌, 𝑍 vektör alanlarıdır. 

(𝑀2𝑛, 𝑔)  hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde tanımlanan 𝐺 twin 

metriği de Norden metrik olup, bu metriğe Φ Tachibana operatörü uygulanırsa, 𝐿 , Lie 

türevi ve 𝑋 , 𝑌, 𝑍 vektör alanları olmak üzere; 

                        (Φ𝜑𝐺)(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (𝐿𝜑𝑋𝐺 − 𝐿𝑋(𝐺 ∘ 𝜑)) (𝑌, 𝑍) 

                                                   = (Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝜑𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑁𝜑(𝑋, 𝑌), 𝑍)                         

(4.14) 

yazılır (Salimov 2010). 

Buradan aşağıdaki teorem yazılır. 

Teorem 4.4.1: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde ∇ burulmasız 

bir lineer konneksiyon ve 𝐺 twin metrik olsun. Eğer (∇, 𝜑) Codazzi çifti ise bu durumda 
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(Φ𝜑𝐺)(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝜑𝑌, 𝑍) = (∇𝜑𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) 

dir. 

İspat:  ∇ burulmasız bir lineer konneksiyon ise ∇𝑋𝑍 − ∇𝑍𝑋 = [𝑋, 𝑍] dir. (4.13) eşitliği 

kullanılarak, 

(Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝜑𝑌, 𝑍) = (𝐿𝜑𝑋𝑔 − 𝐿𝑋(𝑔 ∘ 𝜑)) (𝜑𝑌, 𝑍)          

                             = (𝐿𝜑𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝑍) − (𝐿𝑋𝑔 ∘ 𝜑)(𝜑𝑌, 𝑍)                   

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝐿𝜑𝑋𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, 𝐿𝜑𝑋𝑍) − 𝑋𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, 𝑍) 

                            +𝑔 ∘ 𝜑(𝐿𝜑𝑋𝜑𝑌, 𝑍) + 𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, 𝐿𝑋𝑍) 

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔([𝜑𝑋, 𝜑𝑌], 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, [𝜑𝑋, 𝑍] − 𝑋𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, 𝑍) 

                             +𝑔 ∘ 𝜑([𝑋, 𝜑𝑌], 𝑍) + 𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, [𝑋, 𝑍]) 

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇𝜑𝑋𝜑𝑌 − ∇𝜑𝑌𝜑𝑋, 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍 − ∇𝑍𝜑𝑋) 

                             −𝑋𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, 𝑍) + 𝑔 ∘ 𝜑(∇𝑋𝜑𝑌 − ∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) 

                             +𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, ∇𝑋𝑍 − ∇𝑍𝑋) 

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔 ((∇𝜑𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝜑𝑋𝑌 − (∇𝜑𝑌𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) 

                             −𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍 − (∇𝑍𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝑍𝑋) − 𝑋𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, 𝑍) 

                             +𝑔 ∘ 𝜑 ((∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝑋𝑌 − ∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔 ∘ 𝜑(𝜑𝑌, ∇𝑋𝑍 − ∇𝑍𝑋) 

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔 ((∇𝜑𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝜑𝑋𝑌 − (∇𝜑𝑌𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) 

                             −𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍 − (∇𝑍𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝑍𝑋) − 𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) 

                             +𝑔 ((∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝑋𝑌 − ∇𝜑𝑌𝑋,𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑(∇𝑋𝑍 − ∇𝑍𝑋)) 

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔 ((∇𝜑𝑋𝜑)𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝜑𝑋𝑌, 𝑍) 

                             +𝑔 ((∇𝜑𝑌𝜑)𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝜑∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍) 

                             −𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, (∇𝑍𝜑)𝑋) + 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑍𝑋) 
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                             +𝑔((∇𝑋𝜑)𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) − 𝑔(∇𝜑𝑌𝑋,𝜑𝑍) 

                             +𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑋𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑍𝑋) 

                             = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔 ((∇𝜑𝑋𝜑)𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝜑𝑋𝑌, 𝑍) 

                             +𝑔 ((∇𝜑𝑌𝜑)𝑋, 𝑍) + 𝑔(𝜑∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍) 

                             +𝑔(𝜑𝑌, (∇𝑍𝜑)𝑋) + 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑍𝑋) − 𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) 

                             −𝑔(𝜑∇𝜑𝑌𝑋, 𝑍) + 𝑔((∇𝑋𝜑)𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) 

                              +𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑋𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑍𝑋) 

yazılır. Son eşitlikte 𝑔 nin pürlüğü ve (∇, 𝜑) nin Codazziliği kullanılırsa  

= 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝜑𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, (∇𝑍𝜑)𝑋) 

−𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔((∇𝑋𝜑)𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑋𝑍) 

                      = 𝜑𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝜑𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, (∇𝑋𝜑)𝑍) 

                      −𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔((∇𝑋𝜑)𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑∇𝑋𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑∇𝑋𝑍) 

                      = 𝜑𝑋𝐺(𝑌, 𝑍) − 𝐺(∇𝜑𝑋𝑌, 𝑍) − 𝐺(𝑌, ∇𝜑𝑋𝑍) 

                      −𝑋𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(∇𝑋𝜑𝑌, 𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋𝜑𝑍) 

                      = (∇𝜑𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝜑𝑍)                                                                (4.15) 

elde edilir. 

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde ∇ burulmasız lineer 

konneksiyonu olmak üzere Nijenhuis tensörü; 

          𝑁𝜑(𝑋, 𝑌) = [𝜑𝑋, 𝜑𝑌] − 𝜑[𝑋, 𝜑𝑌] − 𝜑[𝜑𝑋, 𝑌] + 𝜑
2[𝑋, 𝑌] 

        = ∇𝜑𝑋𝜑𝑌 − ∇𝜑𝑌𝜑𝑋 − 𝜑(∇𝑋𝜑𝑌 − ∇𝜑𝑌𝑋) − 𝜑(∇𝜑𝑋𝑌 − ∇𝑌𝜑𝑋) + (∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋)  

                    = (∇𝜑𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝜑𝑋𝑌 − (∇𝜑𝑌𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝜑𝑌𝑋 − 𝜑 ((∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝑋𝑌 − ∇𝜑𝑌𝑋)       

        −𝜑(∇𝜑𝑋𝑌 − (∇𝑌𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝑌𝑋) + (∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋) 

        = (∇𝜑𝑋𝜑)𝑌 + 𝜑∇𝜑𝑋𝑌 − (∇𝜑𝑌𝜑)𝑋 − 𝜑∇𝜑𝑌𝑋 − 𝜑(∇𝑋𝜑)𝑌 − ∇𝑋𝑌 + 𝜑∇𝜑𝑌𝑋 
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        −𝜑∇𝜑𝑋𝑌 + 𝜑(∇𝑌𝜑)𝑋 + ∇𝑌𝑋 + ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 

        = (∇𝜑𝑋𝜑)𝑌 − (∇𝜑𝑌𝜑)𝑋 − 𝜑((∇𝑋𝜑)𝑌 − (∇𝑌𝜑)𝑋)       

        = 𝜑(∇𝜑𝑋𝜑)𝜑𝑌 − 𝜑(∇𝜑𝑌𝜑)𝜑𝑋 − 𝜑((∇𝑋𝜑)𝑌 − (∇𝑌𝜑)𝑋)       

        = 𝜑{(∇𝜑𝑋𝜑)𝜑𝑌 − (∇𝜑𝑌𝜑)𝜑𝑋} − 𝜑{(∇𝑋𝜑)𝑌 − (∇𝑌𝜑)𝑋} 

elde edilir. 

Eğer (∇, 𝜑) Codazzi çifti ise 𝑁𝜑(𝑋, 𝑌) = 0 olur. (4.14) ve (4.15) eşitliklerinden  

(Φ𝜑𝐺)(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝜑𝑌, 𝑍) = (∇𝜑𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) 

bulunur. 

Böylece ispat tamamlanır. 

𝑀2𝑛 manifoldunda ∇ , 𝑔  nin Levi-Civita konneksiyonu, 𝑔 para Norden metrik ve 

𝜑 de ∇𝜑 = 0 şartını sağlayan hemen hemen para kompleks yapı olmak üzere (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) 

üçlüsünün para Kahler-Norden manifold olduğu daha önce ifade edilmişti.  Ayrıca 𝑔 para 

Norden metriği olmak üzere bir hemen hemen para kompleks manifoldda  Φ𝜑𝑔 = 0 

şartının ∇𝜑 = 0  şartına denk olduğu da Teorem 3.17.1 de verilmiştir. Yani 𝑔  para  

Norden  metriği holomorfik ise (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) manifolduna para Kahler-Norden manifold 

denir. Bu bilgilerden hareketle aşağıdaki teorem yazılır. 

 

Teorem 4.4.2:  (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde ∇ burulmasız 

bir lineer konneksiyon, 𝐺  twin metrik ve (∇, 𝜑) Codazzi çifti olsun. Bu durumda 

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) manifoldunun para anti-Kahler manifold olması için gerek ve yeter şart  

(∇𝜑𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) 

olmasıdır. 

İspat:  Verilen şartlar dahilinde Teorem 4.4.1 den  

(Φ𝜑𝐺)(𝑋, 𝑌, 𝑍) = (Φ𝜑𝑔)(𝑋, 𝜑𝑌, 𝑍) = (∇𝜑𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) − (∇𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝜑𝑍) 
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olduğu bilinmektedir. Eğer (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) manifoldu para anti-Kahler manifold ise 

 Φ𝜑𝑔 = 0 olacağından 

(∇𝜑𝑋𝐺)(𝑌, 𝑍) = (∇𝑋𝑔)(𝜑𝑌, 𝜑𝑍)  

olur. 

Böylece ispat tamamlanır. 

4.5.  𝝋−İnvaryant Lineer Konneksiyon 

(𝑀2𝑛, 𝑔)  pseudo Rieman manifoldu üzerinde ∇  lineer konneksiyonu verilmiş 

olsun. ∇∗ ve ∇†  sırasıyla 𝑔 −conjugate ve 𝐺 −conjugate konneksiyonlar olmak üzere 

konneksiyonların 𝜑 −invaryantlığı ile ilgili özellikler aşağıdaki teoremlerde verilmiştir. 

Teorem 4.5.1: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifold olsun. ∇∗ ve ∇† 

sırasıyla 𝑔 −conjugate ve 𝐺 −conjugate konneksiyonlar olsun. Bu durumda   

i. ∇  nın  𝜑 −invaryant olması için gerek ve yeter şart ∇∗ nın da  𝜑 −invaryant olmasıdır. 

ii. ∇   nın  𝜑 − invaryant olması için gerek ve yeter şart ∇† nın da   𝜑 − invaryant 

olmasıdır. 

 

İspat:  

i.   𝐺(∇𝑋
∗𝜑𝑌 − 𝜑∇𝑋

∗ 𝑌, 𝑍) = 𝐺(∇𝑋
∗𝜑𝑌, 𝑍) − 𝐺(𝜑∇𝑋

∗ 𝑌, 𝑍) 

                                         = 𝑔(∇𝑋
∗𝜑𝑌, 𝜑𝑍) − 𝑔(𝜑∇𝑋

∗ 𝑌, 𝜑𝑍) 

                                         = 𝑔(𝜑𝑍, 𝛻𝑋
∗𝜑𝑌) − 𝑔(𝑍, ∇𝑋

∗ 𝑌) 

                                         = 𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝜑𝑌) − 𝑔(∇𝑋𝜑𝑍, 𝜑𝑌) − 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) + 𝑔(∇𝑋𝑍, 𝑌 ) 

                                         = 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋𝜑𝑍) − 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍 ) 

                                         = −𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋𝜑𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, 𝜑𝛻𝑋𝑍 ) 

                                         = −𝐺(𝑌, ∇𝑋𝜑𝑍) + 𝐺(𝑌, 𝜑𝛻𝑋𝑍 ) 

                                         = 𝐺(𝜑𝛻𝑋𝑍 − ∇𝑋𝜑𝑍, 𝑌) 
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elde edilir.  

Buradan  ∇𝑋
∗𝜑𝑌 = 𝜑∇𝑋

∗ 𝑌  olması için gerek ve yeter şartın 𝜑𝛻𝑋𝑍 = ∇𝑋𝜑𝑍  olması 

gerektiği görülür. 

ii.   𝐺(∇𝑋
†𝜑𝑌 − 𝜑∇𝑋

†𝑌, 𝑍) = 𝐺(𝑍, ∇𝑋
†𝜑𝑌) − 𝐺(𝜑𝑍, ∇𝑋

†𝑌) 

                                          = 𝑋𝐺(𝑍, 𝜑𝑌) − 𝐺(∇𝑋𝑍, 𝜑𝑌) − 𝑋𝐺(𝜑𝑍, 𝑌) + 𝐺(∇𝑋𝜑𝑍, 𝑌 ) 

                                          = −𝐺(∇𝑋𝑍, 𝜑𝑌) + 𝐺(∇𝑋𝜑𝑍, 𝑌 ) 

                                          = −𝐺(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) + 𝐺(∇𝑋𝜑𝑍, 𝑌 ) 

                                          = 𝐺(∇𝑋𝜑𝑍 − 𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌 ) 

elde edilir.  

Buradan ∇𝑋
†𝜑𝑌 = 𝜑∇𝑋

†𝑌  olması için gerek ve yeter şartın ∇𝑋𝜑𝑍 = 𝜑∇𝑋𝑍  olması 

gerektiği görülür. 

 

Teorem 4.5.2: (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifold olsun. ∇, 

𝜑 − invaryant lineer konneksiyon, ∇∗ ve ∇†  sırasıyla 𝑔 −conjugate ve 𝐺 −conjugate 

konneksiyonlar olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır: 

i. ∇∗ ve ∇† çakışır. 

ii.  (∇, 𝐺)  nin Codazzi çifti olması için gerek ve yeter şart (∇, 𝑔)  nin Codazzi çifti  

olmasıdır. 

 

İspat:   

i.        𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) = 𝐺(𝑋, ∇𝑍
†𝑌) 

          𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍
†𝑌) 

          𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍𝜑𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍
†𝑌) 

          𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍
∗𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍

†𝑌) 

olup  

𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍
∗𝑌) = 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍

†𝑌) ⇔ ∇∗= ∇†  
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olur. 

 

ii.                                             (∇𝑍𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝐺)(𝑍, 𝑌) 

𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍𝑌) = 𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) − 𝐺(∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝐺(𝑍, ∇𝑋𝑌) 

𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑍𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍𝑌) = 𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝑌) − 𝑔(𝜑∇𝑋𝑍, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋𝑌) 

𝑍𝑔(𝑋, 𝜑𝑌) − 𝑔(𝛻𝑍𝑋,𝜑𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝛻𝑍𝜑𝑌) = 𝑋𝑔(𝑍, 𝜑𝑌) − 𝑔(𝛻𝑋𝑍, 𝜑𝑌) − 𝑔(𝑍, 𝛻𝑋𝜑𝑌) 

(∇𝑍𝑔)(𝑋, 𝜑𝑌) = (∇𝑋𝑔)(𝑍, 𝜑𝑌) 

elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

4.6.  İstatistiksel Manifold  

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔)  hemen hemen para Norden manifoldu ve bu manifold üzerinde ∇ 

burulmasız lineer konneksiyonu verilsin. (∇, 𝜑) bir Codazzi çifti ise bu yapıya 

istatistiksel yapı, manifolda da  istatistiksel manifold denir. Buradan hareketle aşağıdaki 

teorem elde edilir. 

Teorem 4.6.1:  (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) hemen hemen para Norden manifold, ∇, 𝜑 −invaryant, 

burulmasız lineer konneksiyon, ∇∗ ve ∇†   de sırasıyla 𝑔 −conjugate ve 𝐺 −conjugate 

konneksiyonlar olsun. Eğer  (∇, 𝐺) bir istatistiksel yapı ise bu durumda aşağıdaki ifadeler 

sağlanır: 

i. (∇, 𝑔) bir istatistiksel yapıdır. 

ii. (∇†, 𝑔) bir istatistiksel yapıdır. 

iii.  (∇∗, 𝑔) bir istatistiksel yapıdır. 

Tersine i. ii. ve iii. sağlanırsa (∇, 𝐺) bir istatistiksel yapıdır. 

İspat:   

i. Verilen şartlar altında (∇, 𝑔) nin bir istatistiksel yapı olduğu Teorem 4.5.2. den 

açıkça görülür. 
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ii. (∇†, 𝑔) bir istatistiksel yapı olduğunu göstermek için verilen şartlar dahilinde (∇†, 𝑔) 

nin bir Codazzi çifti olduğunu göstermek gerekir. 

(∇𝑍
†𝑔)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑋

†𝑔)(𝑍, 𝑌) 

     = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍
†𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍

†𝑌) − 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) + 𝑔(∇𝑋
†𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝑍, ∇𝑋

†𝑌) 

= −𝑔(𝑋, ∇𝑍
†𝑌 − ∇𝑍𝑌) + 𝑔(𝑍, ∇𝑋

†𝑌 − ∇𝑋𝑌) 

= −𝑔 (𝜑𝑋, 𝜑(∇𝑍
†𝑌 − ∇𝑍𝑌)) + 𝑔 (𝜑𝑍, 𝜑(∇𝑋

†𝑌 − ∇𝑋𝑌)) 

= −𝐺(𝑋, (∇† − ∇)𝑍𝜑𝑌) + 𝐺(𝑍, (∇
† − ∇)𝑋𝜑𝑌) 

     = −ℱ(𝑋, 𝜑𝑌, 𝑍) + ℱ(𝑍, 𝜑𝑌, 𝑋)   

     = 0  

elde edilir. 

 

iii.  (∇∗, 𝑔) bir istatistiksel yapı olduğunu göstermek için verilen şartlar dahilinde 

(∇∗, 𝑔) nin bir Codazzi çifti olduğunu göstermek gerekir. 

(∇∗𝑍𝑔)(𝑋, 𝑌) − (∇
∗
𝑋𝑔)(𝑍, 𝑌) 

      = 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑔(∇𝑍
∗𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝑋, ∇𝑍

∗𝑌) − 𝑋𝑔(𝑍, 𝑌) + 𝑔(∇𝑋
∗ 𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝑍, ∇𝑋

∗ 𝑌) 

      = −𝑔(𝑋, (∇∗ − ∇)𝑍𝑌) + 𝑔(𝑍, (∇
∗ − ∇)𝑋𝑌 

      = −𝒞(𝑋, 𝑌, 𝑍) + 𝒞(𝑍, 𝑌, 𝑋)     

      = 0  

elde edilir.  

Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.6.1:  :  (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) hemen hemen para Norden manifold, ∇, 𝜑 −invaryant, 

burulmasız lineer konneksiyon, ∇∗ de 𝑔 −conjugate konneksiyon olsun. Bu durumda 

(∇, 𝐺) nin istatistiksel yapı olması için gerek ve yeter şart (∇∗, 𝐺) nin de istatistiksel yapı 

olmasıdır.  
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İspat:  (∇∗, 𝐺) nin istatistiksel yapı olması için (∇𝑍
∗𝐺)(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋

∗𝐺)(𝑍, 𝑌) olmalıdır. 

(∇𝑍
∗𝐺)(𝑋, 𝑌) − (∇𝑋

∗𝐺)(𝑍, 𝑌) 

= 𝑍𝐺(𝑋, 𝑌) − 𝐺(∇𝑍
∗𝑋, 𝑌) − 𝐺(𝑋, ∇𝑍

∗𝑌) − 𝑋𝐺(𝑍, 𝑌) + 𝐺(∇𝑋
∗ 𝑍, 𝑌) + 𝐺(𝑍, ∇𝑋

∗ 𝑌) 

= 𝑍𝑔(𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍
∗𝑋) − 𝑔(𝜑𝑋, ∇𝑍

∗𝑌) − 𝑋𝑔(𝜑𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋
∗ 𝑍) + 𝑔(𝜑𝑍, ∇𝑋

∗ 𝑌) 

= 𝑔(∇𝑍𝜑𝑋, 𝑌) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍
∗𝑋) − 𝑔(∇𝑋𝜑𝑍, 𝑌) + 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋

∗ 𝑍) 

= 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍𝑋) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑍
∗𝑋) − 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋𝑍) + 𝑔(𝜑𝑌, ∇𝑋

∗ 𝑍) 

= −𝑔(𝜑𝑌, (∇∗ − ∇)𝑍𝑋) + 𝑔(𝜑𝑌, (∇
∗ − ∇)𝑋𝑍) 

= −𝐺(𝑌, (∇∗ − ∇)𝑍𝑋) + 𝐺(𝑌, (∇
∗ − ∇)𝑋𝑍) 

= −𝐺(𝑌, (∇† − ∇)𝑍𝑋) + 𝐺(𝑌, (∇
† − ∇)𝑋𝑍) 

= −ℱ(𝑌, 𝑋, 𝑍) + ℱ(𝑌, 𝑍, 𝑋) 

= 0 

elde edilir. 

  

Böylece ispat tamamlanır
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER   

Bu bölümde yapılan tez çalışasında elde ettiğimiz bazı sonuçlar verilecektir. 

 

Bu tezde hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde Codazzi çiftlerinin çeşitli 

özellikleri araştırılmıştır. 

 

İlk olarak (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde sırasıyla 

∇𝜑 , 𝜑 −  conjugate konneksiyonu, ∇∗ , 𝑔 −  conjugate konneksiyonu ve ∇† ,

𝐺 − conjugate konneksiyonu verilmiştir. Ayrıca bu konneksiyonların Klein- 4  grup 

şartlarını sağladıkları gösterilmiştir. 

 

İkinci olarak (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺)  hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde 

(∇, 𝜑) , (∇, 𝑔) ve (∇, 𝐺)   Codazzi çiftleri verilmiş ve bu Codazzi çiftlerinin çeşitli 

özellikleri araştırılmıştır. 

 

Üçüncü olarak (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde ∇ , ∇∗ 

ve ∇𝜑  konneksiyonlarının eğrilikleri sırasıyla 𝑅 , 𝑅∗ ve 𝑅𝜑  olmak üzere bu eğrilikler 

arasındaki ilişki verilmiştir. 

 

Dördüncü olarak (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde 𝑔 

ve 𝐺  metriğine uygulanan Tachibana operatöründen elde edilen sonuçlar verilmiştir. 

Ardından ∇  burulmasız lineer konneksiyonu dikkate alınarak Nijenhuis tensörü 

hesaplanmıştır. Son olarak da (𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) manifoldunun para Kahler Norden olması 

için gerekli ve yeter şart elde edilmiştir. 

 

Beşinci olarak 𝜑 −invaryant lineer konneksiyon kavramı üzerinde durulmuştur. 

(𝑀2𝑛, 𝜑, 𝑔, 𝐺) hemen hemen para Norden manifoldu üzerinde ∇ lineer konneksiyon ve 

∇∗  ve  ∇†  sırasıyla 𝑔 −conjugate ve 𝐺 −conjugate konneksiyonlar olmak üzere bu 

konneksiyonların 𝜑 −invaryantlığı ile ilgili şartlar ve özellikler araştırılmıştır. 

 

Son olarak da istatistiksel manifoldlar ve özellikleri incelenmiştir. 
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