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OZET

PARA-SASAKIAN MANIFOLDLARININ TANJANT DEMETLERINDE META-
METALIK YAPILAR

Edanur USLU

Yiiksek Lisans Tezi
Erzincan Binali Yildirim Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Do¢. Dr. Murat ALTUNBAS
2026, 32 sayfa

Bu tezde, para-Sasakian (P-Sasakian) manifoldlarin tanjant demetleri {izerinde meta-metalik
yapilar incelenmistir. Caligmanin temel amaci, metalik yapilar icin bilinen tanjant demet
yaklagimini, klasik metalik bagmtinin bir genellestirmesi olan meta-metalik bagint1 altinda
yeniden ele almaktir. Bu inceleme, tanjant demet {izerinde metalik yapilar i¢in daha once
kurulmus olan ¢ergevenin daha genel bir cebirsel yapi altinda yeniden degerlendirilmesine
dayanmaktadir. Bu dogrultuda, baz manifold iizerindeki para-Sasakian yapinin tam ve yatay
liftleri kullanilarak tanjant demet iizerinde yeni (1,1)-tipli tensor alanlari tanimlanmis ve
bunlarin meta-metalik bagintiy1 sagladigi gosterilerek iki farkli meta-metalik yap1 elde
edilmistir. Tam lift ile kurulan yapinin tam lift metrigiyle, yatay lift ile elde edilen yapinin ise
Sasaki metrigiyle uyumlu oldugu kanitlanmis ve bdylece tanjant demet lizerinde ilgili
metriklerle uyumlu meta-metalik yapilar elde edilmistir. Yapilarin integrallenebilirligi
Nijenhuis tensorii yardimiyla incelenmis; tam lift kaynakli yapmin, baz manifoldun para-
Sasakian olmasindan dolay1 herhangi bir ek kosula gerek kalmadan integrallenebilir oldugu,
yatay lift kaynakli yapinin ise ancak koneksiyonun D-diiz olmasi ve egrilik tensorii lizerindeki
belirli bir kosulun saglanmasi durumunda integrallenebilir oldugu belirlenmistir. Ayrica her iki
yapinin da ilgili lift koneksiyonlarina gore paralel olmadigi ve bu yapilara karsilik gelen temel
2-formlarin kapalilik durumlarinin lift se¢cimine gore farklilastigi gosterilmistir. Bu ¢alisma,

tanjant demet geometrisi ile meta-metalik yap1 kurami arasinda dogal bir bag kurmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Lift koneksiyonu, lift metrigi, meta-metalik yap1, metalik yapi, Nijenhuis

tensoril, para-Sasakian manifold, tanjant demet



ABSTRACT

META-METALLIC STRUCTURES ON TANGENT BUNDLES OF PARA-
SASAKIAN MANIFOLDS

Edanur USLU

Master’s Thesis
Erzincan Binali Yildirim University, Institute of Science and Technology,
Department of Mathematics
Adyvisor: Assoc. Prof. Dr. Murat ALTUNBAS
2026, 32 pages

In this thesis, meta-metallic structures on the tangent bundles of para-Sasakian (P-Sasakian)
manifolds are investigated. The main aim is to reconsider the tangent bundle approach known
for metallic structures under the meta-metallic relation, which generalizes the classical metallic
relation. This investigation re-examines, within a more general algebraic setting, the framework
previously established for metallic structures on the tangent bundle. For this purpose, new (1,1)-
type tensor fields are defined on the tangent bundle by using the complete and horizontal lifts
of the para-Sasakian structure, and they are shown to satisfy the meta-metallic relation, yielding
two different meta-metallic structures. The complete-lift structure is compatible with the
complete lift metric and the horizontal-lift structure with the Sasaki metric, thereby providing
meta-metallic metric structures on the tangent bundle. Their integrability is examined by means
of the Nijenhuis tensor; the complete-lift structure is integrable without any additional condition
since the base manifold is para-Sasakian, while the horizontal-lift structure is integrable only
when the connection is D-flat and a certain condition on the curvature tensor holds. Moreover,
both structures are non-parallel with respect to the corresponding lift connections, and the
closedness of the fundamental 2-forms associated with these structures differs according to the
choice of lift. This study establishes a natural link between tangent bundle geometry and meta-

metallic structure theory.

Keywords: Lift connection, lift metric, meta-metallic structure, metallic structure, Nijenhuis
tensor, para-Sasakian manifold, tangent bundle
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

R Reel sayilar kiimesi

A Pozitif tam sayilar kiimesi

C*®(M) M iizerinde C* sinifindan fonksiyonlar halkasi
M Diferansiyellenebilir manifold

T, M M nin p noktasindaki tanjant uzay1

™ M nin tanjant demeti

nm: T™M - M TM den M ye dogal izdiisim

x(M) M tizerindeki diizgiin vektor alanlariin modiili
TS (M) M tizerindeki (7, s) —tipli tensor alanlarinin kiimesi
Qk(M) M iizerindeki k —formlarin uzay1

d D1s tlirev operatorii

[U,V] U ve V vektor alanlariin Lie parantezi

Ly U yoniindeki Lie tiirevi

\Y Lineer koneksiyon, Levi-Civita koneksiyonu

R Riemann egrilik tensorii

Fil]-‘ Christoffel sembolleri

g Riemann metrigi

¢ Hemen-hemen parakontakt yapinin (1,1)-tipli tensor alani
& Karakteristik vektor alani

n Karakteristik 1-form

M,¢,1n,¢,9) Hemen-hemen parakontakt metrik manifold
VTM TM’nin dikey (vertical) dagilimi

HTM TM’nin yatay (horizontal) dagilim1

Uv,uc,un U vektor alaninin dikey, tam, yatay liftleri

Y. f¢ f fonksiyonunun dikey ve tam liftleri

wY,w* w 1-formunun dikey ve tam liftleri

¢C, " ¢ tensor alaninin tam ve yatay liftleri

y TM iizerinde dikey nesne iireten y-operatorii

g° g metriginin tam lift metrigi

g° g metriginin Sasaki tipi lift metrigi

Ve Tam lift koneksiyonu

vh Yatay lift koneksiyonu

c Metalik oran

Opq Meta-metalik oran

LF Tanjant demet lizerinde meta-metalik (1,1)-tipli tensor alanlari
@ Yapiya karsilik gelen temel 2-form

N; J tensor alaninin Nijenhuis tensorii



1. GIRIS

Diferansiyel geometride manifoldlar {izerinde tanimlanan yapilar, yalnizca baz manifoldun
geometrisini anlamak bakimindan degil, bu yapilarin ¢esitli demetler iizerine taginmasiyla
ortaya cikan yeni geometrik ortamlari incelemek bakimindan da onemli bir yere sahiptir.
Ozellikle polinom yapilara dayanan tensdr alanlari, son yillarda farkli manifold siniflari
tizerinde yogun bigimde calisilmis ve altin yapilar bu ¢ergevede dikkat ¢geken arastirma alanlari
arasinda yer almistir (Crasmareanu ve Hretcanu, 2008; Hretcanu ve Crasmareanu, 2009; Gezer,
Cengiz ve Salimov, 2013; Chen, Choudhary ve Perween, 2024; Druta-Romaniuc, Hretcanu ve
Gezer, 2025). Metalik yapilar, altin yapilar1 6zel bir durum olarak kapsayan daha genel bir sinif
sunduklari i¢in klasik altin yap1 yaklasimina gore daha esnek bir inceleme imkan1 saglamaktadir
(Hretcanu ve Crasmareanu, 2013; Gezer ve Karaman, 2015; Ozkan ve Yilmaz, 2018; Khan,

2021; Altunbas, 2023a; Chen, Choudhary ve Perween, 2025).

Altin oran etrafinda gelisen matematiksel ve geometrik diisiinceler zamanla yalnizca klasik altin
oranla siirli kalmamis, ona yakin fakat ondan farkli yeni oranlarin da incelenmesine yol
acmustir. Bu baglamda, logaritmik spiral ile altin oran arasinda yaygin bi¢imde kurulan iliskinin
her durumda dogru olmadigi goriilmiistiir. Bartlett (2019) tarafindan bazi spiral yapilarda
yaklagik 1,356 degerine karsilik gelen meta-altin oranin daha uygun bir sabit oldugu ortaya
konmustur. Huylebrouck (2014) ise bu oranin yalnizca sayisal bir sabit olarak degil, aym
zamanda belirli cebirsel ve geometrik 6zellikler tasiyan matematiksel bir nesne olarak ele
alinabilecegini gostermistir. BOylece meta-altin oran diislincesi, daha sonra manifoldlar

lizerinde tanimlanan yeni yapilar i¢in ilham veren bir kavramsal zemin olusturmustur.

Bu gelismeler dogrultusunda, meta-altin yapilar ve daha sonra meta-metalik yapilar
tanimlanmistir. Meta-metalik yapilarin ortaya ¢ikisi, meta-altin oranla iliskili cebirsel
diistincenin metalik yapilar gibi daha genel bir geometrik siifa basariyla tasinabildigini
gostermistir. Bu yapilarin integrallenebilirlik, egrilik ve metrik uyumluluk gibi 6zellikleri
izerine yapilan caligmalar, meta-metalik yapilarin bagimsiz bir aragtirma alani olusturdugunu
ortaya koymaktadir (Sahin ve Sahin, 2022; Altunbas, 2023b; Erdogan, Perktas ve Bozdag,
2024).

Ote yandan, diferansiyellenebilir manifoldlar iizerindeki yapilarin tanjant demetine taginmast,
lift teorisinin temel uygulamalarindan biridir. Dikey, tam ve yatay liftler yardimiyla baz

manifold tizerindeki vektor alanlari, 1-formlar, tensorler ve metrikler tanjant demetine



aktarilabilmekte, boylece baz manifoldun geometrisi daha yiiksek boyutlu bir ortamda yeniden
incelenebilmektedir. Bu yaklasim, 6zellikle kontakt ve parakontakt yapilar {lizerinde etkili
sonuglar vermistir. Nitekim Azami (2021), P-Sasakian manifoldlarin tanjant demetleri tizerinde
metalik yapilar1 tam, yatay ve dikey liftler yardimiyla ele alarak bu yapilarin integrallenebilirlik

ve paralellik 6zelliklerini incelemistir.

Bu tezde, s6z konusu yaklasim daha genel bir yapiya taginarak para-Sasakian manifoldlarin
tanjant demetleri lizerinde meta-metalik yapilar incelenmektedir. Bagka bir ifadeyle, tanjant
demet lizerinde metalik yapilarin incelendigi mevcut cer¢eve, burada meta-metalik yapi
bagintis1 altinda yeniden kurulmaktadir. Bu amagcla, para-Sasakian yapinin uygun liftleri
yardimiyla tanjant demet lizerinde meta-metalik yapilar tanimlanmakta, bu yapilarin ilgili
metriklerle uyumu, integrallenebilirlikleri ve paralellik durumlari arastirilmaktadir. Boylece
hem meta-metalik yap1 teorisine yeni Ornekler kazandirmak hem de para-Sasakian

manifoldlarin tanjant demeti geometrisine katkida bulunmak amaclanmaktadir.

Bu calisma, bir yoniiyle meta-altin oran ile baslayan ve meta-metalik yapilara kadar uzanan
kavramsal ¢izgiyi tanjant demet geometrisine tasimaktadir. Diger yOniiyle ise para-Sasakian
manifoldlarin tanjant demetleri tizerinde daha 6nce metalik yapilar i¢in kurulmus olan yontemi
meta-metalik yapilar diizeyinde yeniden ele almaktadir. Bu bakimdan tez, hem mevcut
literatiirin dogal bir devami niteligindedir hem de daha genel bir yap1 sinifi {izerinde yeni

sonuglara ulasmay1 hedeflemektedir.
1.1. Arastirmanin Amaci

Bu tezin temel amaci, para-Sasakian manifoldlarin tanjant demetleri {izerinde meta-metalik
yapilarin tanimlanmasi ve bu yapilarin temel geometrik 6zelliklerinin incelenmesidir. Bu
dogrultuda, baz manifold iizerindeki para-Sasakian yapinin uygun liftlerinden yararlanilarak
tanjant demet lizerinde meta-metalik yapilarin kurulmas: hedeflenmektedir. Ayrica bu yapilarin
ilgili metriklerle uyumlulugunun belirlenmesi, Nijenhuis tensorii yardimiyla integrallenebilirlik
kosullariin arastirilmasi ve lift koneksiyonlarina gore paralellik durumlarinin incelenmesi
amaglanmaktadir. Bu yoniiyle calisma, Azami (2021) tarafindan metalik yapilar i¢in ortaya

konulan ¢ergeveyi daha genel bir cebirsel yapr altinda yeniden degerlendirmektedir.



1.2. Arastirmanin Kapsami

Bu tez, para-Sasakian manifoldlarin tanjant demetleri tizerinde tanimlanan meta-metalik yapilar
ile stnirlidir. Calismada dncelikle para-Sasakian yapi, tanjant demet, lift islemleri, lift metrikleri
ve lift koneksiyonlar1 gibi temel kavramlar ele alinmaktadir. Daha sonra bu araglar kullanilarak
tanjant demet ilizerinde meta-metalik yapilar kurulmakta ve bunlarin metrik uyumlulugu,

integrallenebilirligi ve paralellik 6zellikleri incelenmektedir.

Calismanin kapsami, temel olarak tam ve yatay liftler yardimiyla elde edilen yapilar tizerinde
yogunlasmaktadir. Meta-metalik yapilarin farkli demet tiirleri iizerindeki davranisi, alt
manifoldlara indirgenmis bi¢imleri ya da daha genel yari-Riemann geometrik ortamlardaki
uygulamalari bu tez kapsami disinda birakilmistir. Bu tiir konular ileride yapilabilecek

caligsmalar arasinda degerlendirilebilir.
1.3. Arastirmanin Onemi

Bu tez birka¢ bakimdan énem tasimaktadir. Ilk olarak, meta-altin oranla baslayan ve meta-
metalik yapilara kadar uzanan kavramsal ¢izginin tanjant demet geometrisine uygulanmasi
bakimindan Onemlidir. Bdylece sayisal bir oran etrafinda gelisen cebirsel-geometrik
diisiincenin diferansiyel geometri i¢inde daha somut ve yapisal bir bigimde kullanilmasi

miimkiin hale gelmektedir (Huylebrouck, 2014; Bartlett, 2019; Erdogan vd., 2024).

Ikinci olarak, tanjant demet iizerinde metalik yapilar igin kurulmus olan yéntemin meta-metalik
yapilar diizeyine tasinmasi, mevcut bilginin yalnizca tekrar1 degil, daha genel bir yap1 sinifi
altinda yeniden degerlendirilmesi anlamina gelmektedir. Bu durum, para-Sasakian
manifoldlarin tanjant demeti iizerinde yeni 6rnekler ve yeni sonuglar elde edilmesine imkan
vermektedir. Son olarak, bu tez para-Sasakian geometri, lift teorisi ve meta-metalik yap1 kurami
arasinda bir koprii kurmaktadir. Bu bakimdan ¢alismanin, ileride kotanjant demetler, tensor
demetleri veya baska geometrik yap1 siniflar1 tizerinde yapilacak benzer incelemelere zemin

hazirlamasi beklenmektedir.
1.4. Varsayimlar

Bu tezde, ele alinan tiim manifoldlarin, tensor alanlarinin, metriklerin ve koneksiyonlarin
yeterli derecede diferansiyellenebilir oldugu kabul edilmektedir. Calisma boyunca kullanilan
tim geometrik nesnelerin C* sinifindan oldugu varsayilmistir. Ayrica para-Sasakian

manifoldun tanimlayici yapisinin ilgili kosullart sagladigi ve kullanilan lift iglemlerinin



diferansiyel geometri literatiiriinde kabul edilen standart anlamlariyla gegerli oldugu kabul

edilmektedir.
1.5. Siirhliklar

Bu tez, para-Sasakian manifoldlarinin tanjant demetleri iizerinde tanimlanan meta-metalik
yapilarla simirlhidir. Dolayisiyla baska kontakt yap1 siniflari, farkli demet tiirleri ve daha genel
yari-Riemann geometrik uzaylar dogrudan ele alinmamaktadir. Ayrica ¢alismada meta-metalik
yapilarin temel olarak belirli liftler araciligiyla elde edilen bigimleri incelenmekte, daha genel

dogal liftlerin ya da farkli koneksiyon tiirlerinin sistematik analizi yapilmamaktadir.



2. KAVRAMSAL CERCEVE VE ILGILI CALISMALAR

Bu boliimde, tez konusunun dayandig1 kuramsal arka plan ve ilgili ¢aligmalar ele alinmaktadir.
Oncelikle meta-altin oran diisiincesinin ortaya ¢ikist ve bu diisiincenin geometrik yapilara
yansimasi lzerinde durulacak, daha sonra meta-altin, metalik ve meta-metalik yapilar
arasindaki iliski agiklanacaktir. Son olarak para-Sasakian manifoldlarin tanjant demetleri
tizerinde tanimlanan yapilara iliskin mevcut literatiir degerlendirilerek bu tezin s6z konusu

calismalar i¢indeki yeri ortaya konulacaktir.
2.1. Meta-Altin Oran

Altin oran, matematik ve geometri tarihinde uzun siiredir 6zel bir yere sahip olmakla birlikte,
dogadaki her spiral bi¢cimin ya da estetik diizenin dogrudan bu oranla agiklanabilecegi
diisiincesi zamanla sorgulanmaya baslanmistir. Ozellikle logaritmik spiral {izerine yapilan
caligmalar, bu konuda daha dikkatli bir yaklagim gerektigini gostermistir. Uzun yillar boyunca
Nautilus kabuklarinin bir altin oran (yaklasik 1,618) veya klasik 4:3 (yaklasik 1,333) oranina
sahip oldugu varsayilmistir. Ancak Bartlett (2019), Smithsonian koleksiyonundaki 80 adet
kabuk iizerinde yiiriittiigii kapsamli 6l¢timlerde bu yaygin kabullerin her durumda gegerli
olmadigin1 gostermistir. Bartlett, 6zellikle nadir bir tiir olan Crusty Nautilus (Allonautilus
scrobiculatus) kabuklarinin spirallerini ¢evreleyen dikdortgenlerin en-boy oraninin altin orana
degil, yaklasik 1,356 degerine daha uygun oldugunu gostermistir. Boylece dogadaki kusursuz

formlardan birinin matematiksel karsilig1 olarak "meta-altin oran" kavrami 6ne ¢ikmistir.

Huylebrouck (2014), bu oran1 daha sistematik bigimde inceleyerek meta-altin oranin (altin oran

¢ olmak iizere x? = % + 1 denkleminin pozitif kokii olarak) belirli cebirsel bagintilar, siirekli

kesir acilimlari ve geometrik insalar bakimindan anlamli bir yapiya sahip oldugunu ortaya
koymustur. Oyle ki, meta-altin orana sahip bir dikddrtgen, altin oranli bir dikdortgen ile daha
kiiciik bir meta-altin oran dikdortgenine ayrisabilmektedir. Bu ¢alisma, meta-altin oranin
yalnizca spesifik bir biyolojik gozlemden ibaret olmadigini, aksine altin oranla akraba olan
ancak kendi bagina matematiksel olarak incelenmeye deger bagimsiz bir nesne oldugunu
gostermesi bakimindan 6nemlidir. Boylece meta-altin oran, daha sonra diferansiyellenebilir
manifoldlar iizerinde kurulacak yeni tensor alanlarinin ve yapilarin ilham kaynagi haline

gelmistir.



2.2. Meta-Altin Yapilar

Meta-altin oran diisiincesinin manifold teorisine yansimalart literatiirde iki farkli temel
yaklagimla ele almmustir. Ik olarak Sahin ve Sahin (2022) tarafindan tanitilan meta-altin
Riemann manifoldu kavrami, halihazirda bir altin yapiya (tensoér alanina) sahip manifoldlar
iizerinde insa edilmistir. Bu ¢alismada meta-altin yapi, bir P altin yapisi iizerinde PF2U =
PU + F,U (veya denk karakteristik denklemiyle F2 = PF; — F; + I) kosulunu saglayan bir
F;endomorfizmasi olarak tanimlanmis ve bu yapinin metrik uyumlulugu integrallenebilirligi ile
egrilik ozellikleri aragtirilmistir. Burada U bir vektor alanidir. Bu yaklagim, sabit egrilikli bir
meta-altin Riemann manifoldunun ancak diiz (flat) bir uzay olabilecegini gostererek alana

onemli bir katki sunmustur.

Ote yandan, meta-altin yapinin diferansiyel geometrideki farkli bir insas1 Altunbas (2023b)
tarafindan sunulmustur. Sahin ve Sahin (2022) c¢alismasinda meta-altin yap1 bir tensor alani
tizerine kurulurken, Altunbas (2023b), meta-altin yapiy1 dogrudan reel bir say1 olan altin oran

@ iizerinden tanimlamistir. Bu yaklasimda ikinci tip meta-altin yapi, manifold {izerinde FZ =

iFZ + [ karakteristik denklemini saglayan bir (1,1)-tipli tensor alani olarak ele alinmistir. Bu

tanimda % katsayisinin irrasyonel bir say1 olmasi, bu yeni meta-altin yapinin tamsay1 katsayil

klasik metalik yapilar ailesinin (ve alt siniflarinin) hi¢birine dahil olmamasini saglamis ve onu

literatiirde 6zgiin bir konuma tasimistir.

Altunbas (2023b) tarafindan yapilan calismada, bu yeni F, meta-altin yapisinin Riemann
metrigi ile uyumlulugu saf (pure) tensor kavrami iizerinden incelenmis ve Tachibana operatorii
kullanilarak yapinin integrallenebilirlik kosullar1 ortaya konmustur. Ayrica bu meta-altin
yapiya karsilik gelen bir hemen hemen carpim yapisi elde edilmis ve “ikiz (twin) meta-altin
metrik” kavrami tanitilmistir. Ayrica, s6z konusu yapmin tanjant, kotanjant ve tensor
demetlerine Sasaki metrikleri yardimiyla liftleri tanimlanmis, bu demetlerin yerel ayrisabilirlik

(locally decomposable) durumlart kanitlanmastir.

Gerek bir tensor alanina dayali yaklagimlar gerekse dogrudan altin oran reel sayisi tizerinden
yapilan irrasyonel katsayili insalar, meta-altin kavraminin zengin bir cebirsel ve geometrik
altyap1 sundugunu ortaya koymaktadir. Bu cercevede, altin yapilarin daha genis bir polinom

yapilar ailesinin 6zel bir durumu olarak degerlendirilebilmesi, sz konusu yaklagimlarin daha



genel yapr smiflarina genellestirilmesi yoniinde onemli bir teorik motivasyon kaynagi

olusturmaktadir.
2.3. Metalik Yapilar

Metalik yapilar, altin yapilardan daha genel bir sinif olarak Hretcanu ve Crasmareanu (2013)
tarafindan tamtilmistir. Bir (1,1)-tipli J tensor alaninin J? = pJ + gl bagintisini saglamasiyla
tanimlanan metalik yapi, altin yapiy1 6zel bir durum olarak i¢ine alan genis bir polinom yapilar
ailesi sunmaktadir. Uyumlu bir Riemann metrigi ile ele alindiginda metalik Riemann manifoldu
kavrami elde edilir. Bu yap:1 sinifi, diferansiyel geometride ¢ok sayida farkli uygulamanin
incelenmesine imkan vermistir. Ornegin, Ozkan ve Yilmaz (2018), hemen hemen carpim
yapilart kullanarak metalik yapilart incelemislerdir. Gezer ve Karaman (2015), metalik
Riemann yapilar1 kavramindan hareketle, bu yapilarin integrallenebilirligini ve egrilik
ozelliklerini aragtirmislardir. Blaga ve Hretcanu (2018) ise metalik yapilar ¢ercevesinde metalik
eslenik koneksiyonlar kavramini tanitmislardir. Bu koneksiyonlar, literatiirdeki altin eslenik
koneksiyonlarin bir genellestirmesini ifade etmektedir. Konunun kapsamini genisletmek
amaciyla ilerleyen siirecte metalik yapilarin farkli formlar1 da ele alinmis, bu dogrultuda
genellestirilmis metalik pseudo-Riemann yapilar ile harmonik metalik yapilar incelenmistir

(Blaga ve Nannicini, 2020; 2021).

Metalik yapilarin bu genel nitelii, onlar1 meta-altin oranla baglantili yeni yapilarin
taginabilecegi uygun bir zemin haline getirmistir. Bu nedenle meta-altin yapilarda ortaya ¢ikan

diisiincenin metalik yap1 sinifina uyarlanmasi dogal bir gelisme olmustur.
2.4. Meta-Metalik Yapilar

Meta-metalik yapilar, meta-altin oran diislincesinin metalik yapilar baglaminda yeniden
kurulmasiyla ortaya ¢ikmistir. Bu yapilar Erdogan vd. (2024) tarafindan, J bir metalik yap1
olmak iizere, JF{ = aJ + bF; seklinde tanimlanmistir. Burada a ve b pozitif tam sayilardir. Bu
calismada yapilarin 6rnekleri verilmis, integrallenebilirligi aragtirilmis ve egrilik tensori ile
iligkileri incelenmistir. Ayrica sabit egrilik durumunda ortaya c¢ikan bazi sonuglar

degerlendirilmistir.

Bu gelisme, meta-altin oranla baslayan diisiincenin daha genis bir cebirsel cer¢eveye basariyla
tagiabildigini gostermektedir. Boylece meta-metalik yapilar, yalnizca meta-altin yapilarin bir

genellemesi olarak degil, kendi basina incelenebilecek bagimsiz bir yap: sinifi olarak 6nem



kazanmistir. Ancak bu tezde ele alinan meta-metalik yapi, s6z konusu ¢alismadaki gibi bir
metalik tensor alani iizerine insa edilmemis, dogrudan meta-metalik orani temsil eden

irrasyonel say1 temel alinarak farkl bir cebirsel yaklasimla tanimlanmaistir.
2.5. Para-Sasakian Manifoldlar1 ve Tanjant Demet Geometrisi

Tezin geometrik zemini para-Sasakian, kisaca P-Sasakian manifoldlaridir. Para-kontakt ve
para-Sasakian yapilar, klasik kontakt geometrinin paralel bir uzantis1 olarak ortaya ¢ikmis ve
ozellikle tensorel bagintilar1 bakimindan zengin bir yap1i sunmustur. Bu yapi sinifi, baz manifold
tizerindeki geometrik verilerin tanjant demete taginmasi agisindan da uygun bir ortam
olusturmaktadir. Clinkii para-Sasakian yapinin belirli tensorel 6zellikleri, lift islemleri altinda

diizenli bi¢imde izlenebilmektedir.

Tanjant demet iizerinde yap1 incelemek, diferansiyel geometrinin klasik yontemlerinden biri
olan lift teorisine dayanir. Dikey, tam ve yatay liftler yardimiyla baz manifold iizerindeki vektor
alanlar1, 1-formlar, tensorler, metrikler ve koneksiyonlar tanjant demete tasinabilir. Bu sayede
baz manifoldun geometrisi daha yiiksek boyutlu bir ortamda yeniden ele alinabilir. Bu
yaklagim, yalnizca teknik bir islem degil, ayn1 zamanda baz yapilarin davranisini daha genis bir

baglamda gozlemlemeyi saglayan giiclii bir yontemdir.
2.6. Azami’nin Yaklasimi ve Tezin Cikis Noktasi

Azami (2021), P-Sasakian manifoldlarin tanjant demetleri tizerinde metalik yapilar1 ele almis
ve bunlar1 tam, yatay ve dikey liftler yardimiyla incelemistir. Bu calismada tanjant demet
tizerinde metalik yapilarin tanimlanabilecegi gosterilmis, daha sonra bu yapilarin metrik
uyumlulugu, integrallenebilirligi ve paralellik 6zellikleri arastirilmistir. Ayrica temel 2-
formlarin kapalilig1 gibi bazi diferansiyel o6zellikler de incelenmistir. Bu yaklasim, para-
Sasakian yapinin tanjant demet geometrisinde polinom yapilara dayali yeni yapilar

iretebildigini acik bicimde ortaya koymustur.

Bu tezin ¢ikis noktasi da tam olarak burada yer almaktadir. Azami’nin metalik yapilar igin
kurdugu yontemin meta-metalik yap1 bagintisina uyarlanmasi bu caligmanin temel hareket
noktasini olusturmustur. Dolayisiyla bu tezde, tanjant demet iizerinde metalik yapilar i¢in
gelistirilen ¢ergeve, daha genel olan meta-metalik yap1 bagintisi altinda yeniden ele

alinmaktadir.



2.7. Bu Tezin Literatiirdeki Yeri

Bu tez, meta-altin ve meta-metalik yap1 teorisi, para-Sasakian geometri ve tanjant demetler
tizerindeki lift teorisi arasinda yer almaktadir. Literatiirde metalik yapilarin tanjant demetler
tizerindeki liftleri incelenmis olmakla birlikte, para-Sasakian manifoldlarinin tanjant
demetlerinde meta-metalik yapilarin tam ve yatay liftler araciligiyla sistematik olarak ele

alinmasi mevcut ¢caligmalarin dogal bir devami niteligindedir.

Bu calismada, tanjant demet iizerinde elde edilen meta-metalik yapilarin metrik uyumlulugu,
integrallenebilirligi, paralellik 6zellikleri ve temel 2-formlarinin kapalilig1 incelenerek mevcut
metalik yap1 sonuglarinin meta-metalik baglamdaki karsiliklar1 arastirilmaktadir. Bir sonraki
boliimde bu incelemede kullanilacak temel tanimlar, lift islemleri ve yardime1 geometrik araglar

verilecektir.



3. YONTEM

Bu bolimde, calismamizin temelini olusturan kavramlar tanitilacaktir. flk olarak
diferansiyellenebilir manifoldlar, tensér alanlari, diferansiyel formlar ve Riemann
geometrisinin temel araglar1 hatirlatilacak; ardindan lineer koneksiyon, kovaryant tiirev, Lie
tiirevi ve egrilik tensorii ele alinacaktir. Daha sonra hemen hemen parakontakt ve P-Sasakian
manifold yapilar1 incelenecek, bir manifoldun tanjant demeti tizerindeki dikey, tam ve yatay lift
kavramlart ile bu liftlere karsilik gelen metrikler ve lineer koneksiyonlar verilecektir. Son
olarak, calismamizin konusu olan meta-metalik yapilarin temelini olusturan klasik metalik
yapilar ile bu yapilarin integrallenebilirli§inde belirleyici rol oynayan Nijenhuis tensorii
tanitilacaktir. Bu boliimde verilen tanim ve 6zellikler i¢in temel bagvuru kaynaklart (Yano ve
Ishihara, 1973), (Ledn ve Rodrigues, 1989), (Hretcanu ve Crasmareanu, 2013) ve (Azami,
2021) ¢alismalaridir.

Tanmm 3.1. Bir M Hausdorff ve ikinci sayilabilir topolojik uzayi verilsin. Eger M iizerinde, her
bir noktanin bir agik komsulugunu R™’nin bir a¢ik alt kiimesine homeomorf yapan haritalardan
olusan bir atlas tanimlanabiliyor ve bu atlasin geg¢is fonksiyonlar1 C® smifindan ise M ye n-

boyutlu diferansiyellenebilir (diizgiin) manifold denir.

Calisma boyunca tiim manifoldlar, tizerlerindeki tensor alanlar1 ve koneksiyonlar € sinifindan

kabul edilecektir.

Tamim 3.2. M bir manifold ve T,M, M nin p € M noktasindaki tanjant uzay1 olsun. Herp € M
noktasina T, M uzayindan bir vektor atayan ve bu atamanin koordinatlara gore diizgiin oldugu

bir U fonksiyonuna M {izerinde bir vektor alan1 denir.

M tizerindeki tiim diizglin vektor alanlarinin kiimesi y(M) ile gosterilir ve € (M) halkasi

uzerinde bir moduldir.

Tammm 3.3. M bir manifold olsun. M nin her noktasina (r,s)-tipli bir tensor atayan ve

koordinatlara gore diizgiin olan bir fonksiyona M iizerinde (r, s)-tipli tensor alani denir.

M iizerindeki (r, s)-tipli tiim tensor alanlarmin kiimesi 73" (M) ile gosterilir. Ozel olarak (1,0)-
tipli tensor alani bir vektor alani, (0,1)-tipli tensor alani bir 1-form ve (1,1)-tipli tensor alani

her noktada tanjant uzaydan kendisine bir lineer doniisiim tanimlar.
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Tanmim 3.4. M bir manifold olsun. M iizerinde k tane vektor alani argiimani alan, C* (M) k-

lineer ve antisimetrik bir fonksiyona M iizerinde bir k-form denir.

M iizerindeki tiim k-formlarin kiimesi 2% (M) ile gosterilir. Ozel olarak 2°(M) = C*®(M) ve
N*(M) 1-formlarm uzayidur.

Tanmm 3.5. M bir manifold olsun. M iizerinde, her k icin d:2%(M) - 2¥+*1(M) seklinde
tanimlanan, R-lineer, d o d = 0 6zelligini ve dereceli Leibniz kuralint saglayan operatore dis

tiirev denir.
Bir 1-form w ve U,V € y(M) igin dis tiirev

do(U,V) = U(w(V)) = V(o)) — «([U,V])
esitligini saglar.

Tamim 3.6. M bir manifold olsun. M lizerinde her noktada simetrik, bilineer ve pozitif taniml
bir i¢ carpim tanimlayan (0,2)-tipli diizgiin bir g tensor alanina M iizerinde bir Riemann

metrigi, (M, g) ikilisine ise bir Riemann manifoldu denir.
Bu durumda her U,V € y(M) igin
gu,v) = gV, 1),
g, U) 20,
glu,l)=0U=0

ozellikleri saglanir. Pozitif tanimlilik kosulu yalnizca dejenere olmama kosulu ile gevsetilirse

g bir yari-Riemann metrigi adin1 alir.

Tammm 3.7. M bir manifold olsun. Her U,V € y(M) i¢in V,V € y(M) olacak bi¢imde

tanimlanan ve
VfU+VW = vaW + VVW,

Vo(fV+W)=UfV + fVyV +V,W
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ozelliklerini her U,V,W € y(M) ve f € C*(M) igin saglayan V: y(M) X y(M) — y(M)
operatorine M {iizerinde bir lineer koneksiyon, V,V niceligine ise V vektor alaninin U

yoniindeki kovaryant tiirevi denir.

Bir A tensor alani i¢in kovaryant tiirev Leibniz kurali kullanilarak dogal bigimde genisletilir.

Eger VA = 0 ise A ya paralel tensor alan1 adi verilir.
Tanmm 3.8. U,V € y(M) iki vektor alani olsun. Her f € C* (M) igin
[UVIf =UWf)-VUSf)

ile tanimlanan [U, V] vektor alanina U ve V nin Lie parantezi denir.

Lie parantezi bilineer, antisimetriktir ve Jacobi 6zdesligini saglar.

Tamim 3.9. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde her U,V,W € y(M) igin
VyV =VyU = [U,V],
u-gv,w)=gWyV,w)+gWV,vy,w)

kosullarin1 saglayan tek bir V lineer koneksiyonu vardir ve bu koneksiyona Levi-Civita

koneksiyonu denir.

Tamim 3.10. U € y(M) bir vektor alani olsun. U tarafindan iiretilen yerel akis boyunca tensor

alanlarinin degisimini 6l¢en Ly operatdriine U yoniindeki Lie tiirevi denir.
Bir f € C* (M) fonksiyonu, bir V € y(M) vektdr alani ve bir w € 21(M) 1-formu i¢in
Lyf =Uf, LyV =[U,V],
(Ly)(V) = U(w() — o([U,V])

esitlikleri gecerlidir. Lie tiirevi daha yiiksek mertebeli tensor alanlarina Leibniz kuraliyla

genisletilir.
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Tamim 3.11. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V Levi-Civita koneksiyonu olsun. Her U, V, W €
x(M) igin

RU, VW = VyVyW =V, VW — Vi )W 3.1)
ile tanimlanan (1,3)-tipli R tensor alanina (M, g) nin Riemann egrilik tensorii denir.
R tensorii ilk iki argiimanina gore antisimetriktir ve Bianchi 6zdesliklerini saglar.
Eger R = 0 ise (M, g) manifolduna diiz (flat) Riemann manifoldu denir.

Tanim 3.12. n = 2k + 1-boyutlu bir M manifoldu iizerinde verilen ¢ (1,1)-tipli tensor alani,
n 1-formu, & vektor alan1 ve g yari-Riemann metrigi i¢in (¢, 7, &, g) dortliisii her U,V € y (M)
icin asagidakileri sagliyorsa, bu yapiya M iizerinde bir hemen hemen parakontakt metrik yapi,

M manifolduna ise hemen hemen parakontakt metrik manifold denir:
P?U=U—-n)§, n =1 no¢p=0 ¢&=0, (3.2)
g0, =n),  gWUV)=g@U¢V)+nnl). (3.3)

Tamim 3.13. (M, ¢, 1, &, g) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. M nin Levi-
Civita koneksiyonu V olmak iizere her U,V € y(M) i¢in

(Vyp)V = —g(U,V)§ = n(V)U + 2n(U)n(V)§ (3.4)

kosulu saglantyorsa M ye para-Sasakian manifold ya da kisaca P-Sasakian manifold ad1 verilir

(Sato, 1977).
Bir P-Sasakian manifoldda ayrica her U,V € y(M) i¢in

Vyé = ¢U, (VymV = g(U,V) = (Vyn)U (3.5)
esitlikleri gegerlidir (Azami, 2021).

Tanim 3.14. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M nin her p noktasindaki tanjant
uzaylarmin ayrik birlesimi TM = Upem T, M seklinde tanimlanir ve TM ye M nin tanjant

demeti denir.
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TM, 2n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifolddur. 7: TM — M, n(p, v) = p ile tamimlanan
dogal izdiisim, TM yi M f{izerinde bir vektdor demeti haline getirir. M {izerindeki bir
(U,x1, ...,x™) yerel koordinat sistemi, TM iizerinde (m~1(U),x%,..,x™ y1,...,y™) yerel

koordinatlarini indirger.

Tamm 3.15. (p,v) € TM olmak iizere V, = ker{m,(v):T,(TM) — T,M} ile tamimlanan alt
uzaylarin birlesimi VTM = UV, .,y ye TM nin dikey dagilimi denir. VTM nin TTM igindeki bir

tiimleyeni HT M ile gosterildiginde
TTM =VTM @ HTM

ayrisimi elde edilir ve HTM ye TM nin yatay dagilimi denir.

M nin Christoffel sembolleri I} ile gosterildiginde 7=1(U) iizerinde {aiyi} ailesi VTM igin,

{% = % — ykr, kll- aiyl} ailesi ise HT M i¢in yerel cat1 olusturur.

Tammm 3.16. M bir manifold ve TM onun tanjant demeti olsun. M {izerinde tanimli bir f

fonksiyonunun, bir U vektor alaninin, bir w 1-formunun ve bir F (1,1)-tipli tensor alaninin TM
tizerine dikey liftleri sirastyla fV, UY, w” ve FV ile gosterilirve f¥ = f o, U"(lw) = (a)(U))v,
@’ (U°) = (0(U))’, w’(UY) = 0, F*(UY) = 0, F*(U°) = (F(U))" 6zellikleriyle tanimlanur.
Dikey lift, M iizerindeki nesneleri TM iizerine VTM iginde kalacak bi¢imde tasir (Yano ve
Ishihara, 1973).

Tamim 3.17. F, M iizerinde r = 1 olmak tizere (1,7) veya (0, r)-tipli bir tensor alani olsun.

Her U € y(M) igin Fy (U4, ..., U,_;) = F(Uy, ..., Uy_4, U) ile tanimlanan tensor yardimiyla
YuF = (Fy)?
seklinde tanimlanan doniisiime y operatorii denir.

yF daima TM iizerinde dikey bir nesnedir. Ozel olarak (M, g) bir Riemann manifoldu ve R
onun egrilik tensorii ise yR(U,V) niceligi TM tizerinde dikey bir vektér alamidir ve yatay

liftlerin Lie parantezinin hesabinda temel rol oynar (Yano ve Ishihara, 1973).
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Tanim 3.18. M bir manifold olsun. Bir f € C*(M) fonksiyonunun TM {izerine tam lifti, her
(p,v) € TM igin f°(p,v) = (df),(v) seklinde tanimlanir.

) ] . .
BirU = Ut py%i vektor alaninin tam lifti

oy 9Uta
Y dxJ 0yt

T 9xt

olarak verilir. Bir w 1-formunun tam lifti w¢(U¢) = (a)(U))C ve w¢(U") = (a)(U))v
kosullariyla, bir F (1,1)-tipli tensor alaninin tam lifti F€ ise F€(U€) = (F U ))C ve F¢(UY) =

(F u ))v kosullariyla tanimlanr.

Tanim 3.19. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir f € C* (M) fonksiyonunun yatay lifti
f* = f¢ -V, f seklinde tanimlanir, burada V,,f = y(Vf) dir.

Bir U = U* % vektor alaninin yatay lifti

uh = Uii - nyir-’-i
xl lj ayl

olarak verilir. Bu durumda m,U" = U ve U" € HTM olur. Bir w 1-formu igin yatay lift w" =
w® —V,w, bir F (1,1)-tipli tensér alani igin ise FM(UM = (FU)" ve FM(UY) = (FU)Y

kosullariyla tanimlanir.

Onerme 3.20. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her U,V € y(M), f € C*(M) ve F (1,1)-

tipli tensor alani i¢in asagidaki iliskiler gegerlidir:
Uurfr=0, U =Uf"=(Uf",  Uf=USf),
[U”,VY] =0, [uv,vel=[U,vy], (U, V] =[U,V], (3.6)
[UY, V"] = —(V,U)Y, [UM V"] = [U,V]" —yR(U,V), (3.7)

burada R, g nin egrilik tensoriidiir. Ayrica P(x) tek degiskenli bir polinom oldugunda P(F€) =

(P(F))C ve P(F) = (P(F))h saglanir (Yano ve Ishihara, 1973).
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Onerme 3.21. (M, ¢,n,¢&,g) bir P-Sasakian manifoldu olsun. Hemen hemen parakontakt

yapinin ve tam ile dikey liftlerin tanimlar kullanildiginda asagidaki esitlikler gecerlidir:

(@) = (@) =1-1°® & —n" ®&F, (3.8)
") =1 =1 1n"¢")=n¢) =0, (3.9)
P(EY) =) =0, 1o =ne¢p°=0. (3.10)

Onerme 3.22. (M,¢,n,&,g) bir P-Sasakian manifoldu olsun. Yatay ve dikey liftlerin

tanimlarindan agagidaki esitlikler elde edilir:

@) =@ =1-1""Q& -n" &, (3.11)
nvEm =n"(Ev) =1, nv(€") =n"E" =0, (3.12)
PME) =P (EMN =0, nlept=ntop" =0. (3.13)

Ayrica her U € y(M) igin ¢"UY = (¢pU)?, ¢p"U" = (¢pU)" ve n"(U¥) =n”(UY) = 0,

(UM =n*U") = (n(U))h saglanir.

Tanmm 3.23. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. g metriginin TM {izerine tam lifti g¢, her

U,V € y(M) igin
gV =0, gfWU" V) = gc U V) = (g, M), (3.14)
geueve) = (g, n)°
kosullartyla tanimlanan TM iizerinde bir yari-Riemann metrigidir.

Tamim 3.24. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. g nin TM {izerine yatay lifti g", her U,V €
x(M) igin

ghur,vY) = 0, g"(Ur, V") = (g, V)" ve g" (UM, VM) = 0 (3.15)

kosullartyla verilen yari-Riemann metrigidir.
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Tamim 3.25. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TM tizerinde her U,V € y(M) igin

g v = (g ), W vyH =0, gULVM=(9U,1)"  (316)
kosullariyla tanimlanan g° metrigine TM tizerindeki Sasaki metrigi denir.
Sasaki metrigi TM {iizerinde bir Riemann metrigidir.

Tanim 3.26. M bir manifold ve V M iizerinde bir lineer koneksiyon olsun. V nin TM iizerine

tam lifti V¢, her U,V € y(M) igin
VicVe = (VyV)s, VpV? =0, ViV =V, VY = (V,V)Y (3.17)
kosullartyla tanimlanan TM {izerindeki yegane lineer koneksiyondur.

Tanim 3.27. M iizerindeki bir V lineer koneksiyonunun TM iizerine yatay lifti V", her U,V €
x(M) i¢in

VioV? = ViV =0, VEVY = (VyV)°, ViV = (V0! (3.18)
kosullariyla tanimlanan TM {izerindeki yegane lineer koneksiyondur.

Tamm 3.28. a ve b pozitif tamsayilar olsun. x> — ax — b = 0 ikinci dereceden denkleminin

pozitif koki

c= o (3.19)

seklindedir ve metalik ortalamalar ailesinin bir iiyesi olup metalik oran olarak adlandirilir.

a = b = 1 i¢in bu say1 altin oran ¢ ye, a = 2, b = 1 i¢in ise glimiis orana esittir (Hretcanu ve

Crasmareanu, 2013).
Tamim 3.29. M bir manifold olsun. M {izerindeki bir J (1,1)-tipli tensor alani
J2=p] +ql (3.20)

denklemini sagliyorsa J ye M iizerinde bir metalik yap1 denir. Burada p, g pozitif tamsayilar ve

[ birim tensor alanidir.
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Tamim 3.30. M bir manifold olsun. Eger M iizerinde taniml1 bir g Riemann metrigi her U,V €

x(M) igin
g(qu,v) =g(U,JVv) (3.21)

veya buna denk olarak g(JU,JV) = p g(U,JV) + q g(U, V) kosulunu sagliyorsa, g metrigine

J-uyumlu (veya piir) metrik adi verilir.

Bu durumda (M, g,]) tglisii metalik Riemann manifoldu olarak adlandirilir (Hretcanu ve

Crasmareanu, 2013).

Tanmm 3.31. p ve q iki pozitif tamsay1 ve c, (3.19) ile verilen metalik oran olsun. Meta-metalik

oran
p
lpZ_Elp_q—O

P

2
S R e,
denkleminin pozitif kokii olan o, g =

say1s1 olarak tanimlanir. Bu durumda op,qz =

%Gp,q + q esitligi saglanir.

Tamim 3.32. M bir manifold ve J, M tizerinde (1,1)-tipli bir tensor alani olsun. Her U,V €
x(M) igin

ile tanimlanan (1,2)-tipli N, tensdriine / nin Nijenhuis tensorii denir.
Eger N; = 0 ise ] yapisina integrallenebilir denir. (Goldberg ve Yano, 1970).

Tanmm 3.33. (M, g) bir Riemann manifoldu, V Levi-Civita koneksiyonu ve M {izerinde bir 7

1-formu igin
D, = {v ET,M:n(v) = O}, pEM (3.23)

seklinde tanimlanan D dagilimmi ele alalim. Eger her U,V €D icin VyV €D ise V

koneksiyonuna D-diiz koneksiyon denir.
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Onerme 3.34. @, bir manifold iizerinde bir 2-form ve X, Y, Z vektor alanlart olsun. Bu durumda

@ nin dis tiirevi

3do(X,Y,Z) = XP(Y,2) + YP(Z,X) + ZP(X,Y) — @([X,Y],2) — ®([Z,X],Y)
- o([Y,Z],X) (3.24)

esitligi ile verilir.
Bu esitlik, @ nin kapali olup olmadigin1 stnamak i¢in temel aragtir.

Bir sonraki boliimde, P-Sasakian yapisinin tam ve yatay liftleri kullanilarak yeni (1,1)-tipli

tensOr alanlar1 tanimlanacak, bu tensor alanlarinin Tanim 3.29 daki klasik metalik yap1
denkleminin bir genellestirmesi olan J2 = % J + ql iliskisini sagladig1 gosterilerek tanjant

demet iizerinde meta-metalik yapilar elde edilecektir.
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4. BULGULAR

Bu boéliimde, bir P-Sasakian manifoldun tanjant demeti lizerinde meta-metalik yapilar insa
edilecek ve bu yapilarin metrik uyumlulugu, integrallenebilirligi ile paralellik 6zellikleri
incelenecektir. ilk olarak baz manifolddaki para-Sasakian yapinmn tam liftleri kullanilarak
tanjant demetinde bir meta-metalik Riemann yapisi elde edilecek, ardindan ayni incelemeler

yatay lift yardimiyla tekrarlanacaktir.

Tanim 4.1. M bir manifold olsun. M tizerindeki (1,1)-tipli bir J tensor alani

7=2y+a (4.1

kosulunu sagliyorsa | ye M lizerinde bir meta-metalik yap1 denir. Burada p, g € Z*, c ise (3.19)

ile verilen metalik orandir.
M fizerindeki bir g Riemann metrigi her U,V € y(M) i¢in
gyu,v) =g,Jv),
gquV) = g(?U V) = g <(§] +ql)U, V) ST LA ICAS B %)
kosulunu sagliyorsa, g ye J-uyumlu (piir) metrik ad1 verilir. Bu durumda (M, g, J) tgliisii meta-

metalik Riemann manifoldu olarak adlandirilir.

Onerme 4.2. (M, ¢,7,¢, g) bir P-Sasakian manifoldu ve TM onun tanjant demeti olsun. TM

uzerinde

J =51~ (0hg = 52) @ +1° @ & +1° ® §9) (43)

seklinde tanimlanan (1,1)-tipli / tensor alani, TM iizerinde bir meta-metalik yapidir.

Ispat. (3.8) — (3.10) esitliklerinden yararlamlarak icin asagidakiler elde edilir:
JE) = 501G = (2050 = 52) @ 17 ® & +1° ®EIE”)
p v p C v v v v C v C
= 228" = (2050 —52) @GN + 17 (€ +0°(EMES)

= %f" — (O'p,q — %) <.
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Burada (3.10) geregi ¢°(¢¥) =0, (3.9) geregi n¥(¢¥) =0 ve n°(é¥) = 1 kullanilmugtur.
Benzer sekilde

JE9) = 565 = (Gpq — 5,

2c
1 (#5(0)) = 520°(0) = (05 = 52) (T = n(D)¢" = *(D)°).

)¢”

elde edilir. Buradan keyfi U € y(TM) igin

J@) = =0~ (0, - 2%) (6¢(T) + n¥(0)&” +n(0)¢°) (4.4)
\(
J(0) = 2 @) = @ = 50 (¢°(0)) + 17 (@ ED) + 1< (O )
= 2 [3-0 = (004 = 52) (#°(0) + 0" (D)7 + n°(0)¢)]
~(Opq — 2= 9°(T) = (Gpq = 2T =1 (D)g" = n*(D)5%)

D) =6 = (Gpq = 1) + 1 (D) Gm b = (G q = 28]

2 2 —_ ~
=[Gz + (90 = 52) 10 =2 0pg = 3 @@ +1* @)E” +n°(O)¢°
= qU +E -0 = (0,0 — 52) @° @) + 1 @& +1°(0)E)]

=55(@) +q0

2
elde edilir. Burada (o, 4 — %)2 =q+ % esitligi kullanilmigtir. =

Onerme 4.3. (M, ¢, 1, £, g) bir P-Sasakian manifoldu olsun ve J (4.3) ile verilsin. Bu durumda
her U,V € x(TM) igin

g°(0.I7) =2 g°(0.J7) + ag°(0.7) (4.5)
esitligi saglanir.

Ispat. Hemen hemen parakontakt yap1 (3.3) geregi g(U, &) = n(U) ve ¢p& = 0 oldugundan,
tam lift metrigi i¢in (3.14) kullanilarak her U,V € y(M) igin

gewr, V) =0, g = (g, 9) = (mHw)’,
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g (@)Y, &) = (g(9U,9)" = (g, 9)" =0, g°(¢5¢) = (g9(&)) =0

elde edilir. (4.4) ifadesi ve dikey liftlerle € arasindaki simetri 6zellikleri kullanilarak

10 = 520% = (00 = 55) (G0 + (1)°€°), (+6)
U= 20° = (0 = 1) (QU) + GO+ )E) ()

ifadeleri yazilir. i¢ ¢arpimin bilineerligi kullanilarak ve sifir olan terimler atilarak
g qur vy =2 g vy + g gc v

iliskisi dogrulanir. Diger durumlar (6rnegin JUY ile JV ¢, JU€ ile JV¢) igin hesap, (3.14), (4.6),
(4.7) ile P-Sasakian simetrileri g(U, V) = g(¢U,V) ve g(¢U, pV) = g(U,V) —nU)n(V)

kullanilarak benzer sekilde tamamlanir. ©

Teorem 4.4. (M, ¢,n, ¢, g) bir P-Sasakian manifoldu ve J, (4.3) ile verilsin. Bu durumda J

meta-metalik yapisi integrallenebilirdir.

Ispat. 1 1-formu, (3.23) ile tamimlanan D dagilimm verir. D nin ortogonal tiimleyeni &
tarafindan gerilen bir boyutlu dagilimdir. / nin Nijenhuis tensoriiniin hesab1 i¢in asagidaki

yardimci tensorler tanimlansin:
N'=N,—-2dn®¢&, N2(U,V) = (Lyym)V — (Lyyn)U,
N3 =Lf¢' N4=L§'T]

Bu tensorler dis tiirev, Lie tlirevi ve Nijenhuis tensorii yardimiyla tanimlanmigtir. D nin
C®(M)-modiil kesitleri olan U,V igin, Onerme 3.20 ile verilen (3.6), (3.7) Lie parantez
kurallar1 ve Onerme 3.21 deki (3.8)—(3.10) esitlikleri kullanilarak

N, (U, V") =0,
N, (U%, V) = A(IN*(U,V)]" + N2(U,V)¢9),

N, (U<, V) = A(INY (U, V)]® + N2(U,V)EY),
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N, (U7, €Y) = A(=(N*U)” + N*(U)¢9),

N, (U7, €9) = A([$(N3U) — N*(U)E]” + N2 (U, )§°),

N (U, &%) = A(=(N3U) + (p(N3D))" — [N*(pU) — N*(U)]€°),
N;(U¢,£9) = A(=(N3U)® + [N*(U) + N2(U, ©)¢° + [p(N3U) — N*(U)E]9),

N;(8%,8Y) = Nj(§5,69) = N;(§%,§9) =0

2
esitlikleri elde edilir; burada A = (ap’q — 2%) dir. P-Sasakian manifoldlari normal oldugundan

N tensérii sifirdir, iistelik N1 = 0 oldugunda N2, N3 ve N* tensérleri de sifirlanir. Dolayisiyla

her U,V € y(TM) igin N, ](U, V) = 0 olur, yani J yapisi integrallenebilirdir. ©

Teorem 4.5. (M, ¢,n, &, g) bir P-Sasakian manifoldu ve J, (4.3) ile verilsin. Bu durumda ]

meta-metalik yapis1 V€ ye gore paralel olamaz.

Ispat. D dagilimi (3.23) ile tanimlansin. Tam lift koneksiyonun 6zellikleri (3.17), P-Sasakian
esitligi (3.5) ile verilen V& = ¢U, ve (4.3) kullanilarak her U € D igin

(VGe))E€ = V5c(Ee) — J (V5 e€©)

acilimi yapilir. J&€ = 2%{ € — (ap,q — 2%) &V oldugu Onerme 4.2 ispatindan bilinmektedir.

Vyé = ¢U ven(U) = 0 (U € D) esitlikleri kullanilarak
p
(V55 = = (090 = 52) [(@U)” = U] % 0

elde edilir. Bu ise her sifirdan farkli U € D i¢in J yapisinin V¢ ye gore paralel olmadigini

gosterir. =

Onerme 4.6. (M, ¢, 1, &, g) bir P-Sasakian manifoldu olsun, V¢p = 0 varsayilsin ve J, (4.3) ile

verilsin. Bu durumda
o(0,7) = g°(T,J7) - Z’ic g (0.7), U7 e x(TM) (4.8)

ile tanimlanan temel 2-form @ ancak ve ancak her U,V,W € y(M) i¢in
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saglandiginda kapalidir.

Ispat. 2-formlar igin dis tiirev (coboundary) formiilii (Onerme 3.34) ile (3.24) kullanilarak her
UV, W € x(M) igin 3d®(UC,VE,W?) agihmi yazilir. (4.6) ve (4.7) ifadeleri ile JW? ve JU€
acilimlar1 yerine konuldugunda elde edilen ifadede V¢ = 0 varsayimi ve hemen hemen

parakontakt (3.3) ten gelen g(U, ¢pV) = g(¢U, V) simetrisi kullanilarak
esitligi yazilir. Ayrica (3.5) ile verilen V& = ¢U kullanilarak g([U,V],é) =U (n(V)) —

V(n(U)) elde edilir. Bu ézdeslikler birlestirildiginde

3
- —pde(Uc, ve,wv) =2{g(V,U,¢oW) + g(Vy,V,U) + g(VyW, ¢pV)}
Opa ~ 2¢

+2{(n) (Unm))” + (nw))” (V)" + () (Wn()"}

ifadesi bulunur. U,V,W € D alindiginda n igeren terimler sifirlanir ve d@(U€, V¢, W) =0
olmast (4.9) ile denk olur. U =¢ veya W = ¢ durumlari da ayni sonucu verir. Diger

kombinasyonlar (4.9) a indirgenir. =

Simdi, yatay lift kullanarak TM iizerinde bir F meta-metalik yapis1 elde edecegiz ve bunun

paralelligi ile integrallenebilirligini inceleyecegiz.
Onerme 4.7. (M, ¢, 1, &, g) bir P-Sasakian manifoldu olsun. TM iizerinde

F=Pi— (00— 2) 4" + 0" @ " 477 @ €) (4.10)

ile tanimlanan (1,1)-tipli F tensor alani bir meta-metalik yapidir.
Ispat. Onerme 3.22 ile verilen (3.11)—(3.13) esitlikleri kullanilarak her U € y(TM) i¢in

p

FEM) = 3-8 = (0pq —52) €% FEM =528 = (050 = 52) €7

F($"T) = 5= 0" — (05 —52) (T =" (@)¢” = ¥ (T)¢")
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elde edilir. Buradan keyfi U i¢in

F(O) =

&=

0~ (0 - 2%) (" +n*(0)§" +n"(0)¢")

bulunur. (3.19) den gelen g5, = g 0pq + q Ozdesligi kullanilarak F?(0) = g F(O)+qU

elde edilir. Dolayisiyla F bir meta-metalik yapidir. =

Onerme 4.8. (M, ¢, 7, ¢, g) bir P-Sasakian manifoldu, F (4.10) ile ve g° (3.16) ile tanimlanan
Sasaki metrigi olsun. Bu durumda her U,V € y(TM) igin

g*(FUF7) =E g*(0,F7) + q °(0.7) (4.11)
esitligi saglanir.

Ispat. Onerme 3.22 deki yatay-dikey lift uyumluluklari geregi her U € y(M) igin

v_ﬁ v _ _ﬁ v
FU” = U = (00 = 52) ($U)

elde edilir. Sasaki metriginin tanimi1 (3.16) kullanilarak

2

L
2¢?

g5 (FUY, FVY) = {(q + >g(U, V) - g (050 - z%) g(u, ch)} ,

4

b b
N v vy — ) _ _—
G WPV = {gUV) = (0,0 = 52) 9U. 81}
bulunur. Buradan dogrudan gs(FU",FV?) = % g*(U¥, FV?) 4+ q g*(U",V?) elde edilir. Diger
durumlar (3.16), (4.10) ve P-Sasakian 6zellikleri kullanilarak benzer bigimde gosterilir. =

Teorem 4.9. (M, ¢, 1, &, g) bir P-Sasakian manifoldu olsun. TM tizerinde (4.10) ile tanimlanan

F meta-metalik yapis1 integrallenebilirdir ancak ve ancak V koneksiyonu D-diizdiir ve
R(¢U,¢V) + R(U,V) — $p{R(¢U,V) + R(U,¢V)} = 0 (4.12)
esitligi her U,V € D igin saglanir; burada R, (3.1) ile verilen M nin egrilik tensoriidiir.

Ispat. F nin integrallenebilir olmasi Tanim 3.32 geregi Nr = 0 olmasma denktir. Yazim

kolayligi i¢in a =0y, — % skaler bir sabit ve ¢ =" +n" Q@ " +1n¥ ® &V olarak

25



tanimlansin. F = zﬁcl — a¢ yazilabilir. Nijenhuis tensériiniin lineerlik 6zelliklerinden ve I nin

integrallenebilirlige etki etmemesinden dolayr Np = a®N ¢ olur. @ # 0 oldugundan Np =0

olmas1 N 3= 0 olmasina denktir.

Her U,V € D ve W € TM igin yatay ve dikey liftlerin 6zellikleri (3.6), (3.7) ile (3.11)—(3.13)

ve egrilik tensoriiniin tanimi (3.1) kullanilarak N ¢ tensoriniin bilesenleri hesaplandiginda,

yatay-yatay eslesme
Ng(U™M VMW = [N*(U,]*"W + {nR($U,VIW +nR(U, pVIW}E"
—{R(¢pU, pVIW + R(U,VIW — ¢pR(PU, V)W + ¢pR(U, pVIW} + N2(U, V)&

ifadesini verir. P-Sasakian manifoldlar igin N = 0 ve N? = 0 oldugundan, bu ifadenin sifir

olmasi, dikey lift bileseninin sifirlanmasi ile, yani (4.12) ile denktir.

Yatay-dikey eslesme icin ayni sekilde hesap yapildiginda

N V) = (VoudV — ¢VguV — ¢VydV + VyV)" — (1(VpuV) + n(VydpV)}E"

ifadesi bulunur. P-Sasakian ozelligi (3.4) kullanilarak bu ifadenin sifir olmasi, her U,V € D
icin n(VyV) = 0 olmasina, yani V;V € D kosuluna denk diiser. Tanim 3.33 geregi bu, V nin

D-diiz koneksiyon olmas1 demektir.

Diger eslesmeler ¢ ile ¢p& = 0 ve n(&) = 1 6zellikleri sayesinde otomatik olarak sifirlanir.
Sonug¢ olarak Np = 0 kosulu, (4.12) ve V nin D-diiz koneksiyon olmasimin es zamanl

saglanmasina denktir. °

Onerme 4.10. (M, ¢, 1, &, g) bir P-Sasakian manifoldu ve F, (4.10) ile verilsin. Bu durumda

F meta-metalik yapis1 V" ye gore paralel olamaz.
Ispat. Yatay lift koneksiyonu 6zellikleri (3.18) ve P-Sasakian esitligi V& = ¢U kullanilarak
p
(VgnF)E" = Vpn(FE™ — F(Vue") = = (00 = 57) [(@U)" — (920)"]
elde edilir. Her U € D\{0} i¢gin bu ifade sifirdan farklidir, dolayisiyla F, V" ye gore paralel

degildir. =
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Onerme 4.11. (M, ¢, 7, &, g) bir P-Sasakian manifoldu ve F, (4.10) ile verilsin. TM iizerinde
'OV = g5(U,FV) — % g*(0,V), U, VexTMm) (4.13)
ile tanimlanan temel 2-form @’ kapali olamaz.

Ispat. U € D, g(U,U) = 1 olan birim vektdr alan olsun. (4.10) ve Onerme 3.22 geregi

ﬁuv —_ (Up,q —_ %) ((PU)vr Ffv — %Ev _ (Up,q — %) fh

FUY =
2C

ifadeleri yazilir (zira U € D i¢inn(U) = 0). Onerme 3.34 deki dis tiirev formiilii (3.24), Sasaki
metriginin tanimi (3.16) ve (3.7) deki [UY, V"] = —(V,U)" Lie parantez kurali ile V;;§ = ¢pU

kullanilarak

3
———— d'UMU",§") = —g(Vyé, pU)” = —g (U, pU)” = —g(U, V)" = -1
Opa ~ ¢

elde edilir. Burada son adimda hemen hemen parakontakt (3.3) den gelen g(¢U, pU) =
g, uU)—mUnW)=1 (UeD igin nU)=0) esitligi kullanilmigtir. Dolayisiyla
do'(UM, UV, &%) # 0 olur ve @' kapali olamaz. »
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu boliimde, tez kapsaminda elde edilen bulgular bir biitiin olarak degerlendirilecek, sonuglarin
literatlirdeki ¢alismalarla iligkisi tartigilacak ve ileride yapilabilecek arastirmalar i¢in Oneriler

sunulacaktir.
5.1. Sonuc¢larin Genel Degerlendirmesi

Bu tezde, bir P-Sasakian manifoldun tanjant demeti iizerinde tam ve yatay liftler yardimryla iki
farkli meta-metalik yap1 insa edilmis; bu yapilarin metrik uyumlulugu, integrallenebilirligi ve
paralellik ozellikleri sistematik bigimde incelenmistir. Elde edilen sonuglar, tanjant demet
geometrisinin meta-metalik yapt kuramina ne bi¢cimde katki saglayabilecegini ortaya

koymaktadir.

[k olarak, tam lift kaynakli J yapismin (Onerme 4.2) tanjant demeti iizerinde her zaman bir
meta-metalik Riemann yapisi olusturdugu ve g¢ tam lift metrigiyle uyumlu oldugu (Onerme
4.3) gosterilmistir. Bu yapiin integrallenebilirligi (Teorem 4.4), baz manifoldun P-Sasakian
yapisindan kaynaklanan N1 = 0 ozelligi sayesinde herhangi bir ek kosula gerek kalmadan
saglanmaktadir. Bununla birlikte J yapisi, V¢ tam lift koneksiyonuna gore paralel
olamamaktadir (Teorem 4.5). Bu durum P-Sasakian yapinin V& = ¢U 06zelliginin dogal bir

sonucudur ve geometrik olarak yapinin tam lift diizeyinde rijit olmadigini géstermektedir.

Ikinci olarak, yatay lift kaynakli F yapisinin (Onerme 4.7) Sasaki metrigiyle uyumlu bir meta-
metalik Riemann yapisi tanimladigi (Onerme 4.8) gosterilmistir. Tam lift durumundan farkl
olarak, F yapisinin integrallenebilirligi baz manifoldun geometrisine dogrudan baglhdir: V
koneksiyonunun D-diiz olmasi ve egrilik tensorii tizerindeki (4.12) kosulunun ayni anda
saglanmasi gerekmektedir (Teorem 4.9). Bu durum, yatay lift yaklasgiminin yalnizca cebirsel
degil ayn1 zamanda diferansiyel kisitlamalar gerektirdigini ortaya koymaktadir. Ayrica F
yapisinin da V" ye gore paralel olamadig1 ve buna karsilik gelen @' temel 2-formunun kapali

olamayacag1 (Onerme 4.10, Onerme 4.11) ispatlanmistir.

Bu iki yap1 arasindaki temel fark integrallenebilirlik kosulunun yapisinda belirginlesmektedir.
Tam lift, baz manifoldun P-Sasakian olmasi kosulu altinda otomatik integrallenebilirlik
tiretirken, yatay lift bu sonucu ancak ek geometrik kisitlamalar altinda saglamaktadir. Bu bulgu,
lift se¢imine bagli olarak elde edilen meta-metalik yapilarin farkli geometrik karakter tagidigini

gostermektedir.
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5.2. Literatiirle Karsilastirma

Elde edilen sonuglar Azami’nin (2021) P-Sasakian manifoldlarin tanjant demetleri iizerinde

metalik yapilarla ilgili bulgulariyla karsilastirildiginda, klasik metalik yap1 denklemi J? = pJ +

ql yerine genellestirilmis J? = % J + ql denklemi kullanildiginda benzer geometrik 6zelliklerin

korundugu goriilmektedir. Bu durum, p katsayisinin % ile degistirilmesinin yapinin cebirsel

iskeletini korudugunu, yalnizca metalik orana ek bir bagimlilik getirdigini ortaya koymaktadir.
Dolayisiyla bu tezdeki bulgular, metalik yapi1 kurami i¢in bilinen sonuglarin meta-metalik

diizeye dogal bir genellestirmesidir.

Erdogan vd. (2024) calismasinda meta-metalik yapilar yalnizca baz manifold {izerinde ele
alinmis; integrallenebilirlik, egrilik tensorti ile iligki ve sabit egrilik durumu incelenmistir. Bu
tezde ise farkli bir meta-metalik yap1 tanjant demet ortamina yerlestirilmektedir. Boylece
Erdogan ve arkadaslarinin baz manifold tizerinde elde ettikleri sonuglarin lift teorisi araciligryla

daha yiiksek boyutlu bir geometrik yapida yeniden ifade edilebilecegi anlasilmaktadir.

Sahin ve Sahin (2022) tarafindan tanitilan meta-altin yapi1 kurami ve Altunbas (2023b)
tarafindan ortaya konulan farkli tip meta-altin yap1 yaklasimi ile karsilastirildiginda, bu tezde
elde edilen sonuglarin daha genel bir cebirsel zemin iizerinde durdugu sdylenebilir. Meta-altin
yapilar, p = q = 1 6zel durumuna karsilik gelmekte iken meta-metalik yapilar herhangi bir
p,q € Z* ikilisi igin tammlanabilmektedir. Bu yoniiyle, meta-altin yapilar bu tezde incelenen

meta-metalik yapilarin bir alt sinifi olarak degerlendirilebilir.

Bartlett (2019) ve Huylebrouck (2014) calismalarinda meta-altin oran sayisal ve cebirsel
bakimdan incelenmisti. Bu tez, s6z konusu sayisal sabitin manifold geometrisindeki
yansimalarinin altin oranla sinirli olmadigini, daha genel metalik oranlar ailesi i¢in de paralel

sonuglar verebilecegini gdstermektedir.
5.3. Cahismanin Katkilar1 ve Simirhhiklar:

Bu tezin baglica katkilar1 ii¢ baslik altinda degerlendirilebilir. Birincisi, tanjant demet
geometrisi ile meta-metalik yap1 kurami arasinda koprii kurulmus, bu iki alandaki kavramlarin
ortak bir cercevede ele almabilecegi gdsterilmistir. Ikincisi, P-Sasakian manifoldlarin tanjant
demetleri lizerinde tam ve yatay liftlerin meta-metalik yapi iiretmek i¢in kullanilabilecegi

ortaya konmustur. Ugiinciisii, integrallenebilirlik kosulunun lift tiiriine gore nasil degiskenlik
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gosterdigi belirlenmis ve D-diiz koneksiyon kavraminin yatay lift kaynakli yapilar igin

belirleyici bir rol oynadigi tespit edilmistir.

Bununla birlikte, ¢alismanin belirli sinirliliklar1 da bulunmaktadir. Birincisi, tezde yalnizca tam
lift metrigi g¢ ve Sasaki metrigi g° iizerinde durulmus, Cheeger—Gromoll metrigi ya da daha
genel dogal metrikler icin inceleme yapilmamistir. ikincisi, dikey lift kaynakli meta-metalik
yapilar bu tezde sistematik olarak ele alinmamistir. Bu yapilarin belirgin bigimde dejenere
geometrik Ozellikler vermesi nedeniyle inceleme tam ve yatay liftlerle sinirli tutulmustur.
Ugiinciisii, ¢alisma boyunca baz manifoldun P-Sasakian oldugu varsayilmis, daha genel

parakontakt yapi siniflart dogrudan ele alinmamustir.
5.4. Gelecek Calismalar I¢in Oneriler

Bu tezde gelistirilen yaklasim, ileride yapilabilecek pek cok calisma i¢in bir ¢ikis noktasi
olusturabilir. Ik olarak, tanjant demet iizerinde Cheeger—Gromoll metrigi ya da daha genel
dogal metrikler kullanilarak meta-metalik yapilarin metrik uyumlulugu ve integrallenebilirlik
Ozellikleri yeniden incelenebilir. Bu farkli metriklerin yapisal sonuglari nasil degistirdigi,

kuramin daha genel bir bigimde anlasilmasina katki saglayacaktir.

Ikinci olarak, kotanjant demetler ve daha yiiksek mertebeden tensér demetleri iizerinde benzer
meta-metalik yap1 incelemeleri yapilabilir. Ozellikle Hamilton mekanigi ile yakin iligkisi
bulunan kotanjant demet ortami, meta-metalik yapilarin fiziksel yorumlar: i¢in verimli bir

zemin sunabilir.

Ugiincii olarak, baz manifoldun yap1 smifi genisletilerek a-para-Sasakian, para-Kenmotsu veya
genel hemen hemen parakontakt manifoldlar {izerinde ayni yaklasim denenebilir. Bu sayede
meta-metalik yapilarin hangi geometrik kosullar altinda integrallenebilirlik kazandigi daha

kapsamli1 bicimde belirlenebilir.

Dordiincii olarak, meta-metalik yapilarin yari-Riemann manifoldlar iizerindeki davranisi, 151k-
tipi (lightlike) alt manifoldlar baglaminda incelenebilir. Bu tiir bir genellestirme, son yillarda

meta-altin yari-Riemann manifoldlar i¢in yapilan ¢alismalarin dogal bir uzantis1 olacaktir.

Son olarak, bu tezde elde edilen yapilarin alt manifold teorisi ¢ergevesinde degerlendirilmesi,
yari-degismez (semi-invariant), egik (slant) ve yari-egik (hemi-slant) alt manifold
kavramlarinin meta-metalik geometriye tasinmasina imkan taniyacak, boylece kuramin hem

teorik hem de uygulamali yonleri genisletilebilecektir.
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