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OZET

Parabolik Denklem I¢in Lokal Olmayan Baslangic-Simir Deger Probleminin Gercek
Coziimii

Tezde genel olarak 1s1 denklemi i¢in yazilmig baslangi¢-sinir deger probleminin gergek
¢oziimii elde edilmistir. Once lokal sinir kosullu problem incelenmis ve ¢dziimiin dzelikleri
irdelenmistir. lkinci béliimde ise lokal olmayan smir kosullu problemin ¢oziimii
arastirilmistir. Bu amagla once ayrilis formiilii ispatlanmis ve s6z konusu ayrilis formiilii
kullanilarak esas problemin ¢6ziimii i¢in hizli yakinsak seri seklinde ¢6ziim elde edilmistir.
Son boéliimde ise iki boyutlu 1s1 denkleminin lokal olmayan sinir kosullar1 ¢ergevesinde

gercek ¢oziimii elde edilmistir.



ABSTRACT

The Exact Solution of an Initial — Value Problem for a Parabolic Equation with

Nonlocal Boundary Condition

In this thesis the exact solution of an initial — boundary value problem for a linear parabolic
equation with nonlocal boundary condition is founded. In the first part, the solution with
local boundary condition is obtained and the properties of this solution are investigated. In
the second part the interesting problem with nonlocal boundary condition is studied. For
this goal, at first the formula of expansion is proved and using this expansion formula the

solution of the investigated problem in the rapid decrease in the series form is obtained.
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1. GIRIS

Ucg béliimden olusan bu tezde genel 1s1 denklemi igin yazilmis lokal olmayan smir
kosullu problemin ¢6ziimii incelenmistir.

Bu amagla 6nce bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in lokal sinirli problemin ¢oziimii
Fourier yontemi yardimiyla incelenmistir. Bilindigi gibi Fourier serisi yontemi problemi
olusturan diferansiyel operatoriin self adjoint oldugu durumlarda ¢alismaktadir. Ciinkii self
adjoint operatorlerin 6z degerleri sade ve bunlara karsilik gelen 6z fonksiyonlar tam ve
ortogonal sistem olustururlar. Bu ise bize keyfi fonksiyonun s6z konusu 6z fonksiyonlar
lizerine seriye agmaya imkan saglamaktadir.

Fakat problemi olusturan diferansiyel operatdr self adjoint olmazsa uygun spektral
problemin 6z fonksiyonlar1 tam sistem olusturamaz ve keyfi fonksiyonun bu 06z
fonksiyonlar {izerine seriye agilmasi da miimkiin olmaz.

Bu nedenle tezin ikinci boliimiinde, bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in lokal olmayan
sinir kosullu problemin ¢6ziimii i¢in rezidii metodu incelenmistir. Spektral problemin
¢Oziimii i¢cin uygun ifade elde edilmis, 6z degerler ve 6z fonksiyonlar ele alinmistir.
Ispatlanmistir ki, bu problemin 6z degerleri iki katli olup &z fonksiyonlar ise tam sistem
olusturmazlar. Bunu dikkate alarak spektral problemin ¢oziimiiniin tiim rezidiileri {izerine
uygun ayrilis formiilii kullanilmistir.

S6z konusu ayrilis formiiliinii kullanarak esas problemin ¢dziimii i¢in hizli yakinsak
seri seklinde ¢ozlimii elde edilmistir.

Sonuncu béliimde iki boyutlu 1s1 denklemi ic¢in lokal olmayan simnir-deger

probleminin ¢6ziimii incelenmistir.

1.1 Temel Kavramlar

Bilim ve teknigin bir¢ok problemleri Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiine indirgenmektedir. Bu bilim dali modern matematigin tiim alanlarinda, 6zellikle
fizik, geometri ve analizde 6dnemli rol oynamaktadir. Fiziksel onem tasiyan birgok olaylar
kismi tlirevli diferansiyel denklemler ve onlar i¢in yazilmig uygun baslangic ve baslangic-
sinir deger problemlerinin ¢oziimiinlin bulunmasina indirgenmektedir. Matematiksel
modeller ¢ercevesinde fiziksel olaylarin dinamigi incelenebilir.

Bu kisimda, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin temel kavramlari ve bazi
¢ozlim yontemlerini inceleyecegiz.

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tilirevlerini igeren denklemlere diferansiyel

denklemler denir.



Ornek 1.

a) Yy -y=0,
b) X’y -2xy'+y=¢, (1)
c) u —u, =0,

d) u tuu, =x
birer diferansiyel denklemler olmaktadirlar.

Bilinmeyen fonksiyonun arglimanlarinin sayisina bagli olarak denklemler iki tiire
ayrilmaktadirlar. Eger diferansiyel denklemin icerdigi bilinmeyen fonksiyon yalniz bir
arglimana bagliysa, bdyle denklemlere adi diferansiyel denklemler (ADD) denir.
Argiimanlarinin  sayist birden fazla olan denklemlere ise kismi tiirevli diferansiyel
denklemler (KTDD) denir. Bu tanima gore, a) ve b) denklemleri adi, c) ve d) denklemleri

ise kismi tlirevli diferansiyel denklemler olmaktadirlar.

R™ ile (x,x,,..., x,,) noktalarinin Euclid uzayin1 gosterelim. Q < R" bir bdlge ve
u(x,,x,,..., x,,) ise Q’da taniml1 ve n. basamaktan siirekli tlirevlere sahip fonksiyon olsun.

n. basamaktan KTDD lerin genel yazilim formu,

2 2 2 n
ou ou ou Ou ou GMJ:O @)

Fl|x,x X U,—
1972900 sy ERERE) PR gecesy PIERRRE
" ox, ox, Ox° oxox, Ox ox!

m m

bicimindedir. Burada, x,,x,,..,x, bagimsiz degiskenler, F tiim arglimanlarina gore

tanimli, bilinen fonksiyon u(x,,x,,..., x,,) ise bilinmeyen fonksiyon olmaktadir.

Diferansiyel denklemin igerdigi bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin en yiiksek
mertebesine denklemin mertebesi (veya basamagi) denir.
Eger n=1 olursa (2) denklemi birinci basamaktan KTDD’e doniisiir ve genel

yazilim formu,

ou ou

Fl X, x5,...%, , u,—,...,
ox,  Ox,

-0 3)

seklinde olur.
Genelde ikinci basamaktan olan KTDD’i inceleyecegiz. Kolaylik i¢cin m =2
olsun. Yer eksenlerinin sayisinin 2 oldugu durumda ikinci basamaktan olan KTDD genel

yazilim formu,



2 2 2
F xl,xz,u,a—u,a—u,abj, ou ,82‘ =0 4)
Ox, Ox, Ox; Ox,0x, Ox,

bicimindedir.

Kolaylik i¢in bazt durumlarda x,,x,,x; degiskenlerini (x,y,z) gibi de
gosterecegiz. Fizikte zamana bagli degisen biiyiikliikleri ifade etmek i¢in zaman
degiskenini 6zel olarak ¢ harfi ile gosterecegiz.

Eger, F bilinmeyen fonksiyon ve onun tiim tiirevlerine gore lineer fonksiyon
olursa, bdyle denklemlere lineer KTDD denir. Diferansiyel denklemlerin lineerlik

Ozelligini denklemin operatdr yazilim formunu kullanarak ifade edelim. Bundan dolayz,

asagidaki sekilde yazilmis
L) = f(x) ®)

denklemini g6z Oniine alalim. Burada, /(u) =/ (aﬁ , gj degiskenlerine bagl bir fonksiyon
!t Ox

olmaktadir.
Tanim 1. Asagidaki iki kosulu
1. lw+v)=Llu)+(v),
2. l(cu)=cl(u)

saglayan ¢ operatoriine lineer operator denir.

Burada u ve v, D ’de tamiml fonksiyonlar, c ise keyfi sabit olmaktadirlar.

Ornek 2.
1) u +u, =0,
2 -
2) xu +yu,=sinx,
3) u,—u, =u,
4) u,+cu, =pu,,
5) u,—c’u, =0,
6) u +cu,=pu__,

2 _
7 u,—cu, =0.

Yukaridaki 1), 2), 3) denklemleri birinci basamaktan; 4), 5) denklemleri ikinci basamaktan;
6) ve 7) denklemleri sirasiyla iigiincii ve dordiincii basamaktan olan lineer kismi tlirevli

diferansiyel denklemler olmaktadirlar.



Birinci ve ikinci basamaktan olan lineer KTDD lerin genel yazilim formu,

ou ou
a(x,,x,) —+b(x;,x,) — +c(x,,x,) ) u=d(x,,x,), (6)
ox, ox,
o’u o’u ’u ou
A(x, x,) —5 + B(x;, x,) —— +C(x,,x,) —5 + D(x, x,) —+
ox, X, X, ox; X,
ou
+E(x],x2)g+F(xl,x2)u=G(x1,x2) @)

2

(6) ve (7) bigimindedir. Burada, a(x,,x,), b(x,,x,), c(x,,x,) bilinen fonksiyonlar olup
denklemin katsayilar1, d(x,,x,) ise denklemin sag tarafi olmaktadir.

Eger F, bilinmeyen fonksiyon ve onun en yiiksek basamaktan olan tiirevlerine

gore nonlineer fonksiyon olursa, bdyle denklemlere nonlineer KTDD denir.

Ornek 3.

D wl+u; =1,
2) ul+l(ux)2:0,
2
3) (ux)2+yuy—u:0,
4) ufuy =1

denklemleri lineer olmayan denklemlerdir.

Eger, F bilinmeyen u fonksiyonunun, yalniz yiiksek basamaktan olan tiirevlerine

gore lineer fonksiyon ise, bdyle denklemlere kuazi lineer KTDD denir
Ornek 4.

2 2
1) 8_uﬁ_bzt+@8_1;+u2=0’
ox, O0x;  Ox, Ox;

2) u,+tuu, =u,

3
3 et ot
ot ox Ox

denklemleri kuazi lineer denklemlerdir.



Birinci ve ikinci basamaktan kuazi lineer denklemlerin genel yazilim formu

sirasiyla,

a(xl,xz,u)a—u+b(xl,x2,u)a—u=d(x1,x2,u), (®)
ox, ox,
ou Ou \&u ou Ou ) 0u
Al x,x,,u, y— |—+B| x, % u,—,— +
X, Ox, ) Ox, Ox, 0Ox, )OxX,
2
+C xl,xz,u,a—u,a—u a—Z=D xl,xz,u,é—u,é—u )
ox, Ox, ) Ox; ox, Ox,

(8) ve (9) ifadeleri bigimindedir.

ou ou
a(xl,xz)a+b(xl,x2)§+c(x1,x2,u):0 (10)
1 2

seklinde olan denklemlere semi (veya yar1) lineer denklemlerdir.
Ornek 5.

) u-u, =u’,

2) u,—u_ =u(l-u)

denklemleri yar1 lineer denklemlerdir.
Eger, tiim degiskenlere gore n kez siirekli diferansiyellere sahip u = ¢(x,, x,,...,x,,)

fonksiyonu (1)’de yerine kondugunda denklemi Ozdeslige doniistiiriirse, bdyle

fonksiyonlara diferansiyel denklemin ¢oziimii (veya klasik ¢6ziimii) denilir.

1.2 ikinci Basamaktan Denklemlerin Simiflandirilmasi

Ikinci basamaktan olan KTDD siniflandirilmasi igin bas kismu lineer olan,

2 2 2
ate ) 2 4 2b0e ) L e T Py 2 %20
ox Ox0y oy ox Oy

denklemini g6z Oniline alalim. Burada x,y serbest degiskenler a,b,c ve F kendi
arglimanlarina gore bilinen fonksiyonlar olmaktadirlar.

5



(11) denklemini kanonik bicime indirgenecek sekilde a, b, ¢ katsayilart igin
kosullar arastiralim. Farz edelim ki a, b ve c¢ katsayilari ayn1 anda sifira esit degildir ve
u(x,y) fonksiyonu her iki degiskene gore ikinci basamaktan siirekli tiirevlere sahiptir.

Amacimiza ulagsmak i¢in asagidaki degisken dontigiimiinii

{§=§(x, ¥) a2

n=n(x,y)

yapalim.

Farz edelim ki & ve 7 fonksiyonlar1 x ve y’ye gore iki kez

diferansiyellenebilirdir ve ayrica asagidaki Jakobian tanim bdlgesinde,

95 95
D& _| & Oy,
D(x,y) |dn 0n

ox 0Oy

dir. Bu durumda (12) sistemi x ve y degiskenlerine gore ¢oziilebilirdir ve

{ X=X(§,T7)
y=y(&,m)

fonksiyonlar1 da stirekli olmaktadir.

(11) denklemini & ve 7 degiskenlerinde yazalim. Bunun igin,

ou _ ou &f Oudn Ou_oOu &f ou on

= , — 13

ox &f ax 677 ox Oy &f Oy 677 oy’ (13)
o’u (6@') o’u o 677 o’u (677) ou 62§+ ou 0°n (14)
o 8§ 0&0n Ox ox 877 Ox 0 ox>  On ox o

82u “u & 8{ 82 a&an 84',‘ on N

ﬁxﬁy 85 ox Oy 85,‘877 ox Oy 8y ox

2 2
6u877677 ou ag Ou 0 (14)

677 Ox Oy 8§ 6x6y 677 oxdy’



@_azuL%j2+2 u8§877+8u[077j +6u6§ ou &'y

= . (15)
ay* o\ oy oo dy &y on*\dy ) 0E oy ondy?
(13), (14), (14°) ve (15) ifadeleri (11)’de yerine konursa,
2 2 2
P LIy o (LA Y (16)
o0& o&on on o0& On

sonucunu elde ederiz. Burada,

_ &Y g ¢ oY
—a(x,y)(axj +2b(x,y) = ox Oy +c(x, y)[ayj

B=a(x,y) faﬂ b(x, y)[ffgz gzn}dxy ngf

Catep[22) andn an)
—a(x,y)[ayJ +2b(x,y) ox Oy +C(x,y)(ayj

olmaktadir. &(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlarini Oyle segelim ki, (16) denkleminin

katsayilar1 agagidaki durumlardan birisi olsun:

b

>
[

C=0;
B=0;
C, B=0.

W N =
— — —

Bu amagla B>~ AC>0; B>~ AC<0; B>~ AC =0 olan durumlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim.
D= B’ — AC ifadesine (16) denkleminin diskriminant: denir.
Once B?>-AC>0 olan durumu gbz 6niine alalim. Bu durumda (16) denklemi hiperbolik

tiire mensuptur. Bunun i¢in (12) degisken doniisiimiinii 6yle secelim ki, (16) denkleminde
A=B=0 olsun. Yani,

oY 9¢ 9¢ oY _

a(x, y)( . +2b(x,y) ox Oy +c(x, y)( j =0, (17)
onY on on onY _

a(x, y)[—ay +2b(x, y)—ax " +c(x, y)(—3 ) =0. (18)



Burada bilinmeyen &£(x,y) ve 7n(x,y) fonksiyonlaridir ve bu fonksiyonlar i¢in birinci

basamaktan olan nonlineer diferansiyel denklemler ele alinmaktadir. Goriindiigii gibi (17)
ile (18) ayn1 diferansiyel denklemler olmaktadirlar. Onlar yalniz bilinmeyen fonksiyonlar
ile farklidirlar. Bundan dolay1 eger (17) denkleminin iki tane lineer bagimli olmayan
¢Oziimii bulunursa, onlarin birini £(x, y), birisini ise 7(x,y) ile gostersek, (17), (18)
denklemlerinin korunmasi s6z konusu olmaktadir.
Eger,

o5
_ Ox

o5

Oy

Z

seklinde gostersek, (17) denklemini

a(x,y)z> +2b(x,y)z+c(x,y) =0 veya a(z—z,(z-2,)=0

—h+p?_
olarak yazabiliriz. Burada z,, = —bENb —ac olmaktadir.
a

Boylelikle (17), iki denkleme ayrilir; yani,

a(x,y)a—§+(—b+\/b2—ac)a—§:o, (19)
ox Oy

a(x, y)a—§+ (=b—~b* - ac)a—§ =0 (20)
ox oy

seklinde parcalanmis olur.

ADD konusunda bilindigi tizere (19), (20) iki degiskene bagh birinci basamaktan
kismi tiirevli homojen diferansiyel denklemler olmaktadirlar. Agiktir ki, (19), (20)
denklemleri i¢in Cauchy probleminin ¢éziimii ADD sisteminin ¢dziimiiniin bulunmasina
indirgenebilir.

Sonraki islemlerimizde kolaylik saglamak icin asagidaki denklemi,

fenZt fenZ=o @1
ox oy

g0z Oniine alalim.



Goriildiigi gibi (21), z(x,y) fonksiyonuna gore lineer KTDD’dir. (21)’e karsilik gelen

karakteristik denklem,

dx _ dy , (22)
fl(-x’y) fz(x’}’)
veya
ﬂ:_fz(x’y) (22°)
dx fl (-x’ )’)
olmaktadir.
Simdi (22°) denklemi i¢in Cauchy problemini goz oniine alalim, yani s6z konusu
denkleme

y(X) =Y, (23)
baslangi¢ kosulunu ekleyelim. (22’), (23) problemi i¢in varlik ve teklik teoreminin
kosullarinin hepsi saglanmaktadir. Buna ilave olarak farz edelim ki, (x,,y,) noktasinin
komsulugunda f,(x,y) ve f,(x,y) fonksiyonlarinin y degiskenine gore siirekli kismi
tiirevleri mevcut ve f,(x,y) =0 dr.

Eger £ ve 7 fonksiyonlarin(x,, y,) noktasindan gecen ve (19), (20) denklemlerinin
karakteristiklerine dokunmayan [, (1= 1,2) egrileri boyunca degerini versek, (19), (20)
denklemlerinin @, =¢,(x,y) (1= 1,2) c¢oziimlerini elde ederiz. Ayrica, eger [, (i=12)

egrilerini ve bunlar iizerine verilmis fonksiyonlarin gereken kadar siirekli oldugunu var

sayarsak, bu durumda x ve y degiskenine gore birinci ve ikinci basamaktan siirekli kismi
tirevleri olan ¢, =@, (x,y) (1 = 1,2) ¢Ozliimlerini elde ederiz. (22), (23) probleminin

¢OzUimiinii,
Y =@(Xy, Yy, X) (24)

ile gosterelim. Sarta gére x, degeri verildiginde y, da sabit kabul etmek olur, yani y, =c

olabilir. (24) kapal1 fonksiyonunu y,’a gore ¢ozelim ve bulunun ¢éziimii,
y0=l//(x0’x’y) (25)

ile gdsterelim.



Varlik ve teklik teoremine gore baslangic (x,,y,) noktasmnin verilmesi belli bolgede
¢ozlimiin /, (i= 1,2) egrileri iizerinde degisken (x,y) noktasini tek degerli olarak tanimlaya
bilir. Bu (24) ifadesine denk gelir. Eger (x,y) ve (x,,y,) noktalarinin rollerini degissek,
yani (x,y)’yi baslangic noktasi kabul etsek, varlik ve teklik teoremine gére (x,,y,) noktasi

da bir degerli tanimlanabilir. Bu ise (25)’e denk olur. y, = ¢ oldugunu goz 6niine alirsak,

y=o(x,0), 24°)

c=y(x,y) (25%)
buluruz.

Aciktir ki, (24°) belli bir bolgede (22) denkleminin genel ¢oziimii olmaktadir
Burada w(x,y) Oyle fonksiyondur ki, genelde sabit olmayip (22) denkleminin her bir

integral egrileri lizerinde sabit deger olmaktadir. (25°) ifadesine (22) denkleminin birinci
aralik integrali denir.

Gortldugu gibi, aramakta bulundugumuz & ve 7 fonksiyonlari (19) ve (20)

denklemlerinin ¢éztimleri ile bagimhidirlar.

Lemmal. Eger (25) ifadesi (22) denkleminin integral egrisi ise, bu durumda z = (x,y)
fonksiyonu (21) denkleminin ¢oziimiidiir ve tersine, eger z =i/ (x,y) fonksiyonu (21)

denkleminin ¢6ziimii ise, (25) ifadesi (22) denkleminin genel integrali olmaktadir.

Ispat. (25)’de (22) denkleminin keyfi y= y(x) ¢bziimii yerine konursa c¢=w(x,y)

ifadesini (25’)’dan buluruz.

dy oy dy
Ox 0Oy dx

9

(22) gbz Online alinirsa,

oy Ow fo %y _
ox  dy fy xyx)

veya

15 0
foay ZLr g xyex =0 (26)
ox Oy

10



olur. (26) denklemi integral egrileri boyunca saglandigindan (26)’dan, heniiz sonucu

sOylemek daha erkendir. (21) denklemi ise, zaten keyfi x, y i¢in saglanmaktadir. Varlik ve
teklik teoremine gore tanim bolgesinin keyfi x,y noktasindan tek bir integral egrisi

gectiginden dolayi, az 6nce sdylediklerimizin bdlgenin tiim noktalar1 i¢in de gegerli
oldugunu varsayabiliriz. Boyle durumda z=w(x,y), (21) denklemini saglamaktadir.

Lemmanin birinci tarafi ispatlandi.

Ikinci tarafi ispatlamak icin farz edelim ki, z=w(x,y) fonksiyonu (21) denkleminin

sabitten 0zdes olarak farkli olan ¢oziimiidiir. Yani,

o 0o
L L fyn =0
ox oy

dir. Ozel durumda, (22)’de keyfi y = y(x) ¢dziimii yerine konursa dzdes esitlik elde
ederiz ve sonug di[w x, y(x) ]:0 veya iy x,y(x) =c seklinde yazilabilir.
X
Boylelikle, y/(x, y) fonksiyonu genelde sabit olmayip (22)’nin tanim bolgesinin keyfi

integral egrisi boyunca sabit deger olmaktadir. Bu ise w x,y(x) =c ifadesinin (22)

denkleminin birinci integrali oldugu anlamima gelmektedir. Simdi bu sdylediklerimizi (19),

(20) denklemleri i¢in uygulayalim. Onlara karsilik gelen karakteristik denklemleri yazalim.

dx dy
a(x,y) —b—\/bz—ac’

dx dy

a(x,y) - —b++b*—ac ’

veya
— J— 2 —
dy _ b—~b" —ac ’ (19"
dx a
— 2 J—
ﬂ _ b+~b” —ac ' 20°)

dx a

11



(19°) ve (20’) denklemlerinin birinci integrallerini sirasiyla,

p(x,y)=c, 27)
w(x,y)=c, (28)

ile gosterelim.
(27) ve (28) ifadelerine (11) denkleminin karakteristikleri denilir. Goriildigi gibi
B®—AC>0 oldugu durumda (11) denkleminin iki tane gesitli karakterler ailesi vardir.

Tanim bolgesinin keyfi noktasindan her ailenin bir karakteristik egrisi ge¢mis olur. (19°)

ve (20’) denklemlerine karakteristiklerin diferansiyel denklemi denir.
a(x, y)(dy)* = 2b(x, y)dxdy + c(x, y)(dx)* = 0 (29)

a(x,y)#0 oldugundan (19), (20)’den goriindiigli gibi eger, g—¢¢0, a—l'//;v&O olursa

y oy

(x4, y,) noktasinin komsulugunda,

a(x, y)2—¢+ (b++b* —ac)g—w =0,
X y

a(x, y)a—l//+(b—x/b2 —ac)a—l// =0
ox Oy

aliriz. Buradan ise,

O0p Oy _b+\b’—ac 0p Oy

@Y 9.V (30)
Ox O0x p—+b*—ac Oy Oy
9¢  Op
0. 0
buluruz. B>~ AC >0 oldugundan J = T 140 olur. Yani,
dy oy
ox 0Oy
E=p(x,y), n=¢(xy) (31)

olarak elde edilebilir.

Bu doniistimden sonra (16) denkleminde A=0, C =0 olmaktadir ve (16) denklemi,

12



2
P LI ol (L L
o&om

32
o8 on (32)

seklini alir. Buradan,

B*—AC =" —ac)J>. (33)

Yani, (31) doniisiimiinden sonra (11) denklemi invaryant kalmaktadir. b =0 oldugunu
buluruz. Bu durumda (32)’den,

2
6u+Fl f,’,éu ou 0 (34)
o&on o on

alinz. (34) denklemine (11) denkleminin KTDD ikinci kanonik sekli denir

Simdi, (34) denkleminde asagidaki gibi,

a=¢+n, B=¢E-7 (35)
degisken doniistimii uygulayalim ve (34)’lin igerdigi

tirevleri, yeni o ve f
degiskenlerinde ifade edelim:

ou auaa_l_@u@ﬁ 8u+8u
&f da 08 OB O oa Bp’

O’u _ u 8a+ u 6ﬁ N o’u 8,8 ou 0u
o&on oo’ on Oadpf on 8ﬂ8a op* on oo’ 6,82'

Son ifadeyi (34)’de gbz Online alirsak,

2 2
8L§+8_ ,Bua—ué—uzO
da®  3p? oa o

(36)

ifadesinin bulmus oluruz. (36) denklemine (11) denkleminin birinci kanonik sekli denir

Simdi farz edelim ki, diskriminant

B>-AC=0 (37)

13



olsun. Yukarida (11) denkleminin a(x, y), b(x,y) ve c(x,y) katsayilarinin ayni anda sifir

olmadigini kabul etmistik. Varsayalim ki a ve ¢ katsayilarindan birisi sifirdan farklidir. O

halde a # 0 olsun. Bu durumda (19) ve (20) denklemleri ayn1 olmaktadir. Yani,

aa—§+ba—§=0 (38)
ox oy

olur. Agiktir ki, (38) denkleminin her bir ¢6zliimii (37) kosulu ¢ercevesinde,

o8 0

ca—+da—%=o (39)
x y

denkleminin de ¢6ziimii olmaktadir. Eger (12) degisken doniisiimiinde & =¢(x,y) olursa
a =0 olur, ama 7 = /(x, y) doniisiimii hakkinda hi¢bir bilgi yoktur.

(38) denklemine denk olan karakteristik denklemi yazalim.

dx ﬂ ﬂ:b(x,)’)

a b dx a(x,y) (387

Aciktir ki, (38’) denkleminin birinci integrali ¢(x,y)=c cinsindendir ve & =¢(x,y)
fonksiyonu (38)’1 saglamaktadir. 77 = y/(x, y) fonksiyonu igin,

9 Oe
0.
J:xay;to
v oy
ox Oy

kosulunu saglayan siirekli diferansiyellenebilen keyfi bir fonksiyon ele alabiliriz.

Ornegin, w(x,y) = x kabul edebiliriz. (16) denkleminde A=0 oldugu aciktir. B

katsayisini1 bulalim.

op Oy Op oy Op oy op oy
B=a(x,y)———+b(x,y)| ————+—"——" |+c(x,y)———=
a(x,y) Bx O (x y)[ ox oy oy o c(x,y) o O

a@_¢+b8_(o 6_(//+ b@_(erc@_go 8_(//20
ox oy | Ox ox oy ) Oy

14



(38) ve (39) ifadeleri goz oOniine alinirsa B=0 olur. Boylelikle y/(x,y) fonksiyonunun

2

nasil asagidan bagimsiz olarak (16)’da B=0 olur. Simdi ifadesinin katsayisini

2

hesaplayalim.

2 2
C= a(a‘”) vop WV OV :l(aé—erba—l//) 0
ox ox Oy Oy a\ ox Ox

Burada bu ifade sifir olmaz, ¢ilinkii J =0 olamaz. Boyle durumda (16) denklemi

asagidaki sekilde yazilabilir.

2
an";JrF(f,n, ,SZ: 2“] 0, (40)
veya
2
gb;+F[§, ug—g S—uj 0. (41)

(41) denklemine parabolik tiir denklemin kanonik sekli denir. Eger, F, fonksiyonu kendi
arglimanlarina gore lineer olursa,
o%u ou

—2=A1f+Bla—u+C1u+D 42)
on o< on

aliriz. (42) denklemini daha basit bicimde yazmak icin u(&,n) = z(&,7)v(&,n) degisken

donlisimii yapalim. o(&,77) fonksiyonunu asagida belirtecegiz. Bundan dolay1 (42)

denklemini sOyle yazacagiz:

2
u6§+26“ % g % b, (43)
on on

onon ' Of

(43) denkleminde biz yalniz z,j—g,s—z ile bagli olan ifadeleri tuttuk, geride kalan ifadeleri
n

ise C, ile gosterdik. Simdi v(&,7) fonksiyonunu 6yle secelim ki, (43) denkleminde S—Z
n

nin katsayist sifir olsun. Yani,

Za—U—BU 0. (44)

on

15



Bu durumda (43) denklemi yazilabilir.

0’z 0z

o A1£+C3Z+Dz (45)
Burada,
2
¢, =% 4%, 3% co, =&, p =2
on o0& on R ) v

(44) denkleminden v(&,7) fonksiyonunu,

v(E) = expe jbl(f,mdnj

olarak buluruz.

Son olarak B*—~AC <0 olan durumunu inceleyelim. Fakat bu durumda farz edelim ki

a, b ve c katsayilar1 analitik fonksiyonlardir. O halde (19) ve (20) denklemlerinin

katsayilari analitik fonksiyonlardir. Farz edelim ki, ¢(x, y)=¢"(x, y)+i@" (x,y)

(19) denkleminin analitik ¢éziimidiir ve (Z_(p + op # (0 dir. (12) degisken doniisiimiinde
X
E=9"(x,y), n=9"(x,y) (46)

kabul edelim. (46) denklemni x ve y degiskenlerine gore ¢oziilebilir, ¢iinkii

9% 0Og

| ox oy

J= (47)
on on
ox Oy

Jakobiyeni tanim bolgesinde sifirdan farklidir. Eger (19), (20) denklemlerini reel ve sanal

kisimlarina ayirirsak,

ox ox

a%=—ba—§+\/ac—b2 %7,

(48)

16



=

elde ederiz. (48) denklemlerindeki 2—5 ,86—77 ifadeleri (47)’de yerine konursa,
X Ox

S RG]

ifadesini elde ederiz.

Buradan goriiliir ki, determinantin sifira esit olmasi igin Z—g = ? =0 saglanmalidir.
y y
o& 0On g , , oy
™ = ™ =0 oldugunu da (48)’den aliriz. Boyle noktalar zaten tanim bdolgesinde yoktur.
x  Ox

P 2 2
Aksi halde 6—5 = 8—77 =0 olurdu. a(a—q)j + 2b6_(/)8_(/) +c 8_(/) =0 1fadesini reel ve sanal
ox Ox ox Ox Oy oy

kisimlarina ayirirsak,

(5] 25 (5] 2] 23]
ox ox Oy Oy ox ox Oy oy

b

a%@_ner[a_fa_nJr%@_n}rC%@_n_o

Ox Oy Ox 0y Oy ox oy oy
LR LA L 0
Ox Ox ox 0y Oy Ox Oy Oy

buluruz. Aciktir ki, aa’+2baf +cpB” kuadratik formun (B°-AC<0) tanimh

oldugundan dolay1 (48) ifadesinin sag ve sol taraflarinin sifira esit olmasi igin,

o5 oz _on_on _,

5D
ox Oy Ox Oy

esitlikleri saglanmalidir. Zaten ¢(x, y) fonksiyonu (51) tanim bolgesinin higbir noktasinda

2 2

sifira esit olmayacak sekilde secilmistir. O halde (16) denkleminde 2—? ve Zy_bzt
X

ifadelerinin katsayilar1 esit ve sifirdan farkli olurlar; ¢ katsayisi sifira esit olur. Bu durumda

(16) asagidaki

17



o’u  ou

ou Ju
o7 Yor ) Y

:F sl T
4[577 8¢ on

gibi yazilabilir. (52) denklemine eliptik tiir denklem denir.

Ornek 6. (1+x)u, + 2xyu,, — yzuyy =0 denkleminin /’ye bagimli olarak hiperbolik,

parabolik ve eliptik tiir olan bolgelerini bulunuz.

2

Coziim. a(x,y)=1+x, b(x,y)=xy, c=—y . Diskriminanti bulalim.

b> —ac=x>y" +y*A+x)=y>* (x> +x+1) (53)
(53’ b* —ac =y’ (x- x,)(x - x,) seklinde yazalim. Burada,

_—1+1-41 ~1-1-41

* 2 2 2

a) Eger [ =% olursa, eliptik bolgesi kaybolur ve x, = x, = —% olur. Bu durumda x = —%
noktasinda denklem parabolik olur.

b) l>i olursa denklem tanim bdlgesinin keyfi noktasinda hiperbolik tiire ait olur.

1 ey
c) ! <Z olursa x, ve x, reel ve gesitlidirler. x, <x, ve x >x, oldugunda denklem
hiperbolik, x, <x <x, eliptiklik bolgesi, x = x; ve x = x, ise parabolik bdlgesi olur.
1.3 Parabolik Tiir Denklem icin Birinci Baslangic Simir Deger Problemi

Bu béliimde bir boyutlu,

ou(x,t)  ,0%u(x,t)
=a
ot ox*

+ f(x,1)

1s1 denklemini goz oniine alalim.
Simdi bu denklem i¢in baslangi¢ ve sinir deger sartlarini inceleyelim. Eger uzunlugu

¢ olan ¢ubugun baslangi¢ ve bitim noktasina 1s1 verilirse, yani

18



w(t,x)| _, = (1), u(@,x)|_, =u, () (54)

kosullar1 yazilabilirse, bu kosula birinci sinir kosulu denir. Burada u,(¢) ve u,(¢) bilinen
fonksiyonlardir. Eger, u¢ noktalarin her ikisinde veya yahut birinde g_u ’in degeri verilirse,
X

bu tiir kosullara ikinci tiir sinir kosullar1 denir. Bu tiir kosullara lokal sinir kosullar1 denir.

Fakat pratikte 0yle problemler vardir ki, sinir kosullarindan birisi veya her ikisi de

14
_[ u(x,t)dx = u(t) cinsinden olan integral seklinde verilebilir. Ornegin, pargacik difiizyonu
0

olaylarinda bir atom molekiiliiniin diger ortamlara difiize edilmesi igin belli bir total
sicakligin verilmesi gerekir ki, bu total sicaklikta yukarida yazdigimiz integral seklinde

ifade edilebiliyor.

Is1 denklemi i¢in asagidaki problemi,

ou @

— =@ o, (55)

u(x,0) = p(x), (56)

'ju(x, 1ydx = u(t), 150, (57)

ou(l,t) —o(t) (58)
ox

g0z Online alalim.
Burada f(x,t), ¢@(x), u(t) ve v(t) bilinen fonksiyonlar, a’- ise ortamin fiziksel

Ozeliklerini ifade eden sabit ve /¢ c¢ubugun uzunlugunu gostermektedir. (55)-(58)
problemini homojen smir kosullu probleme indirgeyelim. Bunun i¢in oyle w(x,?)
fonksiyonu icerelim ki, bu fonksiyon (57) ve (58) smir kosullarin1 korusun. Bu amagla
w(x,t)’yi

w(x,t)=Ax+B

seklinde arayalim. (57) ve (58) kosullarindan A ve B’yi bulalim. (57)’den A=uov(¢) olur.
(58)’den ise

19



[o@x+B dx=pw),

2 l
() = + B, = uo).
2 0

(o) é ot)

V4
B—#—zﬂ(f)—zu(f)

olur ve
w(x,t)=v(t)x+ 1 (1)- £ u(t)
T 5

olarak elde edilir. Simdi,

v(x,t) =u(x,t) —w(x,t)

degisken doniisiimiinii yapalim. Buradan,

Ou _0v_ ow_
ot ot ot

ov ov 1ou() [ov
—+x—+ —=
ot or ¢ ot 20t

6u+[x Ej@qul@,u(t)

o 2)ot 1 ot

ou oOv oOow Ov o’u o’
—=—t—=—40(), =75
ox Ox Ox Ox Ox ox

olur. Bunlar1 (55) ve (58)’de dikkate alirsak s6z konusu problem asagidaki probleme

indirgenir:

= =@ o tF@, (59
v(x,0) =v,(x), (60)
j v(x,1)dx =0, (61)
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ou(l,t) _

o 0. (62)

Burada,

_ IRALIIRY. 0
F(x,t)—f(x,t)Jr(x 2) Py +€ Py

Uy (x) = @(x) = w(x,0)

olmaktadir. Simdi gdsterelim ki, (61) kosulu

du(t,t)  dv(0,1)
Oox Oox

0

kosuluna denktir. Sadelik i¢cin F =0 olsun. Ger¢ekten de,

veya

2 “IU (e = (60(&0 _ov(0, t)j
ory '

Oox Oox

(61) kosulunu dikkate alirsak,

5 [au(m) 8u(0,t))
O=a -
Ox ox

veya

_Ou(l,1) B ou(0,1)
ox ox

0

olmaktadir.

(61) cinsinden olan kosullara lokal olmayan kosullar denir.
1.4 Is1 Denklemi I¢in Lokal Simir Kosullu Problemin Fourier Metodu Ile Coziimii

Is1 denklemi i¢in yazilmis birinci sinir deger problemi,
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ou(x,t) 2 o’ u(x,1)

or P A 63)
u(x,0) = p(x), (64)
u(0,0) =@, (1), u(l,t)=¢@,(t) (65)

seklinde olmaktadir. Burada a*, ¢, f(x,1), ¢(x), @, (1), @,(t) swrastyla bilinen sabitler
ve fonksiyonlar olmaktadirlar.

Once homojen denklemi gz oniine alalim. Yani, f(x,#)=0 olsun ve (63)-(65)
probleminin homojen smnir kosullu probleme indirgendigini varsayalim. Yani,

@,(t) =@,(t) =0 olsun.

ou(x,t) 2 O*u(x,1)

66
ot ox* (66)

denkleminin ¢éziimiinii,
u(x,t) = y(T() (67)

seklinde arayarak, (66) denklemini iki yardimci denkleme ayiralim. Gergekten de (67)’yi
(66)’da yerine yazarsak,

esitligini elde etmis oluruz. Buradan,

y'+ A%y =0, (68)
T'+2a’T =0 (69)

olarak ele alirz.

(68) denklemi i¢in sinir kosullarini,

y0)=0, y(/)=0 (70)

olarak elde ederiz.

(68) denkleminin (70) kosulu ¢ergevesinde ¢Oziimiiniin ele alinmasi problemine spektral

problem denir.
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Simdi s6z konusu spektral problemin ¢oziimiini ele alalim. Aciktir ki, (68)

denkleminin genel ¢6ziimii,

y(x,A)=c,y,(x,1)+c,y,(x,A) (71)

olmaktadir. Burada,

v (x,A)=sinAx, y,(x,A)=cosAx (72)

(68) denkleminin fundamental ¢6ziimleri olmaktadir.

c, ve c, bilinmeyen sabitlerini elde etmek icin (70)’deki kosullarini kullanalim.
(70)’in birinci kosulundan ¢, =0 olur. ikinci kosuldan ise c¢sinA¢/=0 olmaktadir.

Problemin trivial olmayan ¢oziimiiniin varligi i¢in,

Al=7n veya A, = % (n=0,+1,42,..) (73)
olmak zorundadir.

A, lere (68)-(70) probleminin 6z degerleri denir.

A, lerin degerlerini (71)’de yerine yazarsak ve genelligi bozmadan

y,(x,4) = ¢, sin A x = ¢, sin % (74)
0z fonksiyonlarmi ele ederiz. (74) formiilii ile bulunan 6z fonksiyonlar1 genelligi
bozmadan ¢, =1 olarak ele almak miimkiindiir.

(74) esitligi ile tanimlanan fonksiyonlara (68)-(70) probleminin 6z fonksiyonlar: denir.
A, ’nin degerini (69)’da yerine yazarsak, (69)’un genel ¢6ziimii,
Ana

VRl

T (t,A)=Ae (75)

oluyor. Burada A, ’ler simdilik bilinmeyen sabitlerdir. (74) ve (75) ifadelerini (67)’de

yerine yazarak ve lineer denklemler igin siiperpozisyon prensibini uygularsak (66)

denkleminin homojen sinir kosulunu koruyan ¢6ziimiinii agagidaki

Ana

u(x,0)=>y,(OT,1)= Ane_(T) "sin A x (76)
n=1

n=l1

23



sekilde buluruz.

(76) ifadesindeki A, katsayisini elde etmek icin (64) baslangi¢ kosulunu kullanalim.

Bundan dolay1 varsayalim ki, ¢(x) fonksiyonu I)é: araliginda sinlis Fourier serisi

seklinde yazilabilir olsun. Yani,

o(x) = i @, sin 4 x 77)

n=1

olsun. Burada, ¢, Fourier katsayisi,

0
9 = % [p(x)sin 2, xdx (78)
0

formulii ile ele alinmaktadir.
(76) ve (77)’yi kullanarak A =¢, oldugunu gérmek zor degildir. Boylelikle, (63)-(65)
probleminin gerc¢ek ¢oziimii (76) seklinde ifade edilmektedir.

Simdi f(x,#)#0 oldugu durumu goéz Oniine alalim. Bu durumda, (63)-(65)

probleminin ¢éziimiinii,

u(t.x)= Y u, (t)sin % (79)

seklinde arayalim.

Burada, u,(¢) belli olmayan Fourier katsayilaridir. Farz edelim ki, f(z,x) fonksiyonu

siniis Fourier serisine ayrilabilir. Yani,

Fe0 =3 f.@)sin % (80)
2" . Tnx
Lo=3 ojf(t,X)SIHde 81)

olur. Simdi (79) ve (80) ifadelerini formal olarak (63)’de yerine yazalim.

o0 @D 2 [e's}
Zu,’, sin 222 _ aQZun (t)(ﬂJ sin 222 4 an (t)sin 222
n=1 ( n=1 £ f n=1 f
veya

24



n=1

i{u;(t)—az[%j un—fn(t):lsin%:ﬂ

Buradan,

2
, n
Mn(t)—(ClT) u,(t) = f,() (82)
elde ederiz. (82) denklemin asagidaki baslangi¢ kosulu ¢ergcevesinde ¢cozelim.

u,(0)=o,. (83)

(82)-(83) problemin ¢6ziimiinii,

wna na

u, (1) = cne_[/’J 4 Je(’] "t (our (84)

seklinde kolayca elde ederiz. Burada c, ’ler keyfi sabitlerdir. c¢,’leri (83)’den ¢, = ¢,

seklinde buluruz. Nihayet (63)-(65) probleminin ¢dziimiinii,

u(t,x) = i W{% g je(f) T (ydr sin% (85)

n=1 0

seklinde ifade edebiliriz.
Varsayalim ki , ¢(x) fonksiyonu ¢(0)=¢(f/)=0 kosulunu saglamaktadir ve birinci

mertebeden parcali siirekli tiirevlere sahiptir. Bu kosullar ¢ercevesinde gosterilebilir ki,

0t =3 @ne{fj 'sin % (86)
n=l1

fonksiyonu (63)’e karsilik gelen homojen denklemin (64), (65) sartlarim1 saglayan

¢oziimiidiir. #>0 oldugu durumda (86)’nin homojen denklemi sagladigini ispatlamak icin

bu serinin ¢’ye gore bir defa, x’e gore iki defa diferansiyellenebilir oldugunu gostermek

yeterlidir. Bu seri zaten t’ye ve x’e gore keyfi defa diferansiyellenebilirdir. Ciinkii

e_[TJ carpant n—> o0 oldugu durumlarda eksponansiyel olarak sifira yaklagmaktadir.

Seriyi diferansiyellerken ortaya ¢ikan n* gibi carpanlar, sonucun 0 ’a yakisak olmasina
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mani olmazlar. Homojen parabolik tiirden denklemin ¢Oziimiiniin sonsuz defa
diferansiyellenebilir olmasindan Cauchy probleminin ¢oziimiinii ele ederken de

bahsetmistik. #>0 oldugu durumda, x -0 ve x—/ icin (86)’da limit alma islemleri

uygulanmaktadir ve (64) sart1 da korunmaktadir. (65) kosulunun korunmasi igin,

- . 7Tnx
p(x) = Z @, sin 7
n=1
olmalhidir. Bu ise, ¢@(x)’in Fourier serisinin kendisine yakinsak olmasi demektir.
@(x) fonksiyonuna gore kabul ettigimiz sartla s6z konusu yakinsaklik temin edilmektedir.
Eger f(t,x) fonksiyonu siirekli olursa f(z,0)= f(¢,/) =0 kosullar1 saglanirsa ve

ayrica f (t,x) tiirevleri pargal stirekli ise gosterebilir ki,

0

u,(t,x) = i[ ]e[mfmj tfn (z’)dr}in% (87)

fonksiyonu (63) ve (64)’ii saglamaktadir ve # =0 durumunda u, (0,x) = 0’dur.

Boylelikle, yukaridaki kosullar ¢ergevesinde (85) formiilii ile bulunan ¢6ziim, (63)-

(65) probleminin ¢ézliimii olmaktadir.

Ornek 6. Yan yiizeylerinden ve ug¢ noktalarindan izole edilmis sonlu ¢ubugun baslangi¢

sicakligy,

olmaktadir. Cubugun 7>0 aninda keyfi noktasindaki sicakligi bulalim.

Coziim:

Uzunlugu ¢ ve a’ =1 olan ¢ubugun 1s1 iletim denklemini,

ou 3 o’u

“_ore 88
ot ox’ (88)

yazalim. Bu denklem i¢in baslangi¢ ve sinir kosullari,
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ul, = o),
u(t,0)=0, u(t,0)=0

dir. (86)’dan goriildiigi gibi,

71'21’[2
< . JTnX _[T}
u(t,x):ZBnmnTe o

n=1

n

14
B =¢, :% J.go(x)sin%dx
0

14
2 ’
_2 jxsinﬂdﬁ j(é—x)sinﬂdx
Iz / ; /
2

4

2 1 ¢

= 2 jxsin@dxwLstin@dx—z J.xsinﬂdx;

0 / i / Ei /
2 2

4 l
. TTnX b4 Tnx b4 Tnx
jxsm—dx=—x—cos— +—Jcos—dx
; l n L 7N l
5 2
v 2 l
/ nx| V4 7rnx|
=—X—CO0Ss +——sin
n | L Tn l | ‘
2 2
olur. Ayrica,
/ 14
. TTNX V4 ThX /
2Js1n—dx=—2—cos— =——COS7TN
; l n e n

2
m m

olmaktadir. Birinci ve ii¢lincii integrali hesaplarsak,
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=—COSnT
m
4¢ . m ) , . . .. .
olur ve buradan B, =——sin— elde ederiz. B, ’nin bu degerini yerine yazarsak,
n°n

¢Ozimi

= 4/ an) it oanx M1 . oan Ci . anx
u(t,x)zz T sm7 e ! 1n—= Z_z n—e ‘ s1n7
7t Sin

olarak elde ederiz.

2. BIR BOYUTLU ISI DENKLEMI iCIN LOKAL OLMAYAN BASLANGIC-SINIR
DEGER PROBLEMININ REZiDU YONTEMI iLE COZUMU

2.1 Spektral Problem ve Ayrilis Formiilii

Once asagidaki problemi,

y' =2y =f(x), 1)
L(N=y0)=0, £,(»=y0O)-yDH=0 92)
g0z Oniine alalim.
Diferansiyel denklem teorisinden bilindigi gibi (91)-(92) problemin ¢6zlimii,

A(x, & 2)

(x4 f) = j G

0

f(&dé (93)
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seklinde olmaktadir.
Bilindigi gibi y"— A’y =0 denkleminin genel ¢dziimii,
Ax

— Ax -
y=ce” tc,e

olmaktadir.

Simdi homojen olmayan (91) denkleminin ¢oziimiinii arastiralim. Bunun ig¢in sabitin

varyasyonu yontemini uygulayalim. Homojen denklemin genel ¢oziimiindeki ¢, ve c,

sabitlerini x ’e bagl fonksiyonlar olarak géz oniine alirsak,
y =cle™ +cie™ +cle ™ —c,le

elde ederiz. Bu ifadedekic, ve c,’leri dyle segelim ki,
cle™ +che™ =0

olsun. Bu taktirde,
y' =cAe™ —c,Ae ™

elde edilir. Buradan bir kez daha tiirev alarak,
y'=clie™ +c e’ —clie M +c, Al

buluruz. y ve y”’niin bu ifadelerini (91)’de yerine yazarsak,

cl'/”te“ + clﬁ,zelx — c;/ie_b‘ + czlze_“ —/Iz(cleﬂx +Cze_ﬂx) = f(x)

veya
clAe™ —ciie ™ = f(x)

sonucu elde edilir. Boylelikle ¢; ve c¢; bilinmeyenlerini,

c,’e’“ + c;ef’b‘ =0,
[ Ax ! —Ax
cAe™ —ci e = f(x)

denklemler sisteminden elde edebiliriz. Sistemin katsayilar determinanti,
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(95)

(96)

O7)
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elx efibx

A=
//Lelx _ielx

sifirdan farkli oldugundan Cramer kuralina gore,

——A-A=-2A

‘ 0 e%x

L) —Ae™ | —fe ™ fxe ™

: A 22 24
et 0

;LAY f) ] M)

g A 24

olmaktadir. (104) ve (105) ifadelerini 6nce 0’dan x’e kadar integrallersek,

— A
¢ (x) = jf S 1o i),

X AE
c,(x)= —J‘%d.f+c2(())

sonucunu elde ederiz. Bu ifadeler yerine konursa (91) denkleminin ¢6ziimii,

_ [CI(O)-F Jf(f)e dgj (02(0) Jf(?)eif ]

Y=, (0)e™ +¢,(0)e > + j ShA(x—

f(&)ds

99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

seklinde elde edilir. Simdi (100) ve (101) denklemlerini 1’den x’e kadar integralleyelim.

If@ - dé v (D),

¢ (x) =

x AE
&()=- f (26 dé+c,().

(105) ve (106) ifadelerini y(x)’de yerine yazarsak,
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x —A£
= “{cl(mj—f (52); dgf} { - j (f)e }

veya

y=e e e e+ PR paas (107)

sonucu elde edilir. (104) ve (107) ifadelerini toplay1p ikiye bolersek,

B h h
Y= el z[js 2022 pens j mA ) f(é)df]
ifadesi elde edilir. Son ifadeyi,
Y =™ +oe 4 [gn A f(EdE (108)
olarak yazalim. Burada ¢, = M, c, = M ve

ishﬁ,(x—‘f), 0<é&<x<1

g(x,&,A)= 1
_2_&SM(X_§)’ 0<x<é&L],

g(x,&,A) fonksiyonuna Green fonksiyonunun bas kismi denir.

(108) ifadesindeki ¢, ve c, sabitleri (92) sinir kosullarindan, yani
1 1
6 +6+ [20.E D f(DdE—ch—cA+ [2,0.£, D) f (H)dE -
0 0

—che’ —c,het + [, (LE D) f(£)dE=0

denklemler sisteminden elde edilebilir.

¢, ve c¢,’yi bu sistemden bulup (112) ifadesinde yerine yazarak (91)-(92) probleminin

¢Ozlimiinii,
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Y& = (G & A f(§)dé (109)

seklinde yazabiliriz. Burada,

_ A A)
G(X’é:’/l)_—A(ﬂ) , (110)
El(e;bx) gl(ele)
A(A) = , 111
( ) gz(elx) Ez(ele) ( )
g(x,&,4) e™ e
Ax,E,2) = 0,(8(x,E,4) L (e™) L (e™™) (112)

0,(g(x,&A)  L£y(e™) Ly(e™)

olmaktadir.

G(x,&,4) ya (91)-(92) probleminin Green fonksiyonu denir.
Ayrilis Formiilii

Teorem. f(x) ve f'(x) fonksiyonlar1 0,1 araliginda siirekli fonksiyonlar olsun. Bu
taktirde,

- =1 (AL A)
f)=Resy (0 f) =5 = DA = ESS ©de (113)

ayrilis formiili dogrudur. Burada c¢,, A(A)= 0 denkleminin yalniz bir kdkiinii i¢erisine

alan kapali egri olmaktadir ve toplama islemi tiim kutup noktalar1 iizerine

gerceklesmektedir.

Simdi (113) ifadesindeki rezidiileri hesaplayalim. Bunun icin gereken ifadeleri elde
edelim:

%chﬁ(x—f), 0<&<x<l

g'(x,g,A) = (114)
—Ech/i(x—é‘), 0<x<£<1

ve

0 g(nE) =g(o,§,z>=§shﬂ§, (115)
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62 g(X,f,ﬂ) :g’(0>é:>/1)_g’(1’§’ﬂ),
0, g(nE2) :—%chm—f)—%chz(l—&),

0, g(x,& ) =—%ch/1§—%chﬂ,(l—§) (116)

oldugundan A(x,&, 1) igin,

g(x’ é:,/l) eﬂx e—ﬂx
Ax,E,4) = % shA& 1 1 =

1
—-=c
2

hAE —%chl(l —&) A-Aet —-A+le™’

= —2ch(2zni)sh(2zni) (117)

veya

eZ;mfi +e—27m§i eZ;mxi _6727mxi
Ax, &, 27rni) =-2 =
e A1

=—-2icos2zné sin 27rnx (118)

sonucu elde edilir.

e 4o\ oM o e _ o\ M e
A (x,E,A)=-2 +2(1—-
R e LR G

1 _ . -
A’ (x,é:,)b) — __xl/l(fﬂ) te A(E+x) +e)t(§ x) te A(E=x) 4
A 2 -

1 _ 2 B _ -
L—(1-&) [A(5+x> 4o HER) | A | e
2
: 1 ; i e i
A (x’é;’zﬂ_‘/l):__x[2ﬂw(§+x) P L L L) }
* 2

n %(1_65) [2ﬂvi(§+x) 4 o I _ 2mi(Emx) _ -2mitEx)

33



A, (x,&,2nvi) =—x cos2mv(&+x)+cos2v(E—x) +
+(1-&) cos2xv(&E+ x) —cos2av(E—x)
A, (x,&,27vi) = -2x cos2nvécos2rvx —2(1-&) sin2zvésin2zvx ,
AL (x,E2avi) =2 Icos 27vE cos2mvx :+ 1-%) |1n 27vE sin 27z'vx: (119)

sonucu bulunur. Bilindigi gibi A, ’ler ikinci dereceden katli kokler oldugundan,

Res(lA(x,f,i) . i{(ﬂ,—/@)z J,A(x,f,ﬂ,)}

,A,)=1lim
A(A) >k d A A(A)

o d | AxED _AG)
=W T A [ [ ) /1(/1—/1V)2J
AA=2)

i 4 {A(x,f,l)}
h dAl ()

— 1 W(i)A’(X, é:’ﬂ“) —W’(i)A(X, é:’ﬂ“)
o v ()

formiilii ile hesaplanir. Burada,

_ e (et —1)°

AR
w(2) V="

A=)

olmaktadir.

e* y1 A, noktasinda Taylor Serisi agilimini yapalim. Genel teoriyi dikkate alirsak,

f(xo) (X—XO)-I- f”(xo)

_ 2
M 5 (x—x,)" +...

J(x)=f(x)+

fx)=e*, x,=4,

14

fl=e" = f'(A)=e" =1,
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") =e" = f"(A,)=e" =1,

e =1+(/1—/1v)+%(;v—,1v)2 +%(/1—,1v)3 +...

elde ederiz.

e’ [(ﬂv—/@n;(z—,@)z +é(/1—,1v)3 +}
w(d)=

(-4,

e’ [(/I—Av)z +(A-A,) +172(/1—/1V)4 +}

w(A)= G-7)

w(A)=e" [1+(/1—ﬁv)+%(/1—ﬁv)2 +}
w(4,)=1, (120)

w'(A)=—e" [1+(ﬁ—iv)+%(/1—ﬁv)2 +..}+el [1+%(ﬁ—ﬁv)+..},

w'(4,)=0, (121)
Res(M’ﬂ‘/) = lim i{(ﬂ,—ﬂ,‘/)z M}
A(A) id, d ) AA)

i [POAGED - DAL E A
=2 W (2)

_AGEA) YIAIAG L)

122
w(A) w*(4,) (122)

(118), (119), (120) ve (121) ifadelerini (122) ifadesinde yerine yazarsak,

AA(x,E,2)

Re s(
A(A)

JA) =2 xcos2xvécos2avx+(1-&)sin2avEsin2zvx (123)
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sonucunu elde ederiz. (123) ifadesini (113) ifadesinde yerine yazalim.

f(x)= i _[ —2xcos2xvécos2avx —2(1-&)sin 2xvEsin 2xvx f(£)dE

v=0 o
veya

f(x)= —2i {x cos 27vx [ £ (&) cos 2mvEdE +sin 2zvx [(1- £)f (£)sin 2zzv§d§} (124)

sonucu elde edilir.

2.2 Baslangic-Simir Deger Probleminin Coziimii

(59)-(62) probleminin ¢ézlimii i¢in (91)-(92) spektral problemin yaninda biz,
T'+2%a’T =0,
(125)
T(x,0,4)=g(x)

Cauchy probleminin ¢oziimiinii de kullanacagiz. Kolayca gostermek miimkiindiir ki, bu
problemin ¢oziimii,

T(x,1,0) = g(x)e " + je-f(’-”F(x, r)dr (126)
0
olmaktadir.

Asagidaki gibi operatdr icerelim. f(x), [0,1] araliginda diferansiyellenebilir
fonksiyon olmak iizere,

A =1 00= j Ry, 2 f)d A (127)
olsun.

Aciktir ki, (124) ve (127)’den

=3 0= f(0) (128)

elde edilir. (127)’yi (59)’da kullanirsak,

-1 ; ov 020
//LZJH (x’i’ _jd XZJH il i"‘
2731/ Y ot 27r\/ '[ 0x2

[27y x4, F(x.1) dA (129)

-1
+
27\-1 :
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sonucunu buluruz. (127)’yi dikkate alirsak,

()
ov,

=0V F]L (j=01,2,..) (130)
t

ifadesini elde ederiz. (130) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu,

o (x,0) = g (x) (131)
ifadesi olmalidir.
: -1 )
O (x,1) = Ay x, A, T(x,t,A) dA (132)
‘ 271 LJ‘ g

fonksiyonu (130)-(131) denkleminin ¢6ziimii olmaktadir. Burada 7'(x,¢,4), yukarida
verdigimiz Cauchy probleminin ¢oziimiidiir. Gergekten,

~(j) _ '
o0, ! J/IZ’”y(x,ﬂ,@—Tjd/l -
M ot

ot - 27[«/—_1

-1

271'\/—_1

-1

271'\/—_1

j 22y x4~ AT (x, A1) dA+

+

[#7y % A Fon da=a/™ +FY

ve

O (x,1) =

-1
27r\/—_1

[y % 4.g(0) dA=g ()

olmaktadir. (59)-(62) probleminin ¢oziimii tek oldugundan dolayr v'”(x,1) =05 (x,1),
v(x,t) ¢oziimii [0,1] araliginda siirekli diferansiyellenebilir oldugundan (128) formiiliine

gore,
v(x,0)=> 0" (x,1) =
-1 !
AdANG(x, E, AT (t, A, E)d (133)
T [ j £ &
elde edilir.
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Simdi biz (133)’de verilen seriyi hesaplayalim. Yukarida sozi edildigi gibi
2zv (v=0,£1,+2,...) Green fonksiyonunun kutup noktalar1 ve bunun yaninda Green

fonksiyonun ikinci dereceden katli sifir yeri olmaktadir.

l(e™M)=e"| =1 l(e™)=e"| =1,
0,(e™)=Ae™ P — e e A—Aet,
52(6_’”) =—Ade™™ ot de™ ™ e —A+Ae*

oldugundan,
A(L) = de " (¢! =1)?

gibi yazilabilir. Sonuncu ifadeden goriildiigi gibi,
A =2nn, (n=0,£1,%2,...)

sayilart A(4) =0 denkleminin iki katli kokleri olmaktadir. Yani A(4,)=0, A'(4,)=0 ve

A"(A4,) #0 ’dir. Bununla birlikte 4, =0 Green fonksiyonun ti¢ katl sifir yeridir.

/16—/121 A(x’ é:’ ;t)

A fonksiyonunun rezidiisiinii hesaplayalim. v(x,¢) ifadesinin

¢Oziimii i¢in asagidaki sonuglari elde ederiz:

w0 1
o(x,1) = 327erte’(2’”)2’ cos(2vx) [sinRrvE) g (£)dE
v=I 0

83 vre {a— i) | sin(ZﬂV§)g(§)d§}

_Si vte 2 {co s(27vx) cho savé)g(&E)d f}

+327ri veo s(27vx) Jsin(Zﬂvf){ j(z —)e P £, z')dr}df

0
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—si e P {(1 — x)sin(27vx) j sin(2ﬂv§)d§} (& ndr

v=0

—si g B {COS(Zﬂvx) j & cos(27rv§)d§} (& D)dr

4| f{rg(r) - [eree, r)dz'}dcf. (134)

Elde ettigimiz (134) ¢oziimii, problemin ¢dziimiiniin varligini ispatlamaya da imkan
saglar. Diger taraftan, bu ¢6ziimii kullanarak niimerik ¢oziimleri de degerlendirebiliriz.
Daha da 6tesi (134) sonucu (55)-(57) probleminin yaklagik ¢oziimiidiir.

3. iKi BOYUTLU ISI DENKLEMIi ICiN LOKAL OLMAYAN SINIR KOSULLU
BASLANGIC DEGER PROBLEMININ GERCEK COZUMU iCIN REZIiDU
GOSTERIMI

Asagidaki problemi gz oniine alalim,

2 2
5_”=5_2‘+5_Z=AM+L2L,, (135)
o or oy
u(x, y,0) = p(x, ), (136)
£ =0,y -ty =0, =220 g, (137)
X
0 () =u(x,0,t) —u(x,l,t) =0, ﬁ’;(u)zw=0. (138)
y
o - 0°.
b BTy

olsun.

Asagidaki kosulun korundugunu varsayalim.
@(x,y) fonksiyonu D, =[0,T7)xD, D= (x,y): O<x,y</{ Dbolgesinde x ve y

degiskenlerine gore siirekli ve diferansiyellene bilen fonksiyon olsun.

(135)-(138) baslangi¢ sinir deger problemi icin asagidaki spektral problemleri ele alalim.
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L X'(xAh)+A2X (x, A h) =h(x),
X(0,A,h)= X (£, A,h)=0,
X'(0,2,h) =0,

IL Yy, it b))+ 127Y (3, gt ) = hy (),
Y (O, 11, ) Y (4, 1, 1) = 0,
Y'(4, i, 1) = 0.

Buradaki 4,(x) ve h,(y) fonksiyonlar: keyfi siirekli fonksiyonlardir.

(139)-(141) probleminin ¢oziimii,

X(x2,h) = [G(x,& D (§)dE

olmaktadir. Burada,

A1 (X, é:’ﬂ')

Gl (X,é:,ﬂ,) = A (ﬂ,)

bicimindedir ve buradaki A,(x,&, 1) ve A (4),

g, (x,&,4)  sindx cos Ax
Ax,E D)= 1i(g) li(sinAx) /£ (cosAx) |,
05(g,)  05(sindx) () (cosAx)

li(sindx) [£](cosAx)

A= ! :
5(sinAx) £5(cos Ax)

lsinﬂb(x—é‘), 0<&<x<1

8(x.&,A)=
_Zsin(x—g), OS.XS«”;:SL

i(sinAx)=—sinA, (/(cosAx)=1-cosA,
0,(sinAx) = AcosA, [(,(cosAx)=—-AsinA

olmaktadir. Benzer olarak (142)-(144) probleminin de ¢oziimiini
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(144)

(145)

(146)

(147)
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(
Y(y 4. 1) = [Gy (v, pas by ()l (150)
0
seklinde yazabiliriz. Burada,

A (y, i, h,)
Gz(y,,u,h2):L'L2

151
A, (p) (>

bicimindedir ve A,(y,u,h,) ile A,(u),

&y, p,hy)  sinpy COS [Ly
Ay(y, )= £7(g)  Li(sinpy) £(cos py) |, (152)
05(g)  G(sinpy) £(cospy)

03 (si o
A, (1) = | (singy) - £y (cos uy)

- ! : (153)
G5 (sinpry)  £5(cos uy)

lsinﬂ(y—n), O<p<y<l
U
8 (y.n, 1) = ] (154)
——sinu(y-mn), 0<y<p<l,
U

Ll (sinpy)=—sinpu, ((cospuy)=1-cos u,
O3(sinpy) = pecosp, LC(cospy)=—psinu

olmaktadir. Aciktir ki, X (x,A,h,) ve Y(y,u,h,) fonksiyonlart 4 ve u parametrelerine
gore tam (meromorf) fonksiyonlardir ve sayilabilir sayida A, (v=0,+1,+2,..) ve p,
(x =0,+1,#2,...) kutup noktalarina sahiptirler. Ayrica da keyfi ¢(x,y) fonksiyonu

X (x,A,h) ve Y(y,u,h,) fonksiyonlarinin tiim rezidiileri tizerinden,
1 0
(X, y)=——F7=D, |41 |G (xS, )p(S, y)d (155)
P,y W_—l;j Ojlfgof £

- 27[\/_) >y j/umjc (x, &, A)déE
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> [udu IG (.17, (&, )y

sz

seriye ayrilabilir.

Burada ¢, ve ¢, sirastyla A ve g, kutup noktalarindan sadece birini igerisine alan

kapali ¢evreler olmaktadirlar, ayrica da v ve x endeksine gbre olan toplam islemleri yer

degistirme 6zeliklerine de sahiptirler.

Simdi (135)-(138) probleminin ¢éziimiinii,

u(x,y,1) = ‘2#_—12 [4d2 |G (x. & &, y.1, 1)dé (156)

seklinde arayalim. Burada (&, y,t,1) fonksiyonunun, G,(x,&,4) Green fonksiyonunun

A, kutup noktalar1 civarinda analitik fonksiyon oldugu varsayilmaktadir. Simdi (156)’y1

(135)’de yerine yazalim.

ov(&, y,t,A)
Z”J_ijldi{fG( AT

[Ge L vE v b dé- [G,xEDL L& y1.2) df} -

ov(é, y,t, /1)
Z”J_Zj/wz{jc( G AT -

L) -2 [6,(n £ Dot vt A +
dx 0

+22 [G (e, £ UE, vt A)dé -

jG %8, lg[ yju(f . i)df}
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6U(§ y’[ 2’) 2 aQU(é: y’t Z’)
= Ad A+ |G, A ———————=-A1 SVt A) ————1d
zﬂJ_Zj {j (x.& AN U3t A) === ]é}

olur. Son esitligin korunmasi i¢in integral altindaki ifadenin sifira esit olmas1 gerekir, yani

ov(&, y,t,A)

v —ﬁzu(f,y,t,l)—W:O (157)

olmalidir. (157) denklemi i¢in baglangi¢ ve sinir kosullart,
v(&,y,0,4) = (S, y), (158)
v(¢&,0,t,A)—v(&, 0,1, A) =0, au(i—i’t’ﬂ)=0 (159)

olmaktadir. Boylelikle, eger u(x,y,tz,4) (158)-(159) probleminin G,(x,&,4) Green
fonksiyonunun A, kutup noktalarinin civarinda A’ ya gore analitik fonksiyon ise, (156)
ifadesi ile tanimlanan u(x, y,t) fonksiyonu (135)-(137) probleminin ¢6ziimii olmaktadir.

(157)-(159) probleminin ¢éziimii,

-1 ‘
s Vs 3/1 Y d G2 o]y Z s ,ﬂ», d 160
O(E, y,t,A) 2”\/_—12’(:5!;1 uof (3,17, i) Z(t, E, A, p)d p (160)

seklinde olmaktadir. (160) ifadesinde toplam G,(y,77,4) Green fonksiyonunun tiim
rezidiileri iizerinde gergeklesmektedir. Burada c¢,, G,(y,7,4) Green fonksiyonunun

yalniz bir kutup noktasini igerisine alan kapali egri olmaktadir ve Z(z,x,&, 4, 1) ise,

OZ(t,x,y,A, 1)

P +(A+ 1Z(t,x, y, A, 1) =0, (161)

Z(0,x,y, A, 1) = p(x, y) (162)

Cauchy probleminin ¢oziimii olmaktadir.

(161)-(162) probleminin ¢dzliimii,

Z(t,x,y, A, 10) = p(x, y)e F (163)

dir. Buna gore,
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u(x,y,t)=
-1

B (272'\/—_1

PY [4d2 [, x5y, [udp G (y.n w2t &2 podn (164
voe, 0 K g 0

u(x, y,H)=> J[ 27[:/1__1} J‘le%z’G1 (x, &, A)dA

4 —l .
Zj[zﬂ ﬁj_fﬂe Y6 (v, wd pp(SmdndS (165)

seklinde elde ederiz.
Simdi (165)-(166) problemini rezidii yontemi ile hesaplayalim. (146) ve (151)’den
A, =2nv,(v=21%2,..)ve 4, =27k, ,(k==%1,%2,..))

kutup noktalart G,(x,&,4) ve G,(y,n, ) Green fonksiyonlarmin ikinci mertebeden kutup

noktalaridir. Gergekten de,
A(A)=A4,(1-cosA)=0,A/(4)=1-cosA, + 4, sind, =0

ve AJ(4,)=2nv olmaktadir.

ﬂ,e_ﬂzt A] (-x’ é:’ ﬂ') , ﬁe—lz (t-7) A1 ()C, é:’ ﬂ')
A(A) A (A)

Fonksiyonlarinin rezidiilerini hesaplayarak u =(x,y,f) i¢in asagidaki gosterimi elde

ederiz.

u(x, y,H)=>.> g 2T [2(1671\/1(1‘)2 cos(27zvx)cos(2rky)

—2(647)vt(1—y)cos(2rvx)sin(2rky) —2(64x)kt(1— x) sin(2zvx) cos(27ky)

+32(1—-x)(1 - y)sin(2zvx)sin(2zky) j J.sin(Zm/é") sin2zkn)p(E,n)dEdn

+ [ —4(64rvnt)cos(2rvx)cos(2rky) +4(167) (1 — x)sin(27vx) cos(27rky)]

S ~

Isin(me) cos(Qrkn)p(E,n)dEdn

44



+2 16(1— y)cos(2zrvx)sin(2rkn) — 64wk + cos(2zvx)

[ [& cos@ave)sinakmyp(&, mdzdn

0

+32cos(27vx)cos(2xky) J If?] cos(2rvé)cosLrkn)p(&, n)déd 77}

+16][f§77¢(§, mdsdn.

00
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SONUCLAR

Tezde elde edilen sonuglari asagidaki gibi siralamak miimkiindiir:

e Bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in lokal olmayan smir kosullu probleminin gergek

¢Oziimii elde edilmistir.

e Spektral problemin Green fonksiyonu kurulmus ve uygun ayrilis formiilii

ispatlanmugtir.

e iki boyutlu 1s1 denklemi i¢in lokal olmayan sinir kosullu problemin hizli yakinsak

seri seklinde gercek ¢oziimii elde edilmistir.
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