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OZET

Bu calismada, parabolik diferansiyel denklemler i¢in ikinci tip sinir deger ve
integral kosullar ile lokal problem ele alindi.

Parabolik denklemler i¢in integral tipi lokal olmayan problemlerin ¢6ziimii 6nce
Fourier seri yontemi, sonra Fourier integral doniisiimii yontemi ve en son Laplace
integral doniisiim yontemi ile ele alind1.

Ayrica, Neumann sartlar1 ile verilen ¢cok boyutlu parabolik kismi diferansiyel

denklem i¢in birinci mertebeden sonlu fark semalar: arastirildi.
Anahtar Kelimeler: Parabolik denklem, Fark semasi1, Fourier Seri Yontemi,

Fourier Integral Déniisiimii, Laplace Integral Déniisiim Y éntemi
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SUMMARY

In this study will be discussed, the local problems with the second type of
boundary value and integral conditions for parabolic differential equations will be
discussed.

Finding the solution of integral type non-local problems for parabolic equations
will be discussed first with the Fourier series method, then with the Fourier integral
transform method, and finally with the Laplace integral transform method.

In addition, first order finite difference schemes for the multidimensional
parabolic partial differential equation given by Neumann conditions will be

investigated.

Keywords: Parabolic equation, Difference scheme, Fourier Series Method,
Fourier Integral Transform, Laplace Integral Transform Method.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Temel Kavramlar

[k 6nce tezde kullandigimiz tanimlari, 5nermeleri ve kavramlari verecegiz

Tamm 1.1. (Altin, 2011) f fonksiyonunun bir xy € [m, n] noktasindaki soldan ve

sagdan limitleri bir birinden farkli sonlu degerler ise Xo noktasina bu fonksiyonunun bir
diizgiin siireksizlik noktast denir.

Tanmm 1.2. (Altin, 2011) f fonksiyonu bir [m, n] araliginin sonlu sayida diizgiin
stireksizlik noktalar1 disindaki tiim noktalarda siirekli olursa burada f fonksiyonu [m, n]

araliginda pargali siirekli-olarak tanimlanir.

Tanmm 1.3. (Altin, 2011) f fonksiyonu [m, n] araliginda verilmis olan parcali
stirekli bir fonksiyon olarak tamimlansin. Eger Vx € R igin f(x + T) = f(x), sifir
olmayan bir T € R verilir ise f ye periyodik fonksiyon ve ayrica T ye f fonksiyonunun

periyodu denir.

Eger T, periyodik f fonksiyonunun bir periyodu ise o zaman T nin katlar1 da

periyot olur.

Tanmm 1.4. (Altin, 2011) Periyodik bir f fonksiyonun pozitif periyotlar1 arasinda

bir en kiigiik eleman varsa bu elemana f nin asli periyodu veya temel periyodu denir.

TLTTX.

? + 2 [an cos@ + by, sin—] (1.1)

serisi yakinsak ise onun toplami da 2| periyotlu periyodik bir fonksiyon olacaktir.
Tamim 1.5. (Altin, 2011) (1.1) serisinin yakinsadigi periyodik bir f(x) fonksiyonun

bulunmast durumunda

fe) =3+ Eiylay cos == + by sin =] (1.2)

serisine Fourier serisi ve ag, ay, ..., @y, ...; by, ..., by, ... sabitlerine de f(x) nin Fourier

katsayilar: denir.



Tamim 1.6. (Altin, 2011) Bir f fonksiyonu i¢in

:gl_i;r;: f_ﬁﬁ [f(x) — (? + XX_,la, cosnx+ b, sin nx])]2 dx =0 (1.3)

dogru ise, f fonksiyonunun Fourier serisi f (x) e yakinsar denir.

[—m, m] araliginda tanimlanmis olan bir f fonksiyonunun Fourier serisi,
f(x) = ? + 2> ,[a, cosnx + b, sinnx] (1.4)

seklinde olsun. Bir fonksiyon serisinin terim terime tiiretilebilmesi igin [—7, 7]

araliginda o serinin diizgiin yakinsak olmasi gerekir. (1.4) serisinin terim terime tlirevini

ve integralini alirsak,

oo

f'(x) =Z n[—a, sinnx+ b, cosnx]

n=1

a - 1
[f(x)dx :?ﬂx —I—Z H[a],t sinnx — b,cosnx]+e¢
n=1

seklinde bulunur.

Fourier seri katsayilarinin lim,, .o, a, = 0, lim,,_.o, b, = 0 gibi 6nemli bir 6zelligi
vardir. Integral serisinde 1/n garpam1 bu 6zelligi daha kuvvetlendirir. Ama tiirev

serisindeki n ¢arpani bu 6zelligi kaldirabilir.

Teorem 1.1. (Altin, 2011) g(z), [-m, ] araginda siirekli bir fonksiyon ve
g(—m) = g(7) olsun. Eger g'(z) tiirevi aym aralikta parcali siirekli ise, o taktirde g'(z)
in Fourier serisi g(z)nin Fourier serisinden terim terime tiiretme ile elde edilebilir.

Tiretilmis seri, z bir stireklilik noktasi ise g'(z) degerine, z bir diizglin siireksizlik

noktasi ise é [g'(z7) + g'(z1)] degerine yakinsar.



Ispat: g(2) ve ayrica g'(z) fonksiyonlarinin Fourier serileri sirasiyla

a
g(z) =?ﬂ -l—Z[an cosnz+ b, sinnz]
n=1
ve
r a,{] N I r .
g'(z) =7 -l—Z[an cosnz+ b}, sinnz]
n=1

olsunlar. Bu durumda

1 T
gy :EJ- Q(Z)dz.
-

1 n
a, = E[ g(z)cosnzdz,n =123, ..,
—iT

T

b, :—[ g(z)sinnzdz,n =123, ..
Tl g

ve g(—m) = g(7) esitligi vardir. Ayrica g’ (z) nin Fourier serisi agiliminin katsayilari

t =7 [ 9@z = oG = (9w — g(-m)

a, =0,
T 1 n T
al, :—J- g'(z)cosnzdz=—g(z) cosnz|*, -l-—J. g(z) sinnzdz
m —r m w -1

— % (g () — g(—?r)) cosnm+n (% J:g(z) sin nzdz)

a, = nb,,



1" . 1 . n ("
b;, :—[ g(z)sinndz=—g(z)sinnz|™, ——J- g(z)cosnzdz
s - m m —Ir

1 1"
= (g(m) sinnm + g(—n) sinnm) —n (E[ g(z) cos nzdz)
-
b;, = na,
bi¢iminde hesaplanabilir.
Eger [—[,1] araliginda tanimlanmis olan g(z) fonksiyonu Dirichlet sartlarini
gerceklestiriyorsa

an=2f 9@ T d (L5)

olacak sekilde, g(z) fonksiyonu

inmz

9@ =32 mane 1 (1.6)

kompleks Fourier serisine agilabilir.

Bu gosterim 2l periyotludur. Ama, g(z) periyodik olmadik¢a (1.6) gosteriminin

sagindaki toplam periyodik olmayabilir. Boylece, sinirli araliktaki problem ve sonsuz

bir araliktaki problem Fourier integrallere yol agar. Simdi (—90,00) araliginda
tanimlanmis periyodik olmayan g(z) fonksiyonunun integral ag¢ilimini [ — o igin

bakalim.

ni T
kn :T-‘dkn - l[‘:n+1 _kn :I

olacagindan a,, katsayilar1 (1.6) gosteriminde yerine yazarsak,

1 < ! | |
9@ =5 ak, [ | g(f)e—lf“ndf]emn
!

n=-—co

limy, o ky = k, limy, .o, A ky, = dk olduguna gore, sonugta,

9@ = [ [, (e~ *E dg] 2 dk (1.7)

4



elde edilir. Bu formiile Fourier integral formiilii denir.

Tanmm 1.7. (Altin, 2011) Eger g (x) fonksiyonu

f 90)ldx < o0

kosulunu saglarsa (—o0, @) araliginda mutlak degerce integre edilebilir fonksiyon

denir.

Teorem 1.2. (Altin, 2011) Eger g(z) fonksiyonu (-co0,00) araliginda Dirichlet

sartlarini saglarsa ve (—9, ) araliginda mutlak degerce integre edilebilir fonksiyon
- +
ise, o halde (1.7) Fourier integrali diizgiin siireksizlik z noktasinda % degerine
yakinsar. Bir bagka deyisle,
= + (- T oo :
g9z)+g(z") _ ﬁj—m e:kz[J_mg(,;:)e—ka d¢] dk. (1.8)

2

Aslinda, bu Fourier integral formiilii olur.
Eger g(z) fonksiyonu z noktasinda siirekli ise g(z~) = g(z*) = g(z) olduguna

gore denklem (1.8)’1

9@ =5 [ e [ | g(f)e—“ffdf] dk

bi¢iminde yazabiliriz. Ayrica bu durumda
9@ ==, dk[[" 9(&) cosk(z — &) d¢] (1.9)

biciminde de ifade edilebilir. Ciinkii



0@ = [ e[ a0 sae]an

1 rr .
_ ik(z—£&)
2 | | 9@eteakas

oo

_1
2w

—oo

1 [* = ik
:ﬁﬁmg("r)lﬁ (ek( §) 4 g ik( f})dkld,;:

1 r® @ gik(z=8) 4 p—ik(z—%)
=—[ 9(®) U dk]df
s —co Q

9@ [ e*eDakds

2

:%[_mg(.{) U;] cos k(z —f)dkldf

1 (2] [++]
:ELML g(&) cosk(z — &)dkdé

1 [+ 5] oo
- f f 9(6) cos k(z — ) d dk

esitligi vardir.

Simdi g(z) fonksiyonunun ¢ift ve tek fonksiyon oldugu durumlar i¢in Fourier

integral formiiliini olusturalim:

g(z) fonksiyonun ¢ift oldugunu varsayalim. (1.9) formiilinde kosiniis

fonksiyonunu
1 (s8] (s8]
g(z) = EJ- J- g(é)(coskzcoské + sinkz sink&)dé dk
0 —oo
biciminde genisletince

g(z) =g(—2) = ; J, coskz ([, g(¥) cos k& d&)dk (1.10)

elde edilir. (1.10) formiiliine Fourier kosiniis integral formiilii denir.

6



g(z) fonksiyonun tek fonksiyon oldugu varsayalim. Bu durumda benzer sekilde
2 [+] . [++] .
9(z) =—g(~2) == [, sinkz (J; 9(®) sinké d&)dk (1.11)

elde edilir.
(1.10) ve (1.11) integral formiilleri ilk olarak Cauchy tarafindan

bulunmustur.
g(z) fonksiyonun (—oo, ) araliginda mutlak degerce integre edilebilir oldugunu

varsayalim.

Tamim 1.8.(Debnath&Bhatta, 2007) f (z) fonksiyonunun Fourier doniisiimii
F{f(z)}=F(k),k€ER
ile gosterilir ve

Fif(@)} = F(k) == [, e **f (2)dz (112)

olarak tanimlanir.

f(z) fonksiyonun (—, ) araliginda mutlak degerce integre edilebilir oldugu

(1.12) integralin k degiskenine gore diizgiin yakinsak oldugunu verir.

f (z) fonksiyonunun (—oo, ) araliginda mutlak degerce integre edilebilir olmasi
kosulu fiziki uygulamalarin ¢oklugunda ¢ok gii¢lii bir kisitlamadir. sin(az), cos(az),
eksponansiyel fonksiyonlar, sabit fonksiyon, z"H(z) gibi fonksiyonlarin Fourier

doniistimleri yoktur. Burada

1,z=0,
H(z) _{0,z<0.

bi¢iminde tanimli Heaviside fonksiyonudur.



Ornek 1.1. f(z) = e~ fonksiyonun Fourier doniisiimiinii bulalim.
Coziim:

F(k) =T E—az2 — [ g RzZg—az" do — [ g~ tkz-az® J,
{ } VZm /) - V2 J o

ik\? k2
Z+E} _Edz

gl

1 k2 0k
=—re ia e a(z+2a) dz

21 —00

1 kz [+s]

- _ 2

= —¢ 4a e~ ay dy

2w —oo

1 _k
=——e¢ 4a

VZa

Buraday = z + % olarak alinmistir.

a = 1durumunda f(z) = e~ fonksiyonun ve Fourier doniisiimiiniin grafikleri

asagidaki grafiklerde verilmistir.

% =
e AE

Teorem 1.3. Fourier doniisiimii lineer bir doniisiimdyir.



Ispat: Va, B € R ve herhangi iki f(z) ve g(z) fonksiyonlar icin
F{f(2)} =F(k), F{g(2)} =G (k) ise

Flaf(z) + fg(2)} = aF (k) + BG(k)

oldugunu gosterelim.

Flaf(z) + Bg(2)} = “k2(af (2) + Bg(2))dz

1 (=]
=l
1 (* = _
= Ef e "2af (z)dz +E[ e " Bg(z)dz

~C ro+ .

V2 Wem

Tamm 1.9. (Debnath&Bhatta, 2007) Ters Fourier doniisiimii
FHFR)}=f(2),z€ER

ile gosterilir ve

FHF(O} = f(2) = =" e™* F(k) dk
N
seklinde tanimlanir.
Tamim 1.10. f (z) fonksiyonun Laplace déniisiimii
L{f (@)} =F(s)
ile gosterilir ve asagidaki integrali tanimli yapan s € C i¢in

F(s) = L{f @) = [, f(2)e™dz

olarak tanimlanir.

(1.13)

(1.14)



Simdi Laplace dontistimii ile ilgili birkag¢ 6rnek inceleyelim.

Ornek 1.2. f(x) = 1,x > 0 fonksiyonun Laplace déniisiimiinii bulalim.
Coziim: F(s) = L{1} = f;m e ¥dx = é

Ornek 1.3. f(x) = e™, @ = sabit, fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

Coziim: Bu taktirde F(s) = L{e™} = f;m e @rgy = 1 s g

5—a
Ornek 1.4 f(x) = x™ (n bir pozitif dogal say1) fonksiyonun Laplece doniisiimii

bulalim.
Coziim: k = 1 i¢in

k
F(s) = L{x*} = prs

esit oldugunu tiimevarimla gosterelim.

i) k = 1i¢in

+oo 1
f e ¥dx =—
0 s

oldugu agiktir. Her iki tarafinin s’ye gore tlirevi alinirsa

d +m_SXd dqn
&Le x‘&(?)

+oo a 1
e —SsX _- — —
L ds (e™%)dx 52

esit oldugu goriiliir.
i)k =n—1igin

10



S]’I

+oo
f x"le ™S dx = -1
0

gecerli oldugunu kabul edelim.

iii) k = n i¢in bir tstteki esitligin her iki tarafinin s’ye gore tiirevi alinirsa

4o
[ x"_le_sxdx) = i—(n — D!
0

~ds st
+oo
d (n—1D'n
n—1__ S dy = —
[ e =T
+oo n!
L x"lxe S*dx = — a
+oo n!
T ,—5X —
L x"eFdx =
esitligi elde edilir.

Ornek 1.5 o bir reel sabit olacak sekilde f(z) = sin (az)fonksiyonun Laplace

doniisiimiini bulalim.

i¢cin

Coziim:

+oo

F(s) = L{sin(az)} = J- e Zsin(az) dz

0

1 +oo . .
L{sin(az)} = EJ;] [e7(710) — gm2(sHia)] 4y

1 1 1
Lfsi = — =
tsin(az)} = [s —ia s+ ia]
a
Lfsi =
{sin(az)} e

Simdi Laplace doniistimiiniin birkag basit 6zelligine bakalim.

Tanmim 1.11. [0, ) araliginda tanimli g(x) fonksiyonu olmak iizere her x > X

lg()| = Te™ (1.15)
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olacak sekilde pozitif bir T sabit sayis1 varsa g(x) fonksiyonuna pozitif a. dereceden
eksponansiyel sinirli fonksiyon denir ve g(x) = 0(e“), x — oo ile gosterilir.

Teorem 1.4. Eger g(x) fonksiyonu her bir (0,X) sonlu aralikta siirekli veya
parcali siirekli ve pozitif a. dereceden eksponansiyel sinirli fonksiyon ise o halde her

Re s > a igin taniml1 g (x) fonksiyonun Laplace doniisiimii vardir.

Ispat: Re s > « icin

+oo +oo
F(s)] = f gedx| < f 9 (0)le=s dx
1] (1]

K

s—a

+oo
= K’[ e Ga)xgy —
0

Teorem 1.5. (Heaviside, Debnath&Bhatta, 2007) Eger L{f (x)} = F(s) ise
L{e™™ f(x)} = F(s + ). Burada o herhangi bir reel sabittir.

Ispat:

+oo

tef () = |

0

+oo
e ™ f(x)e ¥ dt = f f(x)e Cro*dx = F(s + a).
0

Sonug:
n!
n,—ax] —
l:{Z e } = m
Lie ™ sinbx} = L
(s + a)? + b?
—ax . sta
L{e ™ cosbx} = it

Teorem 1.6. (Tiirevin Laplace doniisiimii) Eger L{f (x)} = F(s) ise

12



L{f'(0)} = SL{F (0} — £(0) = sF(s) — £(0),
L{f" (O} = L0} - 5£(0) — £1(0) = °F(s) — sf(s) — £1(0),
L{f M0} = s"F(s) - s"TH(0) — sPAF(0) .. —sf D (0) — F "D (0),

esitlikleri gecerlidir.

ispat:
+eo too

L{f'(x)} = f fr(x)e ™ dx = [f(x)e ™*]g + SJ- f(x)e **dx
0 0

L{f'(x)} = sF(s) — £(0),
LI (0O} = sL{F ()} = £(0) = s(s(F(s) — f(0)) — £'(0)
L{f" ()} = s?F (s) — sf(0) — f'(0).

Laplace doniisiimii lineerdir. Fourier doniisiimiiniin lineerlik 6zelliginin ispatina
benzer sekilde ispati verilebilir.

Tanim 1.12. x =0 igin tamimlanan ¢;(x) ve @,(x) fonksiyonlarinin

konvoliisyonu
@03(0) = [y 10c = D (D)dt (1.16)

ile tanimlanan @3 (x) fonksiyonudur.

Iki fonksiyonun konvoliisyonunun Laplace doniisiimii yine bu fonksiyonun
Laplace dontisiimlerinin ¢arpimina esittir. Yani (1.16) ile verilen konvoliisyonun

Laplace doniisiimii
L{f3(0)} = LUAHLCOIL{F ()} (1.17)

seklinde olur.
Laplace doniisiimiin tlirevi ve integrali kavramini ele alalim.
Teorem 1.7. (Laplace déniisiimiin tiirevieri) Eger L{f (x)} = F(s) ise

dn

L{x"f(x)}=(—D)" g F(s), n=2012, ..

esitligi vardir.
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Ispat:

d d (* N
&F(S‘):EL e f(x)dx—J;] FP f(x)dx

+oo

= —J- xf (x)e*dx
0

= —L{xf(x)},

dZ +oo 62
_ — . ,—Ssx
= F(s) L 552 °¢ flx)dx

+oo
=[ x2f(x)e *dx
0
= L{x*f(x)},
dn +eoo an r
EF(S) =J‘; 3am € fx)dx
+oo
= (—1)" n —SX ]
17 | oo estax
= (—D"L{x"f(x)}

esitliklerinden
dn
L{x"f(x0)} = (D" @F(s)

elde edilir.

Teorem 1.8. (Laplace doniisiimiin integrali) Eger L{f (x)} = F(s) ise
L{@} = J- F(s)ds.

Ispat:

[m F(s)ds = J:ods L+mf(x)e_5xdx

5

_ L+mf(x)dx fe-sx ds
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+oo
= @ e dx

0 X

i)

X

Teorem 1.9. (Integralin Laplace déniisiimii) Eger L{f (x)} = F(s) ise

C Y FE
L{Lﬁﬂ@}—s

ispat:
X
90 = | F@Idy Llg@) =66)
0
olarak tanimlayalim. Bu durumda

g(0)=0,g'(x) =f(x)

esitlikleri vardir.

F(s) = L{f ()} = L{g'(x)} = sG(s) — g(0)
F(s) = sG(s)

esitliginden
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ve dolayisiyla

L{[f@k@}—F@X
Q

s

elde edilir.

Simdi Ters Laplace doniisiimiine bakalim

Tamm 1.13. Ters Laplace doniisiimii £ (F(s)) = f(z) ile gosterilir ve
_ 1 ctioo
L7YF(s)) =f(2) = — i €FF(s)ds,c > 0 (1.18)

seklinde tanimlanir.
Ornek 1.6. £71 {E} = 1.
5
Ciziim: £{1} === £+ {1} = 1.

5

Ornek 1.7. £71 {#} = cos(ax)

Coziim: L{cos(ax)} = —— = L—l{

52+a?

} = cos(ax).

52+a?

Ornek 1.8. £71 { } ters Laplace donlislimiiniin sonucunu bulalim.

1
s(s—a)

Coziim:

ot Gl
b=

1
=~ (e - 1)
a

16



Tamm 1.14. (Soykan, 2008): Bir N kiimesi iizerinde tanimli bir metrik her

r,s,t € Nigin
(1) I(r,s) = 0;
2)Il(r,s)=0=r=s
@) I(r, s) = U(s,7);
(4) 1(r, t) = 1(r,s) + I(s,t) (liggen esitsizligi)
ozelliklerini saglayan bir I: N x N — R fonksiyonudur.
Eger [, N 'nin lizerinde bir metrik ise (N, [) ikilisine bir metrik uzay denir. Burada
herhangi bir N kiimesi (N kiimesi en az iki elemanli bir kiime olmak tizere) birden fazla

metrige sahip olabilir. Burada kullanilan metrigin hangi metrik oldugu agik olarak

biliniyorsa “(N, [) metrik uzayr” yerine “ N metrik uzayr” yazilabilir.
Tamm 1.15. (Cauchy dizisi ve tamlik).(Bayraktar,2017): ¥ = (Y, 1) bir metrik

uzay olsun. Bu uzayda (33,) bir dizi olsun. Verilmis herhangi bir € > 0 ve r,s = s; igin

Iy, v.) <¢ (1.19)

olacak sekilde bir sq = sq¢(e) sayis1 var ise (,)dizisine Cauchy dizisi (veya esas dizi)
denir. Y de verilen her (3,) Cauchy dizisi burada yakinsak ise (¥, [)metrik uzayma tam

metrik uzay veya kisaca tam denir.

Bu tanima gore tam metrik uzay, (1.20) Cauchy sartinin yakinsaklik igin gerek ve
yeter sart olarak gegerli oldugu uzaydir.

Tamim 1.16. (Soykan,2008) X, @ iizerinde verilmis bir vektor uzay olarak alalim.

X tizerinde olan bir norm asagida verilmis olan 6zellikleri saglayan bir

I.:X - R

fonksiyonudur: Burada her r, s € Xve ayrica her & €E® igin

@) lirll = o;

@) lIrll =01 =0;

@) llarll = lalllrll;

@) llr + sl = llrll + lIs]l.

Uzerinde bir ||.|| normu tanimlanmis ise X vektdr uzayma normlu vektor uzay ya da
normlu uzay denir. (X, ||.]]) seklinde gosterimi olur. X burada bir normlu uzay elur ise

lr]l = 1 esitligini saglayan bir r € X vektoriine birim vektor denir.
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Tamm 1.17. (Bayraktar,2017) (N, [|-||) normlu uzayi, norm metrigine gore tam

ise bu uzay Banach uzayi olarak tanimlanir.

Burada N’nin normlu reel vektor uzayr ve kompleks vektor uzayr olusuna gore
ortaya ¢ikan Banach uzayina sirasiyla Reel Banach uzayr ve Kompleks Banach uzayi
denir.

Tamm 1.18. (I¢ carpim) (Fonksiyonel Analiz, Mustafa Bayraktar). 4,G cismi
lizerinde bir vektdr uzayi olsun. {,): A X A — Gfonksiyonu,
a){a+ b,c) ={a,c)+(b,c),
b) {Ba,b) = B{a,b),(B € G)
¢) {a,b) = (b, a),
d)(aq,a) =z0ve(a,a) =0=r=240
sartlarim sagliyor ise (,):A XA — G fonksiyonuna i¢ ¢arpim ya da i¢c c¢arpim

fonksiyonu adi verilir. Burada A’ya da i¢ ¢arpim uzayr denir. I¢ carpim uzay:

genellikle i¢ ¢arpimla birlikte (4, {, ))olacak sekilde gosterilir. Burada i¢ ¢arpim uzayina

on-Hilbert uzay1 da denir.

Teorem 1.10. (Bayraktar,2017) (K,(,}) olacak sekilde i¢ ¢arpim uzay1 olarak
alinsin ve | || bu uzayda verilen i¢ arpim normu olarak alinir ise asagidaki esitsizlikler

gecerlidir.
1) [{k, )| = Ikl (Cauchy-Schwarz esitsizligi) ,
2) |k + 1l = k|l + 1]l (Uggen esitsizligi) .

Tamm 1.19. (Hilbert uzay1) (Fonksiyonel Analiz, Mustafa Bayraktar) A bir i¢

carpim uzayi ve ||-]| bu i¢ garpimin normu olarak verilsin. Ayrica

I[(m,n)=|lm—nl| = \;'(m —n,m—n)

metrigi tanimlansin. I¢ ¢arpim normuyla tanimlanan bu | metrigine gére A i¢ garpim

uzayi tam ise A’ya Hilbert uzay1 denir. G = R(G = C) ise A ya reel (kompleks) Hilbert

uzay1 denir.

Bu tanima gore Hilbert uzaylari, 6zel Banach uzaylaridir.
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Tanmm 1.20. (Ashyralyev ve Sobolevskii,1994) Eger v(t) fonksiyonu asagidaki

kosullar1 saglarsa

v'(t)+ Av(t) = f(£),0 = t =< 1,v(0) = v,

probleminin ¢6ziimiidiir denir.

1) v(t), [0,1] segmenti lizerinde siirekli tiirevlenebilirdir. Segmentin u¢ noktalarindaki
tiirev uygun tek tartafl tiirevler olarak anlasilir.

2) v(t) elementi tiim t € [0,1] i¢in D(A)’ya aittir ve Av(t) fonksiyonu, [0,1] tizerinde
stireklidir.

) v(t), v'(t) + Av(t) = f(¢),0 = t = 1,v(0) = vq esitligini ve sinir sartlarini saglar.

v'(t) + Av(t) = f(t),0 = t = 1,v(0) = v Cauchy problemini, ona karsilik gelen
Duy + Auyg = @, 1 = k = N,uy = upy(t)

seklindeki fark problemi ile iligskilendirecegiz.

Buna bakarak verilen N pozitif bir tamsay1 © =% , Dy = 22 ve T = {u, Y,
@" = {@,}) vektorleri E Banach uzayinin elemanlarindan olusan sirasiyla bilinmeyen
ve verilen ag(grid) fonksiyonlardir " fonksiyonu ve uy(T) elemanlar: sirasiyla, belirli

bir sekilde f(t) ve vy degerlerin yaklasimlaridir.

Tanmm 1.21. Q n-boyutlu R" uzayinda bir birim kiip ve R"'nin a¢ik bir alt kiimesi
oldugunu varsayalim. Sobolev uzayr W*P?(2), |a| < k'li her ¢oklu dizin o igin zayif

tirev D%u ve D®u € LP (12) olacak sekilde u € LP (£2) islevlerinden olusur. Boylece
WEP(Q)={u€ LP(N):D% € IP (), |a| < k}

u € WFP(2)ise, normunu tanimlariz

1
P
lellyercg) = Z [ ID*ulPdx | ,1=p <o

|| <k 2
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ve

||u ||H,-.i|:.p{ﬁ] = Xla|<k €sSsup | D%ul.
0

varsayalim. 2, Qnin kompakt bir alt kiimesiyse, 2', Q icinde kompakt bir sekilde yer

alir Q' A 0 ile gosterilir. Her 2" A 2 icin u € W*P(12") ise, u € wre

loc
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1.2. Giris

Parabolik kismi diferansiyel denklemler igin yapilan arastirmalar yerel olmayan
sartlartyla verilen denklemlerin farkli uygulamali alanlarinda 6nemi artmaktadir.

Ters parabolik denklemler de kullanilan yerel olmayan siir deger problemleri
biyolojik, fiziksel, sistem miihendisligi, ekonomi ve sosyolojik siire¢leri modellemek
i¢in kullanilir ve birgok kisi tarafindan incelenmistir.

Bu ¢alismada, ikinci tiir sinir deger probleminin (SDP) yaklasik ¢oziimii integral
tip yerel olmayan kosullu parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in incelenmistir.
Neumann sinir kosulu ile parabolik SDP'min yaklasik olarak ¢6ziimii i¢in birinci
dogruluk mertebesi mutlak kararli fark semasi incelelendi. Neumann smir kosulu ile
parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in integral tip yerel olmayan SDP'min ¢6ziimii
icin sayisal analizler gosterilmektedir. Onerilen sayisal ydntemin etkinligi test
orneklerinde verilmistir.

Ashyralyev ve Ashyralyyev, 2022 makalede ¢ok boyutlu parabolik kismi
diferansiyel denklemler de zamana gore yerel olmayan sinir deger problemi (SDP)
incelendi. Daha sonra yerel olmayan siir deger probleminin (SDP) ¢6ziimiinii yaklagik
olarak bulmak igin iki fark semasi tartistlmistir. Coziimlerin kararliligina iliskin
teoremler, her iki fark semas1 da ispatsiz olarak verilmistir. Test ornekleri i¢in sayisal
sonuclar 6zetlenmistir

Ashyralyyev ve Goneng, 2021 makalede, ikinci tiir sinir ve integral kosullar ile
yerel olmayan ters parabolik problemin yaklasgimini ele aliyoruz. Fark semasinin
¢Oziimi i¢in kararlilik ve zorlayici kararlilik tahminleri elde edilmistir. Bir ve iki
boyutlu ters parabolik denklemlerin 6rneklerinde sayisal sonuglarin bazi gosterimleri
bakilmistir.

Ashyralyyev, 2019 makalede bir ve iki boyutlu durumlarda integral ve Dirichlet
kosullart ile ters parabolik denklem i¢in SDP'ler i¢in sayisal sonuglar sunuyoruz.

Ashyralyev ve Ashyralyyev, 2022 makalede, parabolik bir denklem igin lokal
olmayan sinir deger probleminin integral tipini incelenmistir.

Ashyralyyev, 2020 makalede lokal olmayan ters parabolik problemi integral
kosullu ¢ozmek i¢in sonlu farklar yontemi uygulanmistir, ters parabolik problemin
yaklasimi i¢in ikinci derece dogruluk farki semasi olusturulmustur, bu fark semasinin
coziimleri i¢in kararlilik tahminleri gosterilmistir. Ayrica, ¢ok boyutlu ters parabolik
sinir deger probleminin (SDP) birinci tiir smir kosulu ile yaklagimi igin ikinci
mertebeden olan dogruluk farki semasini ve onun ¢oziimii bulmak i¢in kararlilik
tahminleri incelenmistir. Bu makalede, basit test problemleri i¢in sayisal gosterim
verilmistir.

Ancak parabolik denklemler i¢in ikinci tip Neumann kosullu yerel olmayan sinir
deger sartlartyla fark semalar1 problemleri incelenmesi yapilmamistir. Burada ele
aldigimiz problemlerde kararlilik analizleri incelemesi yapilmadi. Gergek degere yakin
olacak sekilde ¢oziim bulabilmek i¢in de kararlilik sorular1 bellidir.
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Ikinci tip smir deger problemleri (SDP) ve integral kosullar1 ve ayrica Yyerel
olmayan ters parabolik problemleri arastirma yapmakta kullanilan klasik yontemler
(Laplace integral yontemleri, Fourier integral yontemleri ve Fourier serileri) sabit
katsayil1 olan durumlarda uygulanabilir.

[0,1] x [0,x] bolgesinde parabolik denklem igin

u, (t,x) =u, (t,x)—u(t,x)+R(t,x) 0<t<y, O<x<rx

u(0,x)= je‘zxu(r, X)dz+A(x)

0

u(t,0)=0, u(t,x)=0, 0<t<1

Burada Fourier seri yontemi kullanilarak integral kosullu yerel olmayan sinir deger
problemin ¢oziimi aragtirildi.

[0,1] X (-o0,0) bolgesinde parabolik denklem

U, (1, X) = 2u,, (t, X) —u(t, x) + R(t, x)

1
u(O,x):je’ZTu(r,x)dr+l(x) O<t<l, —0<X <0,

0

Burada Fourier integral doniisimii yontemini kullanilarak, integral kosullu yerel

olmayan sinir deger probleminin ¢éziimii arastirildi.

[0,1] x [0,0) bolgesinde parabolik denklem i¢in

U, (t, X) = 2u,, (t, X) —u(t, x) + R(t, x) O<t<l, O<X<o

u(O,x)=je‘2’u(r,x)dx+/1(x) 0< X<

0

u(t,0)=0, u,(t,0)=0, 0<t<1

formundaki yerel olmayan problemin ¢6ziimiinii Laplace integral doniisiimii yontemi
kullanilarak bulundu.
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Parabolik denklem i¢in integral tipindeki lokal olmayan sartli ve Neumann sinir
kosullu

u(t, x) = e cos x
u, (t,x)=—(3+2cosx)u, +2sinxu, (t,x)+u(t,x)=f(t,x)

1

seklindeki sinir deger problemi fark semasina bakildu.

u, —(3+2x)u, +2u, —u, +u=f(t,xy)

1

u(0,x,y)= %Iezsu (s,x,y)ds+o(x,y)

0

, 2 ,(13 e™ u (t1y)=0, u(t, 0
P(xy)=x (x=1) y*(y-1) LZ_T] u, (t,x,1)=0, u,(tx,0)=0

u=e’"x*(x-1)°y*(y-1)°

u(t,x y)=e?x*(x-1)*y*(y-1)°

Seklindeki iki boyutlu Neumann kosullu ve lokal olmayan sinir deger problemine

bakildi.

Algoritma ve MATLAB kodlar1 test 6rneklerde parabolik lokal olmayan sinir deger
problemlerinin ¢6ztimlerini bulmak i¢in olusturuldu.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bdliimde, sabit katsayili parabolik kismi diferansiyel denklemler i¢in integral kosullu sinir
deger problemleri (SDP) Laplace integral doniisiim, Fourier integral dontisiim ve Fourier serileri
yontemlerin ¢oziimli 6rnekler ile yapilacaktir.

2.1. Parabolik Denklemler icin Integral Kosullu SDP’nin Céziimiiniin Fourier

Yontemlerle Bulunmasi

[lk olarak, [0,1] X [0, 7[] bolgesinde parabolik denklem i¢in

U, (t, X) =u,, (t,x)—u(t,x)+3.e™*.sin2x O<t<l  O<x<rm

u(0,x) je‘zxu(r, x).dr+£e44+3j.sin 2X (2.1)

0

u(t,0)=0, u(t,x)=0, 0<t<1

integral tipindeki lokal olmayan kosulu ile sinir deger problemin ¢6ziimiinii Fourier seri
yontemiyle ele alalim.

Coziim
u(t, x)=v(t,x)+w(t,x) (2.2)

olacak seklinde bulmaya cahisacagiz. Bu denklemde verilen v(t,x) ve w(t,x)

fonksiyonlarini sirastyla homojen denklem

v, (1, X) =V, (t,X)—Vv(t, X) O<t<], O<x<rx (2.3)
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1
v(O,x):je’ZTV(r,x).dr, 0<x<rx

0

v(t,0)=0, v(t,7z), 0<t<1.

icin SDP’nin ve homojen olmayan denklem igin

u, (t, ) =w, (t,x)—w(t,x)+3e™>.sin2x O<t<l, O<x<~z

W (t,X)=w,, (t,x)-w(t,x)+3e*.sin2x  0<t<l O<x<x

4

w(0,x)= eZT.W(r,x).dr+(e +3].sin2x 0<x<7m (2.4)

O e

w(t,0)=0, w(t,7)=0, 0<t<1.

Burada SDP’nin ¢6ziimii olarak alinir.

Ik énce denklem (2.3)’de verilen problemin ¢dziimiinii yapalim.

v(t,x)=X(x)T(t) (2.5)

olacak sekilde arayalim. (2.3) problemin ¢6ziimiinii degiskenlerde ayirma yontemiyle
bakacagiz. V(t,x) fonksiyonunun x ve t degiskenlerine gore tiirevlerini alarak (2.3)

problemin diferansiyel denkleminde yerine yazalim,

T ()X () =T (t).X (x)=T (t).X (x)
veya

T(t).X (X)+T (t).X (x) =T (t).X ()
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olacak sekilde diizenlenir ve X (X) ortak parantezine alinir ise

X (X)(T (O)+T (1)) =T (£) X (x)

ifadesine doniisiir. Bu ifade de A bir sabit olmak tizere diizenlenme yapilir ise

seklinde yazilir. Denklem (2.3) problemin sinir deger kosullarini kullanarak
X(7)=0ve X(0)=0 (2.6)

alinir. Simdi,

X (2)-=AX(x)=0 (2.7)

Denklemi i¢in (2.6) sinir deger sartlari ile sinir deger problemini inceleyelim. (2.7) adi
diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in

m>—-1=0

karakteristik denklemini yazalim. A >Qigin sadece trivial ¢oziim vardir. O zaman
A < 0 durumuna bakalim.

X(x)=a, cos(«/—;t)x+ a, sin(«/—/l)x
esitligi (2.7) denkleminin ¢oziimiidiir. Burada sinir degerlerini yerine koyalim
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x=0icin a =0,

x =7 igin x(7)=a,.sin(-1) 7 =0.
J-Az=nzx

I=n

olur. Boylece

-4, =n%, n=12,. (2.8)

6z degerleri elde edilmis olur. Denklem (2.8) Oz degerlere karsilik olarak gelen, 6z
fonksiyonlart n=12,.. olmak iizere X (X)=sinzx seklinde olur. Simdi

T, (t)fonksiyonun bulalim

—n? denklemde yerine yazilir ise

T (t)+T(t)=—nT(t)
T()+T(t)[1+n?]=0 2.9)

denkleminin ¢6ziimii C,, n=1,2,...keyfi sabitler olacak sekilde

—(1+n2 ).t

T (t)=c.e
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bi¢imindedir. Sonug olarak (2.3) denkleminde verilen problemin ¢éziimii

v(t,x)= icke_(mz)t sinnzx

1

olacak sekilde bulunur. Simdi integral kosulundan

2 () P ()
D ce sin nx=J'e D ce sinnzdr
k=1 0 1

- —(1+n2)t . R Zor —@+n?)r .
D ce sin nx:chIe c e dz.sinnx
k=1 k=1 0

o en? o 1_e—(3+n2) )
>ce =Y sin nx=> ¢, [— sin nx
k=1

~ 3+n?
elde edilir. Buna gore k=1,2,..... i¢in
C, =0 olur. Yani ¢ozliimii

v(t, x) = 0 olarak bulunur.

simdi (2.4) problemin ¢6ziimiini B, (t) keyfi fonksiyonlar olacak bi¢cimde

w(t,x) = 3" B,.sink(x) (2.10)

seklinde arayacagiz.

Buradan (2.10) ifadesinin t ve x degiskenlerine gore tiirevleri alinip (2.4)
diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa
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3'(B, (t)+ k2B, (1) + B (1) )sin kx = 3¢ sin 2x
k=1

elde edilir. k # 2 indisleri igin

B, (t)+(k® +1).B,(t) =0

olur. a, keyfi sabit olacak sekilde

(1+k2).t

B (t)=2a.

elde edilir. Buna gore

w(t, x)= iake(“kz)'t sinkx
k=1

sonucuna ulasilir.

W(O,x)zjl'e‘z’w(r, x)dr+[e_44+3]sin 2X (2.11)

0

integral kosulunu kullanirsak

- 2 = [ 1+k? et +3
> aet ’sinkx=2(_|.e‘27ake(+ ).ersinKXJ{ 2 }sin 2x
k=1 k=1\ o

olur. Boylece
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2 1 2 r
a.e™)—a I ez ™) g7

0

esitligi gosterilir. Buradan k # 2igin indisler a, =0 oldugu goriiliir.

k = 2 durumda
B, (t)+5B, (t)=3™ (2.12)

denklemine ulasilir. (2.12) denkleminin ¢6ztimii
t
B,(t)=B,(0)e™ + 3_[ e e ds
0
seklindedir. Yine (2.11) integral kosulunu kullanirsak

t
w(t,x)=B,(t).sin2x = (BZ (0)e™ + Sj’e‘5(“5).e‘25.dstin 2X
0

w(t,x)= (e’5t (B2 (O)—1)+e’2t).sin 2X

w(0,x)=(B,(0)—-1+1)sin2x =B, (0)sin 2x

4

B, (0).sin2x = j'e“ [(e’g’f (B,(0)-1)+e* )]drsin ox+ &3
0

sin 2x

4

1
B, (0).sin 2x = [((B, (0)—1).e 7"+ )dz.sin.2x+ ® *35inax
0
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esitliginden B, (0)=1 oldugu goriiliir. O halde (5.4) problemin ¢6ziimii

w(t,x) =B, (t)sin2x = (e‘5I (B,(0)-1)+e* )sin 2x = e sin 2x

seklindedir. Denklem (2.2) ifadesini kullanirsak denklem (2.1)’de verilen problemin
¢0zumu

u(t,x)=e".sin2x

seklinde elde edilir.
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2.2. Parabolik Denklemler i¢in integral Kosullu SDP’nin Céziimiiniin Fourier

Yontemlerle Bulunmasi

Bu kisimda [0,1] X (—o0,0) bolgesinde parabolik denklem igin

U, (t,X) =2u,, (t, x)—u(t,x)+(11+18t — 64tx* —32x )e > (2.13)

1
u(O,x):J'e’qu(r, x).dz+e? [Ze’z} O<t<l —o0<X<a
0

Fourier integral doniisimii yontemini kullanarak integral kosullu yerel olmayan sinir
deger probleminin ¢ézlimiinii bulalim.

Problemin ¢6ziimiinii yapabilmek i¢in Fourier integral doniisiimiinti kullanarak soruda
verilen diferansiyel denklemin her iki yanimi da x degisken olacak sekilde doniisiim
uygulayalim.

v(t,s)=F {u(t,s)} (2.14)

notasyonunu ele alalim. Fourier doniisiim 6zelliklerine gore;

F {uXX (t,x)}:(is)ZF {u(t,x)}:(is)zv(t,s),

(F {u, (t,x)})t =v(t,s)
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F {e*zz (12+18t - 640x" ~32° )}
F et | {2t )+ F e ™ (166 -4+ F {20 (16 -4)
(3+ 2t —4t(is)2 —~ 2(is)2 ).F {eszZ}

(3+ 2t + 4ts® + 252 ).F {e’2Xz }

elde edilir. Boylece (2.13) diferansiyel denkleminden

F {u}=2F {u,}~F {u}+(3+2t+4ts?+25*) F {e-zxz}

v, (t.5)=2(is)" v(t,5)—v(t,5)+(3+2t +4ts* + 25° ) F {e‘“z}

v (t,8)+(25° +1)v(t,5) = (3+ 2t + 4ts® + 25 ) F {e‘zxz } (2.15)
elde edilir. (2.15) denklemini ¢6zmek i¢in ilk 6nce

v (t,5)+(2s* +1)v" (t,5)=0

homojen denklemini ele alalim onun ¢6ziimii;

(o)

V' (t,s)=v(0,s)e

olarak bulunur. Bu durumda homojen olmayan (2.15) denkleminin ¢dziimii
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2 t 2 2
v(t,s)=v(0, S)E-t(ZS 1) +Ie‘“‘f)(2s +1).(3+ 2 +47s° +25° )dz.F {e’zx } (2.16)

0

seklindedir.
¢ 2

1(t) = [e® " zdr
0

ve

t
M (D)= [ @9 (3427 + 475" +25%)d oF {e-ZXZ}
0

olacak sekilde ele alinarak integralini hesaplayalim.

ilk olarak

t
I(t)= j e® 7 1 dr
0

integralini hesaplayalim. Kism1 integrasyon basamaklarini kullanarak iglemleri yapalim.

2
e dr=d9

Uu=rt
du = d e(252+l)r
=dqr —
25?2 +1
z__e(232+1)1t t e(sz)
dr

257 41| {2s°+1
0

t

2 2 2
z_.e(ZS +1)t e(ZS +1)7 t.e(ZS +1)t

e(252+1)t 1

- = - +
25 +1  25°+1| 25+l (25°+1)° (25" +1)°

bulunur.

Simdi

t
M (1) = [& &) 3+ 2 +4r.s” +25°) d o F fe™ |
0
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integralini hesaplayalim

2+ T t 2
M (t) = e @ [(3+ 252)e<25 Yor 2+ 432)_|'e(25 7 2 d r}
0

2
e7(252+1)t 3+ ZSZ.e(ZS +1)7
' 2s” +1

t

+(2+4s%).1(1)

, 3+252.e(252+1)t 3+252 t_e(zszu) e(252+l)t 1
g (st ( - +2(1+2s%)

252 +1 2¢7 26241 (252 +1)?
—(2s2+1)t " —(252+1)
22 +1- E.6 - —1le &M ot 22 + 2¢ ;
25°+1 25°+1 25°+1 2s°+1

M (t) =1—e "t 4 2t
olarak bulunur. (2.16) ¢6ziimiinii kullanarak

V(t,s) = v(0,5). 2 M+ M (t).F {e’zxz}

V(t,8) =v(0,5)& " o (1e T 1 2t )F e

elde edilir.

1
v(0,5) = [e"v(z,5)d7 + p(X)
0
V(z,s) =Vv(0,8)e ™ 4+ (1—e @D 4 27) F {e*ZXZ }

v(0,5) =Vv(0,s) = je‘zfe‘(zszﬂ)’dr + j[e‘” 1-e @ 4 27)drdrF {e‘2X2 } +F {e‘zx2 } (2e7)
0 0
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v(0,s) (1—'1[e‘(232+3)’.d Tj = je‘hdr —je‘(252+3)f.dr + Zj e .rdrF {e‘2Xz } +F {e‘zx2 } .(Ze‘z)
0 0 0 0

—(2s2+3) - —(2s2+3) -2z
v(0,s) 1+ - 21 _|&__°€ - T _ et
2s2+3 2s2+3) | -2 —(25°+3) 2

v(0,8)| 1 e 1 :[—e2 +_(252+3) —ez—(—1+ ! DF {e’zxz}+F {e’zxz}.(Zei)

+—_— —
2s2+3 25 +3 25 +3 25 +3

—(25%+43) , —(25%+3)
v(0,s) 1+ez——% =F {e‘zx} 287 +1- 21 48 ——+2e”
25°+3 25°+3 25°+3 25°+3

v(0,s) =1F {e*“z}

bulunur.

Boylelikle

v(t,s) = V(O1 S)_ef(252+1) + (1_ ef(252+1)t + Zt).F {efzxz }
v=Vv(t,s)= (e—(252+1)t 1o @t 2,[) F {e_ZXz }

v(ts)=(1+20)F fe}

elde edilir. Simdi buldugumuz ifadenin her iki yanina da ters fourier doniisiimii
uygulanirsa

u(t,x)=F *{u(t,s)} =F -1{(1+ 2t) F {ez}}

=(1+2t)e™"

seklinde ¢6ziime ulasilir.
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2.3. Parabolik Denklemler icin Integral Kosullu SDP’nin Céziimiiniin Laplace

Integral Déniisiimii Yontemlerle Bulunmasi

[0,1] x[0, 0] bdlgesinde parabolik denklem igin

U (t,x)=2u, (t,x)—u(t,x)+2+2t—2e™ —2xe* —6te *+2xte*  O<t<l O<x<oo

u(0,x) = je‘zru(r, x)dx+[1_§e_2 ](1—e‘X -xe™)  0<x<w (2.17)

0
u,(t,0)=0ve u(t,0)=0, o<t<1

seklinde yerel olmayan problemin ¢6ziimiinii Laplace integral doniisiimii yontemi ile
bulalim.

(2.17) probleminin diferansiyel denkleminde x degiskenine Laplace doniisiimii
uygulanirsa

L {u, (t.X)} =L {2u, (t,x)} - L {u(t,x)} + L {2+ 2t— 26— 2xe ™ —bte " + 2xte "}

2+ 2t
S

(L{u(tx)}) =2(s’L {u(t,x)} -su(t,0)-u, (t,0)) - L {u(t,x)} +

2 2 6t 2t
+

s+1 (s+1) s+l (s+1)

ifadesi elde edilir. u (t, X) fonksiyonu x degisken olarak alinir ise Laplace doniisiimiinii

v(t,s)=L {u (t, X)} ile gosterelim. Buna gore;
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2+2t_ 2 2 6t
s s+l (s+1)2 s+1 (s+1)2

v (t,8)—2s%v(t,s)+V(t,s)=

2+2t 2 2 6t 2t
= - o+

v, (t,s)+(1—282)V(tvS) S s+1_(s+l)2 s+l (s+1)2

olur.
v (t,5)+(1-25% )v" (t,5) =0

seklinde homojen denklemin genel ¢6ziimii burada ¢ keyfi sabit olmak tizere;

olarak bulunur.

Homojen olmayan denklemin 6zel ¢oziimii

v (t,s)=a(s)t+b(s) formunda arayalim. Buradan

V,

{(t:s)=a(s)

2

2 2 _¢| 2 6 2 +g—i+ 2
a(s)+(1-2s%a(s)t+(1-2s )b(s)_t[g_s_ﬂ+(s+l)2] s s+l (s+1)
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a(s)+(1—2$2)b(s):§—SiJr1+(sfl)2

elde edilir. Sonug olarak

a(s)= 2 — 6 + 2
s(1-2s%) (s+1)(1-25%) (s+1)°(1-25%)

b(s) = 2.2 2 2 6 B 2 1
s s+l (s+1)° s(1-2s") (s+1)(1-2s°) (s+1)2(1—232) (1-25)

bulunur. Bulunan a(s)ve b(s) fonksiyonlar1 yerine yazarsak, Ozel ¢oziim;

5 2 |1 3 1
o(t,s)= = 1
v (Ls) 1232L s+1+(s+1)2}

2 |1 1 1 1 3 1
§2

s s+l (s+1)° - s(1-2s%) ’ (s+1)(1-25%) - (s+1)° (1-2s%)

olarak elde edilir. Boylece

s (s+1) (s+1)

v(t,s)_e(lzsz)'t.c+(g— 2 2 2}1

elde edilir. Simdi (2.17) problemi integral kosuluna Laplace doniisiimiinii uygulayim.
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- ‘3‘*: +1.[|_ {I]-L{e™}-L{xe"}

3e?+1f1 1 1
2 s s+1 (s+1)2

olduguna gore integral kosulu

1 -2
v(O,s)—Iez’v(r,s)dr+3ez+l.{l— i _ | }

. s s+1_(3+1)2

seklinde yazabiliriz. Buna gore

et®ho 2 2 2 |
s (s+1) (s+1)

ifadesi yerine yazilirsa

_16721 e_(l_zsz)'tc+ g_ 2 B 2 , T+—3e‘2+1 l_ 1 3 1
v(O,s)—j; [ : (s (s+1) (s+1)2] Jd 2 {S (s+1) (s+1)z]

olur. Buradan

c(e‘3+252 —1)
T 252-3

e—(1—252).o

ve ¢ = 0 oldugu gortiliir. Boylece

40



2 2 2

v(t,S) [g_(s+1) —(S+1)2J.t (2.18)

¢Ozlimiine ulasiriz. (2.18) esitligin her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygularsak
u(t,z)= L‘l{v(t,s)}zL‘l{g}—L‘l 2 s % 1
S (s+1) (s+1)

u(t,x)= (2—2e’X —2xe’x)t

elde ederiz. (5.18) probleminin ¢oziimii

u(t,x)= (2—2e’X —2xe’x)t

olur.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Buradaki boliimde, parabolik denklemler de yerel olmayan sinir deger problemlerin (SDP)
yaklagik olarak c¢oziimlerini yapmak igin fark semalarimin ¢6ziimlerin uygulamalarini ele
alacagiz. Yaklasim ¢oztimleri i¢in Ashyralyev ve Ashyralyyev (2022) makalede alinan kararlilik
sonuglarim kullanacagiz.

Tek boyutlu parabolik denklemler de yerel olmayan bir sinir deger problemi (SDP) ele alalim.
vt—(a(x)vx)x+5v:f(t,x), 0<t<T, O<x<l,
T

v(O, x)=Ia(s)Bv(s,x)ds+q)(x), o<x<lI, (3.1)

v(t,0)=v(t1), v, (t,0)=v,(t1), O0<t<T.

Burada 0 <a<a(x), a(l)=a(0)ve & pozitif bir sabittir. (3.1) problemi v(t,x) fonksiyonu
a(x), Xe(O,l) (X) X e[ ], f(t,x), (t,X), (O,T)X(O,l) sinir - deg@erleri  kullanilarak
Hilbert uzayinda H =L, [0,1] indirgenir.

d dz(x)
= 7 3.2
A dX(a(x) i j+5z(x) (3.2)
seklinde diferansiyel ifade

D(A)z{z 12,z €L, (0,1), z(0)=z(l), z'(O):z'(I)}. (3.3)

olmak iizere A pozitif bir operatdrii tanimlar.

Teorem3.1. (Ashyralyev ve Ashyralyyev, 2022)

T

p() W), (LG ([OTLLON)  ve  [la(s)osIBlL 0000 <1

0
kosullarmnin kargilandigini varsayalim. O halde, (3.1) probleminin ueCy ([O,T], |_2(0,|))

¢Oziimii vardir ve yerel olmayan sinir deger probleminin (3.1) ¢6ziimii asagidaki gibidir.

ol aryom) < Masas I, +1Foryecon | @)

oy *Mlegorpncion) <Mases [ b *1legorsuian *1F Ol oy | @9

Ma, 4,
Ules orpwzion) = Masas ||¢”W22(°") " O!(lb—qoj)

Juls

(3.6)

5 ([0.T].L,(0.1)) + cs ([Tl (0l))
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Burada, Sobolev uzay1 W22 (0, I ) (0,1) tizerinde tanimlanan tiim v(x) fonksiyonlarinin kiimesi
olarak tammlamir ve V(X),V (x),ve V' (x), L,(0,1)’de yerel olarak integrallenebilir

fonksiyonlar olmak iizere W,’ (O, I ) uzayindaki V(X) fonksiyonun normu

ot ore]” fore]

0 0 0

seklindedir.

Ayrica L, =L, [0, |]h ve W22h =W22 [O,l]h

a

( > \7“<x>\2“J

Xe[O,I]h

ve

h h
7=
H W2,

1/2
2
h]

Normlari ile [O,I]h = {Xn =nh,0<n<M, Mh= I}ﬁzerinde tanimlanan 5" (X) = {}/n}:/lzo

Loy, +( Z ‘(yh)xx,j
xe[0,1],

fonksiyonlarinin normlu uzaylari olsun

A’ fark operatorii U,, =U, U, —U, =U,, —U,, , olmak iizere

M-1
Afuh (X) — {_E(am-l un+1h_ un _an un _hun—l]_i_ é‘un} (37)
1

formundadir (Ashyralyev ve Ashyralyyev (2022)).

[0, |]h iizerinde tammlanan u" (x)= {Un}M

.o fonksiyon uzaymnda olan yerel olmayan sinir

N
deger probleminin {UQ (X)}k—o sayisal ¢6ziimii i¢in (3.1), t cinsinden birinci ve ikinci dogruluk

fark semalarini:

k k-1 k k k k
us —u 1 Ur,,—Uu us—u
n n (am-l n+l n a n h n-1 ] SU:: fnk

n

f¥=f(t,x), t.=ks, % =nh, k=LNven=LM-1, (3.8)

U =9, @, =0(x,), neO,M
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k-l k k _ k-1 k-1 k-1 k-1
u u, _i an+1 Upyy — Uy _an u u _i a Unyg — Uy _an Uy Upy 5U +Uu, — fk,
T 2h h h 2h h h 2
fn":f(tk—%,xnj, t =kz, x, =nh, keLN, nelLM-1 (3.9)

ul =g, ¢, =¢(x,), neO,M

k .k k k .k k
Uy =Uy, U —Uj;=Uy, —Uy,,, ke0,

seklinde alabiliriz.

Teorem3.2. (Ashyralyev ve Ashyralyyev, 2022) t ve h yeterince kiigiik sayilar olmak tizere

ao +|a
[' | '“'wﬂaﬂn I <t

oldugunu varsayalim. O zaman (3.8) ve (3.9)’un fark semalarinin ¢éziimleri i¢in asagidaki

kararlilik esitsizlikleri dogrudur:
(Lan) } |

N N
{ue) . +|f5)
k=tlice (L) Lon k=l
+In

1 h h "
{—(uk —Ukl)} < Mabq&{u(p WS, h+7

k=1 C(Lzh)

1 N
Lar-wdl | <M, [uqf

k=1
C7 (Lon)

<M a,b,q,6 |:H¢

(1,

c(LZhJ
c:'(LZh)}

Q n-boyutlu R" Oklid uzayinda bir birim kiip ve S onun sinir;, Q =QU S olsun.

g,

Ikinci olarak, [O,T]XQ bolgesinde (x:(xl,...,xn), O0<x <11<k< n) ¢ok boyutlu
parabolik denklemler de yerel olmayan bir sinir deger problemi (SDP) inceleyelim:

n

ut—Z(aT(x)uXr)xr=f(t,x), 0<t<T, xeQ

r=1

a(s)Bu(s,x)ds+¢(x), xeQ (3.10)

u(0,x)=

O ey, —

u(t,x)=0, xeS, 0<t<T
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Problem (3.10), a,(x)>a>0(xeQ), (p(X)(XeQ)ve f(t,X)(tE(O,T),XEQ) diizgiin

fonksiyonlari igin u(t,x)'e ¢oziimiine sahiptir. Bu, karma problemi (3.10), norm ile Q {izerinde
tanimlanan tiim integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayr H = L, (€2) 'deki yerel olmayan

bir sinir deger problemine indirgememizi saglar. Bu uzayda f fonksiyonun normu

1/2
Il {j [ (x |2dxl...dxn}

xeQ

seklindedir. Etki alani

D(AX):{U(X):U(X),UXr (x),(ar (x)u, )Xr el (Q)1<r Sn,U(X):O,XES}

olmak tizere 6zeslenik pozitif tanimli A* operatorii

Au(x) =—Z(ar (X)u, )X (3.11)

formunda tanimlayalim.

Teorem.3.3. (Ashyralyev ve Ashyralyyev, 2022)

P(X)eW; (Q), f (t,x)eCy ([O,T], L, (Q)) oldugunu ve ﬂa(s)‘ ds||B|.,_,,, <lkosulunu

0
sagladigini varsayalim. O halde, (3.10) probleminin ueCy ([O,T], L, (Q)) ¢oziimii vardir ve

lokal olmayan (3.10) sinir deger probleminin ¢6ziimii asagidaki kararlilik esitliklerini saglar:

”u”c(\o,T\,Lz(Q)) = Ma,b,qﬁ |:||¢||L2(Q) +|| f ||C\0,T\,L2(Q):|’ (3.12)

”U ” c(loT|L(2 ”U“ c(joT|wf () = Ma,b,qﬁ |:||¢||W22(Q) +” f ”c\o,T\,LZ(Q) +Hf (O)HLZ(Q):|’ (3.13)

abqé

cs (lo.Tws (@ < abq5”(p”w )

(3.14)

U

cg (0T Ly (@ C (0. Lo (22) °

Burada, Sobolev uzayi sz (Q), tim ikinci dereceden kismi tiirevler U, ,r=1...,nile

L, (Q)ﬁzerinde tanimlanan ve lizerinde integrallenebilen tiim u fonksiyonlarmin kiimesi olarak

tanimlanir,
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X Xp

1/2
dx1 .adx J

Problem (3.10) sayisal olarak iki asamada ele alinir.

(J. XJQVZ—:
Q, ={x=x,=(hm,...hm ),m=(m,..,m),0<m <M hM =Lr=1..,n}
Q =0, NQ S, =0, NS

X e e
A, operatdrii

_—Z( ) N (3.15)

tim X € S, icin U"(X) = 0 kosullarini saglayan u"(X) fonksiyonlarmnin iizerinde tanimhdur.
A, ile

vt X)+ AVt X) = T (t,x), 0<t<T, xe
Vh(O,X):Ia(S)Bth(S,X)dS+¢h(X), X e (3.16)

sonsuz bir diferansiyel denklem sistemi i¢in lokal olmayan sinir deger problemine ulasiriz.
Problem (3.16), t cinsinden

U (X) U4 (%)

T

+ AU (X) =g (X)
o (x)=f(t.x), t, =kz, 1<k<N, xeQ, (3.17)

iy () - 20800 2T D) 3

Zoz(ti )BU (X)z+¢"(X), Xxen
i=1
burada birinci mertebeden dogrulukla fark semasi ve

U ()~ ()
T

2 AL (X)+ 2 AU (X) = (%)

gok“(x):fk(tk—g,xj, t =kz, 1<k <N, xeQ, (3.18)

ug(x):""(0)B“g(x);a(T)“E (T)r+§a(ti)8uih(X)r+(ph(x), xe
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formundaki ikinci mertebeden dogrulukla fark semasi ile degistirebilir.

Sonucu formiile etmek i¢in, Xen {izerinde tamimlanan tiim fonksiyonlarinin

(Dh( ) (hlrnl 2 h, n)uzaylnl L, = Lz(Qh) ile belirliyoruz ve normu

1/2
'L, <[ Sk core]

seklinde tanimliyoruz.

Teorem3.4. (Ashyralyev ve Ashyralyyev, 2022) 1 ve |h|= \/ h? +hZ +...+h’ yeterince kiigiik

sayilar olmak {izere

EESR

kosul saglansin. (3.17) ve (3.18) fark semalarin ¢6ziimii i¢in asagidaki kararlilik esitlikleri

N N
{uf}k=1 ) < Ma,b,q,5|: : A +H{ fkh}k:l C;’(Lzh)},
1w oyl
{;(UK _u“)}k‘l C(Lan) ) abq{ |h|+T

1 h h " h
fuf | smale

C(Lon)

{ fkh }I'(\l:l

Cf('—zh):|.

et

47



3.1. Parabolik Denklem icin Integral Kosullu Lokal Olmayan Problemin sayisal
¢oziimil

Bu boliimde; 1. mertebeden fark semasini ve ayrica 2. mertebeden olan iki adet fark
semasini kullanilarak yerel olmayan parabolik sinir deger probleminin (SDP) ¢oziimiinii ele
alacagiz ayrica test Orneklerde sayisal coziimleri ele alinacaktir. MATLAB kodlar
kullanilarak fark semalarmin ¢éziimleri ele alinacaktir.

3.1.1. integral kosullu Bir boyutlu parabolik denklem icin fark sema

Ornek 3.1. Parabolik denklem icin integral tipindeki yerel olmayan sartli ve Neumann
sinir kosullu

u, (t, x) — (3+2cos x)U, +2sinxu,(t,x)+u(t, x) = f(t,x),

f(t,x) =e* cos x(2+2cos x) —e*.2sin* x
1
u(0,x) = %jezs.u(s, X)ds +w(X), (3.19)
0
e* 1
X)=cosX|1l+———|,
vx) ( 12 12}

u,(t,0)=0,u,(t,7) =0

seklindeki sinir deger problemine bakilacaktir.
Coziim:

u(t,x)=e*cosx fonksiyonu (3.19) simr deger problemi gergek ¢oziimiidiir. (3.19)

probleminin yaklasik ¢6ziimii igin (3.17) denkleminin birinci dereceden dogrulukla fark
semasini ele alalim.

ket Ut oyt g UL gkt
U Gy —(3+2COSXn)( S n_1)+25in XHM+ur‘flzf(tn,xk)
T h 2h
n=1..M-1vek=1,..N
" o (3.20)
ul==>e"ulr+cosx,|1+—-—| n=0,.M
35 12 12
u‘=us,  us=us,,  k=0,.N
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burada

0 0 0

un—l un+1 un

U, = ' Uy = ' u,=| :
N N g
n-1_l(N+1)x1 N+l |(N+1)x1 n

olmak tizere (3.20) denklem sistemi asagidaki gibi
n=1,....M-1

A1un+l + Bnun +Cnun—1 = Inlr//n s

U, =u,, Uy, =Uu,,_, matris formunda yazilabilir.

(N+1)x1

(3.21)

Burada y,,(N+1)x1 seklinde verilen siitiin matris, | ,(N+1)X(N+1)seklinde verilen

birim matris, A,,B, ve C,, (N+1)x(N+1) seklinde verilen kare matrisler

o 0 - 00
a, 0 0 0
A1: o : ,
0 0 0
100 a, 0
"o 0 01
C, 0
C,=|: : :
0 0 0
| 0 c, O]
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1 _el—2t1 r _e2—2t2 T e —p g _gvlp g2y T_
b, s 0 0 0 0
0 b s 0 0 0
B, = . : 1
0 0 0 0 0
0 o0 0 b, 0
0 0 0 b, s |

__(3+2cosXx,) +sin X,

" h? h
bn:—1+(3+2C25X")'2+1
T h
__(8+2cosx,) 2sinx,
! h? 2h
1
s==
T
v
w,=| :
N
Yn (N+1)x1
et 1

O —cosx (l+———),n=1,...ve M -1
Vn o)

12
w=1(t,x)k=,..N,n=1..ve M -1

Simdi (3.20) fark denklemlerini numerik ¢6ziimii i¢in diizenlenmis Gauss eliminasyon
metodunu kullanacagiz (Samarskii, 2001)

Yani

a, =1, B,(N+1)x1 tipinde sifir siitiin vektori,

a,,(n=2,...,M -1),(N +1)x(N +1) seklinde verilen kare matris ve
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B,,(n=2,..,M-1),(N+1) x1seklinde verilen siitiin matrisi olmak iizere, (3.21) denklem

sistemin ¢oziimii

u, =a,,,u

+

n+1~'n+l

Seklinde arayacagiz.

Buna gore,
Qg = _(Bn + Cnan)ilp\ﬂ
ﬂn+l = (Bn +Cnan)71(|n¢n _Cn:Bn)
ve
Uy =Uy =(Ay4+Bus +CM—laM—1)71(I w-1¥m1—CuiBus)
olur.

(N,M) farkli degerleri i¢in

Eu;y = max (Mz_l(u(xn,tk)—unk)thz

<k<N-=:
1<k<N-1 il

normu ile hesaplanir.

Tablo 1. (3.20) BMDFS’nin hata analizi

Hata/(N,M) (10,10) (20,20) (40,40) (60,60) (80,80)

Euy 0.11947 0.059838 0.030508 0.020514 0.015457

Bagil Hata ~ 0.12353 0.06012 0,03489 0.020492 0.015441

Tablo.1” de gordigiimiiz gibi N ile M degerleri iki kat arttiginda hata degerleri yaklagik
olarak 1/2 oraninda azalir. Tablodaki N ve M degerleri kullanilarak, (3.20) BMDEFS’ nin
yaklasik ¢Oziim grafigi, (3.19) problemi igin gercek ¢oziim grafigi verilen farkli
degerlere gore sirasiyla, Sekil.1’de, Sekil.2’de, Sekil.3’de, Sekil.4’de, Sekil.5’de,
Sekil.6’da, Sekil.7’de ve Sekil.8* de gdsterilmistir
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10 i¢in (3.20) BMDFS nin yaklasik ¢6ziim grafigi

Sekil 1. N=10,M

10 i¢in (3.19) Probleminin ger¢ek ¢oziim grafigi

Sekil 2. N=10,M
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1.nci mere20 M=20

05~

10

X axis 00 t axis
Sekil 3. N=20,M=20 i¢in (3.20) BMDFS nin yaklasik ¢6ziim grafigi

gergek gcozim

1 .\i_.-"".“..lll

10

¥ axis 0 0 t axis

Sekil 4. N=20,M=20 i¢in (3.19) Probleminin gercek ¢6ziim grafigi
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1.nci meredD =40

- 20
10

¥ axis 0 0 t axis

Sekil 5. N=40, M=40 i¢in (3.20) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziim grafigi

gergek gozim

IIIII

30

20

X axis 0 o t axis

Sekil 6. N=40, M=40 i¢in (3.19) Probleminin gergek ¢6ziim grafigi
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1.nci merebD W=B0

g0

40

% axis 0 0 e

Sekil 7. N=60, M=60 i¢in (3.20) BMDFS’ nin yaklasik ¢oziim grafigi
gercek ¢cozim

40

X axis 0 o t axis

Sekil 8. N=60, M=60 i¢in (3.19) Probleminin gergek ¢oziim grafigi
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3.1.2. integral kosullu iki boyutlu parabolik denklem icin fark sema

Ornek 3.2. Parabolik diferansiyel denklem igin

U, —(3+2x)u, +2u, —u, +u=f(t,x,y)
f(t,x,y)=ey*(y-1)*(-16x° - 24x* +36x+6) —e “x*(x=1)° y*(y -1)* —e *x*(x-1)*(12y* -12y +2)
0<x<1, 0<y<1

u(o,x, Y)=%J1.EZS.U(S, X, y)ds +¢(X, y) (3.22)
ol y>=x2(x—1>2y2<y—1)2(§‘e?j
u(tLy)=0, u(t0y)=0

u,(t,x,)=0, u,(tx0)=0

seklinde iki boyutlu Neumann kosullu ve lokal olmayan sinir deger problemine
bakacagiz.

Coziim:

u(t,x,y) =e?'x*(x-2%y*(y-1> fonksiyonu (3.22) probleminin ger¢ek ¢oziimiidiir.

_.,
=
I
—
=
<
3
<
‘\/
=~
Il
o
>
I
o
3
I
o

burada (3.22) denkleminde verilen lokal olmayan parabolik sinir deger problemini
(SDP) yaklasik ¢oziimiinii bulabilmek i¢in (3.18) denklemine verilen fark semasini
kullanalim.

u::ri_url;,n _ (3+2Xm)(u:w+1,n _zu:q,n +url1(1—1,n) 2url;+1,n _u:]—l,n _ url:1,n+1_2urll(1,n +u:1,n—1) +Uk _ fk
T h2 2h hz m,n m,n
1<k<N-1 1<nm<M -1 (3.23)
18 o 13 ¢*
u ==Y el raxd(x —1)2yA(y. -1 = -—
312(; 3T+ X (% =D Y2 (Y D) [4 .
elde edilir.
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(3.23) fark problemi (3.21) matris formunda

1. M-1

TIO)!
{Phun+l +Bu,+Cu,, =I1f", n
U = Uy, Uy =Uy,

seklinde yazabiliriz.

(3.24)

Burada K=(N+1)(M+1) olmak {izere An, Bn, Cn, I, KXK tipinde kare matrisler ve I birim

ic £
matris f™,u_,,u.,u

n+1°>

[ ¢0 0 0
fO,n uO,n+1 uO,n
N N N
f0 n u0,n+1 uO,n
0 0 0
f1,n ul,n+1 ul,n
n_ : _ : _
f - f N ' un+1 - N ’ un - N
1,n ul,n+1 l"Il,n
0 0 0
fM,n uM,n+1 uM,n
N N N
f u u
L M. _kxa LM+l ke L "M.n
ve
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K x 1 tipinde siitiin matris matrisler

Kx1



[0 0 0 0]
0 D 0 O
A]ZCI’]: Bn:
0 O 0
100 - 0 0],
1 1
a=—-—b=-="+—=+1r==
h? r h? T

enn=Le,=-tz, k=1..,N
Diger durumlar icin i =2, N olur.
ena=L &,=-tz, k=1...,N
£ (B X Y ) k=1, N+1,

f =Wnn NM=1..,M-1

D=diag(0,a,a,...a,0), 0=0,, .
R= I(N+l)><(N+1)

yukarida verilen matrislerden

Au . +Bu +Cu_, =If" denklemi

_u((J),n+1_
N 'R 0 O 0 0

r T u0n+1
0 07| 0 0 0 0
of "l o o 0

...... u“; 4l

0 0 off“| 1o 0 o E 0
0 0 o ol /" |]o 0o o 0 E
Bieal 1o 0 0 0 0

_ul\N/I,n+1_

biciminde yazilir.

u =a..u.+B

n "~ “n+l¥n+l n+l?

A = _(Bn +Cnan )71 Aﬂ
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n=M —1,..1 olacak bi¢imde ¢dziimii arayacagiz. O zaman

Jkxk

=1f ™



B..=(B,+C,a,) " (I,%¥,~C,B,), n=1...,M -1

Uy =Uy, :(Aw +B, +CnaM—l)_l(IM—l fM—l_CnBM—l)

seklinde yazilir.

MATLAB programi {izerinde diizenlenmis Gauss eliminasyon metodunu kullanarak (3.23) fark
probleminin ¢&ziimii hesaplandi.

1/2

n=1 m=1

Eu,, = max (le (Mi(U(xn,ym,tk)—Uﬁ,mJ hzj

Formiilii ile hata hesaplanarak farkli (N,M) degerleri i¢in sonug bulunmus olur.

Tablo 2. (3.23) BMDFS’nin hata analizi

Hata/(N,M) (10,10) (20,20) (40,40)

Eul 0.6075 0.2957 0.16547
M

Yukaridaki tabloda gosterildigi gibi N ile M degerlerini 2 katina ¢ikarinca yaklasik hata
degeri 2 oraninda azalmigstir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Yapilan tez ¢aligmasinda, Parabolik Denklemler i¢in integral kosullu SDP ¢oziimlerinin
klasik yontemlerle bulunmasi incelenmistir. Ayrica Parabolik denklemler i¢in integral tipindeki
yerel olmayan sartli ve Neuman sinir kosullu problemin bir boyutlu ve iki boyutlu olarak 1.
dereceden ve 2. dereceden fark semalarina bakilmustir.

Sonug 1: [0,1] X [O, 7[] tanmiml bolgedeki parabolik denklem igin

u, (t,x) =u, (t,X)—u(t,x)+R(t,x), u(t,0)=0 u(t,x)=0

u(0,x)=k(z)u(zx)dzr+A(x),

O L

formundaki denklemin ¢6ziimiine Fourier seri yontemi kullanilarak ulagildi.

Sonug 2: [0,1] X (—oo, oo) tanimli bolgedeki parabolik denklem

u, (t,x) =2u,, (t,x)—u(t,x)+R(t,x)

1
u(0,x) =Ik (x)dz+A(x)
0

formatindaki SDP’nin Fourier yontemler yontemi ile ¢oziimii yapildi.

Sonug 3: [O,l] X [O, oo] bolgesinde parabolik denklem

u, (t,x) =2u,, (t,x)—u(t,x)+R(t,x)
u(0,x :jk (7,x)dx+A(x)

u, (t,0)=0 ve u(t,O):O sartlar1 altindaki SDP’nin Laplace integral diniisimi yolu ile

¢Oziime ulasilmstir.

Sonug 4: U, (t,x)—y(x)u, (t.x)+y"(x)u,(t,x)+u(t,x)—=R(t,x)

k=0 igin

Ox:j u(s,x)ds+A(x)

O

60



x=0 icin u,(t,0)=0 ve x=x igin u(t,7)=0

Seklinde integral tipi yerel olmayan sartli ve Neumann sinir kosullu bir boyutlu parabolik
denklem i¢in birinci dereceden fark semasi kullanilarak gergek ¢oziim ve yaklasik ¢éziim

arasindaki farkin ne oranda oldugu arastirilmistir ve ¢oziimii yapilmstir.

Tiim bu ¢aligmalar yapilirken kullanilan birinci dereceden fark semasi ise

olarak kullanilmustir.

Sonug¢ 5: Parabolik diferansiyel denklem igin

U (t, %, ) =y (X)u, (8. X, y)+y' (X)u, (t,x, y)—u, (t,x, y)+u(t,x,y) =R(t,x,y)

Seklinde iki boyutlu Neumann kosullu ve yerel olmayan SDP’nin 2. Dereceden fark semasi
kullanilarak ¢éziimene ulagilmistir. Kullanilan 2. Dereceden fark semasi

u? (x)—uf, (x)-=(Bauf (x)+Bjuf, (x)) =R (x)
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R.(x)=1"(t_.x), t, =k, k=1..,N N, =1 xeQ,

ot (-3t JEfur 0 ) w9

j=1

ile ¢6ziime ulasilmistir.

Sonu¢ 6: yapilan Ornek calismalarda parabolik yerel olmayan SDP’nin matlab kodlar
kullanilarak yaklasik ¢oziimleri bulunmustur.

Sonuc¢ 7: Birinci ve ikinci mertebeden denklemlerin fark semalariin yaklagik ¢oziimleri ile
problemlerin gercek coziimleri ve bu ¢oziimlerin grafikleri bulunmustur. Ulasilan sonuglar
bilimsel olarak desteklenmistir.

Bu tezdeki sonuglarla farkli sartlarda olusturulan parabolik kismi diferansiyel denklem
tiirlerini incelemeye katki saglanmigtir.
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EKLER

Ek 1. Ornek 3.1’ in Sayisal Coziimii icin MATLAB Program Kodlari

function pr(N,M)
% Computers numerical solution of the equation
% ut-(3+2*cos x)u_{xx}+ 2*sin x *u_{x}+u=ftx ;
if nargin < 1; end;
close;close;
%%%%%%%%%%%%%%%% first order
%%%%%%%%%% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% 1
tau=1/N; h=pi/M;
A=zeros(N+1,N+1,M+1);
B=A;
C=A;
for k=1:N+1
t(k)=(k-1)*tau;
end;
for n=1:M+1;
x=(n-1)*h;
for k=1:N;
A(k,k+1,n)=-(3+2*cos(x))/h"2+ sin(x)/h;
C(k,k+1,n)=-(3+2*cos(x))/h"2- sin(x)/h ;
B(k,k+1,n)=1/tau+2*(3+2*cos(x))/h"2+1;
B(k,k,n)=-1/tau;
end;
B(N+1,1,n)=1-tau/6;
B(N+1,N+1,n)=-exp(-2)*tau/6;
for j=2:N;
B(N+1,j,n)= - exp(-2*t(j))*tau/3;
end;

end
R=eye(N+1,N+1);
fii=zeros(N+1,M+1);
for n=1:M+1;

x=(n-1)*h;

for k=1:N;

fii(k,n)=f(t(k),x);

end

fii(N+1,n)=fi(x);
end
alphaf{1}=R;
bethaf{1}=zeros(N+1,1);
for j=2:M;
Q=inv(B(:,:,j)+C(:,:,))*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A(:,:.));
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1}));
end;
U=zeros(N+1,M+1);es=U;
Ql=inv(A(:,;,M)+B(:,;,M)+C(:,:,M)*alphaf{M});
U(;,M+1)=Q1*(R*fii(:,M)-C(:,:,M)*bethaf{M});
for j=M:-1:1;
U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j};
end;
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%\%\%\%\%\Ger¢ek ¢6ziim \%\%\%\%\%\%\%\%
for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

x=(n-1)*h;

es(k,n)=exp(-2*t(k))*cos(x);

end;

end;

% Output;

format(‘shortG");

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(U)) ;
maxerror=max(max(abs(es-U)));
relativeerror=max(max((abs(es-U))))/max(max(abs(U)) );
display(['N=",num2str(N)," M=",num2str(M)])
cevapf=[maxerror,relativeerror]

%GRAPH OF THE SOLUTION for first order;

strl=strcat('l.nci mere',num2str(N)," M=',num2str(M));

figure; surf(U); title(strl);xlabel('t axis");

ylabel('x axis'); rotate3d ;

figure; surf(es); title('gergek ¢oziim'); xlabel('t axis'); ylabel(*x axis');rotate3d ;
%%%%%% %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% %% %% %% % %% % %% % %% %
%8

%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%

function rx=fi(x)

rx=(1+exp(-4)/12-1/12)*cos(x);

function rsftx=f(t,x)

rsftx=exp(-2*t)*(2+ 2*cos(x))*cos(x) -exp(-2*t)*2*sin(x)*sin(x);
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Ek 2. Ornek 3.2.” in Sayisal Coziimii icin MATLAB Program Kodlar1

function reversel_int_3d(N,M)

% Computers numerical solution of the equation
% ut(t,X,y)+(1+2*x)"2 u_{XxF(t,X,y)+4*(1+2*x)u_{x}(t,x,y)+u_{yyHt,x,y)-u =ftx(t,x);
%u(1,x,y)=int[0:1] (exp(-2gam)*u(gam,X,y)+ksi(x,y)
%u_{x}t,0,y)=0,u_{x}(t,pi,y)=0
%u_{y}(t,0,y)=0,u_{y}(t,pi,y)=0

if nargin < 1; end;

close;close;

%%% first order %%%

T=1;

tau=T/N; h=pi/M;

%%% First step FIRST ORDER ACCURACY %%%%Calculation V
NK=(N+1)*(M+1);
A=zeros(NK,NK);B=eye(NK,NK);C=A;
a=1/h"2;b=-1-1/tau-4/h"2;r=1/tau;

for j=2:M;

x=(j-1)*h;

ii=(N+1)*(j-1);

for i=ii+2:ii+N+1;

A(i,1)=1/h"2;

C(i,i)=1/h"2;
B(i,i)=-1/tau-(2*(1+2*x)"2+2)/h"2-1;
B(i,i-1)=r;
B(i,i+M+1)=(1+2*x)"2/h"2+2*(1+2*x)/h;
B(i,i-M-1)=(1+2*x)"2/h"2-2*(1+2*x)/h;
end;

B(ii+1,ii+N+1)=1,;

for k=1:N;

t=(k-1)*tau;

B(ii+1,ii+k)=-alf(t)*tau;

end;

end;

R=eye(NK,NK);

fii=zeros(NK,M+1);

for m=1:M+1;

x=(m-1)*h;

for j=1:M+1,;

ii=(N+1)*(j-1);

y=(j-1)*h;

for k=2:N+1;

t=(k-1)*tau;

fii(ii+k,j)=rsf(t,x,y);

end;

fii(ii+1,))=ksii(x,y);

end;

end;
alphaf{1}=R;bethaf{1}=zeros(NK,1);

for j=2:M

Q=inv(B+C*alphaf{j-1});
alphaf{j}=-Q*A;
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-C*bethaf{j-1});
end;

V=zeros(NK,M+1);
Ql=inv(A(:,:)+B(:,:)+C(:,:)*alphaf{M});
V(:,M+1)=Q1*(R*fii(:,M)-C(:,:)*bethaf{M});
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for j=M:-1:1

V(: j)=alphaf{j}*V(:;,j+1)+bethaf{j};
end

Vf=zeros(N+1,M+1,M+1);
Ve=zeros(N+1,M+1,M+1);

for n=1:M+1;

x=(n-1)*h;

for j=1:M+1,;

ii=(N+1)*(j-1);

y=(@j-1)*h;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;
Vi(k,n,j)=V(ii+k,n);Ve(k,n,j)=exactu(t,x,y);
end;

end;

end;

ftv=Vf-Ve;

fv=zeros(N+1,1);

for k=1:N+1;

s=0;

for n=1:M+1;

for j=1:M+1,;

sv=ftv(k,n,j);

S=S+SV*sy,

end;

end;

fv(k,1)=s"(1/2)*h*h;

end;

maxerrorv=max(fv);
cevapl=[maxerrorv]

%%% SUB FUNCTIONS %%%
function ksi=ksii(x,y)
ksi=cos(x)*cos(y)*(exp(-2)+exp(-4)/4-1/4);
function extxu=exactu(t,x,y)
extxu=exp(-2*t)*cos(x)*cos(y);
function al=alf(t)

al=exp(-2*t);

function rsftx=rsf(t,x,y)
rsftx=-(4+(1+2*x)"2)*exp(-2*t)*cos(x)*cos(y)-4*(1+2*x)*exp(-2*t)*sin(X)*cos(y);
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