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OZET

Bu ¢alismada kesirli parabolik kismi diferansiyel denklemlerde kaynak belirleme
problemi iizerinde duruldu. Kesirli diferansiyel denklemler, Laplace doniisiimii, Fourier
doniistimii ve Fourier serileri yontemleri, sonlu fark yontemleri ve kaynak belirleme
problemleri ile ilgili kavramlar ve tanimlar verilmistir.

Bir boyutlu kesirli parabolik kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in Laplace
doniisiimii, Fourier doniisiimii ve Fourier serileri yontemleri uygulandi. Orneklerde
kaynak belirleme problemi ¢6ziimii i¢in algoritma sunulmustur.

Ayrica bir boyutlu kesirli parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in kaynak
belirleme problemine birinci mertebeden sonlu farklar semasi uygulanmustir.

MATLAB programu ile test drnekte kesirli parabolik kismi diferansiyel denklem
icin kaynak belirleme probleminin yaklasik ¢oziimiinii gosteren sonlu fark semalarinin

hatalar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli tiirev, Fourier serileri, Integral déniisiim

yontemleri, Sonlu fark semasi, Yaklagim hatasi

A



ABSTRACT

This work focused on the problem of determining the source for fractional
parabolic  differential equations. Concepts and definitions related to fractional
differential equations, Fourier series, Laplace and Fourier transform methods, finite
difference methods and source determination problems are given.

For the solution of one-dimensional fractional parabolic partial differential
equations, Laplace transform, Fourier transform and Fourier series methods are used.
Algoritm of solving source 1dentification is described on simple examples.

In addition, a first-order of accuracy finite difference scheme is applied to the
source determination problem for fractional parabolic equation.

In the test example of source determination problem for parabolic fractional
partial differential equation error analysing of approximate solution is carried out by

using MATLAB program,

Keywords: Caputo fractional derivative, Fourier series, Integral transform

methods, Finite difference scheme, Approximation error
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bu calisma o6zellikle Fizik, Matematik, Miihendislik gibi bilim dallarinda veya
mekanik, dinamik gibi konularda kullanimi giin gegtik¢e artan ve buna bagl olarak
daha fazla calismanin yapildigi bir alan olan kesir mertebeli diferansiyel denklemler
tizerine yapilmistir. Bir boyutlu kesirli parabolik kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii
icin klasik yontemler kullanilmistir. Ayrica Laplace donilisiimii, Fourier doniisiimii ve

Fourier serileri yontemleri uygulanilan érnekler sunulmustur.
Calisma olusturulmadan 6nce genel kavramlar ve tanimlar verilmistir.

Akgiil, A., Inc, M. ve Baleanu, D.,2017 yilinda yaymladiklar1 makalelerinde

degisken mertebeli kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri lizerine caligmiglardir.

Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, PE, 2004 deki makalelerinde kismi diferansiyel

denklemler i¢in yeni fark semalar1 {izerine ¢alismislardir.

Ashyralyev, A. 2009 ‘da ki makalesinde kesirli tiirevler ve operatorlerin kesirli

kuvvetleri lizerinde durmustur.

Ashyralyev ve Dal, 2012 makalede sonlu fark ve iterasyon metotlarini kullanarak
a =1/2 i¢in kesirli hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin Neumann kosuluna bagl

yaklagik ¢oziimiinii caligmistir.

Ashyralyev ve Uygun, 2012 makalede bir kesirli parabolik denklem i¢in zamana
bagli kaynak belirleme probleminin kararlilik tahminleri operator teorisi yaklasimi
yontemi kullanilarak elde edilmistir ve problemin yaklasik ¢ozlimleri i¢in fark semalari
incelenmistir.

Ashyralyev, A. ve Modanli, M., 2015 deki tez c¢alismasinda telgraf kismi

diferansiyel ve fark denklemleri i¢in bir operatér yontemini kullanmistir.



Aslefallah, M., Rostamy, D. ve Hosseinkhani, K.,2014 yilinda yayinladiklari
makalelerinde zaman-kesirli diferansiyel difiizyon denklemini teta yontemiyle ¢dzme

konusuna odaklanmislardir.

Cakir, 2012 makalesinde Dirichlet-Neumann kosullari ile kesirli parabolik kismi

diferansiyel denklemler i¢in fark semalarinin kararliligini incelemistir.

Chen, H., Xu, D., Cao, J. ve Zhou, J.,2017 deki g¢alismalarinda {i¢ boyutlu
fraksiyonel evrim denklemi i¢in geriye doniik Euler alternatif yon ortlik fark semasi ile

ilgilenmislerdir.

Celik, C. ve Duman M., 2012 “ de ki makalelerinde Riezs kesirli tiirevli denklem

icin Crank-Nicholson yontemini kullanarak hesaplama {izerinde durdu.

Diizgiin, 2017 yiiksek lisans tezinde non-lineer kesirli kismi diferansiyel

denklemlerde ¢6ziim icin gelistirilmis F-acilim teknigi uygulanmaistir.

Gorial, 2011 deki makalesinde Riesz uzayi kesirli tiirevli reaksiyon-dagilim

denklemi i¢in sayisal yontemler lizerine ¢alist.

Higdurmaz, 2020 doktora tezinde kesirli tiirevli Shrondinger diferansiyel
denklemleri i¢in baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢6ziimlerinin yaklasik degerlerini

hesaplamak i¢in fark semalar1 olusturmus ve kararlilik analizlerini yapmustir.

Jafari, H., Gejii, Vs, 2006 daki birlikte yayinladiklar1 makalelerinde lineer ve
lineer olmayan fraksiyonel diflizyon ve dalga denklemlerinin adomian ayristirmasiyla

¢Oziilmesini incelemislerdir.

Joaquin ve Santos, 2011 makalesinde Caputo formunda fraksiyonel difiizyon ve

difiizyon dalga denklemlerini ¢6zmek i¢in agik fark yontemi kullanmistir.

Karatay, I., Bayramoglu, SR ve Sahin, A., 2011 deki yayimnladiklar1 makalelerinde
yerel olmayan kosullu zaman kesirli 1s1 denklemi igin ortiili fark yaklagimini

calismislardir.

Karatay, I., Bayramoglu, SR ve Sahin, A.,2013 de yaymladiklar1 makalelerinde
Crank-Nicholson yontemine dayali zaman kesirli 1s1 denklemi i¢in yeni bir fark

semalarimi kullanmislardir.



Karatay, 1., Kale, N. ve Bayramoglu Erguner, vs. , 2014 yilinda yayinladiklari
makalelerinde matris metodu ile sonlu kismi diferansiyel denklemlerin kararliligi ve

yakinsamasini incelemislerdir.

Kilbas, Sristava ve Trujillo, 2006 makalesinde kesirli diferansiyel denklemlerin

teorisi ve uygulamalari iizerine durmustur.

Kumar, S.,2014 deki makalesinde kesirli telgraf denklemi i¢in Laplace doniisiimii

araciligiyla yeni bir analitik modelleme iizerinde durmustur.

Modanli, M. ve Akgiil, A., 2017° deki tez ¢alismasinda Ikinci dereceden kismi

diferansiyel denklemlerin iki dogru yontemle ¢oziimii lizerine durmuslardir.

Modanli, 2018 makalesinde kesirli telegraf kismi diferansiyel denklemlerde sonlu

fark semas1 yontemi ile niimerik ¢6ziimiinii aragtirmistir.
Murio ve Meja, 2008 makalesinde Caputo kesirli tlirevleri {izerine ¢alismistir.

Srivastava, Awasthi ve Tamsir zamana bagl kesirli mertebeden Caputo hiperbolik
telegraf denkleminin niimerik sonu¢larim1 RDTM (Reduced Differential Transform

Method) metoduyla bulmustur.
Singh, Gupta ve Rai, 2011 makalesinde kesirli biyois1 denklemlerinin sonlu
farklar yontemi ile ¢6zlimii lizerine calisma yapmustir.

Su, L., Wang, W. ve Yang, Z.,2009° da yaymladiklari makalelerinde kesirli
adveksiyon-difiizyon denklemi i¢in sonlu fark yaklasimlari iizerine ¢alismalar

yapmiglardir.

Szekeres, B. ve Izsak, F., 2018 de sunduklari makalelerinde Neumann simir

kosullari ile kesirli difiizyon denklemleri i¢in sonlu farklar yontemini uygulamiglardir.

Tadjeran, C., Meerschaert, MM ve Scheffler, HP, 2006, kesirli difiizyon denklemi

i¢in ikinci dereceden dogru sayisal yaklasimi tizerinde ¢aligmislardir.

Zhang, 2011 makalesinde uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklemler igin

sonlu fark yaklasimlari ¢aligilmistir.

Zhang ve Xu, 2011 makalesinde kesirli diflizyon denklemi i¢in ters kaynak

problemi {izerine ¢alismistir.



Cannon ve Yin, 1990 makalesinde bazi ters parabolik problemlerin ¢oziimleri

lizerine ¢alismistir.

Ashyralyev ve Erdogan 2011 de sunduklari makalelerinde Dirichlet bir boyutlu
parabolik denkleminde sag tarafi Dirichlet kosullari ile tekrar yapilandirirken ters
problemin sayisal ¢oziimlerini de sundular. Calisma fark semalarinin bir ve ikinci

mertebeden ¢ozlimlerinin tizerine zorlu kararlilik tahminleri Sunmustur.

Ashyralyyev ve Demirdag, 2012 makalede parabolik denklem igin bir kaynak
belirleme probleminin iyi tanimlilig1 arastirilmis ve bu ters problemde yaklasik ¢6ziim

hesaplamak tizere bir ve ikinci mertebeden fark semalar1 sunulmustur.

Ashyralyyev ve Akkan, 2020 makalede Dirichlet sinir kosullar1 ile ¢ok boyutlu
ters parabolik denklemler igin lokal olmayan ¢ok noktali problemlerin yaklagik ¢oziimii

icin ikinci mertebe dogrulukla fark semalar1 uygulanmastir.

Ashyralyyev, 2020 makalede lokal olmayan ters parabolik problemi integral

kosullu ¢6zmek i¢in sonlu farklar yontemi kullanmustir.

Dehghan, 2001 yilinda sundugu makalesinde kaynak kontrol parametresiyle
birlikte diftizyon denklemiyle ilgili ters problemi incelemis bununla beraber kontrol

parametresi atamak iizere gesitli sonlu fark semalar1 kullanmistir.

Kalmenov ve Shaldanbaev (2010), ters 1s1 probleminde ¢oziiniirlik 6l¢iitlerini
kullandilar. Bu kapsamda lineer operatdr teorisi yontemleri kullanilarak limit deger
problemine bir kesin ¢éziimiin varlig1 i¢in kistas olusturmaya caligtilar. Calismadaki
yontemin geleneksel yontemlerden temel farki, Hilbert uzayinda verilen matematiksel
fizikteki bircok baska calismadaki oldugu gibi, diferansiyel bir denklemden &te bir

operatOr olarak degerlendirilmesidir.

Ismailov ve Kanca 2011 yilinda sunduklar1 ¢alismalarinda yerel olmayan sinir ve
iist belirli kosullarla 1s1 denkleminin ve {ist zamana bagl (ters) 1s1 kapasite katsayisini
bulma probleminin ¢dziimii ile birlikte ele aldilar. Bu ¢alismada igerik ile ilgili varlik ve
teklik teoremleri ispatlanmig bununla birlikte ters problemde sayisal ¢oziimle ilgili

birkag fikrin 6rneklerini sunmuslardir.

Mohebbi ve Abbasi, 2015 deki ¢alismalarinda bilinmeyeni kontrol parametresi ve

bilinmeyen ters bir parabolik problemde ¢oziimii belirlemek igin yiiksek dereceli bir



sonlu fark semas: kurdular. Onerilen bu sayisal semada, arastirmacilar konumlara gére
tirevleri dordiincii mertebeden kompakt sonlu farklar yaklasimiyla degistirdiler. Daha

sonra Onerilen fark semasinin kararliligin1 ve yakinsamasini aragtirdilar.

Caputo tipi kesirli tiirevleri igeren ters parabolik denklemler i¢in kaynak belirleme
problemleri yeterince arastirilmadigi goriilmiis ve bu nedenle tez buradaki boslugu

doldurmak amaciyla yazilmistir.

Bu ¢alismada;
1) Kesirli parabolik denklem i¢in [0,1] X [0, ] dikd6rtgende

ou(t.r) _0°u(t.1)

3 P, +u(t,r)+ D2 u(t,r)

=p(r)+ f(tr),0<t<l0<r<rx

u(t,0)=0,u(t,7)=0, 0<t<1

10,N=p(r),u@,r)=a(r), 0<r<rx

seklindeki kaynak belirleme sinir deger problemine Fourier serileri yontemi kullanildi

ve problemin ¢dziim algoritmasi verilecektir.

2) Kesirli parabolik denklem igin [0,1] X (—o0, ) alaninda

£ (t,7) = g2, (&,7) + pa(t, 1) = D2 it 1)

=f(t,r)+ p(r),0<t<l—oo<r <o,

udr)=2(r), u(0,r) = 0(r)

probleminin Fourier integral doniisiim yontemi yardimiyla ¢6zlim algoritmasi verilerek,

¢Ozlimlenecektir.



3) Kesirli parabolik denklem igin [0,1] X [0, c0) alaninda

u,(t,r)—u, (t,r)+u(t,r)+ D%u(t, r
=f(t,r)+p(r),0<t<1,0<r<oo,

u@r)=e(r),u(0,r)=w(r),0<r <oo,

u(t,0) = u(t),u, (t,0)=v(t),0<t <1

seklinde verilen smir deger probleminin ¢oziimii i¢in Laplace donilisim yontemi

uygulanarak ¢oziim algoritmasi verilecetir.

4)

ou(t, ou(t, i
weD  SHED ¢ 1) - D ()

=p(r)+ f(t,r)0<t<l 0<r<nx

1O, r)=&(r), u(1,r)=6(r), 0<r<rx

u,0)=0,u(t,7)=0,0<t<1

seklinde verilen kesir tiirevli parabolik denklemlerde kaynak belirleme probleminin
yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in;
uf-ukt uk -2uksuk

_ k 1k
T = h2 _un+Drzun+pn+f(tk’rn)’

0<k<N,0<n<M,

Uy = o(r,)uy =w(r,), 0<n<M

uf=0,uf, =0, 0<k<N



birinci mertebeden dogruluk fark semas1 incelenecektir.

Sonlu fark semasi yontemi sinir de@er problemleri igeren diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimiinde sikga kullanilan bir yontem olarak burada da tercih edilmistir.

1.2. Temel Kavramlar:

Bu kisimda tezde kullanilacak matematiksel tanimlar ve kavramlar verilecektir.

Tamim 1.2.1. Gama fonksiyonu: Matematikte faktoriyel fonksiyonunun karmasik
sayl ve tam sayl olmayan reel sayilar ig¢in genellestirilmis bir fonksiyondur. Euler

integralinin ikinci tiiridiir.
r'(n)= _[ x" e ¥dx
0
seklinde tanimlanan integrale gama fonksiyonu adi verilir (Podlubny, 1999).
Tanim 1.2.2. Beta fonksiyonu: Euler integralinin birinci tiirtidiir.
1
£(m,n) = j X" (- x)"dx
0

sekliyle tanimlanan integrale beta fonksiyonu adi verilir (Podlubny, 1999).

Beta ve Gama fonksiyonlar1 arasinda

I'(m).I"(n)

Am,n) = I'(m+n)

iligkisi vardir (Podlubny, 1999).

Tamm 1.2.3. U bir lineer kompleks uzay ve ||:||: U = C; x — ||x]|| fonksiyonu

verilmis olsun. Eger her x,y € U ve a € Cigin



IX|=0<x=0
Jax| =1a] x|
[+ [ <[x]+y]

ozelliklerini sagliyorsa ||:|| ya U tizerinde bir norm ve (U, ||-|| ) ikilisine de normlu

lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir. (Maddox 1970)

Diferansiyel denklemleri saglayan fonksiyonlar i¢in farkli sinir deger sartlari

kullanilmaktadir.

Tammm 1.2.4. [a,b] araliginda tamimli u(x) fonksiyonunda x=a ve x=Db
noktalarindaki degerleri u, Vve up oldugu durumlarda u(a) =u, ve u(b) =u,

kosullarina Dirichlet sartlar1 denir.

Ozel olarak uglardan tutturulmus bir telin saliimi igin bu sart kullanilabilir.

Tamim 1.2.5. [a,b] araliginda taniml1 ve tiirevlenebilen u(x) fonksiyonu i¢in x =

du(@ _

A . o du(b
a ve x = b noktalarindaki tiirevleri uj ve u; oldugu durumlarda 5~ Ua Ve ub) —

dx

uy, kosullarina Neumann tipi sinir gartlari denir.

Tamm 1.2.6. Eger ilave kosullar, u bilinmeyen fonksiyonunun ve tiirevinin
tanim bolgesinin sinir noktalarindaki degerlerinin lineer birlesimi olarak verilmigse, bu

sartlara Robin (karigik — mixed) sinir sartlart denir. (Ashyralyyev, 2014)

Cok sayidaki fiziksel ve matematiksel problemde, sinir-deger ve baslangig-deger
problemlerinde, diferansiyel denklemler igin ¢6ziim metodlarindan biride integral
doniisiimleridir. Integral doniisiimii metodunun en temel dzelligi; herhangi bir integral
doniislimii uzaymda F(s) noktasina karsilik olarak esas uzayda f(t) noktasini

olusturarak ¢6ziim aramaktir. Bu yontemlerden bazilarini asagida isleyecegiz.

Laplace integral doniisiim yontemi, doniisiim yontemleri igerisinde onemli bir
yere sahiptir bunula birlikte fizik, matematik, miihendislik, telekominikasyon, mekanik

ve bunlar gibi uygulamali bilim dallarinin ¢ogunda ¢okga kullanilmaktadir.
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Tammm 1.2.7. f(t), t = 0 igin t reel degiskenine ait bir fonksiyonu olsun (t < 0
icin f(t) = 0 kabul edildi). s > 0 gergel veya kompleks bir parametre olmak iizere,

—st

t gergel degiskeninin bir fonksiyonu e ™" oldugunda ,

0

j e f (t) dt

0

integrali var olacak sekliyle s parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiinse bu integrale
f(t) fonksiyonu i¢in Laplace doniisiimii denir. Bu dontsimi L{f(t)} veya F(s)ile

gOsteririz. Burada,

F(s)=L{f(t)}= Te‘“ f (t) dt

olarak yazilabilir (Sneddon,1972).

Tamm 1.2.8. Verilen bir f(t) fonksiyonu Laplace doniisiimiinde integral tanimi

kullanilarak, s parametresine bagl F (s) fonksiyonunun tanimlandigini ve

F(s) = L{f (t)}:]cest - f(t) dt

olacak sekilde ifade edildigini biliyoruz. Simdi ise bilinmeyen bir f(t) fonksiyonunda
verilen Laplace dontisiimi F(s) ise f(t) fonksiyonunu nasil bulabiliriz? sorusunun
cevabina bakarsak. Buradaki f(t) fonksiyonuna F(s) fonksiyonunun Ters Laplace
Doniisiimii adi verilir ve sembolik olarak f(t) = L “1{F(s)} ile gosterilir. Burada L™?

semboliine Ters Laplace Doniigsiim Operatorii denir (Dyke, 2001).

Tanim 1.2.9. (0 < a < 1) olmak iizere f(t) fonksiyonunun a. mertebeden

Caputo tiirevinin Laplace doniistimii,

L[D? f (1)](s) =s* - F(s)—s“*- f(0)



seklinde tanmimlanir. Burada; F(s) , f(t)’ nin Laplace doniisiimiidiir. (Bangan, S., ve
vd.,2019).

Fourier integral doniistimii 19. yy. da Fourier tarafindan kesfedilmis ve 20. yy da
Oliver Heaviside tarafindan gelistirilerek kullanilmistir. Ozellikle kismi tiirevli

diferansiyel denklemlerin ¢éziimiindeki 6nemi biiyiiktiir.

Tamim 1.2.10. Bir f(x) fonksiyonu reel sayilar kiimesinde tanimli olmak iizere,

F(k) = F{f(x)}:%- T f(x)-e ™ dx

integraline bu fonksiyonun Fourier integral donlisimi denir. Sturekli f(x)

fonksiyonunun Fourier integral doniisiimiiniin varlig1 i¢in yeter kosul,

0

j f (x) dx

—00

integralinin mutlak yakinsak olmasidir.

Tammm 1.2.11. Fourier integral doniistimiindeki orijinal f(x) fonksiyonunu

bulmamizi saglayan,

f(x)= % T f (x)e™ dx

integraline ters Fourier dontlisiimii denir. (Ashyralyyev, vd., 2014)

Matematikteki kullanimiyla Fourier Serileri periyodik fonksiyonlar1 basit dalgali
fonksiyonlarin toplamina doniistiiriir. Fourier Serileri ilk olarak J. Fourier tarafindan 19.
yy da 1s1 denklemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilmistir. Bugiin ise akustik, titresim analizi,
sinyal isleme, kuantum mekanigi ve ekonomi hesaplamalarin1 elde etmek gibi bir¢cok
alanda kullanilmaktadir. Herhangi bir periyodik fonksiyonun sinlis ve Kkosiniis
fonksiyonlariin dalgalarinin olusturdugu bir serinin toplami bi¢iminde ifade

edilebilecedi fikri lizerine ortaya atilmistir.

10



Tamim 1.2.12. f(t) biitlin ¢t ler i¢in tanimlanmig 2L periyotlu parcali ve siirekli

bir fonksiyon olarak alinsin f(t) nin Fourier Serisinin

F(t) = % + Z(ancos nLLt +b,_sin ”LLt)
n=1

serisidir. Buradaki a,, ve b,, Fourier katsayilar1

L
_1 nzt
a,= LJ‘L f(t)cos L

L
_1 Nt
b, = jL f(t)sin 1

olarak tanimlanir (V. Serov, 2017).

Tamim 1.2.13. Bir X(x) fonksiyonu i¢in asagidaki sekilde tanimlanan sinir deger

problemine Sturm Liouville problemi denir.
R(N+A-R(r)=0,0<r<I;

a,-R(0)+ 5, -R'(0) =,

a, R +4-RO=0

Burada ag, By, ay, By katsayilart agBy < 0,a;B; = 0, ag2 + Bo> > 0va? + B> >

0 kosullarini saglayan bilinen sayilardir.

A parametresi icin problemin sifir (asikar) olmayan ¢oziimii varsa, bu
parametreye 6z deger ad1 verilir. Bu 6z degere karsilik R(r) ¢oziimiine ise 6z fonksiyon

denir (Ashyralyyev vd., 2014).

Tamm 1.2.14. Lineer Bagimhiik — Lineer Bagimsizlik ¥y, 75, ..., 1,,, m adet

vektor, Cy, Cy, ..., C,, m adet skaler olmak iizere,
Cy,+CyV,+..+C vV =0
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esitligi ancak ve ancak C; =0 (i = 1,2,...,m) igin saglanmiyorsa v; vektorleri kendi
arasinda lineer bagimsizdir denir veya {¥;,7,,..., Uy} vektor kiimesinin elemanlar
kendi arasinda lineer bagimsizdir denir. (1.2.1.) denklemini saglayan 0 dan farkli en az
bir katsay1 bulunabiliyorsa bir vektoriin digerleri tiirlinden yazilabildigi anlamina gelir,
bundan dolay1 {¥;,V,,...,V,,} vektor kiimesinin elemanlar1 kendi aralarinda lineer

bagimlidir.

Tamim 1.2.15. f herhangi bir [a,b] araliginda tanimli fonksiyon olsun. Bu aralikta

ag noktalarin1 x; =i.h; i=0,1,..,M; M.h =b — a buna gore;

a) f'(x) = M ifadesine birinci mertebe ileri fark tiirevleri denir.
/ _ ) f(xi-1) . : ST . .. . :

b) f'(x;) = - ifadesine birinci mertebe geri fark tiirevleri denir.

C) f'(x) = %}lfm'l) ifadesine birinci mertebe merkezi fark tiirevleri

denir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Kesir Mertebeden Tiirev Ve Integraller: 17. yy. 1n ortalarinda Newton tarafindan
tiirev tanimi1 kullanilmasindan sonra tiirevin tam say1 mertebeleri iizerine bir¢ok ¢alisma
yapilmis, 17. yy. in sonunda ise Leibniz ile L’Hospital in mektuplasmasi sonucunda
tiirevin kesir mertebesine ait ilk ¢calismalarin temeli atilmistir. Kesir mertebeden tiirevler
ve integraller yillarca deger gormemis olsa da son yillarda bu alanda ¢okga g¢alisma

yapilmaya baslanmigtir. Simdi bazi kesir mertebe tiirev tanimlarina goz atalim.

Tammm 1.2.16. L. Euler kesirli tiirev tanimini,

d'x™  T(Mm+) _n.
dx"  T(m-n+1)

seklinde genellestirmistir (L. Euler 1970).
Tanmm 1.2.17. f fonksiyonu her sonlu (a,x) araligi igin silirekli ve

integrallenebilir olsun. m € Z*, m — 1 <x<m oldugunda x > a i¢in bir reel f

fonksiyonunda «. mertebe Riemann — Liouville kesirli tiirevi,
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D f (x) = r(m )dmjf(t)(t _v)™eigt

olarak tanimlanmuistir.

Kesir mertebeden tlirev ve integraller i¢erisinden Caputo tanimiyla ilgilenecegiz.
Bunun nedeni Caputo yaklasiminda en temel avantaj, tamsayili mertebelerden
diferansiyel denklemlerle ayni formda baslangic kosullarina sahip olmasidir (A.
Carpintery and F. Mainardi,1997).

Tamm 1218, n—1<a<n(neN") icin f,[a,b] € R iizerinde
integrallenebilen, zamana bagl degisken bulunduran bir fonksiyon olsun. a. mertebeden

Caputo kesir mertebeli tiirevi,

1 [ f™w)adv

Dt“ f (t) = r(n _ a) ) (t _V)a+1_n

seklinde tanimlanmistir (Caputo, 1967).

Simdi kesirli tlirevin Ozelliklerine bakalim. Yani kesirli tiirevin bazi1 temel

ozelliklerden bahsedecegiz.

Tanmm 1.2.19. Dogrusallik (lineer olma) 6zelligi: Kesirli tiirevlerin dogrusal olma
ozelligi
a o
2] _ D fl . D f2
[D(x-a)]* [D(x-a)]* [D(x-a)]*

o
D [f1+f

seklinde ifade edilir (Podlubny, 1999).

Tanmm 1.2.20. Homojen olma 6zelligi: Kesir mertebeli tiirevlerin homojen olma

0zelligi (C herhangi bir sabit olarak alinmistir)

D*(Cf) —c D*f
[dx-a)]® ~ [dx-a)]°
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olarak verilir (Podlubny, 1999).

Tanim 1.2.21.

k
1 T(k-r—a+lul —ur,
DU =F Ty & k=1 z

m=1 T

Caputo kesirli tiirev yaklasiminin birinci mertebeden dogrulukla fark tiirevi denir

(Ashyralyev, 2009).
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde, sabit katsayili ters parabolik diferansiyel denklemlerin Fourier
integral doniisiimii yontemi, Fourier serileri yontemi ve Laplace doniisiim yontemleriyle

¢Ozlimleri verilecektir.

2.1. Parabolik Kesirli Diferansiyel Denklemler I¢cin Kaynak Tamimlama

Problemine Fourier Seri Yonteminin Uygulamasi

Fourier serileri yontemi uygulayarak asagidaki baslangi¢ sinir deger probleminin

¢Oziimii ile caligmalarimiza baglayalim.

au(t,r) ou(t,r)
ot or?

+u(t,r)+ D%u(t,r)

= p(l’)+(6t+3+ité)sin r,0<t<10<r<nr
Jr

_ _ 1)
u(t,0)=0,u(t,7)=0,0<t<1

u(0,r)=2sinr,0<r<r

u@r)=>5sinr,0<r<r

(1) problemini ¢ozmek i¢in Fourier serileri yontemini kullanalim.

Problemin ¢6zlimii igin;

u(t, r)=v(t, r)+w,r) (2)

olacak sekilde problemi iki pargaya aymralim. Burada v(t,r)yardimci fonksiyonunu
kullanarak problemin t ve r degiskenlerine bagl kismina ¢dziim arayacagimiz problemi

yazalim.



ov(t,r) ov(t,r)
ot ox’

7 _ 6 7 ki
+v(t,r)+ D v(t,r)_(6t+3+ﬁt )smr

v(t,0)=0,v(t,7)=0,0<t <1 3

v(Lr)-v(0,r)=u(@r)-u(0,r)=3sinr,0<r<rx

Simdi ise yalnizca r degiskenine bagli kisim i¢in w(t,r) yardimeci fonksiyonu ile ¢6ziim

arayacagimiz kismi yazalim.

ow(tr) o'w(tr)

ot pve; +w(t,r)+ D%W(t,l’): p(r)0<t<1l0<r<z
[

w(t,0)=0,w(t,z)=0,0<t<1 (4)

w(l,r)-w(,r)=0,0<r<x

seklinde problem doniistiiriiliir. (4) iin ¢6ziimii i¢in;

w(t,r)=«a(t, r)+ A(t,r) (5)

biciminde problemi bolersek,

a(t,r) homojen kismin ¢6ziimi igin,

da(t,r) Jaft,r)
ot or?

+a(t,r)+Da(t,r)=0

a(t,0)=0,a(t,7)=0,0<t<1 (6)

al,r)—a(0,r)=0,0<r<rx
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L(t,r) homojen olmayan kismin ¢6zliimil i¢in,

op(t.r) o*B(t,r)

SR BN + DAL = p(1)

£(t,0)=0,8(t,7)=0,0<t<1 (7)

BALr)-£0,r)=0,0<r<zx

seklinde yazilir. Ik dnce (6) problemini degiskenlerine ayirma ydntemiyle ¢ozelim.

Bunun i¢in;
a(t,r) =T (t)R(r) (8)

seklinde ele alalim. (8) in kismi tiirevlerini alip (6) da yerine yazarsak

T+TY0 _R (M ©)
0 Rn T

elde edilir. (9) da baslangig sartlarini yerine yazarsak
R (- AR(r)=0
R(0)=0,R(z(=0

olur. Sturm Louville problemi elde edilir ve su durumlar olusur.

I.Durum: #@0 ise diferansiyel denklem igin genel ¢oziimii

R(r) = cle "+C.e ar

seklindedir. Sinir sartlarin1 yerine koyarsak,
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c,+¢,=0

ce 4 =0

+C,e

elde edilir. Bu denklemlerden

- czeﬁ” + cze‘ﬁ” =0

c, (efm _ oV ): 0

yazilir ve sonug olarak

-¢=¢,=0
R(r)=0
bulunur.

Il. durum

7H0 ise R"(r)=0 bulunur. Bu denklemde genel ¢6ziim
R(r)=cr+c,

seklindedir. Denklemde sinir sartlarini yerine koyarsak

Il
o

G

R(r)=0

elde edilir.
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I11. durum:

7&I0 ise denklem igin genel ¢oziim
R(r) =c,cos+/—Ar +c,sinv— Ar
seklindedir. Sinir sartlarin1 denklemde yerine koyarsak

c, =0

c,sinv—-Az=0,c,#0

sin/— A =0ise \/— A4, 7 =kx
A =—k* k=123,..

0z degerleri bulunur. Sonug olarak, her % 6z degerine karsilik 6z fonksiyonlar
R (r)=sinkr,k=1,2,3,...

seklindedir. Diger denklem kesirli diferansiyel denklemdir

T, (t) +Tf )+ k2T () +T () =0

(10)
TD-T.(0)=0
problemini ¢zmek i¢in T fonksiyonunu
T (0 =2 at? (11)
n=0

seklinde yazarsak. (11) in tiirevleri alinip (10) da yerine yazildiginda
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i% At Lat 4y :(n[’? akt + (k2 +1) iarft2 =0

272 n=0

=]
Il
LN
=]
Il
N
N

elde edilir. Baslangi¢ kosullarini kullanarak

Tk (0) =4,
T (M) =a,+> a)
n=1

Tk(l)_Tk(o):Zari: +3a, —q, =0

n=1

ia,‘fzo

n=1

oldugu gériiliir. Buradan €M i¢in a* =0 bulunur. Bdylece,

oft ,r)= iiaﬁ t2 R(r)=0

k=1 n=0

(6) ‘nin ¢oziimiidiir.

(7) probleminin ¢dziimiinii bilinmeyen p(r) fonksiyonunu buldugumuzdan sonraya

birakalim.
Simdi (3) problemini degiskenlerine ayirma yontemiyle ¢ozelim.

Bunun i¢in;
v(t,r) =T(t)R(r)

seklinde ele alalim. Bilinmeyen R ve T fonksiyonlari ig¢in (9) denklemleri elde edilir.
Sturm-Louiville problemi 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin1 kullanarak (3) probleminin

¢OzUmiini
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v(tr)=> c,(t)sin(nr) (12)
n=1
seklinde arayacagiz. Tiirevler alinip (3) te yerine yazilirsa

i[ c.(t)+n’c, () + Dec, () +c, (t)]sin(nr)

6} lainr +5°0. o
=|6t+3+—2t2 [sinr+ » 0-sin(nr)

bulunur. n=1 igin,

c,()+ 2¢,(t)+ Dlc,(t) = 6t +3+-S-t* (13)
Jr
olur. (13) denkleminin ¢6ziimii i¢in
o)=Y at’ (14)
k=0

olarak alalim. (14) {in kismi tiirevlerini (13) de yerine yazarsak,

N K < K+ k-1 d k 1
ZKakt?_l_FZ F(Z lj aktT +zzakt§ :6t+3+it5
k=1 2 k=1"'\2"2 ry \/;

N

e K ky k-1 k-1
> %aktf1 + it at? +2a, t7? | =6t+3+-8

k. 1
k=1 ot N

denklemine ulasiriz. Burada,
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D —a, + ! a, =
. 1 =
Col
’ (15)
2
alz_ﬁao
k=0 i¢in;
t’ : a2+%a1+2a0:3
(16)
a,=3-a,
k=1 icin;
$ .3, .2 _6
t .2a3+\/;a2+2a1 Ix
3 2 2 6
Sa,+-2(3-3))+2| ——“4-a, |= > 17
2 9 \/;( ao) |:\/;a0} \/; a7
)
T
k =2 i¢in;
th: 2a4+¥a3+2a2=6
3Jr 4
2a, + =1 2|3—a,|=6
4 4 \/;ao—i_ [ aO]
(18)
2a, = —a,
-2
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k =3 igin;

N

.5 8 _
.2 \/_a+2a =0

Sa, a, -8 % %

3Wr 2 T

30/ra, —8a, +48a, =0

,_,
I

(19)

30/ra, = —40a,

esitlikleri bulunur. Buradan

c,(t) = a, +at? +a,t! +at? +a,t’ + ...
(20)
3 _ a0 t2

c,(h)=a, - J_aotz +(3—a)t! +%t +...

icin baglangig-sinir degerlerini (19) da yerine yazdigimizda,

¢,()-c,(0)=3

2 4 a
¢, (1) —c,(0) :—ﬁa0 +3-3, +ﬁa0 —?":3

degerini elde ederiz. a, degerini (15,16,17,18,19) da yerine yazdigimizda
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a,=3
a, =0
a,=0
a; =0

n=6,7,8,... i¢in a, =0 olur. Buldugumuz tim a, degerlerini (20) de yerine

koydugumuzda

C () =0+0t> + 3t +0t> + 0t +..

(21)
¢ (t) =3t
elde edilir. Buradaki (21) den elde ettigimiz c; degerini (12) de yerine yazarsak
v(t,r) =Y c,(t)sin(nr)
n=t (22)

v(t,r)=3tsinr

olarak bulunur.

Bundan sonra p(r) i bulacagiz. p(r) i¢in

2
—%12’0+v(1, ry=6sinr,
or
2
_9 lg(rlz ") +u(d,r)=10sinr,
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_ o) ov(r)
p(r)= e +u(l, r)+—arz v(d,r)

=10sinr —6sinr

p(r)=4sinr

sonug olarak p(r) = 4sinr olarak elde edilmis oldu. Simdi £ (t,r) i bulalim.

ap(r) 0*p(tr)

- B D2 f(t.r) = dsinr

B(t0)=0,B(tr)=00<t<1 (23)

B(L,r)—p0,r)=00<r<rx

olarak yazilir. (23) probleminin ¢éztimiinii

Bt,r)=>"d, (t)sin(nr) (24)
n=1
formunda arayacagiz. Tiirevler alinip (23) de yerine yazildiginda

i[dr;(t) +n’d, () + D%dn(t) +d_ (t)|sin(nr) = 4sinr

n=1

elde edilir. n Hi1 icin,

d, (t)+ 2d,(t) + D*d,(t) =4 (25)
olur. (25) r ye bagli bir denklem oldugu i¢in t ye gore tiirevleri 0 olur. Buradan,

2d,(t) = 4
olacag i¢in,
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d,(t)=2
olarak bulunur. (24) de yerine yazdigimizda
B(t,r)=2sinr

degerini elde ederiz. Buna gore buldugumuz a ve [ degerlerini (5) de yerine

yazdigimizda
w(t,r)=0+2sinr
w(t,r)=2sinr

olarak elde edilir. Simdi buldugumuz v(t,r)ve w(t,r) degerlerini (2) de yerine

yazarsak,
u(t,r)=3tsinr +2sinr
u(t,r)=(3t+2)sinr
olarak elde edilir.

2.2. Parabolik Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢in Kaynak Tanmimlama

Problemine Fourier Integral Déniisiim Yonteminin Uygulamasi

[0,1] X (—o0,0) bolgesinde parabolik kesirli diferansiyel denklem igin,
u,(t,r)—u,, (t,r)+u(t,r)— Du(tr)

= (2+4t(1— rz)—%t%je"2 +p(r),0<t<l~oo<r<o, (26)
T

u(l,r)=5e" ,u(0,r)=3e" ~o<r<w

seklindeki kaynak belirleme sinir deger problemini ele alalim.
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(26) problemin ¢Oziimini bulmak i¢in Fourier integral donlisim yOntemi

uygulayacagiz.

Problemi énce U=V+W seklinde iki par¢aya ayirahm. v(t,x) yardimci

fonksiyonu igin
V,(t, r) =V, (t, r) + v(t, r) - D?v(t,r)

jee 27)

N

=(2+4t(1—r2)—%t

VL) -v(0,r)=2e" ~o<r <o

denklemini elde ederiz. Denklemin ¢6ziimii i¢in her iki tarafin Fourier doniistimiinii

alirsak

F{v(t,r)}=V(t,s)

F v, (N} =-sV(ts)

F{v(t,r)}=V(t,s)
F{v, (t,r)}=-sV(,s)
F{v.(t. )} =V,(t.s)

F {D%v(t, r)}: DV (t,s)

F { 4o —8rte™" }: —2tF {(e‘r2 ) } = 2s%F { e }

esitliklerini elde etmis oluruz. Burada elde ettigimiz esitlikleri yerine yazdigimizda

problem asagidaki sekle doniisir.
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V,(t,5)+(s? +1V (t,5) - DV (t,5)

=(2—%t%jF{ e }+ Zsth{ e‘rz} (28)

V({Ls)-V(0,s)= 2F{ e}

Elde ettigimiz (28) probleminde

V(t,s) = a (s)tt =a,(s) + S a (o)t (29)

seklinde ¢ozlim ararsak ve (28) de gerekli tiirevleri yerine yazdigimizda problem

i% Ol (s +1)Zak(s)t2 Zak(s) I3 )L%

r(s+2)

notasyonunu kullanirsak ve k =—1,0,1,2... degerlerinden

k = —1 i¢in;
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k = 0 icin
¢ a,+(s2+1)a, —%al = 2E(s)

a, +s%a, +a, + %= ‘/;a0=2E(s)

NE

L 5a L+ (s2+1)a, - \/_ —ﬁE(s)

3 2 4 2 2 4

sa, +(s* +1)—*~—a, —(2E(s)-s"a, —3a, ) ==—=E(s
2 3 ( )\/; 0 ( () 0 0)\/; \/; ()
3‘/_a +4s%a, +4a, — 4E(s)+ 2s%a, + 6a, = —4E(s)

N __4s’a, 201,

NS N
k = 2 igin

t' : 2a,+(s? +1)a, —#@J = 25%E(s)

2a, +(s2 +1)(2E(s)- s, —3a0)+(4f/2;a° :2:/%] Nz =25°E(s)

2a, +25°E(s)-s*a, —3s%a, +3s°a, + 5a, = 25°E(s)

esitlikleri elde edilir. (Esitlik 69) da elde ettigimiz esitlikler yerine yazildiginda
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V(t,s)=a, + %aoté +(2E(s)- %, )t

4s*a, 20a, 3, s*a, —5a, |,,
=220 t2 4| 220 "2% |t
r 3x 2

olarak bulunur. Baslangig - sinir degerlerini (30) da yerine yazdigimizda

(30)

V(,5s)-V(0,s)

_ 4, . 2 )y 4s’a, 203, | (s'a,-5a |_
=% (2E(s)-s%3,) [\/; 3\/_J [ 5 ] 2E(s)

(d_ f/s_ 3?/02+S42_5j:o

olur ve buradan a, =0 bulunur. Bu durumda (30) denkleminde a, lar yerine

yazildiginda

V(t,s) = 2E(s)t

olarak elde edilir. Her iki tarafa ters Fourier doniisiimii uygularsak
2

v(t,r)=2te™"

seklinde ¢oziimlenir. Simdi bu ¢oziimleri kullanarak p(r) i elde edelim. p(r) bulmak

i¢in,

p(r)=-— d 351 D) +u(L,r)+

d 2\(;512 n_ v(d,r)

esitliginden faydalanalim. Burada degerler yerine yazildiginda
2 —r?
p(r) =(4r" -De
seklinde elde edilir. Simdi u(t, r) i hesaplayalim.

30



u(t,r)=v(,r)+ulr)y-vr)

ult.r)=2te™ +5¢ " —2e"
uit,r)=(2t+3e™"
seklinde denklemin ¢oziimiine ulasiriz.

2.3. Parabolik Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢cin Kaynak Tammlama

Problemine Laplace integral Doniisiim Yonteminin Uygulamasi
[0,1] X [0, ) bolgesinde parabolik kesirli diferansiyel denklem igin,
u,(t,r)—u,(t,r)+u(tr)+ Dzu(tr)

1
2

:(2+4t+%t )sinr+ p(r),0<t<1,0<r<oo,

u(l,r)=3sinr,u(0,r)=sinr,0<r < oo,

ut,0)=0,u (t0)=2t+3,0<t<1

Laplace doniisiim yonteminden faydalanarak ¢6ziime ulasalim. Problemimizi 6ncelikle

u(t,r) = v(t,r) + w(t,r) (31)
seklinde iki parcaya ayiralim. v(t, ) yardimci fonksiyonu i¢in

v (t,r)—v, (tr)+v(tr)+ D%v(t, r)

:(2+4t+%t3j5inr (32)

v(1,r)—v(0,r) = 2sinr

v(t,0) =0,v,(t,0) = 2t
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problemini yazariz. (32) probleminin ¢6ziimii i¢in her iki tarafin Laplace doniistimiinii

alirsak

Liv(tn)}=V(t,s)

L{v,, (&)} = s?V(t,5) - sv(t0) - v, (t,0)

L{v,, (t,r)} = s?V(t,s) - 2t (33)
Liv,(t 1)} =V, ()

L{ Div(t,r)}= D2V(t,s)

esitliklerini elde ederiz ve (33) i (32) de yerine yazdigimizda problem asagidaki sekle

dontisiir.

V,(t,s)— (s> —1V (t,5) + DV (t,5)

(34)
4 5| 1
=| 2+4t+—2=t? -2t
( Jr j s? +1
Problemi ¢6zmek i¢in,
= k = k
V(t,s)=D,a,(s)t? =a,(s)+ ., (S)t? (35)
k=0 k=1
seklinde alirsak
> r€y) k1
Z (St —(s? —1)Zak(s)t2 +Zak(s)+tz
- (36)
S . S (R S
( Jr J s +1
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seklinde denklemi yazabiliriz. k=-1,0,1,2... degerleri ig¢in

¢cozlimlendiginde;

k =—1 oldugunda

_1
t?:za+8 =0

k =0 oldugunda

t: a,—(s?—1)a, +Fa, =22

2 Jr o _
S a0+a0+%7a0 _2321+1

k =1 oldugunda

1
2 : 33 —(s?-1)a, +-2-a,=-4 _1
2% b Y Fa= ot
2
3a,+ 1,258 _ 4 1

20 o) e S e

i% ~2s%a, + 4,

2 =(-25%, +a,) 0

33
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k =2 oldugunda

. 3Jn 1
t: 23, (s ~1)a, + =Y 8y =4 2

2a-—32—1( 2 g2 j—2§ +a =4—L 2
4 ( )sz+1 % %+ % 241

2s? 4 2 2 2 1
2 —S"a, + +s‘a,—2s°a, +a,=4 -2
AT | % s?+1 % %+ s?+1

_st+1, s‘a, +s%a, —a, _1
s+l 2

4 =

s*a, +s°a, —a,
2

a, =

esitlikleri elde edilir. Esitlikler (36) da yerine yazildiginda

V(t,s)=a, - \/_aOtZ( 11+32a0)t1

—+

(=02 4 g [S'arsta—ay ).
( 2s a0+a0)3\/_t +( > ]t

T

oldugu goriiliir. Baslangic - sinir degerleri (37) de yerine yazilirsa

__ 2 2 8
V(Ls)-V(0,s)=——%=a, +$2—+l+szaO +—C%_s%a,

Jr 3Vr
4 a+5430+szao—ao: 2
NE 2 s?+1

s —£+s4+252—1j=0

&J‘ 3

olacagindan dolay1 a, = 0 olarak bulunur ve (37) de yerine yazilirsa

34

37)



V(t,s) = 522+1t

elde edilir. Her iki tarafa ters Laplace doniigiimii uygularsak denklem,
v(t,r) =2tsinr
seklinde ¢ozlim elde ederiz. Simdi bu ¢oziimleri kullanarak p(r) e ulasmak igin

d?u( r) v

+u(Lr)

_ d>v(Lr)
p(r) = o

esitliginden faydalanalim. Buradan,
p(r) =5sinr+5sinr—2sinr—2sinr
olmak iizere
p(r)=6sinr
seklinde elde edilir. w(t, r) i hesaplamak igin (38) kullanilarak
W, (t, r) —w, (t,r)+w(t,r)+ D%w(t, r

=6sinr

w(Lr)—w(0,r)=0

w(t,0)=0,w, (t,0)=3

(38)

(39)

denklemi yazilabilir. Burada w(t,r) denklemin r ye bagli kisim oldugu igin t ye gore

tiirevleri 0 sonucunu verir. Bu ylizden denklem

—w,.(t,7) + w(t,r) = 65sinr

olur. (40) da her iki tarafa Laplace dontisiimii uygularsak
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L{w,, (t,r)}=s?Wt,s) — sw(t,0) — w, (t,0)
L{w,, (t,r)}=sW(t,s) -3 (41)
L{w(t,r)}=W (t,s)

esitliklerini elde ederiz. (39) da bu esitlikler yerine yazildiginda,

6

—sW (t,s) +3+W(t,s) = 71

6
s?+1

A-s*)W (L) = ———3

_2_ 2
(L-sPW(t,s)= o3
s°+1

(1-s*)W(t,s) =

3-3s?
s’ +1

3
s?+1 (42)

W(t,s) =

olur. Simdi (42) de her iki tarafa ters Laplace doniisiimii uygularsak
w(t,r)=3sinr (43)

olarak bulunur. Buradan buldugumuzv(t,r) ve w(t, r) degerlerini (31) igerisinde yerine

yazarsak
u(t,r)=v(t,r)+w(t,r)
u(t,r) =2tsinr+3sinr
u(t,r)=(2t+3)sinr

olarak problemin ¢6ziimii bulunur.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Fark Semasi

[-] en biiyiik tamsay1 fonksiyonuna ait gosterim olsun

notasyonlarina gore I. mertebeden dogrulukla fark semasi i¢in,

2V, V) + AV, = T+ p, f, = ft)1<k <N,

(44)
k
Vy =&V _Z:uivli =y

m=1
formunu goz Oniine alirsak. Bu durumdan hareketle
v, v, )+ AV, = f+p, o= F(t)Ll<k <N, (45)
olarak yazilir.O halde problemin ¢oziimii

k
Vi =R* + > R™(f 4+ p)r,0<k <N (46)

m=1

seklindedir. Bu ¢oziimde, p bilinmeyendir. (46) esitliginde (45) lokal olmayan sartlar
kullanildiginda

k
RYvo + > RYV™(f +p)r=C,

m=1

k [
Vo _Zﬂm(leVo +> R (p+ f,-)rj -y

m=1 n=1



denklemini elde ederiz. Bu ifadeler igin,

N
>R, Mr=A1-RY),

m=1

(47)
I
>R, Mr=A(1-R"),
-1
formiillerini uygularsak vy, ve A™p i¢in
N 1 | . N-m+1
R, +A*(I-R")p=¢->R, f r,
m=1
K k K I (48)
(I - uR" ]vo =Y (1 =R™A p =y +3 i, > R 7
m=1 m=1 m=1 n=1
denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin determinant operatorii
k k
Dl = RN Z:um(l - le) _(I - RN)(I _Z:ulemj
m=1 m=1
k
D, =—(l- RN)‘l(I + D (1 =-RM)*(RY - R'm)]
m=1

D, =—(l - RN)flTl

seklindedir. T; operatorii stnirlidir ve @, in tersi varli§ina gére D, operatdriinin

D, = —®, (I —R") seklindeki tersi vardir ve sinirlidir. Buna gore,

1 k N k [
Vo =Dy = D (1 -R" )(C—Z t R“'"“j—(l -R" )[wZ umZR'm‘"“fnr]
m=1 n=1 m=1 n=1

(49)

m=1 m=1 n=1

I
Atp= D{lH' —i#m Rh j(é“—iRN‘“” fnfj+ R" [‘/f"'iﬂmlem_anfj}
n=1
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olur. Buradan,

k
ZRK—I’HIT — A—l(l _ Rk)

n=1

yazilabilir. (46) ,(47), (48) ve (49) dan

k N k In
Vi = Rlel{—Zum(l - R'm)(C—ZumR”“”j—(l - R”)(V/+ZumZR'm””fnrJ}

Vi = Rlel{—Z_um(l ~R" )(c—ZumR“'”ﬂj— (1-R" )(w £ty SR fnrj}

m=1 n=1

Im

K N Kk
+ A (- Rk)ADl‘l{—(l = R" j(g —ZRN“ﬂfnrj+ RN (V/ + > gy Y R fnrj}
m=1 n=1 m=1

n=1

k
+Y R™f r1<k<N

n=1
olarak elde edilir.

3.2. Sayisal Sonuglar
u.(t,r)=u,.(t,r)—u(,r) - D%u(t, r)+ p(r)+ f(t,r),

+

ftr)=| 23 +5t2 +2t+2+-16 7,8 tgjsinr,
(t.r) ( 5z 3Jr

(50)
0<t<l0<r<z

u(0,r) =0,u(A,r) = (13 + 1 +1)sin r,

u(t,0)=u(t,7)=0,0<t<1

problemini
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u(t,r)=v(t, r)+w(,r), (51)
seklinde ayiralim.
V(t,r) icin:
v,(tr) =V, (&) —v(tr) - Dv(tr) + f(tr),
0<t<1l0<r<nm

v(0r) - V() = u(0,r)—u(ifr) = (1> + A2)sinr0 < r <z

v(t0)=v(tr)=0,0<t<1
W(t, r) icin;
w,(t,r) = W, (t,r)— w(t,r)— D*w(t,r) + p(r),

0<t<10<r<rx

w(0,r)—wAr)=00<r<nx

w(t,0)=w(t,z)=0,0<t<1

problemlerini elde ederiz. u(t,r) igin;

k_, k-1 kK ok, Kk K _
Up~Un _ Up1=2Up+Un_4 —uk B 1 Zf(k—q—aﬂ)”ﬂ_uﬂ :
T h2 n  I'l-a) o1 (k—q)! L
+pp (. m),
(52)
k_ k-1 k k,. Kk k—1
Up~Un _ Uni1 2un+un—1 —uk —Luk B 1 Z]"(k—q—a+1)uﬂ
T h2 n- 2 °n " ['(l-a) 41 (k-q) o



1 if(k—q—aﬂ)uﬂ 0 1 I(k-a) 1

0 |
u, =0,u,

n

(/13+12)sinrn,0£ng M

ug =0,u|,\(/| =0,0<t<1
fark semast ve V(L,I) icin;
V,(t,r) =V, (t,r) —v(t,r) = Dv(t,r) + f {t,r),

0<t<l1lO0<r<urx

v(0,r)=V(4,1) =u(0,r)—u(A,r) = —(#+ Z)sinr,0<r <z
v(t,0)=v(t,7) =0,0<t <1
fark semasi

[k k=1 .k k. k K 1
n-'n Vn+1~2Y Vn_1 B vk 1 Z F(k—q—oc+1)VrC11 —Vﬂ
T h2 n F(I_OC) q 1 (k_q)l _L_Ol

+ f(t, ,r,)0<k<NO<n<M

0 | 3 .2\ .
V=V, = U, —Up =—(i +1 )smrn,OS n<M

vg =0V =00<k<N

seklindedir. Fark semasinin ilk denklemini

k-1 m
L ) ( 1 ) k-1 1 N Ik-g-a+1)n
(r T +1)Vn U e T TIg) qz=:1 RS
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q—
' 1)Vn 1k 1 K
§ (k—q—o+1) — Lovn = fte.ry)

VvV — =
F(]— a) k—q)! e h2 n+1 h2 -1

seklinde yazabiliriz. Daha sonra 2. toplam indisinde M &1 yerine | alirsak €M EI[=1¢

T

1 1 2 k (_1 2—a) k—1 Tk—q—a+1)v,
(T_z.a+h2+1)vn+_‘[+ « JVn F(]—a) zl (k—a)t =

ZF”‘ = a)v -y _lvll’f—lz ity .0 )

F(]—a) (k q-1)! h?2 Vet h?2

olur. Simdi bunu,

1 1 2 k 1 2.4
(?_T_a+h_2+1)vn+(_7+ o )V

Z[F(k q-a+1) F(k—q—a)Jﬁ

F(l—a) (k - q)! (k—q—1)!

1 TI(k=a) Va 1 k 1 k
~T=w) k=D 7« ~h2 Vns1 " hz Va1 = )

olarak yazabiliriz. Sonucta fark semasi
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((1 1 2 Kk 1 2 4 ) ka
(?—_L_—a+F+1)Vn+(_T+ Taoc)vn

T(X

k—2
1 I'k—q—oa+1) I'k—q—ow) Vg
+ == _ L,
r-o) qzzll( (k — ! (k—q— 1)! J

1 I(k—o) Va 1 & 1«
~ Tl (k=DT 7= ~h2 Verr "2 Vo = (1)

0<k=<N,0=<n<M
o 1 _ 0 I 3 22 )
vn—vn:un—un:—(/l +A )smrn,OgngM

Ve =0,vy, =0,0<k<N

formunda yazilabilir.

h - 1 TIk-a)
O Tl-a)rt (k-D!

_ 1 rk-g-a+l) T'k-9-a)) ., _
bk,q B F(l—a)f“( (k—q)l (k—q—l)! j, q—l,k 2,
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- o
1 1.2 1 '
bkk_———a+—2+1,a:——2, Vl
T T h h !
Vo=

ka bkl bk2 : bk,k—l bkk 0 Vi
k k 0 1 q k _ N
av,,, +av, , +b v, +b, v, +...bk]qvn +o.+b vy +0+..+0=f(t,,r) A

f(t,,x.) =(2tk3 +5t7 4 2t +2+ 20t +%t5)sin X,
1<k<N,1<n<M-1Mh=7,Nz =1,

Ve —v! = —(/13 +/12)sin X,,0<n<M

ve =0,vf, =0,0<k <N

notasyonlari kullanilarak fark semasi

Av ,+Bv,+Cv ,=R6O,n=1...M -1,

n+1
o PR
Vo:O:VMZO:

matris formunda yazilabilir. (ma) ifadesindeki & siitun matrisi A,B,C 'ler ise kare

matrislerdir.

Yani bu matrisler;

00 0 0O
0 a 0 0O
0 0 a 00
A=C = .
0O -. a
0O : 0 0 a
0 0 .. 0 0 af
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1 0 o -1 - 0 0 0 |
b, b, 0 0 - 0 0 0
b, b, b, 0 - 0 0 0
B=| | : oL : .
By b2 Bus bN,N—l bN,N 0
_bN +11 by +1,2 by +1,3 o by +1,N-1 by +L,N by +1,N+ |

seklindedir.
p(r)=-u,(A,r)+u(d,r)+v, (4,r)—v(4,r)
olduguna gore

| | | | | |
Uy —2u,+U Vo =2V +V,
p(rn):_ n+ hzn n +un+ n+ hzn n _Vn

seklinde yazilir. problemin sayisal ¢oziimiinii bulmak i¢in 3 adimdan olusan algoritma
kullanacagiz. Algoritmanin 1. adiminda (ma) fark semasinin ¢éztimii bulunur 2. adimda
p(r,) ler (pn) formiilii ile hesaplanir. Daha sonra 3. adimda

- 1 u -
(—%+i+%+1)wk +(———(2 aa))wk 1
T

T n

1 kZ%[F(k—q—a+1)_ F(k—q—a)jwﬁ

IS\ (k- (k—gq-1) )=

1 I(k—a) W 1 .k 1 ok
Tt Trma el e Rz Wart — Rz Waa = P,

wy =0,wf, =0,0<k <N

-

fark semasinin ¢oziimii bulunur.

(N,M) nin farkli degerleri i¢in Tablo 1’ de ki mevcut hatalar
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1<k<N-1
n=1

Eu)y = max [hf(u(tn,rn)uﬁ)zhj;

normuyla hesaplanir.

Tablo 1. (50) BMDFS’ na ait hata analizi
Hata/(N,M)  (10,10) (20,20) (40,40) (80,80) (160,160)
Euy 0.064627  0,04569819 0,032314 0,022849  0,016157
EVu 0,07355 0,052006997 0,036775 0,026003  0,018387
Epﬂ 0,06985 0,049394237 0,034927 0,024697  0,017464

Tablo 1.” den hareketle N ve M degerlerini 2 katina ¢ikardigimizda hata degerlerinin

yaklasik olarak 2% kat1 oldugunu gordik. (a = % i¢in)

Tablodaki N ve M degerleri kullanilarak, (50) e ait yaklasik ¢6ziim grafigini ve (50)
probleminin gercek ¢oziim grafigini verilen farkli degerlere gore sirasiyla, Sekil 1.,
Sekil 2., Sekil 3., de gosterilmistir.
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birici mertebeden dogruluk: N=20 WM=20

% axs t axis

Sekil 1. N=20, M=20 i¢in (50) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziimiiniin grafigi

gercek cozum

¥ AxIs U o

t axis

Sekil 2. N=20, M=20 degerleri i¢in (50) probleminin gercek ¢6ziimiine ait grafigi
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birici mertebeden dogruluk: MN=40 M=40

¥ axis 0 o

t axis

Sekil 3. N=40, M=40 degerleri i¢in (50) BMDFS’ nin yaklasik ¢6ziim grafigi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

1) Kesirli parabolik denklem i¢in [0,1] X [0, 7] dikdortgende

ou(t,r) o%ul(t,r 1
w0 ZAED 4 ptt,r)+ Dt )

=p(r)+ f(t,r),0<t<l,0<r<r

u(t,0)=0, u(t,7)=0,0<t<1

u0,r)=p(r),ul,r)=a@(r), 0<r<z

seklindeki kaynak belirleme sinir deger problemine Fourier serileri yontemi kullanildi

ve problemin ¢6ziim algoritmasi verildi.

2) Kesirli parabolik denklem igin [0,1] X (—o0, ) alaninda

£ (1) = 1, (6, 7) + pa(t, 1) = D2 pa(t, 1)

=f(t,r)+p(r)0<t<l-oo<r<owo,

pdr) =&(r), u(0,r) = 0(r)

probleminin Fourier integral doniisiim yontemi yardimiyla ¢6ziim algoritmasi verilerek,

¢Oziimlendi.



3) Kesirli parabolik denklem i¢in [0,1] X [0, o) alaninda

u,(t,r)—u. (t,r)+u(t,r)+ D2ut,r)
=f(t,r)+p(r),0<t<l0<r <o,

u@,r)=e(r),u(0,r)=w(r),0<r <oo,

u(t,0) = u(t),u, (t,0) = v(t),0<t <1

seklinde verilen smir deger probleminin ¢6ziimii i¢in Laplace doniisim yontemi

uygulanarak ¢oziim algoritmasi verildi.

4)

ou(t, o2 u(t, 1
wCD) ZHCD | it r) - D p(t, )

=p(r)+ f(t,rN,0<t<1 O<r<nx

u(0,r)y=£&(r), u(A,r)=06(r), 0<r<r

u(t,0)=0,u(t,7z)=0,0<t<1

seklinde verilen kesir tiirevli parabolik denklemlerde kaynak belirleme probleminin

yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in;
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ug-ukt ok

~2uk uk 1
R U+ D2us + p, + it 1),

0<k<N,0<n<M,

u =p(r ) U=y ), 0<n<M

us =0 =0, 0<k<N

birinci mertebeden dogruluk fark semasi incelendi.

Aragstirilan problemlerde kesirli tiirev Caputo tlirevidir. Sonuglarimiz farkli sinir
kosullarindaki kesirli tiirevli parabolik kismi diferansiyel denklem muhteva eden

modelleri yorumlamaya katki saglayacaktir.

Kismi tiirevli parabolik denklemlerde Drichlet kosullu siir deger problemlerinin
¢Oziimi igin algoritmalar sunulmustur.
Ayrica tezde elde edilecek sonuglar farkli bilimsel alanlarda modelleme

islemlerinde uygulanabilir.
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