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Bu tezin ilk boliimiinde ¢ozlimlerin iistel biiylimesi ile ilgili bazi temel bilgiler ve 6rnekler
verilmistir. Ikinci boliimde tezin esas kismini olusturan problemler tanitilmigtir. Daha sonra literatiir bilgisi
verilmistir. Uglincii boliimde sonraki béliimde kullanilacak olan bazi temel tanim, teorem ve esitsizlikler
verilmigtir. Dordiinci boliimiin birinci kisminda parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff denklem
sisteminin, ikinci kisminda ise parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli denkleminin
¢Oziimlerinin iistel biiylimesi ¢aligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ustel biiyiime, Kirchhoff denklemi, , m-Laplasyan denklemi, Viskoelastik
tipli denklem.
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EXPONENTIAL GROWTH OF SOLUTION FOR A SYSTEM OF A
PARABOLIC TYPE EQUATION

Muhtesem DEMIR

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
BATMAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE

Adyvisor: Assoc. Prof. Dr. Veyis TURUT

2023, 46 Pages

Jury

Assoc. Prof. Dr. Vey.is TURIJT
Prof. Dr. Zehra YUCEDAG
Assoc. Prof. Dr. Hasan DALMAN

The first section of this thesis provides fundamental information and examples concerning the
exponential growth of solutions. In the second chapter, the problems that form the main part of the thesis
are introduced. Later, literature information is given. In the third chapter, some fundamental definitions,
theorems and inequalities that will be used in the next chapter are given. In the first part of the fourth
section, solutions of the parabolic type viscoelastic Kirchhoff equation system have been studied, while in
the second part, solutions with exponential growth for the parabolic type m-Laplacian equation with
Kirchhoff term have been investigated.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R™ : n boyutlu Euclid uzay1

0 : R™ de sinirl1 bir bolge

an : (1 b6lgesinin sinir1

R™ : n boyutlu Euclid uzay1

c(2) : Stirekli fonksiyonlar uzayi

wm™P () : Sobolev uzay1

LP () : p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
H™(N) : Hilbert uzayi

A : Laplace operatorii

\Y : Nabla operatérii (Gradiyent)
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1. GIRIS

Fizik, kimya, biyoloji, tip, miihendislik,... gibi pek ¢ok alanda ortaya ¢ikan denklemler
diferansiyel denklem veya diferansiyel denklem sistemleri olarak modellenmektedir. Kismi
diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik ve eliptik tipten denklemler seklinde siniflandirilir.
Bagimli degiskenlerinden bir tanesi zaman degiskeni olan kismi tiirevli denklemlere 6zel olarak
evoliisyon denklemler denir. Dolayisiyla hiperbolik ve parabolik tipten denklemler birer evoliisyon
denklemdir. Ornegin; dalgalarin yayilmasi, 1s1 akisi, roketlerin hareketleri, bulasici hastaliklarin
yayilmast,... gibi olaylarin matematiksel modellenmesi birer evoliisyon denklemdir. Bu nedenle bu
denklemlerin ¢o6ziimlerinin bulunmasi 6nemlidir. Aslinda ¢ogu zaman ¢6ziimiin davraniginin
incelenmesi agik ¢oziimii bulmaktan daha 6nemli olabilmektedir. C6zliim var midir, tek midir, patlama
meydana gelir mi, asimptotik davranisi nasildir, kararlt midir,... gibi sorular 6nemlidir (Piskin 2021).
Bu sebeple denklemlerin ¢oziimlerinin iistel biiylimesi ile ilgili bu tez ¢aligmas1 yapilmistir.

Ozellikle ¢dziimlerin iistel biiyiimesi, patlamanin &zel bir durumudur. Burada zaman sonsuza
giderken ¢oziimlerin de sonsuza iraksama durumu ele alinir. Bu durum asagidaki sekilde ifade
edilebilir:

E (t) enerji fonksiyoneli olmak iizere Vt > 0 ve c;,c, > 0 i¢in

E(t) = c et
esitsizligi elde edilebilirse ¢ — oo igin E(t) — oo olur.

Simdi bu duruma basit 6rnekler verelim:

Ornek 1: u = u(t) igin

Lo =2

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii u(t) = 2e*t olur. Burada t - oo igin u(t) - oo olacagindan bu
durum ¢6ziimiin iistel biiytimesidir.
Ornek 2: u = u(x, t) igin

{ut —2xu, =0
u(x,0) = 3x

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimi u(x,t) = 3xe?" olur. Burada t — o igin u(x,t) » o

olacagindan bu durum ¢oziimiin tistel biiyiimesidir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu tezin esas amac1 (4.1) kisminda ele alinan parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff

t
ur — Aug — M(||Vull?)du + J gt — o) bu(o)do + [ulP~?u, = f1(w,v),
0

t
v, — Av, — M(||Vv||?)Av + J h(t — o) Av(o)do + |v|9%v, = f,(u,v)
0

denklem sisteminin ve (4.2) kisminda ele alinan parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli
uy — Auy — div(|Vu|™2Vu) — M([|Vull?)Au + w9 %u, = |ulP~?u

denklemin ¢zlimiiniin iistel bilylimesi incelemektir.

Polat (2007)

U — Uyy + |u|™ 2u, = [ulP2u

denkleminin ¢ézlimiiniin patlamasina calist1.

Korpusov ve Sveshnikov (2008)

Uy — Au — Aug + |u|™ %u, = u(u — a)(u — B)

denkleminin ¢ézlimiiniin patlamasina c¢alistilar.

Hu, Qi ve Zhang (2014)

t
U, — Au + J g(t —s) Au(s)ds + |u|™2u, = [ulP~2u
0

denkleminin ¢ézliimiiniin patlamasina ¢alistilar.
Pang ve Qiao (2015)
{ut — Au+ |u|™%u, = f;(u,v),
v, — Av + |[v|™%v, = f,(u, v)
denklem sisteminin ¢ézlimiiniin patlamasina ¢alistilar.

Dang, Hu, Xia ve Zhang (2017)

t
u, — Au + f gt —s)Au(s)ds + |ul*2u, = [ulP~?u
0

denkleminin ¢ézlimiiniin {istel biiylimesine ¢alistilar.

Ouaoua ve Maouni (2019)
u, — div(|VuP®72Vu) + wlu|m™ 2y, = blu|T®2y
denkleminin ¢éziimiiniin patlamasi ve {istel biiylimesine ¢alistilar.
Piskin ve Ekinci (2019)

ul’ - dlv(lvulp_zvu) + Iulq_zut = fl(uy v)l
v, — div(|Vv|"72V) + [v]|17 %y, = £, (u,v)

denklem sisteminin ¢ézlimiiniin patlamasina ve iistel biiylimesine ¢aligtilar.



Ouaoua, Khaldi ve Maouni (2020)
u — M <f |Vu|? dx) Au+ |[u|™%u, = |u|"2
Q

denkleminin kararliligini ¢alistilar.
Pisgkin ve Ekinci (2020)
ur — Auy — M(IVullH)Au + [ul9™2u, = [ulP~?u
denkleminin ¢6ziimiiniin patlamasina ve iistel bilylimesine ¢alistilar.

Piskin ve Ekinci (2021)

t

(1 + [ulu, — M{IVull?)du + J g(t —s) Au(s)ds = f(u)
0

denklem ¢6zlimiiniin patlamasina ve iistel bilylimesine ¢alistilar.

Ouaoua ve Boughamsa (2022)

t
Uy — Au — Au, + J gt —s)Au(s)ds + |u|™ %u, = f,(u,v),
0

t
v, — Av — Av, + J h(t — s) Av(s)ds + |v|*~2v, = f,(u,v)
0
denklem sisteminin ¢ézliimiiniin iistel biiylimesine ¢alistilar.

Piskin ve Butakin (2023)
ue + A%u — M(||Vul|?)Au + [u|P®2y, = [u]|9®-2y
denkleminin global varliina ve enerji azalmasina ¢alistilar.

Piskin ve Ekinci (2023)

t
ue — M((IVull»)Au + J wy (t = s) Au(s)ds + [ul?™?u, = fi(w,v),
0
t

v, — M(||Vv||?)Av + J w,(t — s) Av(s)ds + |v|9%v, = f,(u,v)
0

denklem sisteminin ¢dzlimiiniin patlamasina ve iistel biiylimesine ¢aligtilar.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boéliimde, daha sonra gerekli olabilecek bazi uzaylar, tanimlar ve esitsizlikler yer

almaktadir. (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Evans, 1998; Kesevan, 2003; Piskin, 2017).

3.1. Lebesgue Uzay: (LP (12))
Tamm 3.1.1. (2, R™ de 6lgiilebilir bir bolge olsun. u dl¢iilebilir bir fonksiyon ve 1 < p <

olmak tizere |[u(x)|P Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise yani,
f lu(x)|P dx < o
0

ise u(x) fonksiyonlar1 p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir ve bu sinif
LP(2) veya LP ile gosterilir. Bu sart1 saglayan tiim u fonksiyonlarinin uzayima LP Lebesgue uzay1
denir. Burada L? uzaymin elemanlari [ ﬂlu(x)lp dx < oo gartini saglayan Olgiilebilir fonksiyonlarin
denklik sinifidir.

Bu uzaydaki norm

1/p
lello oy = lull, = ( f uo)l? dx)
0

seklinde tanimlanir. LP({2) uzayi bu norm ile Banach uzay:dir.
Tamim 3.1.2. vol(2) = [ 1dx < 0,1 < p < q < o olsun. Bu durumda
u € L1(N)iseu € LP(N) dir ve
lully < cllullg
dir. Yani
L1(Q) > LP()
gomiilmesi gegerlidir.

Tamm 3.1.3. L2(02),
(W v) = f ()P dx
n

i¢c carpimina gore Hilbert uzaydir.
Tanim 3.1.4. —c0o < a < b < o olsun. ||[u(.)||x € LP(a, b) sartin1 saglayan (a, b) den X e

tanimlanmis u fonksiyonlar uzay1 LP(a, b; X) uzayidir ve bu uzay



b 1/p
(f ||u(t)||§dt> , 1<p<o
a

ess suplu(®lly, p=o
te(a,b)

lullp@nx) =

normu ile Banach uzaydir.
Tamm 3.1.5. [0, T] den X e tanimlanmis m. mertebeden siirekli tlirevli u fonksiyonlar uzay1
C™([0,T]; X) uzayidir ve

— a
lullemoryx) = osrlrgilé(m sup|[D%u(t)|x

normu ile Banach uzaydir.

3.2. Sobolev Uzay1 (W™P (02))
Tamm 3.2.1. u € L},.(R2) ve a ¢oklu-indisi verilsin.Vy € C§°(£2) icin

fyvdx = (=d)lel qu“ydx
0 0

ise v € L},.(2) fonksiyonuna u nun a. zayif tiirevi denir ve v = D%u seklinde yazilir.

Tamim 3.2.2. 2, R™ de bir bolge, m € Z* U {0} ve 1 < p < o olmak {izere, Sobolev uzay1
wmr(Q) ={u€LP(R):D*u € LP(2),0 < |a| < m}

seklinde tanimlanir ve bu uzay

1/p
lullwmp oy = ( IID“ullfp(m> , 1<p<oo,

o<|alsm
lullymescay = max 1D<ullyy, P = oo

normlari ile Banach uzaydir.
W™P () uzayinda C§°(22) uzaymin kapamsi W, "? (2) dur.
Burada
W () & WP () © LP(0)
gomiilmesi gegerlidir.
Tanim 3.2.3. p = 2 ise W™2(Q) = H™(2) ve Wy™*(2) = HF*(2) dir. H™(2) uzaymdaki

norm

1/2
||u||Hm(m=( > ||D“u||§z(m>
o<|alsm

seklindedir.
Tamm 3.2.4. H}(2) uzayinda i¢ carpim



W V)yio) = fVu Vvdx
Q

1/2
||u||H3(m = (f |Vu|2dx>
N

dir ve norm

seklindedir.

Tanim 3.2.6. (Sobolev Gomiilme Teoremi). (2, R™ de koni 6zelligine sahip acik bolge,

m > 1 ve j > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda
i mp>n
witme(Q) o cl(Q)
dir.
(ii) mp = nise
WiHmE(Q) o WD), p<q<o
veya
WmP(Q) & 1), p<q<w
dir. Ayricap = 1 ise
Witmi(Q) & ¢l Q)

dir.
(iii) mp < nise
W) o WD), p<q<p
veya
wmb(2) o Li(2), p<q<p

dir. Burada

p = n fﬁnp , n>mp

00, n<mp

dir. W™P yerine WP uzay1 aliirsa, 2 bolgesi iizerinde herhangi bir kisitlama olmaksizin
y 0 y g g

gomiilmeler yine de gecerli olur.

3.3. Esitsizlikler

Lemma 3.3.1. (Cauchy Esitsizligi). ¢ > 0 ve a, b € R olsun. Bu durumda

£ 1
jab| < > lal? + b’

drr.



Lemma 3.3.2. (Young Esitsizligi). ¢ > 0, a,b = 0vep > 1ig¢in % + $=1 olsun. Bu

durumda

|al? ||
lab] £ — +—
p

esitsizligi veya
lab| < eaP + C(e)b?
esitsizligi gegerlidir. Burada C(¢) = (sp)%pq_l dir.
Lemma 3.3.3. (Holder Esitsizligi). 1 < p < o ve %+ §=1 olsun. Eger u € LP(Q),
v € L1(2) oldugunda uv € L1(2) ve
luvlly < llull,livilg
dir.
Lemma 3.3.4. (Minkowski Esitsizligi). u,v € LP(Q) vep > 1 ise
lu + vllre) < llullry + Iviie)
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.3.5. (Green Ozdesligi). u € C2(2) N C*(R2) ve v € C*(N) icin

u
vaudx =f v—ds—vaVudx
o) aq O 0

.. . ou
dir. Burada n birim vektor ve P nVu dir.



4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu kisimda (4.1.1) denklem sisteminin ve (4.2.1) denkleminin pozitif baslangi¢ enerjisi i¢in

uygun kosullar altinda ¢éziimlerinin iistel biiyiimesini ispatlayacagiz.

4.1. Parabolik Tipten Viskoelastik Kirchhoff Denklem Sisteminin Céziimlerinin Ustel
Biiyiimesi

Bu caligsmada
ue — Auy — M((|Vull®)Au + f(fg(t —0) Mu(o)do + [ulP"?u, = fi(w,v), (x,t) €2 x(0,T)
v, — Ave, — M(||[Vv||?)Av + f(f h(t — o) Av(o)do + |v|7%u, = fo,(uw,v), (x,t) €2x(0,T)

u(x, ) =v(x, ) =0, woeanx@r GLD
u(xr 0) = uO(x)' X E )
v(x,0) = vo(x), x €N

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimlerinin iistel bliylimesi ¢aligilacaktir. Burada 2, R™*(n = 1)
de 012 diizgiin sinira sahip sinirli bir bolgedir. p > 2, g > 2 sabit sayilardir.

Kabul edelim ki g ve h fonksiyonlar: siirekli, negatif olmayan ve artmayan

t

g(s) =0, 1—fg(s)ds:l>0

, (4.1.2)
h(s) =0, 1—f0h(s)ds:k>0
ve
g'(s) <0,h(s)<0,¥Vs>0
fonksiyonlar olsun. Ayrica s > 0 ve @ > 0 igin
M(s) =1+s” (4.1.3)
olsun.
f1(w, v) ve f,(u, v) lineer olmayan fonksiyonlar
fi(w,v) = |u+ v2CO (U + v) + |u| u|v|+?
Vet = b o200 9+ ol (14
dir.
Burada r
-1<r, n=1,2,
{—1<rS3_TZ, n=3 (41.5)

kosullarim saglasm. V(u, v) € R? igin

ufi(u,v) +vfa(u,v) = 2(r + 2)F(u,v)



dir. Burada
_-_ - 2(r+2) (r+2)
F(u,v) TCE)) [Iu + v| + 2|uv| ] (4.1.6)
ve
_0F(u,v) _0F(u,v)
filu,v) = “u Ja(u,v) = NFrE
drr.

Lemma 1. (Messaoudi ve Houari 2010): c, ve ¢, pozitif sayilar olsun

Co 2(r+2) 2(r+2) G 2(r+2) 2(r+2)
+ < F(u,v) < r+e) + r+e)),
20 +2) (Iul |v| ) < F(u,v) 20+ (Iul |v| )
Lemma 2. Enerji fonksiyonelimiz artmayandir. Yani her t > 0 i¢in E'(t) < 0 dur.

Buradau,v € I/l/'ol’2 igin

1 t 1 t
E(t) = E(l - f g(s)ds) |Au||? + E(l - f h(s)ds) |Av]|?

1
+ 2@+ 1) (||Vu||2(a+1) + ||Vv||2(a+1)) + E[(g o VW) (t) + (h o Vu)(t)]
- fF(u, v)dx
0
ve
(60 w)(®) = ftg(t - U)f lw(®) — w(0)|* dxdo (4.1.7)
0 ¥o)
dir.

Ispat: (4.1.1) sisteminin ilk denklemini u,, ikinci denklemini v, ile carpip toplanirsa
ufi(w,v) + v fo (W, v) = ety + vV — U Auy — v AY,

—uM(IVull®)Au — v, M(||Vv||*)Av

+u; ftg(t —o0)Au(o)do + v, fth(t —o0)Av(o)do

+ut|u|p_2ut + vt|v|q_2vt

elde edilir. Elde ettigimiz yukaridaki ifadenin 2 bolgesi lizerinde integralini alalim

Jut fi(w,v)dx + J v folu,v)dx =
0 0

Jut utdx+Jvt vtdx—Jut Autdx—Jvt Avtdx—JutM(||Vu||2)Audx—JvtM(||Vv||2)Avdx
0 0 0 0 0 0

Ay By Ay By A3 B3

+Lutjog(t — o) Au(o)dodx + Lvt Lth(t—o) Av(o)dodx

Ay By




+Jut |u|p‘2utdx+Jvt |v|92v,dx
o 0

dir.
Simdi bu terimleri hesaplayalim;

A,ifadesi
[ el = el
0
olur. B, ifadesi
[ weax = e
0
olur. A, ifadesi icin Green 6zdesligi ve sinir kosullar1 kullanilirsa

—fut Au,dx = fVuVutdx
0 0

=f|Vut|2dx
Q
= [IVu,|I?

olur. Benzer sekilde B, ifadesi icin

—fvtAvtdx = vathtdx
0 0

= f |Vv,|?dx
o

= [|Vv|?

olur. A5 ifadesi i¢in, Green 6zdesligi ve M(s) = 1 + s esitligi goz oniine alinirsa

—futM(HVuIlZ)Audx = —fut(l + ||Vul|2%) Audx
0 Q
= —futAudx - f IVu||?*u, Audx
o Q

= fVutVudx+ ||Vu||2“fVutVudx
Q 0

= [ (Gl ax 1w [ 2 (51u?)a
BN TAVIMSL A W) g\ M)

d /1 d 1

— = 2 A 2(a+1)
dt <2 Ivul ) + dt <2(a +1) vl )
_ d
T dt

1
(F1vuliz + Ivuf2en)

2(a+1)

olur. Benzer sekilde B; ifadesi

10

(4.1.8)
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d /1
_ f v M(||Vv||2) Avdx = —<§I|Vv||2 +
0N

\vi 2(a+1))
dt Ivvi

2+ 1)

olur. A, ifadesi icin

fﬂut fotg(t —o0)Au(o)dodx = fo

= —f gt — a)fVutVu(a)dxda
0 0

t

gt —o) f uAu(o)dxdo
0

= - ftg(t —0) f Vu,(Vu(o) — Vu(t) + Vu(t))dxdo
0 Q

= — ftg(t —0) f Vut(Vu(a) — Vu(t))dxda
0 0

t

- f g(t—o) f Vu,Vu(t)dxdo
0 0
= fo tg(t—cf) L %(% (Vu(o) —Vu(t))z)dxda

- f 4= o) f (5 1vu1?) dxdo (41.9)

olur. Simdi (4.1.9) esitliginin sag tarafindaki ifadeleri elde edelim:

1d L 1d t ,
EE(IO g(t—a)fﬂlvupdxda) ve EE([O gt —o) L(Vu(a) —Vu(t)) dxda)

terimlerini goz 6niine alalim
1d /(¢ 1t
—— f g(t—a)fquIzdxda =—f g’(t—a)f |Vu|?dxdo
2dt\J, 0 2J, 0

+ft t d 1f|V|2d d
Og( a)dtzﬂu x |do

f t )d1f|\7|2d do =24 f (= o) [ 1vultdxd
Og adtzﬂuxa—Zdtog anu xdo

t

1
——f g’(t—a)fwulzdxda (4.1.10)
2, B

den

olur. Benzer sekilde B, ifadesi

1d /(¢ 2 1t 2

—— f gt —o) f (Vu(a) — Vu(t)) dxdo | = —f g'(t—o) f (Vu(a) — Vu(t)) dxdo
2dt\J, 0 2 ), 0

t d (1 )
+f g(t—a)a<§f(Vu(a) —Vu(t)) dx)do
0 0
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olur. Buradan

t 1d
f gt — a) T f (Vu(a) — Vu(t)) dxdo _Ed_<f gt —o) f (Vu(a) — Vu(t)) dxda)

1 2
- = "(t - \Y -V dxdo (4.1.11
[ 0¢-o) [ (@) - vuw) dado 4111

elde edilir.
f u, f g(t — o)Au(o)dodx = f gt — o) f (Vu(a) vu(t))”dxdo

f g(t—U)f——IVu(t)Izdxda

oldugundan (4.1.10) ve (4.1.11) ifadelerini toplayalim

L U, fo tg(t — 0) Au(o)dodx = %%( fo t g(t—0) fﬂ (Vu(o) — Vu(t))zdxda)>

1t 2
—= "t — \Y -V dxd
zfog(t a)fn( u(o) u(t)) xdo
1d /(¢
_§E<f g(t—a)fIVulzdxda>
0 Q
1 t
= "t — Vul|?dxd
+2f0g(t a)fnl ul|*dxdo
elde edilir. Benzer sekilde f Vs fth(t — o) Av(o)dodx ifadesi
o Jo
fﬂ v, fo h(t — o) Av(o)dodx = %%( fo th(t—a) fﬂ (Vv (o) —Vv(t))zdxda)>
—%fth’(t — ) f (Vv (o) — Vo (b)) dxdo
0 0

14d fth(t Vv|?dxd
2ae\J J)lelxa

1 t
+—f h’(t—a)f |Vv|?dxdo
2 Jo 0

seklinde yazilabilir. Diger taraftan
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f [uefi (w,v) + vef(u,v)]dx = f [lu+ v+ v) + [ul™ o™ (vu, + uv)ldx
0j )

= f [lu+ v 3w +v) + |luv|™ + (vu, + uv,)]dx
Q

_fd
L dt

d
—ELF(u,v)dx

1 2(r+2) r+2
m (u + 17) + 2(1“7) dx (4112)
2(r+2)F(u,v)

dir. Buldugumuz esitlikleri (4.1.8) de yerine yazalim

L p vy = g2 2+ IVuell? + (Vo2
7 | Fawv)dx = llwell” + vl + 1Vl + V|
0

Va2 + Va2

1
2(a+1)

Vol +

N| = N| -

\vi 2(a+1))
na+n”””

o~

|9L &IQ

+

f g(t—o) f (Vu(o) — Vu(t)) dxda)

+

/N -~

f h(t — o) f (Vv(o) — Vv(t)) dxda)

~

g'(t—o) f (Vu(a) — Vu(t)) dxda)

h'(t — o) f (Vv(a) — Vv(t)) dxda)

(fotg(t—a)LIVulzdxda>
(foth(t—a)LIVvlzdxda>

g (t—a)fIVuIdeda

IQ’ N \&IQ S

+
QU
o~

+
l\JIb—\ N = N = Nlr—k [\)Ib—\ N = N| = Q

S

t

s

1
——f h’(t—a)f |Vv|?dxdo
2 Jo Q

+fut2 Iulp‘zdx+fvt2|v|q‘2dx
o 0

olur.
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t

@ 0)© = |

0

6(t —o) f lw(t) — w(o)|?dxdo ifadesi goz oniinde alinip
0
yukaridaki esitligi diizenlersek

d /1 1 1
—( ZIvull? +— |V 2(a+1) ZIvwll? - 2(a+1) -
T (G170 + e I 4 Ul 4 e 4 50 0T )

t

1 1 1 ¢
+§(h0Vv)(t) —§||Vu||2f0g(s)ds—zllellzfoh(s)ds—LF(u,v)dx)

1 1
= Muell® = vl = IVuell® = IVoell” + 5 (g" e V) (@) + 5 (' 0 Vo) (8)

1t 1 rt
——f g’(S)fIVuIdeds——f h'(s)f|Vv|2dxds
2 0 0 2 0 0

[ S —— i —
(Ivul? Vo2
- futz Iulp‘zdx—fv,:2 |v|9-2dx
0 Q

olur. Buradan

1 & 1 ¢
E(t) = E(l - f g(s)ds) [Au||? + E(l - f h(s)ds) |Av]|?

=0 k=0

1
+ 2@+ 1) (||Vu||2(a+1) + ||Vv||2(a+1)) + 5 [(g o Vu)(t) + (h o Vu)(t)]

—fF(u, v)dx (4.1.13)
0
ve

1
E'(©) = =lluell® = Ivell® = 1Vuell® = Vv ll* + 5 [(g" e Vi) (©) + (A" e V0) (O]

1 t t
—§<I|Vu||2f g'(s)ds + ||Vv||2f h’(s)ds) —futz Iulp‘zdx—fv,:2 |v|9-2dx
0 0 N

0
elde edilir. Burada

g'(s)<0veh'(s) <0

oldugundan

E'(t) <0

olur. Buradan 0 dan t ye integrallenirse
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t t
fE’(t)dtSdet,
0 0

E(t)—E(0) <0,
E(t) < E(0) (4.1.14)
elde edilir.
Teorem: (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4) ve (4.1.5) kosullar1 saglansin. Ayrica E(0) < 0,

2(r+1)

2(r + 2) > max {p, q} ve max {fot g(s)ds, fot h(s)ds} < D ise (4.1.1) probleminin ¢dziimii

iistel biiytir.

Ispat:
H(t) = —E(t) (4.1.15)
ve
L(t) = H(®) + - (lul® + [vlI? + [[Vull® + Vo) (4.1.16)
olsun. (4.1.14) ve (4.1.15) den
H(t) = H(0) (4.1.17)

olur.

H(t) — f F(u,v)dx = — %(1 — ftg(s)ds> || Au||?
0 0

=0

1 t
_5(1 . f h(s)dS> lav]?

k=0

(”vullz(a+1) + Ilvvllz(a+1))

C2(a+ 1)
1
—3 [(g o Vu)(t) + (h o Vu)(t)] (4.1.18)
dir. Buradan
H(t) — f F(u,v)dx <0 (4.1.19)
0

olur. (4.1.17) ve (4.1.19) den

fF(u, v)dx = H(t) = H(0)
0

olur. (4.1.16) denkleminin tiirevini alirsak

L'(t)y=H'(t)+¢ (f uu, dx + f vv dx + f VuVu, dx + f VvV, dx) (4.1.20)
0 0 0 0
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elde edilir. Simdi (4.1.1) sisteminin ilk denklemini u, ikinci denklemini v ile garpip £ bolgesinde

integral alalim

fufl(u, v)dx = fuutdx— quutdx— fuM(IquIlZ)Audx
0 0 0 o)

t
+fuf g(t —o)Au(o)dadx + f |ulP~2 uu,dx
o Jo 0
ve

fvfz(u,v)dx = fvvtdx—vavtdx—va(HVvllz)Avdx
0 ) ) 0

t
+ f vf h(t —o)Av(o)dodx + f |v|972 vv.dx
2 Jo o
olur. Yukardaki esitlikleri Green 6zdesligini kullanarak diizenleyelim

fuutdx +fVu Vu,dx = fufl(u,v)dx +fuM(||Vu||2)Audx
) 0 0 0

Ag

t
—fuf g(t —o)Au(o)dodx — f |u|P~2 uu,dx (4.1.21)
2 Jo 0

Az

Ve

fvvtdx+vaVvtdx = fvfz(u,v)dx+va(IleIlZ)Avdx
) 0 0 0

Bg

t
—fvf h(t — o)Av(o)dodx — f |v|972 vv,dx (4.1.22)
o Jo 0

By

olur. A¢ terimini hesaplayalim

f w M(IVull?) Audx = f w (1 + [[Vull22) Audx
0 0

= quudx+fu||Vu||2“Audx
Q Q

= —fVuVudx— ||Vu||2“fVuVudx
0 Q

= —[IVull® — [IVul**||Vull?
= —(IVull® + [[Vul|?@*D)

olur. Benzer sekilde By terimi

fUM(”Vvllz)Avdx = —(||Vw]|? + ||Vv][2@*D)
N
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olur. A, terimini hesaplayalim, terim ekleme ¢ikarma yapip, Young esitsizligi kullanilirsa,

_Lufotg(t—a)Au(a)dadx = —fotg(t—a) LuAu(a) dxdo

t

= f g(t—a)fVuVu(a)dxda
0 0
= ftg(t —0) f Vu (Vu(o) — Vu(t) + Vu(t))dxdo
0 0
= ftg(t —0) f Vu (Vu(o) — Vu(t))dxdo
0 0
+f gt — o) ||Vu||*do

= ftg(t —0) f Vu (Vu(o) — Vu(t))dxdo
0 Q

t

+||Vul|? f gt —o)do
0

olur ve

—Lu fotg(t —o0)Au(o)dodx

1 4 1 (¢t 2
2§||Vu||2f0g(t—a)da—§fog(t—a) L(Vu(t) — Vu(0)) dxdo

SIvuli3(f5 g(s)ds)-5(geva) ()

yazilabilir. Benzer sekilde B, terimi

_Lv foth(t —0)Av(o)dodx

> %nwnz foth(t — 0)do — %foth(t —0) L(Vv(t) —V(0)) dxdo

F1713(Jy n()ds) -5 (revw)(6)

yazilabilir. Buldugumuz bu ifadeleri (4.1.21) ve (4.1.22) de yerlerine yazalim
fuutdx + f VuVudx = fufl(u, v)dx — (||Vu||2 + ||Vu||2(“+1))
n n 0

t

1 1
-5 o v + 51 [ geoyas)

—f |ulP~2uu,dx (4.1.23)
P

Ve
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fvvtdx+vaVvtdx > fvfz(u, v)dx — (Vo2 + |7w][2@+D)
n N 0

1 I
—5 (e VV)(0) +§||Vv||2( f h(s)ds)

- f |v|9 2vv.dx (4.1.24)
0
elde edilir. (4.1.23) ve (4.1.24) esitsizliklerini taraf tarafa toplayalim

fuutdx +fVu Vutdx+fvvtdx+va Vv.dx
0 0 0 0

= fufl(%v)dx+fvf2(u,v)dx
0 0
~(Ivall? + [ull?@* D) = (I7v]l? + [Vv[2)

1 1 .
(g e VW(®) =5 (h e VD))

1 5 t 1 ) t
31l ([ g(sras) + 31013 [ hras)

—fIulp‘zuutdx—flvlq‘zvvtdx
P Q

olur. Buldugumuz bu ifadeyi (4.1.20) esitliginde yerine yazalim
L'(t) = H'(t)

+e Uuﬂ(u, v)dx + f v fo(w, v)dx — (IVull? + ||Vu]|2@*D)
Q n

1 1
= (Vw2 + Vw2 ) = = (g e Tu)(6) =5 (h e Vo))

1/t . (" 2
+§<f0 g(s)ds) |Vull3 +§<f0 h(S)dS> Ivvll

—fIulp‘zuutdx—fIvlq‘zvvtdxl (4.1.25)
0 0
olur. Son iki terime Young esitsizligi uygulanirsa

p-2 p—2
flulp‘zuutdxzflul 2 ulu| 2 uqdx
Q Q

-2)? -2)2
< A‘lf Iul(pT) u?dx +)Lf Iul(pT) uldx
0 Q

Ve
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-2

q-2 q-z
flvlq‘zvvtdxzflvl z v|v| 2 vedx
Q Q

2

q=2\? q-2
<At f IVI(T) vidx + Af IvI(T) v 2dx
0 0
olur. H'(t) nin degeri gz Oniine alinir ve yukaridaki ifadeler (4.1.25) te yerine yazilirsa

1
L'(t) = Nluell® + llvell® + IVuell® + 1[Vo||? —E[(g' o Vu)(t) + (h' o Vv)(2)]
1 t t
+§<I|Vu||2f g'(s)ds + ||Vv||2f h’(s)ds)
0 0
+fut2|u|(p‘2) dx+fvt2|v|(q‘2) dx
Q 0
+ ¢ lf u fi(u, v)dx + f v fo(u, v)dx — (IquIl2 + ||Vu||2(“+1))
Q Q
1 1 1 t
— (IVull? + [|Vo|[2@+D) — 5 (g o Vu)(&) =5 (h o V0)() + 5 |IVull; f g(s)ds
0
1 t
+ = |IVv]|3 f h(s)ds —A‘lflul(p‘z)uzdx—lf |u| P~y 2dx
2 0 Q 0

-1 f |v|@=Dp2dx —Af Ivl(q‘z)vtzdxl
0 0
elde edilir. Buradan

L'(t)y=(0- e/l)f |u| P2y, 2dx + (1 — &) f |v|P=2y,2dx
0 0
1 t
— A ull} — eA vl — elvull (1 =5 | gtsrds + ||Vu||2“>
0
1t £ £
= ell7wll3 (1= 5 | hGsdds + 1701 = £ (g o Tu)(©) = 5 (ho W) (0
0

+s<f ufi(u, v)dx+fvf2(u, v)dx) (4.1.26)
0 0

C1

olur. (4.1.18) den

1 t 1 t
F(u,v)dx = H =(1- d 2+-11—| h(s)d 2
J P vyax (t)+2( J 9 s> 7l +2( S s> vl

1
+—— (Iv 2(a+1) \vé 2(a+1)
e (1Tl + w]e0)

+%[(g o Vu)(t) + (h o Vv)(t)] (4.1.27)

dir. (4.1.27) esitligini 2e(r + 2) ile garpalim
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2¢(r + Z)IF(u, v)dx
0

1 t 5 1 ¢ 5
H(t) +§<1 — fo g(s)ds) || V|| +§<1 — fo h(s)ds) |Vl

=2e(r +2) ) (4.1.28)
ot sy IVl + Vo) 42 ((g « Tu)(©) + (o Vo) (D))
olur.
f“fl(u,v)dx +fvfz(u. v)dx = 2(r + z)fF(u,v)dx
0 0 A
oldugundan

2¢(r + Z)IF(u, v)dx = e(f uf;(u, v)dx +fvf2(u,v) dx)
0 0 0

C1

(4.1.26) da C,degeri i¢in (4.1.28) ifadesini yazalim
L'(t) =1 —¢1) f |u| P2y, 2dx + (1 — el)f |v|P=2)y, 2dx
0 0

t

1
— a2 ull) — A7 vl — ellVull3 (1 =5 | atsrds + ||Vu||2“>
0

1 t
— &||Vvl3 <1 — Ef h(s)ds + ||Vv||2“>
0

& & n
59 VW(©) — 5 (B e WO

1 5 t 1 5 t
+ 2e(r + 2) lH(t) +§I|Vu|| (1 — fo g(s)ds) +§I|Vv|| (1 — fo h(s)ds)

S V 2(a+1) + V 2(a+1)
e (1T + )

1
+5((goVu)(©) + (ho Vu)(t))l

ifadeyi tekrar diizenleyelim



L) > ]| Vull? (2(r +2)-2 2(r +2)— 1f 96) ds)

2 2
+ &||Vv||? (2(r +22) —2 2 +22) — 1f h(s) ds)
ata 2(r+2)_ o 2(r+2)_
+ellvull <2(a M) 1) +ellvel <Z(a 1)
2 2 1 2 2 1
€ <&T+) - E) (goVu)(t)+¢ (“T-I_) - E) (h o Vv)(t)

— A lully — e Mvllg
+(1- sl)f |ulP~2udx + (1 — €d) f |v|92v,2dx
Q Q

+&2(r + 2)H(t)
olur. Buradan 2(r + 2) > max{p, q} oldugundan
L2 (Q) & 1P(Q), 2T+ (@) & 1)
gomiilmesive Vx > 0,0<1 <1 z > 0igin
1
x*<(x+1)< <1+E)(x+z)
cebirsel ifadesi kullanilirsa

Nully < cllully, .,
P (r+2)

p
2 2)\2 2
< (Il

vl < cllvil, .,
q (r+2)

a
2 2)\2 2
< (w2 3T

Ve
_p_
|| ||2(T+2) 2(T+2 || ||2(T+2)
2(r+2) 2(T+2)

1 2(r+2)
1+ ) (||u||2(r+2) +H(0)),

IA

IA
/N /N /N

{ ||2(”2))2“+2)

2(r+2)

2(r+2)
vl +1)

1 2(r+2)
1+ W) (232 + H(O))

olur. (4.1.30) ve (4.1.32) den

21

(4.1.29)

(4.1.30)

(4.1.31)

(4.1.32)

(4.1.33)
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1
ally < e (14 5eg5) (I35 + HO)
<o (I35 + HD)

olur. Benzer sekilde (4.1.31) ve (4.1.33) den

1
q 2(r+2)
1§ < ¢ (1+ 755) (WIS + HO)

<o, (W51 + HD)

elde edilir. Lemma 1 ve (4.1.19) den

lull) < c; fﬂ[ufl(u, v) + vfy(u,v)ldx (4.1.34)
ve

lvllg < cq fﬂ[ufl(u, v) + vf,(u,v)ldx (4.1.35)

olur. (4.1.34) ve (4.1.35) esitsizligini (4.1.29) da yazalim
2r+1) 2(r+2)—1 ¢
L(©) > ellvull? ( =] P16 ds)
0

2 2

a

+ £]|Vv||? (2(7‘ +1) r 2r+2)—-1 fth(s) dS)

2 2
2 2 2 2
+ || Vu||2%+2 <% _ 1) + || Vw| 22+ <2((;: 1)) _ 1)
2r+2) 1 2r+2) 1
£ (O.T_F) — E) (goVu)(t) +¢ (“T-I_) _ E) (h o V) (£)

+ (1 —¢h) f |lulP~2u,2 dx + (1 — &) f |v|92v,2 dx
Q 0

+2e(r + 2)H(t) — A e f [ufy(w,v) + vfy(u, v)] dx
o

olur.

20 +2) 1

as = min{a,, a,}, a, = > 5 cs = c3+c, ve 0 < ag < min {ay, as}

olsun
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L'(t) = eas([[Vull? + [|Vv[|1?) + eas([|Tull?¥*2 + ||Vv]|2**2)
+£a,[(g o Vu)(t) + (h o Vv)(0)]

+ (1 —¢r) f |u|P~2u,? dx
o

1—el) | Iv|e2v,2 d

+(1-¢ )L|U| vl dx

+2e(r + 2)H(t)

—8/1‘165f [uf;(w,v) + vfy(u,v)] dx (4.1.36)
0

olur. (4.1.13) ve (4.1.15) esitliklerinden

2H(t) = — (1 —f g(s)ds) [Vul|? — (1 - f h(s)ds) |Vv||?

=0 k=0

1
- a—H(IIVullz(““) + [IV]2@D) = [(g o VW) () + (h o V) (2)]

+2 f F(u,v)dx
o
olur.

1
2H(t) = _”VUHZ — ||V17||2 —a—+1(||vu||2(a+1) + ||Vv||2(“+1))

—[(g o Vu)(t) + (h o VV)(t)] + 2 f F(u,v)dx
)
elde edilir. (4.1.36) esitsizligine 2eagH(t) ekleyip ¢gikaralim ve ifadeyi diizenleyelim
a
L'(t) = e(as — ag)(IVull? + 1Vv]12) + & (@ = —=) (IVu2@+? + ||Vv||24+2)

a+1

+e(ay — ag)l(g o V) (@) + (h o Vv) ()]

+(1—¢€A) f |ulP~2u2 dx + (1 — €) f |v|92v,2 dx

0 )
+e(2(r + 2)—2a¢)H(t)

2a, 1
+s(m —171¢s) L[ufl(u, v) +vfy(u,v)] dx (4.1.37)
olur. A ve ¢ yeterince kiiclik segilirse

a1 ,1)>0< 205 ;-1 )>o
¢ AVICET

Ve

Qe
2 2)—2 0 ——F>0
2(r+2)—2ay) >0veas a+1>



olur. Boylece

IVull? + IVoll? + [[Vu[>¥*2 + || Vv[24*2
+(g o Vu)(t) + (ho Vv)(t) + H(t)

yazilabilir. Sobolev-Poincare esitsizliginden

lull? < cllVull?

L'(t) =K,

ve
Ivll? < cllVvll?
yazilabilir. Boylece (4.1.16) ifadesi
L(t) < Ky (H(®) + [IVull® + IVvll?)
olur. Buradan

IVull? + [Vll? + [[Vu[2¥*2 + || Vv|2¢*2
+(goVu)(t) + (ho Vv)(t) + H(t)

L(t) <K,
esitsizligi de yazilabilir. (4.1.39) ve (4.1.40) dan

L'(t) = nL(t)
elde edilir. Burada

_5 s
r’ 3 KZ ’T’
dir. (4.1.40) ifadesi 0 dan t ye integrallenirse
tLl(t) t
—=dx = f dx
J @)
InL(t) —InL(0) = nt
@ > elit
L(0) —
olur.
g
L(0) = H(O0) + 5 (lluoll® + llvoll* + IVuolI* + lIVwo[I*) > 0
oldugundan

L(t) = L(0)e™™

24

(4.1.38)

(4.1.39)

(4.1.40)

elde edilir. Bu da (4.1.1) probleminin uygun kosullarda iistel biiyiidiigiinii gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
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4.2. Parabolik Tipten m- Laplasyan ve Kirchhoff Terimli Denklemin Coziimiiniin Ustel
Biiyiimesi

Bu caligmada
uy — Aup — div(|Vu|™2vu) — M(||Vul|®)Au + |[u|9%u, = [ul?2u,x € 2,t >0
u(lx,t) =0, x€dt>0 (421)
u(x, 0) = uo(x), x €

baslangi¢ sinir deger problemi calisilacaktir. Burada £, R™de 012 diizgiin sinirina sahip sinirl bir

bolgedir ve p > q > m > 2 sabit sayilardir. « > 0 ve s > 0 i¢in

M(s) =1+ s%
dir. Ayrica
2<g<p<ox; n=1,2
2(n—-1 4.2.2
{2<q<p§%2);n23 ( )

Lemma 1. Enerji fonksiyoneli artmayandir. Yani her t > 0 igin E'(¢t) < 0 dur.

Ispat: (4.2.1) denklemi u, ile garpilir ve {2 iizerinde integrallenirse

futut dx—fAututdx—fdiv(IVuIm‘ZVu)utdx—fM(IquIlZ)Auutdx+ f |ul92uu,dx
0 0 Q 0 o

Ay Ap Az Ay

= f |ulP~2uu,dx (4.2.3)
0

As
olur. (4.2.3) esitligindeki A;, A,, A3, Ayve Ag terimlerini hesaplayalim.
A, ifadesi

olur. A, ifadesi icin Green 6zdesligi ve sinir kosulu gz dniine alinirsa

—fut Au,dx = fVu Vu,dx
0 0

= f |Vu,|?dx
o

= [|Vu,||?

olur. A5 ifadesi i¢in kismi integrasyon ve sinir degerlerinin kullanilmasiyla

1d
—Ldiv(IVuIm‘ZVu)utdx = Ealqullm
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olur. A, ifadesi icin Green 6zdesligi ve M(s) = 1 + s%esitligini kullanirsak

—futM(HVuIlz)Audx = —fut (1 + ||[Vul|?®) Audx
Q Q
—futAudx - f IVu||?*u, Audx
Q Q

Vu,Vudx + ||Vu|?* f Vu,Vudx
Q

d

-,
—f

d
IVuIde)+||Vu||2“fdt< |Vu|2)dx

dt
=— |Vu|2dx +||Vu||2“ IVuIde
dt
d 1
_ 24 - 0 2(a+1)
" ( 9l + 5 I )

olur. A ifadesi

flulp‘zuutdx = f |ulP~tu,dx
0 Q
—f aiphr)e
i\ u X.
— p
D (Llul dx)

1d
= ——llull;

olur. Bu ifadeler (4.2.3) de yazilirsa

1d P _ 2 2 d 1 m
E—IIuII = lluell*+IVuell* + ——IIVullz

dtm
—(Z1vullz + ——— ||V 2(a+1))
* dt <2 vel” + 2(a+1) vul
+f lul9"%u u dx (4.2.4)
0
olur. (4.2.4) esitligini diizenlersek
(o Ml 09l + s Nl 4 7l ) = 2~ Tl
d\ p P 2 2(a+ 1) ‘ ‘

—f |ul?2uu, dx
Q
olur. Burada

1 1 1
E@) = lIVull* + [+ +—lIVullm —Ellullﬁ (4.2.5)

1
2(a+1)



alinirsa
B0 = P19 = [ 1l
0
elde edilir. Boylece
E'(t) <0
olur. Bu ifade 0 dan t ye integrallenirse
t t
f E'(t)dt < f 0dt,
0 0
E(t) —E(0) <0,
E(t) < E(0)

elde edilir.
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(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

Teorem 1: (4.2.2) ve p > %ﬁl) kosullar1 saglansin. Ayrica uy, € W,"™ ve E(0) < 0

olsun. Bu sartlarda (4.2.1) probleminin ¢6ziimii iistel biiyiir.
Ispat:
—E(t) = H(t)

ve
& 2 2
L(@®) = H® + 5 (lull® + Vull®)
olsun. (4.2.9) ifadesinin tiirevini alalim
L'(t)=H'(t) +¢ (f uudx + f VuVutdx>
o) o)
olur. Simdi (4.2.1) denklemini u ile ¢arpip {2 iizerinde integral alalim

flulp‘zuzdx = f Iulq‘zutudx+f utudx—fAutudx
0 0 0 0

- f uM (||Vu||?)Audx — f div(|Vu|™ 2Vu)udx
0 0
olur. (4.2.10) esitligini Green 6zdesligi ve sinir kosulu géz oniine alinirsa

futudx +fVutVudx = fdiv(IVuIm‘ZVu)udx+ fuM(IquIlz)Audx
Q Q 0 0

Bq By

— | |u|?%uudx + | |u|P~?u?dx
lul t
0 0

——
B3

olur. (4.2.12) esitligindeki B;, B, ve Bj terimlerini hesaplayalim.

B; ifadesi i¢in kismi integrasyon ve sinir degerlerinin kullanilmasiyla

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)
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fdiv(IVuIm‘ZVu)udx = —||Vu||™
0
olur. B, ifadesi i¢cin Green 6zdesligi ve M(s) = 1 + s esitligini kullanirsak

fu(l + ||Vu||?*)Audx = quudx +quu||Vu||2“dx
Q 0 Q

= —fVuVudx— ||Vu||2“fVuVudx
Q Q

—[IVull? — |2+

olur. B ifadesi icin

flulp‘zuzdxzflulpdx
Q Q

= [lull;

olur. Buldugumuz By, B,ve B; degerlerini (4.2.12) de yerine yazalim

f R f VuVudzx = —||Val [~ Vael|? — [|Vul| 2
0 0

—f [ul?"2u udx + [lull} (4.2.13)
0
olur. (4.2.13) denklemini (4.2.10) denkleminde yerine yazarsak
L'®)=H'()+ 8(—||Vu||m—||Vu||2 — [[Vu|?e*2 — f lul?"?uudx + [lull; ) (4.2.14)
0

olur.
—E'(t) = H'(t)

ifadesinden,
H'(8) = llull®+IVu |1 + f lul®?uu, dx (4.2.15)
0
olur. (4.2.15) ifadesini (4.2.14)’te yerine yazalim

L'@® = llucll®+1Vucll* + f lul®%u,? dx — el Vullm—&llVull?
0

—g||Vul|?%+? — sf lul?"2u udx + llull} (4.2.16)
0

Dy

elde edilir. (4.2.16) da D, ifadesi i¢in Young esitsizligini kullanirsak
a-2 q-2

f |ul2uudx = | |ul 2 uul 2 udx

0

2

Q
—-2)2 -2
S)l_lflul(qT) utzdx+/1f|u|(q7) u?dx
Q 0
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<At f lul9™2u 2dx + Allullg (4.2.17)
0
olur. (4.2.17) ifadesini (4.2.16) ifadesinde yerine yazalim
L'(®) = llull?+lIVuell®> + (1 — ea™) f [ul9~?u,? dx
0

—el|Vullg—ellVull? — el a2+
—ellullg + ellully (4.2.18)

olur.

P

p
ellullh = epH(®) + €5 |Vul|? + sm

P m
V|20 + e lIVully,
denklemini (4.2.18) de yerine yazalim
L'(®) = llull?+1IVull® + (1 - Sl‘l)f lul?%u,? dx
0
—ellVullj—ellVull® — el|vu| 2@+

p
—elllullg + epH(t) + &5 |Vu||?

p
TCEE)

elde edilir. Buradan (4.2.19) denklemindeki ||u||g ifadesi i¢in p > q > m > 2 oldugundan
LP(R) o L1(N) o L™(2)

(Va2 D) 4 s%IIVullﬁ (4.2.19)

gémiilmesinden

lullg < cllully
p q

olur. Burada 0 < % < 1loldugundanvx >0, 0 <[ <1, z> 0igin

1
x*<(x+1)< <1+2)(x+z) Vx>0,0<10<1,z>0
cebirsel ifadesi kullanilirsa
q
()P < (lullh + 1)

< (1 +$)(I|u|l§ +H()) (4.2.21)

olur. (4.2.20) ve (4.2.21) den

Iy < ¢ (14 57755) (el + HCO))
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p
< ¢, (Iullh + H(0))
< Cyllully (4.2.22)

elde edilir. (4.2.24) esitsizliginin (4.2.19) denkleminde yerine yazarsak

L'@® = lluell®+HIVull? + (1 - Sl_l)f lul?%u,? dx
0

+e(Z— 1) Ivulre (5 1) Ivul?

L _ 2(a+1)
Te <Z(a 1) 1) vul

p
— eAClullb + ¢ (E - 1) H(t)

D,

P
— (E - 1) H(E) + epH(t)
elde edilir. D, terimindeki H(t) ifadesinin esitini yerine yazalim ve ifadeyi diizenleyelim

L'@® = lluell®+IVull® + (1 — Sl_l)f ul?%u,? dx
0

p a;
— m b . 2
telay = a) [Vulf+e (5= 1) Ivul
p aq ) 2(a+1)
S SR ——— TR
& <2(a D 2@+ ) 17
a
te (f - ,101) ll? + e(p — ay)H(E) (4.2.23)
olur.
a, = P_ lvea, = &4
T m 2 m
olsun.

a
1—-exrl>0, ?1—/16120

olacak sekilde A ve ¢ yeterince kiiciik secilebilir. Ayrica

2(a@ + 1) 2@+ = PTHR=

a, —a, =0,
dir. Boylece
L'(®) 2 Ky(H@®) + NP +HIVa1? + [Iullp+IVull® + [[ul2EHD + ully) - (4.2.24)
yazilabilir. Sobolev-Poincare esitsizliginden
lull? < cllvull?
dir. Boylece (4.2.9) ifadesi
L(t) < K,(H(®)+]||[Vul|?),K, > 0 (4.2.25)



olur. Buradan (4.2.25) ifadesi

31

L(®) < Ko(H(®) + lluel?+1VuelI® + 1Vl + [Vull® + [VullP@D + lully) - (4.2.26)

esitsizligi seklinde de yazilabilir. (4.2.24) ve (4.2.26) ifadelerinden
L'(t) = 9L(t)
elde edilir. Burada

K
9=—
K
dir. (4.2.27) ifadesinin 0 dan t ye integrallenirse
tL’ t t
f de = f Jdx
o L(®) 0
InL(t) —InL(0) =9It
L(t) -
L(0)
olur.
€
L(0) = H(0) + 7 (Iluoll* + IVuolI*) > 0
oldugundan

L(t) = L(0)e®*

(4.2.27)

elde edilir. Bu da (4.2.1) probleminin uygun kosullarda iistel biiyiidiigiinii gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuglar
Bu ¢aligmamizda parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff

t
ur — Aug — M(|Vull?)du + J gt — o) bu(o)do + [ulP~?u, = f1(w,v),
0

t
v, — Av, — M(||Vv||?)Av + J h(t — o) Av(o)do + |v|9%v, = f,(u,v)
0
denklem sisteminin ve parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli
uy — Auy — div(|Vu|™2Vu) — M([|Vull?)Au + w9 %u, = |ulP~%u

denklemin ¢dzlimiiniin iistel biiylimesi incelenmistir.

5.2 Oneriler

Bu problemlerin ¢dziimlerinin patlamasi, enerji azalmasi gibi matematiksel 6zellikleri de
calisilabilir.

Sinirh bir Q bolgesinde yapilan bu ¢aligmalar sinirsiz bolgede de yapilabilir.
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