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 Bu tezin ilk bölümünde çözümlerin üstel büyümesi ile ilgili bazı temel bilgiler ve örnekler 
verilmiştir. İkinci bölümde tezin esas kısmını oluşturan problemler tanıtılmıştır. Daha sonra literatür bilgisi 
verilmiştir. Üçüncü bölümde sonraki bölümde kullanılacak olan bazı temel tanım, teorem ve eşitsizlikler 
verilmiştir. Dördüncü bölümün birinci kısmında parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff denklem 
sisteminin, ikinci kısmında ise parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli denkleminin 
çözümlerinin üstel büyümesi çalışılmıştır.  
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 The first section of this thesis provides fundamental information and examples concerning the 
exponential growth of solutions. In the second chapter, the problems that form the main part of the thesis 
are introduced. Later, literature information is given. In the third chapter, some fundamental definitions, 
theorems and inequalities that will be used in the next chapter are given. In the first part of the fourth 
section, solutions of the parabolic type viscoelastic Kirchhoff equation system have been studied, while in 
the second part, solutions with exponential growth for the parabolic type m-Laplacian equation with 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 
 
 
𝑅! 																																	 ∶ 𝑛	boyutlu	Euclid	uzayı 
 
𝛺																																			 ∶ 𝑅!	de	sınırlı	bir	bölge	 
 
𝜕𝛺																																	 ∶ Ω	bölgesinin	sınırı 
 
𝑅! 																																	 ∶ 𝑛	boyutlu	Euclid	uzayı 
 
𝐶(𝛺) 																												 ∶ Sürekli	fonksiyonlar	uzayı 
 
𝑊",$(𝛺) 																					 ∶ Sobolev	uzayı 
 
𝐿$(𝛺)																												:	𝑝.	mertebeden	Lebesgue	integrallenebilir	fonksiyonlar	uzayı 
 
𝐻"(𝛺) 																									 ∶ Hilbert	uzayı 
 
∆																																						∶ Laplace	operatörü 
 
∇																																					∶ Nabla	operatörü	(Gradiyent)



 

 

1 

1. GİRİŞ 

 

Fizik, kimya, biyoloji, tıp, mühendislik,... gibi pek çok alanda ortaya çıkan denklemler 

diferansiyel denklem veya diferansiyel denklem sistemleri olarak modellenmektedir. Kısmi 

diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik ve eliptik tipten denklemler şeklinde sınıflandırılır.  

Bağımlı değişkenlerinden bir tanesi zaman değişkeni olan kısmi türevli denklemlere özel olarak 

evolüsyon denklemler denir. Dolayısıyla hiperbolik ve parabolik tipten denklemler birer evolüsyon 

denklemdir. Örneğin; dalgaların yayılması, ısı akışı, roketlerin hareketleri, bulaşıcı hastalıkların 

yayılması,... gibi olayların matematiksel modellenmesi birer evolüsyon denklemdir. Bu nedenle bu 

denklemlerin çözümlerinin bulunması önemlidir. Aslında çoğu zaman çözümün davranışının 

incelenmesi açık çözümü bulmaktan daha önemli olabilmektedir. Çözüm var mıdır, tek midir, patlama 

meydana gelir mi, asimptotik davranışı nasıldır, kararlı mıdır,... gibi sorular önemlidir (Pişkin 2021). 

Bu sebeple denklemlerin çözümlerinin üstel büyümesi ile ilgili bu tez çalışması yapılmıştır. 

Özellikle çözümlerin üstel büyümesi, patlamanın özel bir durumudur. Burada zaman sonsuza 

giderken çözümlerin de sonsuza ıraksama durumu ele alınır. Bu durum aşağıdaki şekilde ifade 

edilebilir: 

𝐸(𝑡) enerji fonksiyoneli olmak üzere  ∀𝑡 > 0	ve	𝑐%, 𝑐& > 0 için  

𝐸(𝑡) ≥ 𝑐%𝑒'!( 

eşitsizliği elde edilebilirse 𝑡 → ∞ için 𝐸(𝑡) → ∞ olur. 

 Şimdi bu duruma basit örnekler verelim: 

Örnek 1: 𝑢 = 𝑢(𝑡) için  

^𝑢
) = 4𝑢	

𝑢(0) = 2	 

başlangıç değer probleminin çözümü 𝑢(𝑡) = 2𝑒*( olur. Burada 𝑡 → ∞ için 𝑢(𝑡) → ∞ olacağından bu 

durum çözümün üstel büyümesidir. 

Örnek 2: 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) için  

^
𝑢( − 2𝑥𝑢+ = 0
𝑢(𝑥, 0) = 3𝑥				 

başlangıç değer probleminin çözümü 𝑢(𝑥, 𝑡) = 3𝑥𝑒&( olur. Burada 𝑡 → ∞ için 𝑢(𝑥, 𝑡) → ∞ 

olacağından bu durum çözümün üstel büyümesidir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Bu tezin esas amacı (4.1) kısmında ele alınan parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢! − ∆𝑢! −𝑀(‖∇𝑢‖")∆𝑢 + . 𝑔(𝑡 − 𝜎)

!

#
∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎 + |𝑢|$%"𝑢! = 𝑓&(𝑢, 𝑣),					

𝑣! − ∆𝑣! −𝑀(‖∇𝑣‖")∆𝑣 + . ℎ(𝑡 − 𝜎)
!

#
∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎 + |𝑣|'%"𝑣! = 𝑓"(𝑢, 𝑣)					

 

denklem sisteminin ve (4.2) kısmında ele alınan parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli  

𝑢( − ∆𝑢( − 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢) − 𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢 + |𝑢|-,&𝑢( = |𝑢|$,&𝑢		 

denklemin çözümünün üstel büyümesi incelemektir. 

Polat (2007) 

𝑢! − 𝑢(( + |𝑢|)%"𝑢! = |𝑢|$%"𝑢 
denkleminin çözümünün patlamasına çalıştı. 

Korpusov ve Sveshnikov (2008) 

𝑢( − ∆𝑢 − ∆𝑢( + |𝑢|",&𝑢( = 𝑢(𝑢 − 𝛼)(𝑢 − 𝛽) 

denkleminin çözümünün patlamasına çalıştılar. 

Hu, Qi ve Zhang (2014) 

𝑢! − ∆u +. 𝑔(𝑡 − 𝑠)
!

#
∆𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + |𝑢|)%"𝑢! = |𝑢|$%"𝑢 

denkleminin çözümünün patlamasına çalıştılar. 

Pang ve Qiao (2015) 

^𝑢( − ∆𝑢 +
|𝑢|",&𝑢( = 𝑓%(𝑢, 𝑣),

𝑣( − ∆𝑣 + |𝑣|",&𝑣( = 𝑓&(𝑢, 𝑣)
 

denklem sisteminin çözümünün patlamasına çalıştılar. 

Dang, Hu, Xia ve Zhang (2017) 

𝑢( − ∆𝑢 +n 𝑔(𝑡 − 𝑠)∆𝑢(𝑠)𝑑𝑠
(

.
+ |𝑢|/,&𝑢( = |𝑢|$,&𝑢 

denkleminin çözümünün üstel büyümesine çalıştılar. 

Ouaoua ve Maouni (2019) 

𝑢( − 𝑑𝑖𝑣q|∇𝑢|$(+),&∇𝑢r + 𝜔|𝑢|"(+),&𝑢( = 𝑏|𝑢|2(+),&𝑢 

denkleminin çözümünün patlaması ve üstel büyümesine çalıştılar. 

Pişkin ve Ekinci (2019) 

u
𝑢( − 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|$,&∇𝑢) + |𝑢|-,&𝑢( = 𝑓1(𝑢, 𝑣),
𝑣( − 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑣|",&∇𝑣) + |𝑣|-,&𝑣( = 𝑓2(𝑢, 𝑣)	

 

denklem sisteminin çözümünün patlamasına ve üstel büyümesine çalıştılar. 
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Ouaoua, Khaldi ve Maouni (2020) 

𝑢( −𝑀vn|∇𝑢|&
3

𝑑𝑥w∆𝑢 + |𝑢|",&𝑢( = |𝑢|2,& 

denkleminin kararlılığını çalıştılar. 

Pişkin ve Ekinci (2020) 

𝑢! − ∆𝑢! −𝑀(‖∇𝑢‖")∆𝑢 + |𝑢|'%"𝑢! = |𝑢|$%"𝑢																							 

denkleminin çözümünün patlamasına ve üstel büyümesine çalıştılar. 

Pişkin ve Ekinci (2021) 

(1 + |𝑢|'%")𝑢! −𝑀(‖∇𝑢‖")∆𝑢 + . 𝑔(𝑡 − 𝑠)
!

#
∆𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑢) 

denklem çözümünün patlamasına ve üstel büyümesine çalıştılar. 

Ouaoua ve Boughamsa (2022) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢! − ∆𝑢 − ∆𝑢! +. 𝑔(𝑡 − 𝑠)

!

#
∆𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + |𝑢|)%"𝑢! = 𝑓&(𝑢, 𝑣),

𝑣! − ∆𝑣 − ∆𝑣! +. ℎ(𝑡 − 𝑠)
!

#
∆𝑣(𝑠)𝑑𝑠 + |𝑣|,%"𝑣! = 𝑓"(𝑢, 𝑣)	

 

denklem sisteminin çözümünün üstel büyümesine çalıştılar. 

Pişkin ve Butakın (2023)  

𝑢( + ∆&𝑢 −𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢 + |𝑢|$(+),&𝑢( = |𝑢|-(+),&𝑢		 

denkleminin global varlığına ve enerji azalmasına çalıştılar. 

Pişkin ve Ekinci (2023) 

									

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢! −𝑀(‖∇𝑢‖")∆𝑢 + . 𝑤&(𝑡 − 𝑠)

!

#
∆𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + |𝑢|'%"𝑢! = 𝑓&(𝑢, 𝑣),

𝑣! −𝑀(‖∇𝑣‖")∆𝑣 +. 𝑤"(𝑡 − 𝑠)
!

#
∆𝑣(𝑠)𝑑𝑠 + |𝑣|'%"𝑣! = 𝑓"(𝑢, 𝑣)

 

denklem sisteminin çözümünün patlamasına ve üstel büyümesine çalıştılar. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde, daha sonra gerekli olabilecek bazı uzaylar, tanımlar ve eşitsizlikler yer 

almaktadır. (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Evans, 1998; Kesevan, 2003; Pişkin, 2017). 

 

3.1. Lebesgue Uzayı (𝑳𝒑(𝜴)) 

Tanım 3.1.1.  𝛺, 𝑅! de ölçülebilir bir bölge olsun.	𝑢 ölçülebilir bir fonksiyon ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

olmak üzere |𝑢(𝑥)|$ Lebesgue anlamında integrallenebilir ise yani,  

n |𝑢(𝑥)|$
3

𝑑𝑥 < ∞ 

ise 𝑢(𝑥) fonksiyonları 𝑝. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sınıfı olarak adlandırılır ve bu sınıf  

𝐿$(𝛺)	 veya 𝐿$ ile gösterilir. Bu şartı sağlayan tüm 𝑢 fonksiyonlarının uzayına 𝐿$ Lebesgue uzayı 

denir. Burada 𝐿$ uzayının elemanları ∫ |𝑢(𝑥)|$3 𝑑𝑥 < ∞ şartını sağlayan ölçülebilir fonksiyonların 

denklik sınıfıdır. 

  Bu uzaydaki norm  

‖𝑢‖5"(3) = ‖𝑢‖$ = vn|𝑢(𝑥)|$
3

𝑑𝑥w
%/$

 

şeklinde tanımlanır.  𝐿$(𝛺)	 uzayı bu norm ile Banach uzayıdır. 

Tanım 3.1.2. 𝑣𝑜𝑙(𝛺) = ∫ 1𝑑𝑥3 < ∞, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞	olsun. Bu durumda 

 𝑢 ∈ 𝐿-(𝛺)	ise 𝑢 ∈ 𝐿$(𝛺) dır ve 

‖𝑢‖$ ≤ 𝑐‖𝑢‖- 

dır. Yani  

𝐿-(𝛺) ↪ 𝐿$(𝛺) 

gömülmesi geçerlidir. 

Tanım 3.1.3. 	𝐿&(𝛺),  

(𝑢, 𝑣) = n𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)������𝑑𝑥
3

 

iç çarpımına göre Hilbert uzaydır. 

Tanım 3.1.4.  −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞	olsun. ‖𝑢(. )‖7 ∈ 𝐿$(𝑎, 𝑏) şartını sağlayan (𝑎, 𝑏) den 𝑋 e 

tanımlanmış 𝑢 fonksiyonlar uzayı  𝐿$(𝑎, 𝑏; 𝑋) uzayıdır ve bu uzay 
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‖𝑢‖5"(8,9;7) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
	vn ‖𝑢(𝑡)‖7

$𝑑𝑡
9

8
w
% $⁄

, 1 ≤ 𝑝 < ∞

𝑒𝑠𝑠	𝑠𝑢𝑝
(∈(8,9)

‖𝑢(𝑡)‖7 ,																				𝑝 = ∞
																												

 

normu ile Banach uzaydır. 

Tanım 3.1.5. [0, 𝑇] den 𝑋	e tanımlanmış 𝑚. mertebeden sürekli türevli 𝑢 fonksiyonlar uzayı 

𝐶"([0, 𝑇]; 𝑋) uzayıdır ve 

‖𝑢‖=#([.,?];7) = max
.A|8|A"

𝑠𝑢𝑝‖𝐷C𝑢(𝑡)‖7 

normu ile Banach uzaydır. 

 

3.2. Sobolev Uzayı (𝑾𝒎,𝒑(𝜴)) 

Tanım 3.2.1. 𝑢 ∈ 𝐿EF'% (𝛺) ve 𝛼 çoklu-indisi verilsin.∀𝛾 ∈ 𝐶.G(𝛺) için  

n𝛾
3
𝑣𝑑𝑥 = (−1)|C|n𝑢

3
𝐷C𝛾𝑑𝑥 

ise 𝑣 ∈ 𝐿EF'% (𝛺) fonksiyonuna 𝑢 nun 𝛼. zayıf türevi denir ve 𝑣 = 𝐷C𝑢 şeklinde yazılır. 

Tanım 3.2.2. 𝛺, 𝑅! de bir bölge, 𝑚 ∈ 𝑍H ∪ {0} ve 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ olmak üzere, Sobolev uzayı 

𝑊",$(𝛺) = {𝑢 ∈ 𝐿$(𝛺): 𝐷C𝑢 ∈ 𝐿$(𝛺), 0 ≤ |𝛼| ≤ 𝑚} 

şeklinde tanımlanır ve bu uzay  

‖𝑢‖I#,"(3) = � � ‖𝐷C𝑢‖5"(3)
$

.A|C|A"

�
% $⁄

, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 

‖𝑢‖I#,%(3) = max
.A|C|A"

‖𝐷C𝑢‖5%(3) 	 , 𝑝 = ∞ 

normları ile Banach uzaydır. 

𝑊",$(𝛺) uzayında 𝐶.G(𝛺) uzayının kapanışı 𝑊.
",$(𝛺) dır. 

Burada 

𝑊.
",$(𝛺) ↪ 𝑊",$(𝛺) ↪ 𝐿$(𝛺) 

gömülmesi geçerlidir. 

Tanım 3.2.3. 𝑝 = 2 ise 𝑊",&(𝛺) = 𝐻"(𝛺)	ve 𝑊.
",&(𝛺) = 𝐻."(𝛺) dır. 𝐻"(𝛺) uzayındaki 

norm 

‖𝑢‖J#(3) = � � ‖𝐷C𝑢‖5!(3)
&

.A|C|A"

�
% &⁄

 

şeklindedir. 

Tanım 3.2.4.  𝐻.%(𝛺) uzayında iç çarpım  
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(𝑢, 𝑣)J&'(3) = n∇𝑢
3

∇𝑣𝑑𝑥 

dır ve norm 

‖𝑢‖J&'(3) = vn|∇𝑢|&𝑑𝑥
3

w
% &⁄

 

şeklindedir. 

Tanım 3.2.6. (Sobolev Gömülme Teoremi). 𝛺, 𝑅!	de koni özelliğine sahip açık bölge,   

𝑚 ≥ 1 ve 𝑗 ≥ 0 şeklindeki tamsayılar ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ olsun. Bu durumda 

(i) 𝑚𝑝 > 𝑛 

𝑊KH",$(𝛺) ↪ 𝐶L
K(𝛺) 

dır. 

(ii) 𝑚𝑝 = 𝑛 ise  

𝑊KH",$(𝛺) ↪ 𝑊K,-(𝛺), 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ 

veya  

𝑊",$(𝛺) ↪ 𝐿-(𝛺), 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ 

dır. Ayrıca 𝑝 = 1 ise 

𝑊KH",%(𝛺) ↪ 𝐶L
K(𝛺) 

dır. 

(iii)   𝑚𝑝 < 𝑛 ise  

𝑊KH",$(𝛺) ↪ 𝑊K,-(𝛺), 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝∗ 

veya  

𝑊",$(𝛺) ↪ 𝐿-(𝛺), 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝∗ 

dır. Burada  

𝑝∗ = �
𝑛𝑝

𝑛 −𝑚𝑝	, 𝑛 > 𝑚𝑝

+∞,																𝑛 ≤ 𝑚𝑝
 

dır. 𝑊",$ yerine 𝑊.
",$ uzayı alınırsa, 𝛺 bölgesi üzerinde herhangi bir kısıtlama olmaksızın 

gömülmeler yine de geçerli olur. 

 

3.3. Eşitsizlikler 

Lemma 3.3.1. (Cauchy Eşitsizliği).	𝜀 > 0	ve	𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅	olsun. Bu durumda 

|𝑎𝑏| ≤
𝜀
2
|𝑎|& +

1
2𝜀
|𝑏|& 

dır. 
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Lemma 3.3.2. (Young Eşitsizliği). 𝜀 > 0, 𝑎, 𝑏 ≥ 0	ve	𝑝 > 1	için	 %
$
+ %

-
=1	olsun. Bu 

durumda 

|𝑎𝑏| ≤
|𝑎|$

𝑝 +
|𝑏|-

𝑞  

eşitsizliği veya  

|𝑎𝑏| ≤ 𝜀𝑎$ + 𝐶(𝜀)𝑏- 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 𝐶(𝜀) = (𝜀𝑝)
("
) 𝑞,% dır. 

Lemma 3.3.3. (Hölder Eşitsizliği). 1 ≤ 𝑝 < ∞	ve  %
$
+ %

-
=1 olsun. Eğer 𝑢 ∈ 𝐿$(𝛺), 

	𝑣 ∈ 𝐿-(𝛺) olduğunda 𝑢𝑣 ∈ 𝐿%(𝛺) ve  

‖𝑢𝑣‖% ≤ ‖𝑢‖$‖𝑣‖- 

dır.  

Lemma 3.3.4. (Minkowski Eşitsizliği).  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿$(𝛺)	ve	𝑝 ≥ 1 ise  

‖𝑢 + 𝑣‖5"(3) ≤ ‖𝑢‖5"(3) + ‖𝑣‖5"(3) 

eşitsizliği geçerlidir. 

Lemma 3.3.5. (Green Özdeşliği). 	𝑢 ∈ 𝐶&(𝛺) ∩ 𝐶%(𝛺�) ve 𝑣 ∈ 𝐶%(𝛺�) için 

n𝑣∆𝑢𝑑𝑥
3

= n 𝑣
N3

𝜕𝑢
𝜕𝑛 𝑑𝑠 − n∇𝑣3

∇𝑢𝑑𝑥 

dır. Burada 𝑛 birim vektör ve NO
N!
= 𝑛∇𝑢 dır. 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI VE TARTIŞMA 

 

Bu kısımda (4.1.1) denklem sisteminin ve (4.2.1) denkleminin pozitif başlangıç enerjisi için 

uygun koşullar altında çözümlerinin üstel büyümesini ispatlayacağız. 

 

4.1. Parabolik Tipten Viskoelastik Kirchhoff Denklem Sisteminin Çözümlerinin Üstel 
Büyümesi 

 

Bu çalışmada  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢! − ∆𝑢! −𝑀(‖∇𝑢‖

")∆𝑢 + ∫ 𝑔(𝑡 − 𝜎)!
# ∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎 + |𝑢|$%"𝑢! = 𝑓&(𝑢, 𝑣),					(𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺 × (0, 𝑇)

𝑣! − ∆𝑣! −𝑀(‖∇𝑣‖")∆𝑣 + ∫ ℎ(𝑡 − 𝜎)!
# ∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎 + |𝑣|'%"𝑢! = 𝑓"(𝑢, 𝑣),					(𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺 × (0, 𝑇)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) = 0,																																																																																																	(𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕𝛺 × (0, 𝑇)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢#(𝑥),																																																																																																																																			𝑥 ∈ 𝛺
𝑣(𝑥, 0) = 𝑣#(𝑥),																																																																																																																																			𝑥 ∈ 𝛺

       (4.1.1) 

başlangıç sınır değer probleminin çözümlerinin üstel büyümesi çalışılacaktır. Burada 𝛺,	𝑅!(𝑛 ≥ 1) 

de 𝜕𝛺 düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölgedir. 𝑝 > 2, 𝑞 > 2	sabit	sayılardır. 

Kabul edelim ki  𝑔	ve	ℎ fonksiyonları sürekli, negatif olmayan ve artmayan 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑔(𝑠) ≥ 0,						1 − n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
= 𝑙 > 0	

ℎ(𝑠) ≥ 0,						1 − n ℎ(𝑠)𝑑𝑠
(

.
= 𝑘 > 0

																																														(4.1.2) 

ve 

𝑔)(𝑠) ≤ 0, ℎ)(𝑠) ≤ 0, ∀𝑠 > 0 

 fonksiyonlar olsun. Ayrıca 𝑠 > 0 ve 𝛼 > 0 için 

𝑀(𝑠) = 1 + 𝑠C 																																																																			(4.1.3) 

olsun.  

	𝑓%(𝑢, 𝑣)	ve	𝑓&(𝑢, 𝑣) lineer olmayan fonksiyonlar 

	u𝑓%
(𝑢, 𝑣) = |𝑢 + 𝑣|&(2H%)(𝑢 + 𝑣) + |𝑢|2𝑢|𝑣|2H&

𝑓&(𝑢, 𝑣) = |𝑢 + 𝑣|&(2H%)(𝑢 + 𝑣) + |𝑢|2H&𝑣|𝑣|2
																																(4.1.4) 

dır.  

Burada 𝑟 

																																												�
−1 < 𝑟,																				𝑛 = 1,2,

−1 < 𝑟 ≤
3 − 𝑛
𝑛 − 2 ,			𝑛 ≥ 3 																																																														(4.1.5)	 

koşullarını sağlasın. ∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅& için 

								𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣) = 2(𝑟 + 2)𝐹(𝑢, 𝑣)						 
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dır. Burada  

																																													𝐹(𝑢, 𝑣) =
1

2(𝑟 + 2) ¤
|𝑢 + 𝑣|&(2H&) + 2|𝑢𝑣|(2H&)¥																																					(4.1.6) 

ve 

𝑓%(𝑢, 𝑣) =
𝜕𝐹(𝑢, 𝑣)
𝜕𝑢 	, 𝑓&(𝑢, 𝑣) =

𝜕𝐹(𝑢, 𝑣)
𝜕𝑣 	 

dır. 

            Lemma 1. (Messaoudi ve Houari 2010): 𝑐.	ve	𝑐%	pozitif	sayılar	olsun 
𝑐.

2(𝑟 + 2) q
|𝑢|&(2H&) + |𝑣|&(2H&)r ≤ 𝐹(𝑢, 𝑣) ≤

𝑐%
2(𝑟 + 2) q

|𝑢|&(2H&) + |𝑣|&(2H&)r. 

            Lemma 2. Enerji fonksiyonelimiz artmayandır. Yani her 𝑡 ≥ 0 için 𝐸)(𝑡) ≤ 0 dır. 

Burada 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊.
%,& için  

														𝐸(𝑡) =
1
2v1 − n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∆𝑢‖& +

1
2v1 − n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∆𝑣‖& 		

+
1

2(𝛼 + 1) q
‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖∇𝑣‖&(CH%)r +

1
2
[(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑢)(𝑡)]

− n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

 

ve 

(𝜃 ⋄ 𝜔)(𝑡) = n 𝜃(𝑡 − 𝜎)
(

.
n |𝜔(𝑡) − 𝜔(𝜎)|&
3

𝑑𝑥𝑑𝜎																																		(4.1.7) 

dır. 

            İspat: (4.1.1)	sisteminin ilk denklemini 𝑢(, ikinci denklemini 𝑣( ile çarpıp toplanırsa 

𝑢(𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣(𝑓&(𝑢, 𝑣) = 𝑢(𝑢( + 𝑣(𝑣( − 𝑢(∆𝑢( − 𝑣(∆𝑣(													 

																																																																	−𝑢(𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢 − 𝑣(𝑀(‖∇𝑣‖&)∆𝑣																					 

																																																																											+𝑢(n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎 + 𝑣(n ℎ(𝑡 − 𝜎)

(

.
∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎 

																																+𝑢(|𝑢|$,&𝑢( + 𝑣(|𝑣|-,&𝑣(						 

elde edilir. Elde ettiğimiz yukarıdaki ifadenin 𝛺 bölgesi üzerinde integralini alalım 

.𝑢!
-

𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 +.𝑣!
-

𝑓"(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 = 

									. 𝑢!
-

𝑢!𝑑𝑥FGGHGGI
.!

+.𝑣!
-

𝑣!𝑑𝑥FGGHGGI
/!

−.𝑢!
-

∆𝑢!𝑑𝑥FGGHGGI
."

−.𝑣!
-

∆𝑣!𝑑𝑥FGGGHGGGI
/"

−.𝑢!𝑀(‖∇𝑢‖")∆𝑢𝑑𝑥
-FGGGGGGHGGGGGGI

.#

−.𝑣!𝑀(‖∇𝑣‖")∆𝑣𝑑𝑥
-FGGGGGGHGGGGGGI

/#

 

								+. 𝑢!. 𝑔(𝑡 − 𝜎)
!

#-
∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥

FGGGGGGGGHGGGGGGGGI
.$

+. 𝑣!. ℎ(𝑡 − 𝜎)
!

#-
∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥

FGGGGGGGGHGGGGGGGGI
/$
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											+.𝑢!
-

|𝑢|$%"𝑢!𝑑𝑥 +.𝑣!
-

|𝑣|'%"𝑣!𝑑𝑥																																																																																																									(4.1.8) 

dır.  

Şimdi bu terimleri hesaplayalım;  

𝐴%ifadesi 

n|𝑢(|&𝑑𝑥
3

= ‖𝑢(‖&				 

olur. 𝐵%	ifadesi 

n|𝑣(|&𝑑𝑥
3

= ‖𝑣(‖&				 

olur. 𝐴&	ifadesi	için	Green	özdeşliği	ve	sınır	koşulları		kullanılırsa 

−n𝑢(
3

∆𝑢(𝑑𝑥 = n∇𝑢∇𝑢(𝑑𝑥
3

					 

																										= n |∇𝑢(|&𝑑𝑥	
3

				 

																		= ‖∇𝑢(‖&				 

olur. Benzer	şekilde	𝐵&	ifadesi	için	 

−n𝑣(∆𝑣(𝑑𝑥
3

= n∇𝑣(∇𝑣(𝑑𝑥
3

	 

																							= n |∇𝑣(|&𝑑𝑥
3

 

															= ‖∇𝑣(‖& 

olur. 𝐴P	ifadesi	için,		Green	özdeşliği	ve	𝑀(𝑠) = 1 + 𝑠C 		eşitliği	göz	önüne	alınırsa 

														−n𝑢(𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥
3

= −n𝑢((1 + ‖∇𝑢‖&C)∆𝑢𝑑𝑥
3

		 

																											= −n𝑢(∆𝑢𝑑𝑥
3

−n‖∇𝑢‖&C𝑢(∆𝑢𝑑𝑥
3

				

= n∇𝑢(∇𝑢𝑑𝑥
3

+ ‖∇𝑢‖&Cn∇𝑢(∇𝑢𝑑𝑥
3

= n
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
|∇𝑢|&± 𝑑𝑥

3
+ ‖∇𝑢‖&Cn

𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
|∇𝑢|&± 𝑑𝑥

3

=
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑢‖&± +

𝑑
𝑑𝑡 °

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%)± 	

=
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%)± 

olur. Benzer şekilde 𝐵P	ifadesi 
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−n𝑣(𝑀(‖∇𝑣‖&)∆𝑣𝑑𝑥
3

=
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑣‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑣‖&(CH%)± 

olur. 𝐴*	ifadesi	için 

n 𝑢(n 𝑔(𝑡 − 𝜎)∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥
(

.3
= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)n𝑢(∆𝑢(𝜎)𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
 

																																																								= −n 𝑔(𝑡 − 𝜎)n∇𝑢(∇𝑢(𝜎)𝑑𝑥𝑑𝜎
3

(

.
	 

																																																								= −n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢(q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡) + ∇𝑢(𝑡)r𝑑𝑥𝑑𝜎
3

	 

																											= −n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢(q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r𝑑𝑥𝑑𝜎
3

 

														−n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢(∇𝑢(𝑡)𝑑𝑥𝑑𝜎
3

		 

																																= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n

𝑑
𝑑𝑡3
°
1
2 (∇𝑢

(𝜎) − ∇𝑢(𝑡))&± 𝑑𝑥𝑑𝜎 

																							−n 𝑔(𝑡 − 𝜎)n
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
|∇𝑢(𝑡)|&±𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
																								(4.1.9) 

olur. Şimdi (4.1.9)	eşitliğinin	sağ	tarafındaki	ifadeleri	elde	edelim: 

	
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 	ve	

1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)

(

.
nq∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&
3

𝑑𝑥𝑑𝜎w 		 

terimlerini	göz	önüne	alalım 

		
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w =

1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
	 

																																																																						+n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.

𝑑
𝑑𝑡 v

1
2n

|∇𝑢|&
3

𝑑𝑥w𝑑𝜎 

den 

		−n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
𝑑
𝑑𝑡 v

1
2n

|∇𝑢|&𝑑𝑥
3

w𝑑𝜎
(

.
=
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

																																																																									−
1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)

(

.
n|∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎	
3

																						(4.1.10) 

olur. Benzer şekilde 𝐵* ifadesi 

1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w =

1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
 

																																																																																												+n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.

𝑑
𝑑𝑡 v

1
2nq∇𝑢

(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥	
3

w𝑑𝜎 
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olur. Buradan 

 

n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.

𝑑
𝑑𝑡
1
2n q∇𝑢

(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎 =
3

1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

																																																												−
1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎	

3

(

.
(4.1.11) 

elde edilir. 

n𝑢(
3

n 𝑔(𝑡 − 𝜎)∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥
(

.
= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)

(

.
n

𝑑
𝑑𝑡3

1
2 q∇𝑢

(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎														 

																																																																				−n 𝑔(𝑡 − 𝜎)n
𝑑
𝑑𝑡
1
23

(

.
|∇𝑢(𝑡)|&𝑑𝑥𝑑𝜎	 

olduğundan (4.1.10) ve (4.1.11) ifadelerini toplayalım 

								n 𝑢(
3

n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 =

1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎)

3

(

.
w 

																																																																																		−
1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎		

3

(

.
 

																																																																																		−
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

																																																																																		+
1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
 

elde	edilir.	Benzer	şekilde	n 𝑣(n ℎ(𝑡 − 𝜎)
(

.3
∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥	ifadesi	 

									n𝑣(
3

n ℎ(𝑡 − 𝜎)
(

.
∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 =

1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn ℎ(𝑡 − 𝜎)n q∇𝑣(𝜎) − ∇𝑣(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎)

3

(

.
w	 

																																																																				−
1
2n ℎ)(𝑡 − 𝜎)n q∇𝑣(𝜎) − ∇𝑣(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎		

3

(

.
 

																																																																				−
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn ℎ(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑣|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

																																																																					+
1
2n ℎ)(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑣|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
 

şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan  
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									n [𝑢(𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣(𝑓&(𝑢, 𝑣)]𝑑𝑥
3

= n[|𝑢 + 𝑣|&2HP(𝑢 + 𝑣) + |𝑢|2H%|𝑣|2H%(𝑣𝑢( + 𝑢𝑣()]𝑑𝑥
3

 

																																																		= n [|𝑢 + 𝑣|&2HP(𝑢 + 𝑣) + |𝑢𝑣|2H% + (𝑣𝑢( + 𝑢𝑣()]𝑑𝑥
3

	 

		= n
𝑑
𝑑𝑡 ³

1
2(𝑟 + 2)�

(𝑢 + 𝑣)&(2H&) + 2(𝑢𝑣)2H&´µµµµµµµ¶µµµµµµµ·
&(2H&)Q(O,R)

𝑑𝑥�¸
3

						(4.1.12) 

																										=
𝑑
𝑑𝑡 n𝐹

(𝑢, 𝑣)
3

𝑑𝑥																																											 

dır. Bulduğumuz eşitlikleri (4.1.8) de yerine yazalım 

																																	
𝑑
𝑑𝑡 n𝐹

(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 =
3

‖𝑢(‖& + ‖𝑣(‖& + ‖∇𝑢(‖& + ‖∇𝑣(‖& 

																										+
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%)± 

																										+
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑣‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑣‖&(CH%)± 

																																											+
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

																																											+
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn ℎ(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑣(σ) − ∇𝑣(t)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w	 

																																							−
1
2 vn 𝑔)(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

																																						−
1
2vn ℎ)(𝑡 − 𝜎)nq∇𝑣(𝜎) − ∇𝑣(𝑡)r&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w 

		+
1
2
𝑑
𝑑𝑡 vn 𝑔(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
w										 

									+
1
2	
𝑑
𝑑𝑡 vn ℎ(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑣|&𝑑𝑥𝑑𝜎	

3

(

.
w																 

																																																																				−
1
2n 𝑔)(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑢|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
 

									−
1
2n ℎ)(𝑡 − 𝜎)n |∇𝑣|&𝑑𝑥𝑑𝜎

3

(

.
 

																			+n𝑢(&
3

|𝑢|$,&𝑑𝑥 + n𝑣(&|𝑣|-,&𝑑𝑥
3

	 

olur. 



 

 

14 

(𝜃 ⋄ 𝜔)(𝑡) = n 𝜃(𝑡 − 𝜎)n |𝜔(𝑡) − 𝜔(𝜎)|&𝑑𝑥𝑑𝜎
3

(

.
		ifadesi	göz	önünde	alınıp	 

yukarıdaki	eşitliği	düzenlersek 

𝑑
𝑑𝑡 v

1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%) +
1
2
‖∇𝑣‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑣‖&(CH%) +
1
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡)

+
1
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡) −

1
2
‖∇𝑢‖&n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
−
1
2
‖𝛻𝑣‖&n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
−n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥

3
w

= ¼−‖𝑢(‖& − ‖𝑣(‖& − ‖∇𝑢(‖& − ‖∇𝑣(‖& +
1
2
(𝑔) ⋄ ∇𝑢)(𝑡) +

1
2
(ℎ) ⋄ ∇𝑣)(𝑡)

−
1
2n 𝑔)(𝑠)n |∇𝑢|&𝑑𝑥

3́µµ¶µµ·
‖∇O‖!

𝑑𝑠
(

.
−
1
2n ℎ)(𝑠)n |∇𝑣|&

3
𝑑𝑥

´µµ¶µµ·
‖∇R‖!

𝑑𝑠
(

.

−n𝑢(&
3

|𝑢|$,&𝑑𝑥 − n𝑣(&
3

|𝑣|-,&𝑑𝑥½ 

olur. Buradan 

					𝐸(𝑡) =
1
2 v1 −n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w

´µµµµ¶µµµµ·
EU.

‖∆𝑢‖& +
1
2v1 −n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w

´µµµµ¶µµµµ·
/U.

‖∆𝑣‖& 																																										

+
1

2(𝛼 + 1) q
‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖∇𝑣‖&(CH%)r +

1
2
[(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑢)(𝑡)]

− n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

																																																																																																			(4.1.13) 

ve 

											𝐸)(𝑡) = −‖𝑢(‖& − ‖𝑣(‖& − ‖∇𝑢(‖& − ‖∇𝑣(‖& +
1
2
[(𝑔) ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ) ⋄ ∇𝑣)(𝑡)]

−
1
2 v
‖∇𝑢‖&n 𝑔)(𝑠)𝑑𝑠

(

.
+ ‖∇𝑣‖&n ℎ)(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w − n𝑢(&

3
|𝑢|$,&𝑑𝑥 − n𝑣(&

3
|𝑣|-,&𝑑𝑥 

elde edilir. Burada 

𝑔)(𝑠) ≤ 0	ve	ℎ)(𝑠) ≤ 0  

olduğundan 

 

						𝐸)(𝑡) ≤ 0 

olur. Buradan 0	dan	𝑡	ye integrallenirse 
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							n 𝐸)(𝑡)
(

.
𝑑𝑡 ≤ n 0

(

.
𝑑𝑡, 

 

𝐸(𝑡) − 𝐸(0) ≤ 0, 

                                                   																						𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0)																																																																	(4.1.14)                                                  

elde edilir. 

             Teorem: (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4) ve (4.1.5) koşulları sağlansın. Ayrıca 𝐸(0) < 0, 

 2(𝑟 + 2) > max	{𝑝, 𝑞} ve max	{∫ 𝑔(𝑠)(
. 𝑑𝑠, ∫ ℎ(𝑠(

. )𝑑𝑠} < &(2H%)
&(2H%)H%

  ise (4.1.1) probleminin çözümü 

üstel büyür. 

            İspat:                                   

		𝐻(𝑡) = −𝐸(𝑡)																																																																		(4.1.15) 

ve 

																																															𝐿(𝑡) = 𝐻(𝑡) + V
&
(‖𝑢‖& + ‖𝑣‖& + ‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑣‖&)																											(4.1.16)  

olsun. (4.1.14) ve (4.1.15) den 

	𝐻(𝑡) ≥ 𝐻(0)																																																																				(4.1.17) 

olur. 

																									𝐻(𝑡) − n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 =
3

−
1
2v1 −n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w

´µµµµ¶µµµµ·
EU.

‖∆𝑢‖&	 

																		−
1
2v1 −n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w

´µµµµ¶µµµµ·
/U.

‖∆𝑣‖& 

																																								−
1

2(𝛼 + 1) q
‖∇u‖&(CH%) + ‖∇v‖&(CH%)r 

																																																																				−
1
2
[(𝑔 ∘ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ∘ ∇𝑢)(𝑡)]																												(4.1.18) 

dır. Buradan 

		𝐻(𝑡) − n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

≤ 0																																																					(4.1.19) 

olur. (4.1.17) ve (4.1.19) den 

n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 ≥ 𝐻(𝑡) ≥ 𝐻(0)
3

 

olur. (4.1.16) denkleminin türevini alırsak 
 

𝐿)(𝑡) = 𝐻)(𝑡) + 𝜀 vn𝑢𝑢(
3

𝑑𝑥 + n𝑣𝑣(
3

𝑑𝑥 + n∇𝑢∇𝑢(
3

𝑑𝑥 + n∇𝑣∇𝑣(
3

𝑑𝑥w										(4.1.20) 
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elde edilir. Şimdi (4.1.1) sisteminin ilk denklemini 𝑢, ikinci denklemini 𝑣 ile çarpıp 𝛺 bölgesinde 

integral alalım 

								n𝑢
3
𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 = 	n𝑢𝑢(𝑑𝑥

3
−n𝑢

3
∆𝑢(𝑑𝑥 − n𝑢

3
𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥 

																																																														+n𝑢
3
n 𝑔(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 + n |𝑢|$,&

3
𝑢𝑢(𝑑𝑥															 

ve 

								n 𝑣
3
𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 = n𝑣𝑣(𝑑𝑥

3
−n𝑣

3
∆𝑣(𝑑𝑥 −n𝑣

3
𝑀(‖∇𝑣‖&)∆𝑣𝑑𝑥 

																																																															+n𝑣
3
n ℎ(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 +n |𝑣|-,&

3
𝑣𝑣(𝑑𝑥															 

olur. Yukardaki eşitlikleri Green özdeşliğini kullanarak düzenleyelim 

									n𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

+n∇𝑢
3

∇𝑢(𝑑𝑥 = n𝑢
3
𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 +n𝑢

3
𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥

´µµµµµ¶µµµµµ·
W*

 

																−n𝑢
3
n 𝑔(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥

´µµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµ·
W+

−n|𝑢|$,&
3

𝑢𝑢(𝑑𝑥																		(4.1.21) 

ve 

									n 𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

+n∇𝑣
3

∇𝑣(𝑑𝑥 = n𝑣
3
𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 + n𝑣

3
𝑀(‖∇𝑣‖&)∆𝑣𝑑𝑥

´µµµµµ¶µµµµµ·
L*

	 

																								−n𝑣
3
n ℎ(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥

´µµµµµµµµ¶µµµµµµµµ·
L+

	− n |𝑣|-,&
3

𝑣𝑣(𝑑𝑥																		(4.1.22) 

olur. 𝐴X	terimini	hesaplayalım 

n𝑢
3
𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥 = n𝑢

3
(1 + ‖∇𝑢‖&C)∆𝑢𝑑𝑥	 

																																																					= n𝑢
3
∆𝑢𝑑𝑥 +n𝑢

3
‖∇𝑢‖&C∆𝑢𝑑𝑥		 

																																																													= −n∇𝑢
3

∇𝑢𝑑𝑥 − ‖∇𝑢‖&Cn∇𝑢
3

∇𝑢𝑑𝑥 

																																										= −‖∇𝑢‖& − ‖∇𝑢‖&C‖∇𝑢‖& 

																																									= −(‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%)) 

olur. Benzer	şekilde	𝐵X	terimi 

	n𝑣
3
𝑀(‖∇𝑣‖&)∆𝑣𝑑𝑥 = −q‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑣‖&(CH%)r 
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olur. 𝐴Y	terimini	hesaplayalım, terim ekleme çıkarma yapıp, Young eşitsizliği kullanılırsa, 

−n𝑢
3
n 𝑔(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 = −n 𝑔(𝑡 − 𝜎)

(

.
n𝑢∆𝑢(𝜎)
3

𝑑𝑥𝑑𝜎		 

																																													= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢
3

∇𝑢(𝜎)𝑑𝑥𝑑𝜎 

																																													= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢
3

q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡) + ∇𝑢(𝑡)r𝑑𝑥𝑑𝜎 

																																													= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢
3

q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r𝑑𝑥𝑑𝜎 

																																																		+n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
‖∇𝑢‖&𝑑𝜎 

																																													= n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
n∇𝑢
3

q∇𝑢(𝜎) − ∇𝑢(𝑡)r𝑑𝑥𝑑𝜎 

																																																		+‖∇𝑢‖&n 𝑔(𝑡 − 𝜎)
(

.
𝑑𝜎 

olur ve 

−n𝑢
3
n 𝑔(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 

																				≥
1
2
‖∇𝑢‖&n 𝑔(𝑡 − 𝜎)𝑑𝜎

(

.
−
1
2n 𝑔(𝑡 − 𝜎)

(

.
nq∇𝑢(𝑡) − ∇𝑢(𝜎)r&𝑑𝑥𝑑𝜎
3´µµµµµµµµµµµµµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµµµµµµµµµµµµ·

%
&‖∇O‖!

!Z∫ \(])^],
& _,%&(\⋄∇O)(()

 

yazılabilir. Benzer	şekilde	𝐵Y	terimi 

−n𝑣
3
n ℎ(
(

.
𝑡 − 𝜎)∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑥 

																																																≥
1
2
‖∇𝑣‖&n ℎ(𝑡 − 𝜎)𝑑𝜎

(

.
−
1
2n ℎ(𝑡 − 𝜎)

(

.
nq∇𝑣(𝑡) − ∇𝑣(𝜎)r&𝑑𝑥𝑑𝜎
3´µµµµµµµµµµµµµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµµµµµµµµµµµµ·

%
&‖∇R‖!

!Z∫ a(])^],
& _,%&(a⋄∇R)(()

 

yazılabilir. Bulduğumuz bu ifadeleri (4.1.21) ve (4.1.22) de yerlerine yazalım 

n𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

+n∇𝑢
3

∇𝑢(𝑑𝑥 ≥ n𝑢
3
𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 − q‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%)r 

																																				−
1
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) +

1
2
‖∇𝑢‖&& vn 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w	 

							−n |𝑢|$,&𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

																																																								(4.1.23)	 

ve 
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n𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

+n∇𝑣∇𝑣(𝑑𝑥
3

≥ n𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

− q‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑣‖&(CH%)r 

																																					−
1
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡) +

1
2
‖∇𝑣‖&& vn ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w 

																																																																														−n |𝑣|-,&𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

																																																							(4.1.24)	 

elde edilir. (4.1.23) ve (4.1.24) eşitsizliklerini taraf tarafa toplayalım 

								n𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

+n∇𝑢
3

∇𝑢(𝑑𝑥 + n𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

+n∇𝑣
3

∇𝑣(𝑑𝑥 

																					≥ n𝑢
3
𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 +n𝑣

3
𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 

																																																										−q‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%)r 	− q‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑣‖&(CH%)r 

																						−
1
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) −

1
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡) 

																																																					+
1
2
‖∇𝑢‖&& 	vn 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w +

1
2
‖∇𝑣‖&& vn ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w 

																												−n |𝑢|$,&𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

−n|𝑣|-,&𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

 

olur. Bulduğumuz bu ifadeyi (4.1.20) eşitliğinde yerine yazalım 

													𝐿)(𝑡) ≥ 𝐻)(𝑡) 

																											+𝜀 Àn𝑢
3
𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 + n𝑣

3
𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 − q‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%)r

− q‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑣‖&(CH%)r −
1
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) −

1
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)

+
1
2vn 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∇𝑢‖&& 	+

1
2 vn ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∇𝑣‖&&

−n|𝑢|$,&𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

−n|𝑣|-,&𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

Á																																																											(4.1.25) 

olur. Son iki terime Young eşitsizliği uygulanırsa  

																												n |𝑢|$,&𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

= n|𝑢|
$,&
& 𝑢|𝑢|

$,&
& 𝑢(𝑑𝑥

3
 

		≤ 𝜆,%n |𝑢|Z
$,&
& _

!

𝑢&𝑑𝑥
3

+ 𝜆n|𝑢|Z
$,&
& _

!

𝑢(&𝑑𝑥
3

 

ve 
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																												n |𝑣|-,&𝑣𝑣(𝑑𝑥
3

= n |𝑣|
-,&
& 𝑣|𝑣|

-,&
& 𝑣(𝑑𝑥

3
 

	≤ 𝜆,%n |𝑣|Z
-,&
& _

!

𝑣&𝑑𝑥
3

+ 𝜆n|𝑣|Z
-,&
& _

!

𝑣(&𝑑𝑥
3

 

olur. 𝐻′(𝑡) nin değeri göz önüne alınır ve yukarıdaki ifadeler (4.1.25) te yerine yazılırsa   

														𝐿)(𝑡) ≥ ‖𝑢(‖& + ‖𝑣(‖& + ‖∇𝑢(‖& + ‖∇𝑣(‖& −
1
2
[(𝑔) ⋄ ∇𝑣)(𝑡) + (ℎ) ⋄ ∇𝑣)(𝑡)] 		

+
1
2 v
‖∇𝑢‖&n 𝑔)(𝑠)𝑑𝑠

(

.
+ ‖∇𝑣‖&n ℎ)(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w

+ n𝑢(&|𝑢|($,&)
3

𝑑𝑥 + n𝑣(&|𝑣|(-,&)
3

𝑑𝑥

+ 𝜀 Àn𝑢
3
𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 + n𝑣

3
𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 − q‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%)r

− q‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑣‖&(CH%)r −
1
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) −

1
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡) +

1
2
‖∇𝑢‖&& vn 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w	

+
1
2
‖∇𝑣‖&& vn ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w − 𝜆,%n|𝑢|($,&)𝑢&𝑑𝑥

3
− 𝜆n|𝑢|($,&)𝑢(&𝑑𝑥

3

− 𝜆,%n|𝑣|(-,&)𝑣&𝑑𝑥
3

− 𝜆n|𝑣|(-,&)𝑣(&𝑑𝑥
3

Á 

elde edilir. Buradan 

													𝐿)(𝑡) ≥ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑢|($,&)𝑢(&𝑑𝑥
3

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑣|($,&)𝑢(&𝑑𝑥
3

− 𝜀𝜆,%‖𝑢‖$
$ − 𝜀𝜆,%‖𝑣‖-

- − 𝜀‖∇𝑢‖&& v1 −
1
2n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
+ ‖∇𝑢‖&Cw

− 𝜀‖∇𝑣‖&& v1 −
1
2n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
+ ‖∇𝑣‖&Cw −

𝜀
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) −

𝜀
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)

+ 𝜀 vn𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

+n𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

w
´µµµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµµ·

='

																																																							(4.1.26) 

olur.	(4.1.18)	den			

n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥 =
3

	𝐻(𝑡) +
1
2v1 − n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∇𝑢‖& +

1
2v1 − n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∇𝑣‖&	

	+
1

2(𝛼 + 1) q
‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖∇𝑣‖&(CH%)r														

		+
1
2
[(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)]																																																												(4.1.27) 

dır. (4.1.27) eşitliğini 2𝜀(𝑟 + 2) ile çarpalım			 
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2𝜀(𝑟 + 2)n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥			
3

=2𝜀(𝑟 + 2)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐻(𝑡) +

1
2
v1 − n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∇𝑢‖& +

1
2
v1 −n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w ‖∇𝑣‖&	

	+
1

2(𝛼 + 1)
q‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖∇𝑣‖&(CH%)r +

1
2
q(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)r

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
				(4.1.28) 

olur.  

n𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

+n𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

= 2(𝑟 + 2)n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

		 

olduğundan 

2𝜀(𝑟 + 2)n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

= 𝜀 vn𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

+n𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)
3

𝑑𝑥w
´µµµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµµ·

='

	 

(4.1.26) da 𝐶%değeri için (4.1.28) ifadesini yazalım 

												𝐿)(𝑡) ≥ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑢|($,&)𝑢(&𝑑𝑥
3

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑣|($,&)𝑢(&𝑑𝑥
3

			

− 𝜀𝜆,%‖𝑢‖$
$ − 𝜀𝜆,%‖𝑣‖-

- − 𝜀‖∇𝑢‖&& v1 −
1
2n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
+ ‖∇𝑢‖&Cw

− 𝜀‖∇𝑣‖&& v1 −
1
2n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
+ ‖∇𝑣‖&Cw

−
𝜀
2
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) −

𝜀
2
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)

+ 2𝜀(𝑟 + 2)	À𝐻(𝑡) +
1
2
‖∇𝑢‖& v1 − n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w +

1
2
‖∇𝑣‖& v1 − n ℎ(𝑠)𝑑𝑠

(

.
w

+
1

2(𝛼 + 1) q
‖∇u‖&(CH%) + ‖∇v‖&(CH%)r

+
1
2 q
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑢)(𝑡)rÁ 

ifadeyi tekrar düzenleyelim 
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													𝐿)(𝑡) ≥ 𝜀‖∇𝑢‖& v
2(𝑟 + 2) − 2

2 −
2(𝑟 + 2) − 1

2 n 𝑔(𝑠)
(

.
𝑑𝑠w

+ 𝜀‖∇𝑣‖& v
2(𝑟 + 2) − 2

2 −
2(𝑟 + 2) − 1

2 n ℎ(𝑠)
(

.
𝑑𝑠w

+ 𝜀‖∇𝑢‖&CH& °
2(𝑟 + 2)
2(𝛼 + 1) − 1± + 𝜀

‖∇𝑣‖&CH& °
2(𝑟 + 2)
2(𝛼 + 1) − 1±

+ 𝜀 v
2(𝑟 + 2)

2 −
1
2w
(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + 𝜀 v

2(𝑟 + 2)
2 −

1
2w
(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)

− 𝜀𝜆,%‖𝑢‖$
$ − 𝜀𝜆,%‖𝑣‖-

-

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑢|$,&𝑢(&𝑑𝑥
3

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑣|-,&𝑣(&𝑑𝑥
3

 

	+𝜀2(𝑟 + 2)𝐻(𝑡)																																																																																												(4.1.29) 

olur. Buradan  2(𝑟 + 2) > max{𝑝, 𝑞} olduğundan	

𝐿&(2H&)(𝛺) ↪ 𝐿$(𝛺), 𝐿&(2H&)(𝛺) ↪ 	𝐿-(𝛺)			 

gömülmesi ve ∀𝑥 > 0, 0 ≤ 𝑙 ≤ 1		𝑧 > 0 için	

		𝑥E ≤ (𝑥 + 1) ≤ °1 +
1
𝑧±
(𝑥 + 𝑧) 

cebirsel ifadesi kullanılırsa  

	‖𝑢‖$
$ ≤ 𝑐‖𝑢‖&(2H&)

$ 													 

≤ 𝑐Ë‖𝑢‖&(2H&)
&(2H&)Ì

$
&(2H&)	,																																															(4.1.30) 

‖𝑣‖-
- ≤ 𝑐‖𝑣‖&(2H&)

- 												 

≤ 𝑐Ë‖𝑣‖&(2H&)
&(2H&)Ì

-
&(2H&)																																																	(4.1.31) 

ve 

																																														Ë‖𝑢‖&(2H&)
&(2H&)Ì

$
&(2H&) ≤ Ë‖𝑢‖&(2H&)

&(2H&) + 1Ì			 

																																																																≤ °1 +
1

𝐻(0)± Ë
‖𝑢‖&(2H&)

&(2H&) + 𝐻(0)Ì,																					(4.1.32) 

																																														Ë‖𝑣‖&(2H&)
&(2H&)Ì

-
&(2H&) ≤ Ë‖𝑣‖&(2H&)

&(2H&) + 1Ì 

																																																														≤ °1 +
1

𝐻(0)± Ë
‖𝑢‖&(2H&)

&(2H&) + 𝐻(0)Ì																						(4.1.33) 

olur. (4.1.30) ve (4.1.32) den 

 



 

 

22 

										‖𝑢‖$
$ ≤ 𝑐 °1 +

1
𝐻(0)± Ë

‖𝑢‖&(2H&)
&(2H&) + 𝐻(0)Ì 

										≤ 𝑐% Ë‖𝑢‖&(2H&)
&(2H&) + 𝐻(𝑡)Ì											 

olur. Benzer şekilde (4.1.31) ve (4.1.33) den 

											‖𝑣‖-
- ≤ 𝑐 °1 +

1
𝐻(0)± Ë

‖𝑣‖&(2H&)
&(2H&) + 𝐻(0)Ì	 

≤ 𝑐& Ë‖𝑣‖&(2H&)
&(2H&) + 𝐻(𝑡)Ì	 

elde edilir. Lemma 1 ve (4.1.19) den  

‖𝑢‖$
$ ≤ 𝑐Pn[𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)]𝑑𝑥

3
																																		(4.1.34) 

ve 

‖𝑣‖-
- ≤ 𝑐*n[𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)]𝑑𝑥

3
																																		(4.1.35) 

olur. (4.1.34) ve (4.1.35) eşitsizliğini (4.1.29) da yazalım 

													𝐿)(𝑡) ≥ 𝜀‖∇𝑢‖& v
2(𝑟 + 1)

2 −
2(𝑟 + 2) − 1

2 n 𝑔(𝑠)
(

.
𝑑𝑠w

´µµµµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµµµ·
8'

+ 𝜀‖∇𝑣‖& v
2(𝑟 + 1)

2 −
2(𝑟 + 2) − 1

2 n ℎ(𝑠)
(

.
𝑑𝑠w

´µµµµµµµµµµµ¶µµµµµµµµµµµ·
8!

+ 𝜀‖∇𝑢‖&CH& °
2(𝑟 + 2)
2(𝛼 + 1) − 1±´µµµµ¶µµµµ·

8-

+ 𝜀‖∇𝑣‖&CH& °
2(𝑟 + 2)
2(𝛼 + 1) − 1±´µµµµ¶µµµµ·

8-

+ 𝜀 v
2(𝑟 + 2)

2 −
1
2w´µµµµ¶µµµµ·

8.

(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + 𝜀 v
2(𝑟 + 2)

2 −
1
2w´µµµµ¶µµµµ·

8.

(ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑢|$,&𝑢(&
3

𝑑𝑥 + (1 − 𝜀𝜆)n |𝑣|-,&𝑣(&
3

𝑑𝑥

+ 2𝜀(𝑟 + 2)𝐻(𝑡) 	− 𝜀𝜆,%𝑐cn[𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)]
3

𝑑𝑥 

olur. 

𝑎c = min{𝑎%, 𝑎&} , 	𝑎* =
2(𝑟 + 2)

2 −
1
2 	,		𝑐c = 𝑐P+𝑐*	ve		0 < 𝑎X < min	{𝑎*, 𝑎c} 

olsun 
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													𝐿)(𝑡) ≥ 𝜀𝑎c(‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑣‖&) + 𝜀𝑎P(‖∇𝑢‖&CH& + ‖∇𝑣‖&CH&)

+ 𝜀𝑎*[(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)]

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑢|$,&𝑢(&
3

𝑑𝑥

+ (1 − 𝜀𝜆)n |𝑣|-,&𝑣(&
3

𝑑𝑥 

				+2𝜀(𝑟 + 2)𝐻(𝑡)																																													 

	−𝜀𝜆,%𝑐cn[𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣) + 𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)]
3

𝑑𝑥																																										(4.1.36) 

olur. (4.1.13) ve (4.1.15) eşitliklerinden 

									2𝐻(𝑡) = −v1 −n 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
(

.
w

´µµµµ¶µµµµ·
EU.

‖∇𝑢‖& − v1 −n ℎ(𝑠)𝑑𝑠
(

.
w

´µµµµ¶µµµµ·
/U.

‖∇𝑣‖&

−
1

𝛼 + 1 q
‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖∇𝑣‖&(CH%)r − [(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)]

+ 2n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥
3

 

olur. 

										2𝐻(𝑡) ≥ −‖∇𝑢‖& − ‖∇𝑣‖& −
1

𝛼 + 1 q
‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖∇𝑣‖&(CH%)r 							

− [(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)] + 2n𝐹(𝑢, 𝑣)𝑑𝑥	
3

 

elde edilir. (4.1.36) eşitsizliğine 2𝜀𝑎X𝐻(𝑡) ekleyip çıkaralım ve ifadeyi düzenleyelim 

			𝐿)(𝑡) ≥ 𝜀(𝑎c − 𝑎X)(‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑣‖&) + 𝜀 Ë𝑎P −
𝑎X

𝛼 + 1Ì
(‖∇𝑢‖&CH& + ‖∇𝑣‖&CH&)			 

																															+𝜀(𝑎* − 𝑎X)[(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡)] 

																															+(1 − 𝜀𝜆)n |𝑢|$,&𝑢(&
3

𝑑𝑥 + (1 − 𝜀𝜆)n |𝑣|-,&𝑣(&
3

𝑑𝑥										 

																															+𝜀(2(𝑟 + 2)−2𝑎X)𝐻(𝑡)														 

	+𝜀(
2𝑎X

2(𝑟 + 2)−𝜆
,%𝑐c)n [𝑢𝑓%(𝑢, 𝑣) 	+ 𝑣𝑓&(𝑢, 𝑣)]

3
𝑑𝑥																																										(4.1.37) 

olur. 𝜆 ve 𝜀 yeterince küçük seçilirse  

(1 − 𝜀𝜆) > 0	,	 °
2𝑎X

2(𝑟 + 2)−𝜆
,%𝑐c± > 0		 

ve 

(2(𝑟 + 2)−2𝑎X) > 0	ve	𝑎P −
𝑎X

𝛼 + 1 > 0 
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olur. Böylece 

𝐿)(𝑡) ≥ 𝐾% Î
‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑢‖&CH& + ‖∇𝑣‖&CH&
+(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡) + 𝐻(𝑡) Ï																				(4.1.38) 

yazılabilir. Sobolev-Poincare eşitsizliğinden  

‖𝑢‖& ≤ 𝑐‖∇𝑢‖& 

ve 

‖𝑣‖& ≤ 𝑐‖∇𝑣‖& 

yazılabilir. Böylece (4.1.16) ifadesi 

𝐿(𝑡) ≤ 𝐾&(𝐻(𝑡) + ‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑣‖&) 

olur. Buradan 

𝐿(𝑡) ≤ 𝐾& Î
‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑣‖& + ‖∇𝑢‖&CH& + ‖∇𝑣‖&CH&
+(𝑔 ⋄ ∇𝑢)(𝑡) + (ℎ ⋄ ∇𝑣)(𝑡) + 𝐻(𝑡) Ï																						(4.1.39) 

 

eşitsizliği de yazılabilir. (4.1.39) ve (4.1.40) dan  

𝐿)(𝑡) ≥ 𝜂𝐿(𝑡)																																																													(4.1.40) 

elde edilir. Burada 

𝜂 =
𝐾%
𝐾&
, 𝜂 > 0 

dir. (4.1.40) ifadesi	0	dan	𝑡	ye	integrallenirse  

n
𝐿′(𝑡)
𝐿(𝑡)

(

.
𝑑𝑥 ≥ n 𝜂𝑑𝑥

(

.
 

ln 𝐿(𝑡) − ln 𝐿(0) ≥ 𝜂𝑡 
𝐿(𝑡)
𝐿(0) ≥ 𝑒d( 

olur. 

𝐿(0) = 𝐻(0) +
𝜀
2
(‖𝑢.‖& + ‖𝑣.‖& + ‖∇𝑢.‖& + ‖∇𝑣.‖&) > 0 

olduğundan 

𝐿(𝑡) ≥ 𝐿(0)𝑒d( 

elde edilir. Bu da (4.1.1) probleminin uygun koşullarda üstel büyüdüğünü gösterir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 
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4.2. Parabolik Tipten m- Laplasyan ve Kirchhoff Terimli Denklemin Çözümünün Üstel 
Büyümesi 

 

Bu çalışmada    

									Ñ
𝑢( − ∆𝑢( − 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢) − 𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢 + |𝑢|-,&𝑢( = |𝑢|$,&𝑢, 𝑥 ∈ 𝛺, 𝑡 > 0
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,																																																																																																									𝑥 ∈ 𝜕𝛺, 𝑡 > 0
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢.(𝑥),																																																																																																																	𝑥 ∈ 𝛺

				(4.2.1) 

başlangıç sınır değer problemi çalışılacaktır. Burada 𝛺, 𝑅!de 𝜕𝛺	düzgün sınırına sahip sınırlı bir 

bölgedir ve 𝑝 > 𝑞 > 𝑚 > 2 sabit sayılardır.	𝛼 > 0	ve	𝑠 > 0 için  

𝑀(𝑠) = 1 + 𝑠C 

dır. Ayrıca  

																																																													�
2 < 𝑞 < 𝑝 < ∞	; 												𝑛 = 1,2

2 < 𝑞 < 𝑝 ≤
2(𝑛 − 1)
𝑛 − 2 	; 		𝑛 ≥ 3

																																														(4.2.2) 

Lemma 1. Enerji fonksiyoneli artmayandır. Yani her 𝑡 ≥ 0 için 𝐸)(𝑡) ≤ 0 dır. 

            İspat:  (4.2.1)	denklemi 𝑢( ile çarpılır ve 𝛺 üzerinde integrallenirse 

n𝑢(𝑢(
3

𝑑𝑥
´µµ¶µµ·

W'

−n∆𝑢(𝑢(𝑑𝑥
3´µµµ¶µµµ·

W!

−n𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢)𝑢(𝑑𝑥
3´µµµµµµµ¶µµµµµµµ·

W-

−n𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑢(𝑑𝑥
3´µµµµµµ¶µµµµµµ·

W.

+n|𝑢|-,&𝑢(𝑢(𝑑𝑥
3

				

= n |𝑢|$,&𝑢𝑢(𝑑𝑥
3́µµµµ¶µµµµ·

W/

																																																																																																																																									(4.2.3) 

olur. (4.2.3) eşitliğindeki 𝐴%, 𝐴&, 𝐴P, 𝐴*ve	𝐴c terimlerini hesaplayalım. 

𝐴%	ifadesi 

n𝑢(𝑢(𝑑𝑥
3

= n |𝑢(|&𝑑𝑥
3

 

																							= ‖𝑢(‖&											 

olur. 𝐴&	ifadesi	için	Green	özdeşliği	ve	sınır	koşulu	göz	önüne	alınırsa 

−n𝑢(
3

∆𝑢(𝑑𝑥 = n∇𝑢
3

∇𝑢(𝑑𝑥 

																									= n |∇𝑢(|&𝑑𝑥
3

 

																		= ‖∇𝑢(‖& 

olur. 𝐴P	ifadesi	için	kısmi	integrasyon	ve	sınır	değerlerinin	kullanılmasıyla 

−n𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢)𝑢(𝑑𝑥
3

=
1
𝑚
𝑑
𝑑𝑡
‖∇𝑢‖"" 
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olur. 𝐴*	ifadesi	için	Green	özdeşliği	ve	𝑀(𝑠) = 1 + 𝑠Ceşitliğini	kullanırsak 

			−n𝑢(
3

𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥 = −n𝑢(
3

(1 + ‖∇𝑢‖&C)∆𝑢𝑑𝑥																																																												 

					= −n𝑢(∆𝑢𝑑𝑥
3

−n‖∇𝑢‖&C𝑢(∆𝑢𝑑𝑥
3

					 

																											= n∇𝑢(∇𝑢𝑑𝑥
3

+ ‖∇𝑢‖&Cn∇𝑢(∇𝑢𝑑𝑥
3

		

= n
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
|∇𝑢|&𝑑𝑥±

3
+ ‖∇𝑢‖&C n

𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
|∇𝑢|&±

3
𝑑𝑥

=
𝑑
𝑑𝑡 v

1
2n

|∇𝑢|&𝑑𝑥
3

w + ‖∇𝑢‖&C
𝑑
𝑑𝑡 v

1
2n

|∇𝑢|&𝑑𝑥
3

w

=
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%)± 

olur. 𝐴c	ifadesi	 

n|𝑢|$,&𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

= n |𝑢|$,%𝑢(𝑑𝑥
3

							 

																																				= n
𝑑
𝑑𝑡 °

1
𝑝
|𝑢|$± 𝑑𝑥.						

3
 

																																			=
1
𝑝
𝑑
𝑑𝑡 vn

|𝑢|$𝑑𝑥
3

w							 

																															=
1
𝑝
𝑑
𝑑𝑡
‖𝑢‖$

$																 

olur. Bu ifadeler (4.2.3) de yazılırsa 

				
1
𝑝
𝑑
𝑑𝑡
‖𝑢‖$

$ = ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& +
𝑑
𝑑𝑡
1
𝑚
‖∇𝑢‖"" 

																																													+
𝑑
𝑑𝑡 °

1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%)±	 

			+n |𝑢|-,&𝑢(𝑢(𝑑𝑥
3

																																																											(4.2.4) 

olur. (4.2.4) eşitliğini düzenlersek 

															
𝑑
𝑑𝑡 °−

1
𝑝
‖𝑢‖$

$ +
1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%) +
1
𝑚
‖∇𝑢‖""± = −‖𝑢(‖&−‖∇𝑢(‖& 

																																																																																																																																										−n |𝑢|-,&𝑢(𝑢(
3

𝑑𝑥 

olur. Burada 

𝐸(𝑡) =
1
2
‖∇𝑢‖& +

1
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%) +
1
𝑚
‖∇𝑢‖"" −

1
𝑝
‖𝑢‖$

$																					(4.2.5) 
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alınırsa 

𝐸)(𝑡) = −‖𝑢(‖&−‖∇𝑢(‖& −n |𝑢|-,&𝑢(𝑢(𝑑𝑥
3

																																						(4.2.6) 

elde edilir. Böylece 

𝐸)(𝑡) ≤ 0																																																																							(4.2.7) 

olur. Bu ifade 0	dan	𝑡	ye	integrallenirse 

n 𝐸)(𝑡)
(

.
𝑑𝑡 ≤ n 0

(

.
𝑑𝑡, 

𝐸(𝑡) − 𝐸(0) ≤ 0, 

𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0)																																																																		(4.2.8) 

elde edilir. 

 Teorem 1: (4.2.2) ve 	𝑝 ≥ &"(CH%)
",%

 koşulları sağlansın. Ayrıca 𝑢. ∈ 𝑊.
%," ve 𝐸(0) < 0 

olsun. Bu şartlarda (4.2.1) probleminin çözümü üstel büyür. 

 İspat: 	
−𝐸(𝑡) = 𝐻(𝑡)	

ve 

𝐿(𝑡) = 𝐻(𝑡) +
𝜀
2
(‖𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&)																																											(4.2.9) 

olsun. (4.2.9) ifadesinin türevini alalım 

𝐿)(𝑡) = 𝐻)(𝑡) + 𝜀 vn𝑢𝑢(𝑑𝑥
3

+n∇𝑢∇𝑢(𝑑𝑥
3

w																											(4.2.10) 

olur. Şimdi (4.2.1) denklemini 𝑢 ile çarpıp 𝛺 üzerinde integral alalım 

					n |𝑢|$,&𝑢&𝑑𝑥
3

= n |𝑢|-,&𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

+n 𝑢(𝑢𝑑𝑥 − n∆𝑢(𝑢𝑑𝑥
33

	 

	−n𝑢𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥
3

−n𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢)𝑢𝑑𝑥
3

																											(4.2.11) 

olur. (4.2.10) eşitliğini Green özdeşliği ve sınır koşulu göz önüne alınırsa 

				n 𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

+n∇𝑢(∇𝑢𝑑𝑥
3

= n𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢)𝑢𝑑𝑥
3́µµµµµµ¶µµµµµµ·

L'

+n𝑢𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢𝑑𝑥
3́µµµµµ¶µµµµµ·

L!

 

																																																						−n |𝑢|-,&𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

+n |𝑢|$,&𝑢&𝑑𝑥
3́µµµ¶µµµ·

L-

																																				(4.2.12) 

olur. (4.2.12) eşitliğindeki 𝐵%, 𝐵&	𝑣𝑒	𝐵P terimlerini hesaplayalım. 

𝐵%	ifadesi için kısmi integrasyon ve sınır değerlerinin kullanılmasıyla 
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n𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢)𝑢𝑑𝑥
3

= −‖∇𝑢‖"" 

olur. 𝐵&	ifadesi	için	Green	özdeşliği	ve	𝑀(𝑠) = 1 + 𝑠C 	eşitliğini	kullanırsak 

																														n 𝑢(1 + ‖∇𝑢‖&C)∆𝑢𝑑𝑥
3

= n𝑢∆𝑢𝑑𝑥
3

+n𝑢∆𝑢‖∇𝑢‖&C𝑑𝑥
3

 

																																					= −n∇𝑢
3

∇𝑢𝑑𝑥 − ‖∇𝑢‖&Cn∇𝑢
3

∇𝑢𝑑𝑥 

                                                      = −‖∇𝑢‖& − ‖∇𝑢‖&(CH%) 

olur. 𝐵P	ifadesi	için 

n |𝑢|$,&𝑢&𝑑𝑥
3

= n |𝑢|$𝑑𝑥
3

 

																				= ‖𝑢‖$
$ 

olur. Bulduğumuz 𝐵%, 𝐵&ve	𝐵P değerlerini (4.2.12) de yerine yazalım 

n𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

+n∇𝑢(∇𝑢𝑑𝑥
3

= −‖∇𝑢‖""−‖∇𝑢‖& − ‖∇𝑢‖&(CH%) 

		−n |𝑢|-,&𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

+ ‖𝑢‖$
$																																	(4.2.13) 

olur. (4.2.13) denklemini (4.2.10) denkleminde yerine yazarsak  

						𝐿)(𝑡) = 𝐻)(𝑡) + 𝜀 v−‖∇𝑢‖""−‖∇𝑢‖& − ‖∇𝑢‖&CH& −n|𝑢|-,&𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

+ ‖𝑢‖$
$	w							(4.2.14) 

olur. 

−𝐸)(𝑡) = 𝐻)(𝑡) 

ifadesinden, 

𝐻)(𝑡) = ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& +n|𝑢|-,&𝑢(𝑢(
3

𝑑𝑥																																			(4.2.15) 

olur. (4.2.15) ifadesini (4.2.14)’te yerine yazalım 

																																		𝐿)(𝑡) = ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& +n|𝑢|-,&𝑢(&
3

𝑑𝑥 − 𝜀‖∇𝑢‖""−𝜀‖∇𝑢‖& 

				−𝜀‖∇𝑢‖&CH& − 𝜀n|𝑢|-,&𝑢(𝑢𝑑𝑥
3́µµµµ¶µµµµ·

e'

+ 𝜀‖𝑢‖$
$																																								(4.2.16) 

elde edilir. (4.2.16) da 𝐷% ifadesi için Young eşitsizliğini kullanırsak 

																																						n |𝑢|-,&𝑢(𝑢𝑑𝑥
3

= n |𝑢|
-,&
& 𝑢(|𝑢|

-,&
& 𝑢𝑑𝑥

3
 

																																						≤ 𝜆,%n|𝑢|Z
-,&
& _

!

3
𝑢(&𝑑𝑥 + 𝜆n |𝑢|

Z-,&& _
!

3
𝑢&𝑑𝑥 
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																≤ 𝜆,%n |𝑢|-,&𝑢(&𝑑𝑥
3

+ 𝜆‖𝑢‖-
- 																																											(4.2.17) 

olur. (4.2.17) ifadesini (4.2.16) ifadesinde yerine yazalım 

						𝐿)(𝑡) ≥ ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& + (1 − 𝜀𝜆,%)n |𝑢|-,&𝑢(&
3

𝑑𝑥 

					−𝜀‖∇𝑢‖""−𝜀‖∇𝑢‖& − 𝜀‖∇𝑢‖&(CH%)				 

	−𝜀𝜆‖𝑢‖-
- + 𝜀‖𝑢‖$

$																																																																										(4.2.18) 

olur. 

𝜀‖𝑢‖$
$ = 𝜀𝑝𝐻(𝑡) + 𝜀

𝑝
2
‖∇𝑢‖& + 𝜀

𝑝
2(𝛼 + 1)

‖∇𝑢‖&(CH%) + 𝜀
𝑝
𝑚
‖∇𝑢‖"

" 

denklemini (4.2.18) de yerine yazalım 

	𝐿)(𝑡) ≥ ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& + (1 − 𝜀𝜆,%)n |𝑢|-,&𝑢(&
3

𝑑𝑥 

	−𝜀‖∇𝑢‖""−𝜀‖∇𝑢‖& − 𝜀‖∇𝑢‖&(CH%)					 

	−𝜀𝜆‖𝑢‖-
- + 𝜀𝑝𝐻(𝑡) + 𝜀

𝑝
2
‖∇𝑢‖&										 

	+𝜀
𝑝

2(𝛼 + 1)
‖∇𝑢‖&(CH%) + 𝜀

𝑝
𝑚
‖∇𝑢‖"

"																																							(4.2.19) 

elde edilir. Buradan (4.2.19) denklemindeki ‖𝑢‖-
- ifadesi için 𝑝 > 𝑞 > 𝑚 > 2 olduğundan	

𝐿$(𝛺) ↪ 𝐿-(𝛺) ↪ 𝐿"(𝛺)		 

gömülmesinden   

	‖𝑢‖-
- ≤ 𝑐‖𝑢‖$

- 			 

				= 𝑐q‖𝑢‖$
$r

-
$																																																									(4.2.20)	

olur.	Burada  0 < -
$
< 1 olduğundan ∀𝑥 > 0, 0 ≤ 𝑙 ≤ 1, 𝑧 > 0 için	

𝑥E ≤ (𝑥 + 1) ≤ °1 +
1
𝑧±
(𝑥 + 𝑧)					∀𝑥 ≥ 0, 0 ≤ 𝑙 ≤ 1, 𝑧 > 0	 

cebirsel ifadesi kullanılırsa  

			q‖𝑢‖$
$r

-
$ ≤ q‖𝑢‖$

$ + 1r																 

≤ °1 +
1

𝐻(0)± Ë
‖𝑢‖$

$ + 𝐻(0)Ì																														(4.2.21) 

 

olur. (4.2.20) ve (4.2.21) den 

	‖𝑢‖-
- ≤ 𝑐 °1 +

1
𝐻(0)± Ë

‖𝑢‖$
$ + 𝐻(0)Ì 
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							≤ 𝑐% Ë‖𝑢‖$
$ + 𝐻(0)Ì																 

≤ 𝐶%‖𝑢‖$
$																																																																																		(4.2.22) 

elde edilir. (4.2.24) eşitsizliğinin (4.2.19) denkleminde yerine yazarsak 

												𝐿)(𝑡) ≥ ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& + (1 − 𝜀𝜆,%)n |𝑢|-,&𝑢(&
3

𝑑𝑥									

+ 𝜀 Ë
𝑝
𝑚 − 1Ì ‖∇𝑢‖""+𝜀 Ë

𝑝
2 − 1Ì

‖∇𝑢‖&

+ 𝜀 °
𝑝

2(𝛼 + 1) − 1±
‖∇𝑢‖&(CH%)

− 𝜀𝜆𝐶%‖𝑢‖$
$ + 𝜀 Ë

𝑝
𝑚 − 1Ì𝐻(𝑡)´µµµ¶µµµ·

e!

− 𝜀 Ë
𝑝
𝑚 − 1Ì𝐻(𝑡) + 𝜀𝑝𝐻(𝑡)		 

elde edilir. 𝐷&	terimindeki 𝐻(𝑡)	ifadesinin eşitini yerine yazalım ve ifadeyi düzenleyelim 

	𝐿)(𝑡) ≥ ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& + (1 − 𝜀𝜆,%)n |𝑢|-,&𝑢(&
3

𝑑𝑥						 

										+𝜀(𝑎% − 𝑎&)‖∇𝑢‖""+𝜀 Ë
𝑝
2 − 1 −

𝑎%
2 Ì

‖∇𝑢‖&	 

										+𝜀 °
𝑝

2(𝛼 + 1) − 1 −
𝑎%

2(𝛼 + 1)±
‖∇𝑢‖&(CH%)		 

																																																							+𝜀 °
𝑎%
𝑝 − 𝜆𝐶%± ‖𝑢‖$

$ + 𝜀(𝑝 − 𝑎%)𝐻(𝑡)																																								(4.2.23) 

olur. 

					𝑎% =
𝑝
𝑚 − 1	ve	𝑎& =

𝑎%
𝑚			 

olsun.   

1 − 𝜀𝜆,% ≥ 0	,		
𝑎%
𝑝 − 𝜆𝐶% ≥ 0 

olacak şekilde 𝜆 ve 𝜀 yeterince küçük seçilebilir. Ayrıca 

𝑎% − 𝑎& ≥ 0,		
𝑝

2(𝛼 + 1) − 1 −
𝑎%

2(𝛼 + 1) 	≥ 0,		,	𝑝 − 𝑎% ≥ 0	 

dır. Böylece 

							𝐿)(𝑡) ≥ 𝐾%q𝐻(𝑡) + ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& + ‖∇𝑢‖""+‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖𝑢‖$
$r					(4.2.24) 

yazılabilir. Sobolev-Poincare eşitsizliğinden  

‖𝑢‖& ≤ 𝑐‖∇𝑢‖&			 

dır. Böylece (4.2.9) ifadesi 

𝐿(𝑡) ≤ 𝐾&(𝐻(𝑡)+‖∇𝑢‖&), 𝐾& > 0																																											(4.2.25) 
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olur. Buradan (4.2.25) ifadesi  

 

𝐿(𝑡) ≤ 𝐾&q𝐻(𝑡) + ‖𝑢(‖&+‖∇𝑢(‖& + ‖∇𝑢‖"" + ‖∇𝑢‖& + ‖∇𝑢‖&(CH%) + ‖𝑢‖$
$r				(4.2.26) 

eşitsizliği şeklinde de yazılabilir. (4.2.24) ve (4.2.26) ifadelerinden 

𝐿)(𝑡) ≥ 𝜗𝐿(𝑡)																																																																(4.2.27) 

elde edilir. Burada 

𝜗 =
𝐾%
𝐾&
				 

dir. (4.2.27) ifadesinin 0	dan	𝑡	ye	integrallenirse 

n
𝐿′(𝑡)
𝐿(𝑡)

(

.
𝑑𝑥 ≥ n 𝜗

(

.
𝑑𝑥		 

ln 𝐿(𝑡) − ln 𝐿(0) ≥ 𝜗𝑡 
𝐿(𝑡)
𝐿(0) ≥ 𝑒f( 

olur. 

𝐿(0) = 𝐻(0) +
𝜀
2
(‖𝑢.‖& + ‖∇𝑢.‖&) > 0 

olduğundan 

𝐿(𝑡) ≥ 𝐿(0)𝑒f( 

elde edilir. Bu da (4.2.1) probleminin uygun koşullarda üstel büyüdüğünü gösterir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

32 

5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1 Sonuçlar 

Bu çalışmamızda parabolik tipten viskoelastik Kirchhoff  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑢! − ∆𝑢! −𝑀(‖∇𝑢‖")∆𝑢 + . 𝑔(𝑡 − 𝜎)

!

#
∆𝑢(𝜎)𝑑𝜎 + |𝑢|$%"𝑢! = 𝑓&(𝑢, 𝑣),					

𝑣! − ∆𝑣! −𝑀(‖∇𝑣‖")∆𝑣 + . ℎ(𝑡 − 𝜎)
!

#
∆𝑣(𝜎)𝑑𝜎 + |𝑣|'%"𝑣! = 𝑓"(𝑢, 𝑣)					

 

denklem sisteminin ve parabolik tipten m-Laplasyan ve Kirchhoff terimli  

𝑢( − ∆𝑢( − 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|",&∇𝑢) − 𝑀(‖∇𝑢‖&)∆𝑢 + |𝑢|-,&𝑢( = |𝑢|$,&𝑢		 

denklemin çözümünün üstel büyümesi incelenmiştir. 

 

5.2 Öneriler 

Bu problemlerin çözümlerinin patlaması, enerji azalması gibi matematiksel özellikleri de 

çalışılabilir. 

Sınırlı bir Ω bölgesinde yapılan bu çalışmalar sınırsız bölgede de yapılabilir. 
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