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OZET

Bu ¢aligmada bir (k, u)-parakontak metrik manifold {izerinde semikonformal egrilik tensoriiniin
sagladigi bazi ozellikler arastirilmistir. Oncelikle bir (i, u)-parakontak metrik manifoldun
semikonformal semisimetrik olmasi durumunda ortaya ¢ikan sonuglar incelenmis ve bu sonuglara
gbre manifold hakkinda bazi karakterizasyonlar verilmis, sonrasinda ise baz1 egrilik tensorleri ve
semikonformal egrilik tensoriiniin birbirlerine gore tiirev etkisi arastirilmistir. Hesaplanan sonuglara
gore bir (k, p)-parakontak metrik manifoldun indirgendigi durumlar verilmistir.
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ABSTRACT

In this study, some properties provided by the semiconformal curvature tensor on a (k,t)-paracontact
metric manifold are investigated. First of all, the results that occur when a (k,u)-paracontact metric
manifold is semiconformal and semisymmetric are examined and some characterizations about the
manifold are given according to these results, and then the derivative effects of some curvature
tensors and the semiconformal curvature tensor with respect to each other are investigated. According
to the calculated results, the situations in which a (i«,u)-paracontact metric manifold is reduced are
given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

R Reel sayilar ciimlesi

I,/ Sonlu indis climleleri

d Metrik fonksiyon

M Diizgiin manifold

Tw(q) M nin q noktasindaki tanjant uzay1

Y M manifoldu lizerinde vektor alanm

x(M) M manifoldu tizerinde vektor alanlar uzayi
[ Lie parantez (bracket) operatorii
C”(M,R) Diferansiyellenebilir fonksiyonlar climlesi
g Riemann metrigi

fi f nin tiirev dontistimi

\4 M tizerinde Levi-Civita konneksiyonu

R Riemann egrilik tensori

Q Ricci operatorii

S Ricci egrilik tensori

¢ (1,1) — tipinde tensor alani

& Karakteristik vektor alani

n Kontakt form



1. GIRIS

Diferansiyel geometride manifoldlar teorisi en 6nemli ¢alisma alanlarinda biridir. Basta fizik
olmak iizere diger bir ¢ok disiplinde cok dnemli uygulamalart vardir. Kuantum teorisi, genel
gorelilik teorisi, otonom sistemler bunlardan bazilaridir. Ozellikle manifoldlar {izerindeki
yapilarin incelenmesi ve egrilik kavrami, manifoldlar1 bu kavram {izerinde karakterize etme
firsatt sunmustur. Manifoldlar {izerinde tanimlanan egrilik tensorleri araciligi ile
manifoldlarin 6zel durumlar incelenerek, egrilik hesaplamalar1 yapilmakta ve daha genel
manifoldlarin bu tensorler araciligi ile 6zel bazi manifold tiirlerine indirgenme sartlarina dair
sonuglar verilebilmektedir. Bu tensdrlerden basinda gelen Riemann egrilik tensorii ve daha
sonraki zamanlarda Riemann egrilik tensoriiniin daha genel durumu olarak ortaya ¢ikan pek
cok egrilik tensorii vardir. Bu tensdrlerden bu calismada ele alinan konharmonik
transformasyon altinda invaryant kalan, (1,3)-tipinde bir tensor olan semikonformal egrilik
tensorii 2017 yilinda Kim (Kim, 2017) tarafindan tanimlanmistir ve V13, Y5, Y3 € y(M) igin

P(h, Y)Y = —(n—2)bC(11,12)Y3 + [a + (n — 2)b]H (Y1, 15)Y3 (1.1)

ile verilir. Burada € manifold iizerinde konformal egrilik tensorii, H ise yine manifold
iizerinde tanimli konharmonik egrilik tensériidiir. a ve b ise ayni anda sifir olmayan
sabitlerdir.

Parakontak geometri ile ilgili ilk ¢alismalar Kaneyuki ve Williams (Kaneyuki ve Williams,
1985) tarafindan baglatilmistir. Sonrasinda pek ¢ok geometrici tarafindan ¢alisilan kontak ve
parakontak yapilar son zamanlarda diferansiyel geometrinin popiiler konularindandir.
Parakontak manifoldlar ve parakontak metrik manifoldlarin altmanifoldlar1 ile ilgili ilk
sistematik calismay1 ise Zamkovoy (Zamkovoy, 2009) yapmistir. Son zamanlarda ise
Cappeletti-Montano (Cappelletti Montano ve ark. 2012) ve arkadaglari tarafindan
(k, u) —parakontak metrik manifold kavrami tanimlanmistir. Bir hemen hemen parakontak
metrik manifoldun Riemann egrilik tensorii R

R(11, )¢ = k(n(1)Y: —n(1)Y2) + u(n(V2)hY; —n(H1)AY2) (1.2)

sartin1 sagliyorsa bu manifolda (k, u) —parakontak metrik manifold adin1 verdiler. Bu tez
calismasinda bir (k, ) —parakontak metrik manifoldu {izerinde tanimlanan semikonformal
egrilik tensoriiniin sagladigi sartlar1 incelenerek ortaya c¢ikan sonuglara gore bir
(k, u) —parakontak metrik manifoldunu karakterize eden bazi sonuglar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismada yararlanacagimiz tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.1: X bir kiilme olmak iizere ve 7, X in kuvvet kiimesinde bir alt kiime olmak tizere,

eger;
i) X,0€et
ii) I herhangi sayida bir indis kiimesi olmak tizere V{4;};c; €T i¢in U;c; 4; € T

Yani 7 da alinan herhangi sayidaki elemanlar birlesimi 7 ya aittir.
iii) J sonlu bir indis kiimesi olmak tlizere V{4;};c; CTi¢in N;c;4; €T

Yani 7 da alinan sonlu sayidaki elemanlar kesisimi 7 ya aittir.

kosullar1 saglanirsa T ya X iizerinde bir topoloji, T topolojisi ile donatilmis X kiimesine veya

(X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.2: (X, 7) bir topolojik uzay olmak izere X in acik alt kiimelerinden bir sinif Bolsun.
X in her acik altkiimesi B nin elemanlarinin herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa B

ye X uzayinin bir baz1 denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.3: X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon olmak {izere Vx,y,z €

X igin

i) x #yi¢ind(x,y) >0

i) dix,y)=0=x=y

i) d(x,y) =d(y,x)

iv) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

kosullar1 saglantyorsa d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.4: X topolojik uzay ve x € X olmak lizere x noktasini igeren U < X kiimesinin her

N iist kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir (Aslim, 1988).



Tanim 2.5: (X,t) ve (X',7") herhangi topolojik uzaylar olmak fiizere bir f : X - X'
bigiminde tanimlanan fonksiyon ve x, € X olsun. f(x,) in X' uzayinda her N’ komsulugu
icin f(N) c N’ kosulunu saglayan x, in bir N komsulugu varsa, f fonksiyonu 7 ve 7’ ye

gore siireklidir denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.6: f:X — X' fonksiyonu birebir, oOrten, siirekli ve tersi de sirekli ise, f

fonksiyonuna bir homeomorfizm (topolojik doniisim) denir. X ve X' uzaylarina da

homeomorfiktirler denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.7: X topolojik uzayindan alinan farkli x ve y noktalar1 i¢in kesisimi bos kiime olan
x noktasinin K komsulugu ve y noktasinin L komsulugu varsa X topolojik uzayma Hausdorff

uzayt (H — uzayt) denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.8: (X, 1) topolojik uzayinin agik alt ortiileri K ve M olsun. K = {ky}aer ve L =
{la}aey olmak lizere L nin her bir agik kiimesi K nin bir agik kiimesi iginde bulunuyorsa L
ye K nin inceltilmisidir denir. (X, 7) topolojik uzay1 bir Hausdorff uzay ve her agik ortiisiiniin

de bir lokal sonlu incelmesi var ise (X, 7)’ya parakompakt denir (Aslim, 1988).

Tanim 2.9: X bir Hausdorff uzay1 olmak iizere herhangi bir U € X acik kiimesinden V < R"

acik kiimesine tanimlanan

p:U->V

homeomorfizmine, X te n-boyutlu koordinat sistemi veya harita, U a¢ik kiimesine de ¢
haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bdlgesi denir ve (U, ¢) seklinde gosterilir

(Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.10: M bir topolojik uzay olsun. M nin her noktasinin R" uzayia veya R" uzayinin
bir U agik alt kiimesine homeomorf olan bir koordinat komsulugu var ise, M ye n —boyutlu

topolojik manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).



Tanim 2.11: X bir Hausdorft uzayr ve k > 0 sartin1 saglayan bir tamsay1 olsun. Eger
{(Ug, pa): @ € A, U, c X} lokal koordinat ailesi asagidaki sartlart sagliyor ise bu aileye X

iizerinde C* smifindan bir atlas denir (Hacisalihoglu, 1980).

i) Lokal haritalarin U, boélgesi X uzaym orter. Yani X, n-boyutlu topolojik

manifolddur.
ii) Va,p € Aigin U, N Ug # @ olacak bigimde Va, f € A igin,
g o Pz 9a(Ug N Up) = Uy N Up)
doniisiimii C* sinifindandir (Hacisalihoglu, 1980).
Tanim 2.12: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve S = {(U,, ¥,)}q de M nin bir atlasi

olsun. Eger S atlas1 asagidaki 6zellige sahip ise S ye C”, r = 1, sinifindandir denir.

U, N Ug # @ olacak bigimde Va, B € A igin

waﬁ=¢a ° lpﬁ_l: lpﬁ'(Ua n Uﬁ) - P (Ug N Uﬁ)
ve

Wpa = Wp o Yo 1P Uy NUp) = YUy N Up)

fonksiyonlar1 C" sinifindandir. Eger S atlast M {izerinde C” siifindan ise S ye M {izerinde

bir C" sinifindan diferansiyellenebilir yapt ve M ye n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold

denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.13: M bir manifold ve g € M olsun. X;: C(q) — R dontisimii

i) Xg(af +bg)=aX,(f) +bX,(g9), Vf,g €C(q)->R

i) Xqo(f-9) =X(F).9(@) + f(q) Xq(9)

ozelliklerini sagliyor ise X, ye M nin q noktasindaki fanjant vektorii denir.



M nin g noktasindaki tanjant vektorlerin ciimlesi Ty, (q) ile gosterilir ve

lineer ve leibnitz

Tu(q) = {‘7;, |l_/:1: C*M,R) —— ]R} bigiminde gosterilir. Bu ciimlede i¢ ve dis

islemler
®: Ty (q) X Ty(q) - Tu(q)
(Vi Wy) = V, @Wy: C=(M,R) > R
(G ®W,)[f] = V,[f] + W, /]
A\

O:RxTy(q) = Tu(q)
(A4,V,) » AV,: C*(M,R) > R

(AV)If]1 = W, [fl,  Vf€C®(M,R)

seklinde tamimlanirlar. Bu islemlere gore Tj,(q) reel sayilar cismi {izerinde bir vektor

uzayidir. Bu uzaya M nin q noktasindaki tanjant uzayt denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.14: M, n- boyutlu bir manifold ve ¢ € M noktasindaki tanjant uzayi Ty, (q) olsun.

T*u(@) = {f| £:T"u(q) —> R}

bigiminde tanimlanan T*y,(q) uzayma Ty (q) nin q noktasindaki dual uzay: veya kotanjant

uzay denir (Hacisalihoglu, 1980).
Tanim 2.15: Reel sayilar cismi lizerinde tanimli bir vektor uzay1 V ve V* , V nin duali olsun.

(r+s)-lineer
e —

LVT,V*SiR) = {f| f:V" x V**

uzayinda i¢ ve dis islemler sirasiyla



(f@g)(al; - A,y ﬁli "":85) = f(a1: ey Uy lgli "'Jﬁs) + g(ali - Ay, ﬁli "":85)

veE

) (1, @, By s Bs) = Af (@1, -, @y Brs ooe, Bs)

seklinde tanimlanirlar. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant
tensor uzayt denir. Bu uzayin elemanlarina da (7, s) mertebeli tensor denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.16: M diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin cimlesi C* (M, R) olmak iizere

Y:C*(M,R) - C*(M, R) doniisiimii

i) Y(af +bg) =aY(f) +bY(g), Vf,g EC*(M,R) abeR

i) Y(f.9) =Y(f).g+fY(g)

ozelliklerini sagliyor ise Y a M iizerinde bir vektér alan: denir. M iizerindeki vektor alanlarin

climlesi y (M) ile gosterilir (Boothby, 1986).

Tanim 2.17: M diferansiyellenebilir manifold ve M {iizerindeki vektdr alanlari ciimlesi
x(M) olmak tizere Y3, Y5, Y5 € y(M) icin

LI:x(M) x x(M) = x(M), Vf€C®(M,R)

[Ybyz] = Yl(yzf) - Yz(Ylf)

ile tanimlanan fonksiyona Y; ve Y, nin Lie parantez (bracket) operatérii denir ve asagidaki
ozellikleri saglamaktadir (Yano ve Kon, 1984).

i) [, Y,1f € C®(M,R),

i)  [fh+gll=fglh Ll + f(LlgDY. —g(If DT,



i) [1,Y] = -V, 1,
v [[WY%LG]+ ][ kL] + [V 5L ] =0.

Tanim 2.18: M ve M m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve f:M —» M
fonksiyonu g noktasinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

fi:Tu(@) = Tu(f (@)

q(Vq) = (Vq[fl] |f(q)' ""Vq[fn] |f(q))

Vo= £

ile tammh f, doniisiimiine f nin tirev doniisiimii denir. Eger g € C(M,R), f(g) nin
komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise

(£.(v)) g = Vo(gof)
dir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.19: M bir manifold ve g, M iizerinde (2,0) mertebeli tensor alani olsun. Eger g
tensor alani her V3,5 € y(M) igin

i) g1, Y,) = g(¥5, 1)
i) g =0veg(l,V1) =01 =0

sartlar1 saglaniyor ise g ye Riemann metrigi denir. g Riemann metrigi ile tanimli bir
manifolda da Riemann manifoldu denir. Bir M manifoldu iizerindeki g Riemann metrigi
Ty (q) lizerinde i¢ ¢arpim ile tanimlanir.

{x1, ..., xp} M de lokal koordinat sistemi olsun. Burada g nin bu lokal koordinat sistemine
gore bilesenleri,



(o @
gij_ Oxl-'ax]-

ile verilir. Burada %, 1 <i < n, Ty (q) uzaymin bir bazidir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.20: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M tizerindeki C* vektor alanlarinin
ciimlesi y(M) olmak lizere;

2-lineer

Vix(M) x x(M) —— x(M)
(Yll Y'Z) —_— V(Y'lf Y'Z) = Vylyz

dontisimi Vf,g € C*(M,R), V1,7, Y5 € y(M) igin,
i) V(2 +Y3) =V, 15 + Vy, 15,
ii) Viv,egr, 13 = [V, Y3 + gV, 15,
iii) Vy,(fY2) = fVy, Y, + (Y,

ozelliklerini saglarsa , V. ya M lzerinde bir afin konneksiyon, Vy, € de ¥; e gore kovaryant
tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.21: (M,g) bir Riemann manifoldu ve VdaM {lizerinde tamimlanan bir afin
konneksiyon olsun. O zaman V ¥, Y,,Y3 € y(M) olmak iizere V doniisiimi,

i) Vy,Y; = Vi, 11 = [V}, Y;] (Konneksiyonun sifir torsiyon dzelligi)

i) Yi9(Y,,Y3) = g(Vlez, ¥;) + g(Ya, Vy,Y3) (Konneksiyonun metrikle bagdasma
szelligi)

sartlarin1 sagliyorsa V ya M iizerinde sifir torsiyonlu konneksiyon, Riemann konneksiyonu
veya Levi-Civita Konneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1980).



Tamm 2.22: (M, g) Riemann manifoldu ve ¥; € y(M) icin Ly, keyfi (7, s)-tipinde tensor
alanin1 yine (r,s)-tipinde tensdr alanina gétiiriir ve ¥; vektdr alanina gore Lie tiirev
operatorii olarak adlandirilir. ¥, € y(M) igin

Ly,Y> = [11,1,]

seklinde tanimhidir. f € C(M, R) igin Ly, f = Y;(f) dir. Her 13, Y3 € y(M) i¢in g-Riemann
metrik tensoriiniin ¥; -vektor alanlarina gore Lie- tiirevi

(Ln9) 12, 1) = Ly, g(12, V) — g(Ly, V2, ¥3) — (¥, Ly, Y5)
=1 (912, 1) — gV, V21 12) — 9(1, [, V5]
=9(V, 12, 15) + 9(X2, Vi, 13) — g(Vy, 1, 1)
+9(Vp, 1o, 3) — 9(12, V. 13) + g(12, Vi, 1h)

=g(Vp,11,13) + 9(12, V. 11)

seklinde tanimlanir. Eger Ly, g = 0 ise 17 vektor alanina Killing vektor alant denir (Yano ve
Kon, 1984).

Tanim 2.23: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde Levi-Civita konneksiyonu
olsun.

R: (M) x (M) X x(M) - x(M)
RV, Y2)Y; = VY1VY21/3 - VYZVY1Y3 - V[Yl,YZ]Y3

ile tanmimlanan R dontistiimii (1,3) tipinde tensor alanidir. Bu tensér M nin Riemann egrilik
tensorti olarak adlandirilir (O’ Neill, 1983).

VY, € y(M) icin K(13,Y,,75,Y,) = g(R(Y1,Y,)Y5,Y,) tensorine de M nin Riemann-
Christofel egrilik tensorii denir.

Teorem 2.1: VY1,Y,,Y5,Y,,Ys € y(M) Riemann egrilik tensorii asagidaki ozelliklere
sahiptir. (O’Neill, 1983).
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i) R, Y)Y = —R(12, 1Y

ii) IR, Y)Y, Ys) = —g(R(Y1, Y5)Y5,Y,)
i) R(L,Y)V3 + R, ¥3)Y; + R(13,11)Y, =0
) gRM, L)Y Ys) = g(R(Y,, Y5)N, Vo)

Tanim 2.24: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ilizerinde Riemann egrilik tensorii
R ve y(M) nin bir baz1 {ey, e,, ..., e,} olsun.

Q: x(M) = x(M)
Y, = QY = XL, R(Y1, e)e;

seklinde tanimlanan Q operatoriine Ricci Operatorii denir.

Tanim 2.25: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve R de M Riemann manifoldunun
egrilik tensorii olsun. {eq, e, ..., e,} ciimlesi y(M) nin ortonormal vektor alanlar1 olmak
tzere VY, Y, € y(M) igin

S:x(M) x y(M) - C*(M,R)
(Yl; YZ) - S(Yli YZ) = ?:1 g(R(eii Yl)YZJei)

doniisiimii ile tanimli (0,2) —mertebeli

n
SORY) = ) g(R(ep Y)Yy e)
i=1

tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci egrilik tensorii adi verilir (Yano ve Kon, 1984).
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Tanim 2.26: (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, ... e,}, (M)’ nin ortonormal
bir baz1 olmak {izere

n
=" S(eqe)
i=1

fonksiyonuna M nin skaler egriligi denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.27: (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. V V3, Y, € y(M) igin
S, Y2) =29(11,Y2) (2.1)

olacak bicimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensorii S, metrik tensor
g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.28: M, n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. S Ricci tensorii i¢in eger V13, Y; €
x (M) olmak iizere

S, 1Y) = ag(1y, 12) + bn(Y)n(12) (2.2)
esitligi saglaniyor ise M’ye n-Einstein manifoldu denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.29: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M,g) ve M manifoldunun bir q
noktasindaki tanjant uzayr T,M ve T,M uzaymin 2-boyutlu bir alt uzayr Il olsun. II

diizlemini geren birim vektorler ¥; ve ¥, olmak lizere

g(R(Y, Y)Y, Y1)
9, 1) g(12, 1) — g(11,13)?

KD =K¥,Y;) = (2.3)

ifadesine M manifoldunun II diizlemine gore kesit egriligi denir (Sahin, 2012).
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3. PARAKONTAK MANIFOLDLAR

Bu boliimde bir manifoldun hangi sartlar altinda hemen hemen parakontak manifold, hemen
hemen parakontak metrik manifold, k-parakontak manifold, (x, u) —parakontak manifold

temel tanimlarina ve bir sonraki boliimde kullanilacak olan temel teoremlere yer verilmistir.

3.1 Hemen Hemen Parakontak Manifoldlar

Tanmm 3.1.1: (2n + 1)-boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu i¢in M?™*? {izerinde
(1,1) tipinde tensor alan1 ¢, bir vektdr alani € ve 1-form n olmak iizere (¢, &, ) yapis1 M2"+1

izerinde eger;

n€) =1 ¢*=1-1n®¢ D =cekn (3.1)

ise (¢,&,n) tglisii M {izerinde bir hemen hemen parakontak yapidir denir. (M, ¢, &, 1)

dortliisiine bir hemen hemen parakontak manifold denir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.1.2: (M?™*1, ¢, &, 1) bir hemen hemen parakontak manifold olsun. O zaman

¢(&)=0, nop=0, rangp=2n (3.2)

esitlikleri gegerlidir (Zamkovoy, 2009).

3.2 Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen parakontak manifoldlar tizerinde bir metrik tanimlanacak ve baz
ozellikleri ele alinacaktir.

Tanim 3.2.1: M bir Riemann manifoldu ve g, M {izerinde taniml1 metrik tensor olmak {izere;
g metrik tensdriiniin indeksine Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gosterilir.
O halde 0 < indM < boyM dir. Ozel olarak 2 < indM ve 2 < boyM ise M ye semi-

Riemann manifoldu ve g ye de semi-Riemann metrigi denir (O’Neill, 1983).
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Teorem 3.2.1: (M, ¢, &, 1) yapisi (2n + 1) —boyutlu bir hemen hemen parakontak manifold
olmak tizere, M manifoldu tizerinde bir g semi-Riemann metrik tensor alanm, VY3 € y(M)

i¢in

9(3,8) =n(¥3) (3.3)

seklinde tanimlanir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.2.2: (M?"*1,¢,&,n) bir hemen hemen parakontak diferansiyellenebilir semi-

Riemann manifold olmak iizere M tizerinde V13,7, € y(M) ve & € y(M) igin,

9(@Y;,¢Y,) = —g(¥3,Y,) + n(3)n(Yy), g¥3,8) =ns3) (34)

sartlarini saglayan bir g semi-Riemann metrigi vardir (Zamkovoy, 2009).

Tanim 3.2.2: (M?"*1,¢,&,1) hemen hemen parakontak manifoldu olsun.(3.4) esitligini
gerceklestiren g semi-Riemann metrigine (M?"*1,¢,&,n) lizerinde hemen hemen
parakontak  metrik, (¢,&,m,g) yapismma hemen hemen parakontak metrik yapi,
(M?t1 ¢, &,m,9) beslisine de hemen hemen parakontak metrik manifold adi verilir

(Zamkovoy, 2009).

3.3 (k, u)-Parakontak Metrik Manifoldlar

Bu kisimda k-parakontak yapi, k-parakontak manifoldlar ve (k,u) —parakontak metrik

manifoldlar tanitilip bazi temel tanim ve 6zellikler verilmistir.

Tanim 3.2.3: (2n + 1)-boyulu bir M parakontak metrik manifoldu olmak {izere (¢, ¢, 7, g)
hemen hemen parakontak metrik yapisinda bulunan ¢ vektor alan1 g ye gore bir Killing
vektor alan1 ise M iizerindeki parakontak yapiya k-parakontak yapr denir. M ye de k-

parakontak manifold denir (Zamkovoy, 2009).

Onerme 3.1.1: M2™*1 parakontak metrik manifoldu olmak iizere M?"*1 in k-parakontak

manifolddur ancak ve ancak her Y3 € y(M) i¢in
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Vy,§ = —¢Y; (3.5)

dir (Zamkovoy, 2009).

Onerme 3.1.2: M?™*1 bir k-parakontak manifold olsun. Q, M2"*1 de egrilik operatdrii olmak

luzere

Q¢ = —2n¢

dir (Zamkovoy, 2009).

Tanim 3.2.4: (M?"*1,¢,&,1, g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu ve R de bu
manifoldun Riemann egrilik tensorii ve Y3, Y,; M iizerinde birer vektor alani, ayrica k ve u

birer reel sabit olmak iizere, VY3, Y, € y(M) i¢in,

R(11, )¢ = k()Y —n(1)Y2) + u((V2)hY; —n(11)AY2) (3.6)

saglaniyor ise bu manifolda (k,u) —parakontak metrik manifold denir (Cappelletti ve

Terlizzi, 2010).

Yardimc1r  Teorem 3.3.1: (M?"*1,¢,&,1m,9) hemen hemen parakontak metrik
(k, u) —manifoldunda; ¥; ve Y5, M iizerinde vektor alanlar1 ve Q, (M, g) nin Ricci operatorii

olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir (Cappelletti Montano ve ark. 2012).

h? = (1 + k)¢?, (3.7)
Q¢ = 2nké, (3.8)
(Vi @)Yz = —g(Y; = R, )E+ (L) — kYY), Kk # -1, (3.9)

(V,R)Yz — (Vy,h), = —(1 + ©)(29(Y1, $Y2)€ + n(V1)dY, — n(¥a)¢Y;)
+(1 — W) PhY; — n(Vz)PhY,), (3.10)



QY1 = [2(1 =n) + ny] + [2(n — 1) + u]hY;
+2(n =1 +n2x — wIn(1)s,

Vgh = Mh0¢, ng)h = —,Llh,

15

(3.11)

(3.12)
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4. BULGULAR

2017 yilinda Kim (Kim, 2017), konharmonik transformasyon altinda invaryant kalan (1,3)-
tipinde semikonformal egrilik tensoriinii tanimladi. (M™, g) Riemann manifoldu tizerinde
(1,3)-tipinde semikonformal egrilik tensorii P, VY3, Y,,Y; € y(M) igin,

P(h, Y)Y = —(n—2)bC(1,12)V3 + [a + (n — 2)b]H(V1, 12)Y3 (4.1

esitligi seklinde tammlidir. Burada a ve b ayni anda sifir olmayan sabitlerdir. Ote yandan C
konformal egrilik tensorii olup VY3,Y5,Y3 € y(M) igin,

C(Yll Y'Z)YS’ = R(Yll Y'Z)YS’
1
——— [0 BV = SO Y, + (1, )N — g1, 1B)QY,]
+ =] 90 1 - g V)Y (4.2)

olur. Ayni zamanda H ise konharmonik egrilik tensorii olup,

H(Yll Y'Z)YS’ = R(Y'lf Y'Z)Y'3
1
e [S(V2, Y)Y, = S(V, V3)Y; + g(12, ¥3)QY; — g(¥y, ¥3) QY] (4.3)

bi¢iminde tanimlidir. 7 manifoldun skaler egriligi, Q manifoldun Ricci operatorii, S ise Ricci
tensoridir. g(QY;,Y,) = S(13, ;) dir.
Burada (4.1) esitliginde (4.2) ve (4.3) esitlikleri yerine yazildiginda,

—(2n—-1)b
POG )Y, = —(2n — DBROG V)Y + —on
+g(5,15)QY; — (1, 15)QY;]

—2n—-1)b

S [, s — g, 1)
+a+ (2n— DBIROGL LY,

[a+ (2n — 1)b]
—— [S(12, 301 — SV, K3)Y,

+9(12,13)QY — g(11,¥3)QY;] (4.4)

[S(2, V3)hh =S, B)Y,

esitligi bulunur.

Son esitlikte gerekli sadelestirmeler yapildiginda, P(Y;,Y,)Y; semikonformal egrilik
tensort,



17

br
PV, Y)Y = a. H(Y, Y,)Y3 — ™ [g(Y2, Y3)Y; — g(11,Y3)Y3] (4.5)

bi¢imine indirgenir.
Ayrica (4.3) esitliginde Y3 = ¢ olarak segilirse;

H(, ;)¢ = R(Y1, Y2)¢

7 S0, O = SWL L + (1, 0Qh — g1, OQB]  (46)

olur. Bu esitlikte (2.2), (3.4), (3.6), (3.11) esitlikleri kullanilir ise,

H(Y1,Y2)¢ = k[n(R)Y; —n(Y)Yz] + uln(Y2)hY; — n(Y)hY;]

—— [2nin (5)Y; - 2nen ()]

——[[2(1 = m) + muln ()1 + 21 = m) + W (5N,

+[2(n — 1) + n2x — WIn¥n(¥2)&
—[2(1 —n) + nuln(VDY; — [2(n — 1) + ulin(YDY,
—[2(n = 1) + n2x — WIn(¥n(¥2)& (4.7)

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilir ise,

H(Y,,Y3)¢ = k[n(Y2)Y; —n(YDYz] + un(Y2)RY; — n(Y)hY,]

2
()Y~ ()]

B [2(1 —n) + nu]

(n(Y2)Ys —n(Y)Yz]

2n—1
[2(n—1) + p]
—— 1 MY — ()Y, (48)

bulunur. Buradan,

2nK [2(1 —n) + nu]

HIW ) = k=g~

[n(¥2)Y: — n(Y)Y;]
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2(n—-1
+ [u L ]] [n()RY; = n(RIRY;] (49)

2n

olup buradan da,

(K+2)+n(u—2)l[

H(Yi'yé)fz_[ n—1

()% —n(1)Y;]

2u—2)(n—-1
+l( e )] (G)RY: = ()R] (4.10)

elde edilir. Son olarak ¥, = ¢ sectigimizde ise

H(Y.,$)¢ = V1 —n(¥1)¢]

2n—1

Qu—-2)(n-1)
2n—1

_l(rc+2)+n(u—2)

Yih (4.11)
elde edilir.

Ayrica (4.5) esitliginde 1; yerine ¢ secgtigimizde,

b
PEYY = @ HE R = - [g(6, )¢ — g(§ 1)) (412)

bulunur. Bu esitlikte H(&,Y3)Y; ve g(¢,Y3) esitlikleri kullanildiginda ise

dn—nu—4) b
PE1IY = [a( ) 2 05,16 — )]
2 -1 -1
_[ a(nzn z(f ) [9(hY2, Y3)§ — n(¥3)hY?] (4.13)

elde edilir.

Benzer sekilde son olarak (4.5) esitliginde Y3 = & sectigimizde ise
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- 2) — -2) b
P, Y,)E = [ dler ) —anli=2) %] (6% — ()
2a(n — 1)(u -1
+[ St UL )] OGIRY, — n(AY,] (414)

elde edilir.

Teorem 4.1: M, (2n + 1)-boyutlu bir (k, u) —parakontak metrik manifoldu olmak tizere, M

semikonformal semisimetriktir gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden en az biri dogrudur.

i) M, bir (k, 1) —parakontak metrik manifolduna indirgenir.

ii) M nin semikonformal egrilik tensorii P olmak iizere VY3,Y,,Y; € y(M) icin

(g YN — g (h, V) (4.15)

P(Y'll YZ)Y3 =
bi¢imine indirgenir.
i)  (k+Dk—pulk+1)h*+@u—x)h=0 (4.16)
bagintis1 gegerlidir.
Ispat: (2n+ 1)-boyutlu M (i, u) —parakontak metrik manifoldu semikonformal
semisimetrik olsun.
O zaman VY1, Y,,Y35,Y,, Y5 € y(M) olmak lizere,
(R(1, Y2)P)(Yy, Y5, V3) = R(Y1, V2)P(Yy, Y5)Ys — P(R(Y1, 12)Ya, Y5) Y5
—P(Yy, R(11, 15)Ys)Ys — P(Y, Y5)R(Y,, Vo)Y3
=0 (4.17)

olur. Bu esitlikte Y3 = ¢ sectigimizde ise,



20

bulunur. Burada (3.6) ve (4.14) esitlikleri kullanilir ise,

—a(k+2)—a.n(u—2)
I 2n—1

b
— %l [n(R(Y1,Y2)Y)Ys — n(R(Y1,Y2)Y5)Y,]

2n
—n(Ys)h(R(Y1, Y2)Ys) — n(R(Yy, Y2)Y)hYs — n(R(Yy, Y2)Y5)hY,

+n(Y2)hR(Y1, Y3)Y5]

—k[n(12)P (¥, Y5)V: — n(Y1)P(¥a, ¥5)Y2]

—un()P(Yy, Ys)hY; + n(Y1)P(Yy, Ys)hY,] (4.19)

+ [za(# 2 z(f - Dl [1(B)R(G, V2)hY — n(Va)R(Y,, Y2)hYs

esitligi elde edilir. Son esitlikte, ¥, = ¥, = & alinirsa,

0= —a(k+2)—an(u—2)
_I 2n—1

2a(p—1
+[ (u - z(
—n(¥s)R(R(Y, §)§) — n(R(Y1, $)§)hYs — Bn(R(Y1, §)Ys)hE
+n(hR (11, Ys]
—k[M(PE, Y)Y —n(11)P(E, ¥5)¢]
—um(P(E, Ys)hY + n(Y1)P(, Ys)hE] (4.20)

b
- %] (R, Oy — n(Y)AR(Y;, E)é]

-1
3 )] [RR, HRE = (R, AT

bulunur. (4.20) esitliginde gerekli kisaltmalar yapilir ise,

0= [Za(u —1)(

-1
2n — f )l [g (Y1, ¥5)¢ — 1n(Ys)Yy + ug (h¥y, ¥5)§

—un(Ys)hY; + kn(Y))hYs — n(Y)hYs + kn(Y1)Ys — An(Y1)Ys
—kg(hYs, Y1)¢ + kn(Y)hYs + khYsn(Y1) — pg(hYs, hY;)E (4.21)

elde edilir. Son esitligin her iki tarafina & € y (M) uygulanir ise,
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2n —

2 -1 -1
0= I “ )(;l )l [kg(Y1,Ys) — kn(Yn(¥s) + pg (hY, Y5)

—An(Ypn(¥s) + kn(Yn(Ys) — kg(hYs, Y1) — ug(hYs, hY;) (4.22)

elde edilir. Eger (4.22) esitliginde gerekli sadelestirmeler yapilir ise,

0= IZa(M — 1)(

-1
2n — ;l )l [klg (Y1, Ys) —n(¥s)n (Y1) — g(hYs, 17)]

+ulg(hYy, Ys) — g(hYs, hY1)]] (4.23)

olur. Burada

2a(u—1Dn—-1)
2n—1 r

0 (4.24)

olarak alinirsa, ya
u—1=0 esitliginden u =1 olup, bir (k,u)-parakontak metrik manifoldu (x, 1)-

parakontak metrik manifolduna indirgenir.

Ya da 2a = 0 esitliginden a = 0 oldugunda ise
br
P(1,Y5)Y; = a. H(1,, V3)Y3 ™ [9(¥2, Y3)Y; — g(11, V3)Y3] (4.25)
esitliginde semikonformal egrilik tensorii P,
br
P(V,Y2)Y; = —%[g(lfz,ys)ﬂ - g1, 13)Y,] (4.26)

bi¢imine indirgenir.

Diger taraftan

klg(¥1,Ys) —n(Ys)n(Yy) — g(hYs, 1;)]



22

olup h’ 1n simetrik olmasi kullanilir ise,

klg(¥1,Ys) —n(Ys)n(Yy) — g(hYy, ¥s)]
+ulg(hYy,Ys) — g(h*Y5,1,)] = 0 (4.28)

bulunur. Son esitlikte de (3.4) esitligi kullanilir ise,

Kklg(@Y1, ¢¥s) — g(hYy, )] + ulg(hYy, ¥5) — (k + 1) g(9?Y;, ¥5)] = 0
k[=g(9?Y1,Ys) — g(hY,, ¥5)] + ulg(hY1, Y5) — (i + Dg (9?1, ¥5)] = 0
9@, Y5)[—x — pu(c + D] + g(hYy, Ys) (—k + ) = 0
(c+ D(—r —pc+1)g(h*1, ¥) + (u — ) g(hY, ¥s) = 0
e+ D(—rx—plk+ 12+ (u—K)h =0

bagintisi elde edilir. Béylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 4.2: M, (2n + 1)-boyutlu bir (k, u) —parakontak metrik manifoldu olmak tizere, M
semikonformal Ricci semisimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M’nin Einstein manifoldu
olmasidir.
Ispat: (2n+ 1)-boyutlu M (k,u) —parakontak metrik manifoldu semikonformal
semisimetrik olsun.
O zaman VY, Y,,Y;5,Y, € y(M) olmak lizere

P(11,2)S =0 (4.29)
olur. Burada

seklindedir. Eger (4.30) esitliginde ¥; = 15 = & segilir ise,

S(P(,Y2)8,Ya) + 2nen(P(§,2)Ya) = 0 (4.31)
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bulunur. Ayrica (4.31) esitliginde P(&,Y,)¢ ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa,

a(2n —nu — 4)
2n—1

0= a(2n —nu — 4)
B 2n—1

br Y,)S(E,Y. br S(Y.
_%IU( 2)S(E, 4)‘[ %l (Y2, Y,)

[2a(n — D(u—1) a2n—nu—4) br
+ - Zn _ 1 S(hYz,Y4) + Zn _ 1 - % ang(Yz,Y4)
[a(2n —nu—4) br
- _ o — 1 - %] 2nkn (Y)n(Yz)
[2a(n —1D)(u—1
_[2aC — 2(111 N g, 1) (4.32)

olur. Buradan da

_|a@n—nu—4) br a2n—nu—4) br
2a(n—1D(p—-1) 2a(n—1D(p—-1)

elde edilir. Ote yandan (4.33) esitliginde Y, yerine hY, secilir ise,

_|a@n—-nu—4) br a2n—nu—4) br
2a(n—1)(p—1)
+ l T l (e +1)S(Y5,,Y,)
2a(n—1)(p—1)
— l T l (k+ 1)2nKg (Y3, Y,) (4.34)

bulunur. Ayrica (4.33) ve (4.34) esitlikleri yardimiyla,

S(Y2,Yy) = 2nkg (Y, Yy)

elde edilir. Boylece (2n+ 1)-boyutlu M, (k,u) —parakontak metrik manifoldu

semikonformal semisimetrik ise M bir Einstein manifoldudur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda elde edilen sonuglarin (x, u) —parakontak metrik manifoldlarin
karakterize edilmesinde dnemli bir yeri vardir. Manifoldlar iizerindeki simetriklik durumlari
ilgili manifoldun incelenmesinde kolayliklar saglamasi ac¢isindan olduk¢a ©Onemlidir.
Incelenen (x, i) —parakontak metrik manifoldun semikonformal semi simetriklik durumu
icin oldukca dnemli, manifoldu karakterize eden sonuglar elde edilmistir. Oncelikle (i, u) —
manifoldunun daha 6zel bir durum olan (k, 1) —parakontak metrik manifold durumuna
indirgendigi goriilmiistiir. Daha sonra bu manifold iizerindeki semikonformal egrilik

tensorinin

br
P(V,Y5)Y; = ™ [9(¥2,Y3)Y; — g(11, Y3)Y3]

durumuna indirgendigi goriilmiistiir. Bu durum 6zel olarak ele alindiginda, eger
br
RV, Y)Ys = ™ [9(Y2,Y)Y1 — g(11, 13)Y2 ]

bi¢iminde olsaydi, bu durumda manifoldun sabit kesit egrilikli reel uzay forma indirgendigi
sOylenecekti. Ancak elde edilen sart konusunda literatiirde herhangi bir siniflandirma yoktur.
Bu durumun incelenerek, semikonformal reel uzay form gibi bir durum elde edilip

edilmeyecegi bir acik problemdir. Diger taraftan esas teoremin sonuglarindan olan,
(k+D(—x—plk+1)R*+ (u—r)h =0

bagmtisinin da ayrica ele alinmasi gerekmektedir. Burada k, u ve h arasinda bir baginti elde
edilmistir. Bu bagmtinin bir (k, u) —parakontak metrik manifoldunu hangi 6zel durumlara
indirgedigi ise ikinci bir agik problemdir. Tez ¢alismasi sonucunda elde edilen bulgularin
yaninda, literatiire Tiirk¢e 6zgiin bir kaynak kazandirilmistir. Bu kapsamda yapilan bu tez
calismasinin ilerde (k, ) —parakontak metrik manifoldlar hakkinda arastirma yapmak

isteyen geometricilere de bir kaynak olacagi diisiiniilmektedir.
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