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ÖZET 
 

Bu çalışmada b൴r (𝜅, 𝜇)-parakontak metr൴k man൴fold üzer൴nde sem൴konformal eğr൴l൴k tensörünün 
sağladığı bazı özell൴kler araştırılmıştır. Öncel൴kle b൴r (𝜅, 𝜇)-parakontak metr൴k man൴foldun 
sem൴konformal sem൴s൴metr൴k olması durumunda ortaya çıkan sonuçlar ൴ncelenm൴ş ve bu sonuçlara 
göre man൴fold hakkında bazı karakter൴zasyonlar ver൴lm൴ş, sonrasında ൴se bazı eğr൴l൴k tensörler൴ ve 
sem൴konformal eğr൴l൴k tensörünün b൴rb൴rler൴ne göre türev etk൴s൴ araştırılmıştır. Hesaplanan sonuçlara 
göre  b൴r (𝜅, 𝜇)-parakontak metr൴k man൴foldun ൴nd൴rgend൴ğ൴ durumlar ver൴lm൴şt൴r.  
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ℝ                                                     Reel sayılar cümlesi 
 
I , 𝐽                                                   Sonlu indis cümleleri 
 
𝑑                                                      Metrik fonksiyon 
 
𝑀             Düzgün manifold 
 
𝑇ெ(𝑞)              𝑀 n൴n 𝑞 noktasındak൴ tanjant uzayı 
 
𝛶             𝑀 man൴foldu üzer൴nde vektör alanı 
 
𝜒(𝑀)             𝑀 man൴foldu üzer൴nde vektör alanları uzayı 
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1. GİRİŞ  
 

D൴ferans൴yel geometr൴de man൴foldlar teor൴s൴ en öneml൴ çalışma alanlarında b൴r൴d൴r. Başta f൴z൴k 
olmak üzere d൴ğer b൴r çok d൴s൴pl൴nde çok öneml൴ uygulamaları vardır. Kuantum teor൴s൴, genel 
görel൴l൴k teor൴s൴, otonom s൴stemler bunlardan bazılarıdır. Özell൴kle man൴foldlar üzer൴ndek൴ 
yapıların ൴ncelenmes൴ ve eğr൴l൴k kavramı, man൴foldları bu kavram üzer൴nde karakter൴ze etme 
fırsatı sunmuştur. Man൴foldlar üzer൴nde tanımlanan eğr൴l൴k tensörler൴ aracılığı ൴le 
man൴foldların özel durumları ൴ncelenerek, eğr൴l൴k hesaplamaları yapılmakta ve daha genel 
man൴foldların bu tensörler aracılığı ൴le özel bazı man൴fold türler൴ne ൴nd൴rgenme şartlarına da൴r 
sonuçlar ver൴leb൴lmekted൴r. Bu tensörlerden başında gelen R൴emann eğr൴l൴k tensörü ve daha 
sonrak൴ zamanlarda R൴emann eğr൴l൴k tensörünün daha genel durumu olarak ortaya çıkan pek 
çok eğr൴l൴k tensörü vardır. Bu tensörlerden bu çalışmada ele alınan konharmon൴k 
transformasyon altında ൴nvaryant kalan, (1,3)-t൴p൴nde b൴r tensör olan sem൴konformal eğr൴l൴k 
tensörü 2017 yılında K൴m (K൴m, 2017) tarafından tanımlanmıştır ve ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n 
 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −(𝑛 − 2)𝑏𝐶(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ + [𝑎 + (𝑛 − 2)𝑏]𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ            (1.1) 
 

൴le ver൴l൴r. Burada 𝐶 man൴fold üzer൴nde konformal eğr൴l൴k tensörü, 𝐻 ൴se y൴ne man൴fold 
üzer൴nde tanımlı konharmon൴k eğr൴l൴k tensörüdür. 𝑎 ve 𝑏 ൴se aynı anda sıfır olmayan 
sab൴tlerd൴r.  
 

Parakontak geometr൴ ൴le ൴lg൴l൴ ൴lk çalışmalar Kaneyuk൴ ve W൴ll൴ams (Kaneyuk൴ ve W൴ll൴ams, 
1985) tarafından başlatılmıştır. Sonrasında pek çok geometr൴c൴ tarafından çalışılan kontak ve 
parakontak yapılar son zamanlarda d൴ferans൴yel geometr൴n൴n popüler konularındandır.  
Parakontak man൴foldlar ve parakontak metr൴k man൴foldların altman൴foldları ൴le ൴lg൴l൴ ൴lk 
s൴stemat൴k çalışmayı ൴se Zamkovoy (Zamkovoy, 2009) yapmıştır. Son zamanlarda ൴se 
Cappelett൴-Montano (Cappellett൴ Montano ve ark. 2012) ve arkadaşları tarafından 
(𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴fold kavramı tanımlanmıştır. B൴r hemen hemen parakontak 
metr൴k man൴foldun R൴emann eğr൴l൴k tensörü 𝑅  
 

𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = 𝑘(𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ) + 𝜇(𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ)                (1.2) 

 

şartını sağlıyorsa bu man൴folda (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴fold adını verd൴ler. Bu tez 
çalışmasında b൴r (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldu üzer൴nde tanımlanan sem൴konformal 
eğr൴l൴k tensörünün sağladığı şartları ൴ncelenerek ortaya çıkan sonuçlara göre b൴r 
(𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldunu karakter൴ze eden bazı sonuçlar ver൴lm൴şt൴r.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde çalışmada yararlanacağımız tanım ve teoremler ver൴lm൴şt൴r. 

 

Tanım 2.1: X  b൴r küme olmak üzere ve 𝜏, X  ൴n kuvvet kümes൴nde b൴r alt küme olmak üzere, 

eğer; 

 

৻) X, ∅ ∈ 𝜏 

৻৻) I herhang൴ sayıda b൴r ൴nd൴s kümes൴ olmak üzere ∀{𝐴௜}௜∈ூ ⊂𝜏 ൴ç൴n ⋃ 𝐴௜௜∈ூ ∈ 𝜏 

Yan൴ 𝜏 da alınan herhang൴ sayıdak൴ elemanlar b൴rleş൴m൴ 𝜏 ya a൴tt൴r. 

৻৻৻) 𝐽 sonlu b൴r ൴nd൴s kümes൴ olmak üzere ∀{𝐴௜}௜∈௃ ⊂𝜏 ൴ç൴n ⋂ 𝐴௜௜∈௃ ∈ 𝜏 

Yan൴ 𝜏 da alınan sonlu sayıdak൴ elemanlar kes൴ş൴m൴ 𝜏 ya a൴tt൴r. 

 

koşulları sağlanırsa 𝜏 ya 𝑋 üzer൴nde b൴r topoloj൴, 𝜏 topoloj൴s൴ ൴le donatılmış 𝑋 kümes൴ne veya 

(𝑋, 𝜏) ൴k൴l൴s൴ne b൴r topoloj൴k uzay den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.2: (𝑋, 𝜏) b൴r topoloj൴k uzay olmak üzere 𝑋 ൴n açık alt kümeler൴nden b൴r sınıf 𝐵olsun. 

𝑋 ൴n her açık altkümes൴ 𝐵 n൴n elemanlarının herhang൴ b൴r b൴rleş൴m൴ olarak yazılab൴l൴yorsa 𝐵 

ye 𝑋 uzayının b൴r bazı den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.3: 𝑋 boş olmayan b൴r küme ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ b൴r fonks൴yon olmak üzere ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈

𝑋 ൴ç൴n 

 

৻) 𝑥 ≠ 𝑦 ൴ç൴n 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0                                                                                              

৻৻) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 

৻৻৻) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

৻v) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 

koşulları sağlanıyorsa 𝑑 fonks൴yonuna 𝑋 üzer൴nde b൴r metr൴k den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.4: 𝑋 topoloj൴k uzay ve 𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 𝑥 noktasını ൴çeren 𝑈 ⊂ 𝑋 kümes൴n൴n her 

𝑁 üst kümes൴ne 𝑥 noktasının b൴r komşuluğu den൴r (Aslım, 1988). 

 



3 
 

 

Tanım 2.5: (𝑋, 𝜏) ve (𝑋ᇱ, 𝜏ᇱ) herhang൴ topoloj൴k uzaylar olmak üzere b൴r 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋ᇱ 

b൴ç൴m൴nde tanımlanan fonks൴yon ve 𝑥௢ ∈ 𝑋 olsun. 𝑓(𝑥௢) ın  𝑋′ uzayında her 𝑁ᇱ komşuluğu 

൴ç൴n 𝑓(𝑁) ⊂ 𝑁′ koşulunu sağlayan 𝑥௢ ın b൴r 𝑁 komşuluğu varsa, 𝑓 fonks൴yonu 𝜏 ve 𝜏′ ye 

göre sürekl൴d൴r den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.6: 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋ᇱ fonks൴yonu b൴reb൴r, örten, sürekl൴ ve ters൴ de sürekl൴ ൴se, 𝑓 

fonks൴yonuna b൴r homeomorf৻zm (topoloj൴k dönüşüm) den൴r. 𝑋 ve 𝑋′ uzaylarına da 

homeomorf৻kt৻rler den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.7: 𝑋 topoloj൴k uzayından alınan farklı 𝑥 ve 𝑦 noktaları ൴ç൴n kes൴ş൴m൴ boş küme olan 

𝑥 noktasının 𝐾 komşuluğu ve 𝑦 noktasının 𝐿 komşuluğu varsa 𝑋 topoloj൴k uzayına Hausdorff 

uzayı (𝐻 − 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤) den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.8: (𝑋, 𝜏) topoloj൴k uzayının açık alt örtüler൴ 𝐾 ve 𝑀 olsun. 𝐾 = {𝑘ఈ}ఈఢூ ve 𝐿 =

{𝑙ఈ}ఈఢ௃ olmak üzere 𝐿 n൴n her b൴r açık kümes൴ 𝐾 nın b൴r açık kümes൴ ൴ç൴nde bulunuyorsa 𝐿 

ye 𝐾 nın ൴ncelt൴lm൴ş൴d൴r den൴r. (𝑋, 𝜏) topoloj൴k uzayı b൴r Hausdorff uzay ve her açık örtüsünün 

de b൴r lokal sonlu ൴ncelmes൴ var ൴se (𝑋, 𝜏)’ya parakompakt den൴r (Aslım, 1988). 

 

Tanım 2.9: 𝑋 b൴r Hausdorff uzayı olmak üzere herhang൴ b൴r 𝑈 ⊂ 𝑋 açık kümes൴nden 𝑉 ⊂ ℝ௡ 

açık kümes൴ne tanımlanan  

 

𝜑: 𝑈 → 𝑉 

 

homeomorf൴zm൴ne, 𝑋 te 𝑛-boyutlu koord൴nat s൴stem൴ veya har൴ta, 𝑈 açık kümes൴ne de 𝜑 

har൴tasının koord൴nat komşuluğu veya koord൴nat bölges൴ den൴r ve (𝑈, 𝜑) şekl൴nde göster൴l൴r 

(Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.10: 𝑀 b൴r topoloj൴k uzay olsun. 𝑀 n൴n her noktasının ℝ௡ uzayına veya ℝ௡ uzayının 

b൴r 𝑈 açık alt kümes൴ne homeomorf olan b൴r koord൴nat komşuluğu var ൴se, 𝑀 ye 𝑛 −boyutlu 

topoloj৻k man৻fold den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 
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Tanım 2.11: 𝑋 b൴r Hausdorff uzayı ve 𝑘 ≥ 0 şartını sağlayan b൴r tamsayı olsun. Eğer 

{(𝑈ఈ, 𝜑ఈ): 𝛼 ∈ 𝐴, 𝑈ఈ ⊂ 𝑋} lokal koord൴nat a൴les൴ aşağıdak൴ şartları sağlıyor ൴se bu a൴leye 𝑋 

üzer൴nde 𝐶௞ sınıfından b൴r atlas den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

৻) Lokal har൴taların 𝑈ఈ bölges൴ 𝑋 uzayını örter. Yan൴ 𝑋, 𝑛-boyutlu topoloj൴k 

man൴folddur. 

 

৻৻) ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 ൴ç൴n 𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ ≠ ∅ olacak b൴ç൴mde ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 ൴ç൴n, 

 

𝜑ఉ ∘ 𝜑ఈ
ିଵ: 𝜑ఈ(𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ) → 𝜑ఉ(𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ) 

 

dönüşümü 𝐶௞ sınıfındandır (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.12: 𝑀 b൴r 𝑛-boyutlu topoloj൴k man൴fold ve 𝑆 = {(𝑈ఈ, 𝜓ఈ)}ఈ de 𝑀 n൴n b൴r atlası 

olsun. Eğer 𝑆 atlası aşağıdak൴ özell൴ğe sah൴p ൴se 𝑆 ye 𝐶௥, 𝑟 ≥ 1, sınıfındandır den൴r. 

𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ ≠ ∅ olacak b൴ç൴mde ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴 ൴ç൴n 

 

𝜔ఈఉୀ𝜓ఈ ∘ 𝜓ఉ
ିଵ: 𝜓ఉ(𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ) → 𝜓ఈ(𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ) 

ve 

                                𝜔ఉఈ = 𝜓ఉ ∘ 𝜓ఈ
ିଵ: 𝜓ఈ(𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ) → 𝜓ఉ(𝑈ఈ ∩ 𝑈ఉ) 

 

fonks൴yonları 𝐶௥ sınıfındandır. Eğer 𝑆 atlası 𝑀 üzer൴nde 𝐶௥ sınıfından ൴se 𝑆 ye 𝑀 üzer൴nde 

b൴r 𝐶௥ sınıfından d൴ferans൴yelleneb൴l൴r yapı ve 𝑀 ye 𝑛-boyutlu d൴ferans൴yelleneb൴l൴r man൴fold 

den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.13: 𝑀 b൴r man൴fold ve 𝑞 𝜖 𝑀  olsun. 𝑋௤: 𝐶(𝑞) → ℝ dönüşümü 

 

৻ )     𝑋௤(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑋௤(𝑓) + 𝑏𝑋௤(𝑔),        ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑞) → ℝ 

 

                      ৻৻ )    𝑋௤(𝑓. 𝑔) = 𝑋௤(𝑓). 𝑔(𝑞) + 𝑓(𝑞) 𝑋௤(𝑔) 

 

özell൴kler൴n൴ sağlıyor ൴se 𝑋௤ ye 𝑀 n൴n 𝑞 noktasındak൴ tanjant vektörü den൴r. 
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𝑀 n൴n 𝑞 noktasındak൴ tanjant vektörler൴n cümles൴ 𝑇ெ(𝑞) ൴le göster൴l൴r ve 

 

𝑇ெ(𝑞) = ቄ𝑉ሬ⃗௤ ቚ𝑉ሬ⃗௤: 𝐶ஶ(𝑀, ℝ)
௟௜௡௘௘௥ ௩௘ ௟௘௜௕௡௜௧௭
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  ℝቅ  b൴ç൴m൴nde göster൴l൴r. Bu cümlede ൴ç ve dış 

൴şlemler 

 

⨁: 𝑇ெ(𝑞) × 𝑇ெ(𝑞) → 𝑇ெ(𝑞) 

൫𝑉ሬ⃗௤ , 𝑊ሬሬሬ⃗௤൯ → 𝑉ሬ⃗௤⨁𝑊ሬሬሬ⃗௤: 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) → ℝ 

൫𝑉ሬ⃗௤⨁𝑊ሬሬሬ⃗௤൯[𝑓] = 𝑉ሬ⃗௤[𝑓] + 𝑊ሬሬሬ⃗௤[𝑓] 

ve 

⨀: ℝ × 𝑇ெ(𝑞) → 𝑇ெ(𝑞) 

൫𝜆, 𝑉ሬ⃗௤൯ → 𝜆𝑉ሬ⃗௤: 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) → ℝ 

൫𝜆𝑉ሬ⃗௤൯[𝑓] = 𝜆𝑉ሬ⃗௤[𝑓],          ∀𝑓 ∈ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) 

 

şekl൴nde tanımlanırlar. Bu ൴şlemlere göre 𝑇ெ(𝑞) reel sayılar c൴sm൴ üzer൴nde b൴r vektör 

uzayıdır. Bu uzaya 𝑀 n൴n 𝑞 noktasındak൴ tanjant uzayı den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.14:  𝑀, 𝑛- boyutlu b൴r man൴fold ve 𝑞 ∈ 𝑀  noktasındak൴ tanjant uzayı 𝑇ெ(𝑞) olsun. 

 

𝑇∗
ெ(𝑞) = {𝑓 ⎸𝑓: 𝑇∗

ெ(𝑞)
௟௜௡௘௘௥
ሱ⎯⎯ሮ ℝ} 

 

b൴ç൴m൴nde tanımlanan 𝑇∗
ெ(𝑞) uzayına 𝑇ெ(𝑞) n൴n 𝑞 noktasındak൴ dual uzayı veya kotanjant 

uzay den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.15: Reel sayılar c൴sm൴ üzer൴nde tanımlı b൴r vektör uzayı 𝑉 ve 𝑉∗ , 𝑉 n൴n dual൴ olsun. 

 

𝐿(V௥ , 𝑉∗௦: ℝ) = {𝑓 ⎸𝑓: 𝑉௥ × 𝑉∗௦ (௥ା௦)ି௟௜௡௘௘௥
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ℝ 

 

uzayında ൴ç ve dış ൴şlemler sırasıyla 

 



6 
 

 

(𝑓⨁𝑔)(𝛼ଵ, . . , 𝛼௥ , 𝛽ଵ, … , 𝛽௦) = 𝑓(𝛼ଵ, . . , 𝛼௥ , 𝛽ଵ, … , 𝛽௦) + 𝑔(𝛼ଵ, . . , 𝛼௥ , 𝛽ଵ, … , 𝛽௦) 

ve 

(𝜆𝑓)(𝛼ଵ, . . , 𝛼௥ , 𝛽ଵ, … , 𝛽௦) = 𝜆𝑓(𝛼ଵ, . . , 𝛼௥ , 𝛽ଵ, … , 𝛽௦) 

 

şekl൴nde tanımlanırlar. Bu uzaya 𝑟. mertebeden kovaryant ve 𝑠. mertebeden kontravaryant 
tensör uzayı den൴r. Bu uzayın elemanlarına da (𝑟, 𝑠) mertebel൴ tensör den൴r (Boothby, 1986). 

 

Tanım 2.16: 𝑀 d൴ferens൴yelleneb൴l൴r b൴r man൴fold ve 𝑀 üzer൴ndek൴ d൴ferans൴yelleneb൴l൴r 
fonks൴yonların cümles൴ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) olmak üzere 

 

𝛶: 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) → 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) dönüşümü 

 

  ৻ )  𝛶(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝛶(𝑓) + 𝑏𝛶(𝑔),       ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ)  a,b ∈ ℝ 

 

 ৻৻ )  𝛶(𝑓. 𝑔) = 𝛶(𝑓). 𝑔 + 𝑓𝛶(𝑔) 

 

özell൴kler൴n൴ sağlıyor ൴se 𝛶 a 𝑀 üzer൴nde b൴r vektör alanı den൴r. 𝑀 üzer൴ndek൴ vektör alanların 

cümles൴ 𝜒(𝑀) ൴le göster൴l൴r (Boothby, 1986). 

 

Tanım 2.17: 𝑀 d൴ferans൴yelleneb൴l൴r man൴fold ve 𝑀 üzer൴ndek൴ vektör alanları cümles൴ 
𝜒(𝑀) olmak üzere Υଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n 

 

[, ]: 𝜒(𝑀) x 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀),       ∀𝑓 ∈ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) 

 

[Υଵ, 𝛶ଶ] = Υଵ(𝛶ଶ𝑓) − 𝛶ଶ(Υଵ𝑓) 

 

൴le tanımlanan fonks൴yona Υଵ ve Υଶ n൴n L৻e parantez (bracket) operatörü den൴r ve aşağıdak൴ 
özell൴kler൴ sağlamaktadır (Yano ve Kon, 1984). 

 

৻) [𝛶ଵ, 𝛶ଶ]𝑓 ∈ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ), 

 

৻৻) [𝑓𝛶ଵ + 𝑔𝛶ଶ] = 𝑓𝑔[𝛶ଵ, 𝛶ଶ] + 𝑓(𝛶ଵ[𝑔])𝛶ଶ − 𝑔(𝛶ଶ[𝑓])𝛶ଵ, 
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৻৻৻) [𝛶ଵ, 𝛶ଶ] = −[𝛶ଶ, 𝛶ଵ], 

 

৻v) ൣ[𝛶ଵ, 𝛶ଶ], 𝛶ଷ൧ + ൣ[𝛶ଶ, 𝛶ଷ], 𝛶ଵ൧ + ൣ[𝛶ଵ, 𝛶ଷ], 𝛶ଶ൧ = 0. 

 

Tanım 2.18: 𝑀 ve 𝑀ഥ   𝑚 ve 𝑛 boyutlu d൴ferens൴yelleneb൴l൴r man൴foldlar ve 𝑓: 𝑀 → 𝑀ഥ 
fonks൴yonu 𝑞 noktasında d൴ferens൴yelleneb൴l൴r b൴r fonks൴yon olmak üzere, 

 

𝑓∗: 𝑇ெ(𝑞) → 𝑇ெഥ (𝑓(𝑞)) 

𝑉௤ → 𝑓∗│௤൫𝑉௤൯ = (𝑉ത௤[𝑓ଵ]│௙(௤), … , 𝑉ത௤[𝑓௡]│௙(௤)) 

 

൴le tanımlı 𝑓∗ dönüşümüne 𝑓 n൴n türev dönüşümü den൴r. Eğer 𝑔 ∈ 𝐶(𝑀ഥ, ℝ), 𝑓(𝑞) n൴n 
komşuluğunda d൴ferens൴yelleneb൴l൴r b൴r fonks൴yon ൴se 

 

ቀ𝑓∗൫𝑉௤൯ቁ 𝑔 = 𝑉௤(𝑔𝑜𝑓) 

 

dır (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.19: 𝑀 b൴r man൴fold ve 𝑔, 𝑀 üzer൴nde (2,0) mertebel൴ tensör alanı olsun. Eğer 𝑔 
tensör alanı her 𝛶ଵ, 𝛶ଶ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n 

 

৻) 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = 𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଵ) 

 

৻৻) 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଵ) ≥ 0  𝑣𝑒 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଵ) = 0 ⇔ 𝛶ଵ = 0 

 

şartları sağlanıyor ൴se 𝑔 ye R৻emann metr৻ğ৻ den൴r. 𝑔 R൴emann metr൴ğ൴ ൴le tanımlı b൴r 
man൴folda da R৻emann man৻foldu den൴r. B൴r 𝑀 man൴foldu üzer൴ndek൴ 𝑔 R൴emann metr൴ğ൴ 
𝑇ெ(𝑞) üzer൴nde ൴ç çarpım ൴le tanımlanır. 

{𝑥ଵ, … , 𝑥௡} 𝑀 de lokal koord൴nat s൴stem൴ olsun. Burada 𝑔 n൴n bu lokal koord൴nat s൴stem൴ne 
göre b൴leşenler൴, 
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𝑔௜௝ = ቆ
𝜕

𝜕𝑥௜
,

𝜕

𝜕𝑥௝
ቇ 

 

൴le ver൴l൴r. Burada 
డ

డ௫೔
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑇ெ(𝑞) uzayının b൴r bazıdır (O’Ne൴ll, 1983). 

Tanım 2.20: 𝑀 b൴r d൴ferens൴yelleneb൴l൴r man൴fold ve 𝑀 üzer൴ndek൴ 𝐶ஶ vektör alanlarının 
cümles൴ 𝜒(𝑀) olmak üzere; 

 

               ∇: 𝜒(𝑀) x 𝜒(𝑀)
ଶି௟௜௡௘௘௥
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝜒(𝑀) 

                                  (𝛶ଵ, 𝛶ଶ)
………………..
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ∇(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = ∇ంభ

𝛶ଶ 

 

dönüşümü ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) , ∀ 𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈  𝜒(𝑀) ൴ç൴n, 

 

৻) ∇ంభ
(𝛶ଶ + 𝛶ଷ) = ∇ంభ

𝛶ଶ + ∇ంభ
𝛶ଷ, 

 

৻৻) ∇௙ంభା௚ంమ
𝛶ଷ = 𝑓∇ంభ

𝛶ଷ + 𝑔∇ంమ
𝛶ଷ, 

 

৻৻৻) ∇ంభ
(𝑓𝛶ଶ) = 𝑓∇ంభ

𝛶ଶ + 𝛶ଵ(𝑓)𝛶ଶ 

 

özell൴kler൴n൴ sağlarsa , ∇  ya 𝑀 üzer൴nde b൴r af৻n konneks৻yon, ∇ంభ
 e de 𝛶ଵ e göre kovaryant 

türev operatörü den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 

 

Tanım 2.21: (𝑀, g) b൴r R൴emann man൴foldu ve ∇ da 𝑀 üzer൴nde tanımlanan b൴r af൴n 
konneks൴yon olsun. O zaman ∀ 𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈  𝜒(𝑀) olmak üzere ∇ dönüşümü, 

 

৻)  ∇ంభ
𝛶ଶ − ∇ంమ

𝛶ଵ = [𝛶ଵ, 𝛶ଶ] (Konneks൴yonun sıfır tors൴yon özell൴ğ൴) 

 

৻৻) 𝛶ଵ𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ) = 𝑔൫∇ంభ
𝛶ଶ, 𝛶ଷ൯ + 𝑔(𝛶ଶ, ∇ంభ

𝛶ଷ) (Konneks൴yonun metr൴kle bağdaşma 
özell൴ğ൴) 

 

şartlarını sağlıyorsa ∇ ya M üzer൴nde sıfır tors൴yonlu konneks൴yon, R൴emann konneks൴yonu 
veya Lev৻-C৻v৻ta Konneks৻yonu den൴r (Hacısal൴hoğlu, 1980). 
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Tanım 2.22: (𝑀, 𝑔) R൴emann man൴foldu ve 𝛶ଵ ∈  𝜒(𝑀) ൴ç൴n 𝐿ంభ
, keyf൴ (𝑟, 𝑠)-t൴p൴nde tensör 

alanını y൴ne (𝑟, 𝑠)-t൴p൴nde tensör alanına götürür ve 𝛶ଵ vektör alanına göre L৻e türev 
operatörü olarak adlandırılır. 𝛶ଶ ∈  𝜒(𝑀) ൴ç൴n 

 

𝐿ంభ
𝛶ଶ = [𝛶ଵ, 𝛶ଶ] 

 

şekl൴nde tanımlıdır. 𝑓 ∈ 𝐶(𝑀, ℝ) ൴ç൴n 𝐿ంభ
𝑓 = 𝛶ଵ(𝑓) d൴r. Her 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈  𝜒(𝑀) ൴ç൴n 𝑔-R൴emann 

metr൴k tensörünün 𝛶ଵ-vektör alanlarına göre L൴e- türev൴ 

 

൫𝐿ంభ
𝑔൯(𝛶ଶ, 𝛶ଷ) = 𝐿ంభ

𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ) − 𝑔൫𝐿ంభ
𝛶ଶ, 𝛶ଷ൯ − 𝑔൫𝛶ଶ, 𝐿ంభ

𝛶ଷ൯ 

                                   = 𝛶ଵ൫𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)൯ − 𝑔([𝛶ଵ, 𝛶ଶ], 𝛶ଷ) − 𝑔(𝛶ଶ, [𝛶ଵ, 𝛶ଷ]) 

                             = 𝑔൫∇ంభ
𝛶ଶ, 𝛶ଷ൯ + 𝑔൫𝛶ଶ, ∇ంభ

𝛶ଷ൯ − 𝑔(∇ంభ
𝛶ଶ, 𝛶ଷ) 

                            +𝑔൫∇ంమ
𝛶ଵ, 𝛶ଷ൯ − 𝑔൫𝛶ଶ, ∇ంభ

𝛶ଷ൯ + 𝑔൫𝛶ଶ, ∇ంయ
𝛶ଵ൯ 

 = 𝑔൫∇ంమ
𝛶ଵ, 𝛶ଷ൯ + 𝑔൫𝛶ଶ, ∇ంయ

𝛶ଵ൯ 

 

şekl൴nde tanımlanır. Eğer 𝐿ంభ
𝑔 = 0 ൴se 𝛶ଵ vektör alanına K৻ll৻ng vektör alanı den൴r (Yano ve 

Kon, 1984). 

 

Tanım 2.23: (𝑀, 𝑔) b൴r R൴emann man൴foldu ve ∇ da 𝑀 üzer൴nde Lev൴-C൴v൴ta konneks൴yonu 
olsun. 

 

R: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

R(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = ∇ంభ
∇ంమ

𝛶ଷ − ∇ంమ
∇ంభ

𝛶ଷ − ∇[ంభ,ంమ]𝛶ଷ 

 

൴le  tanımlanan R dönüşümü (1,3) t൴p൴nde tensör alanıdır. Bu tensör 𝑀 n൴n R৻emann eğr৻l৻k 
tensörü olarak adlandırılır (O’Ne൴ll, 1983). 

 

∀𝛶ସ ∈ 𝜒(𝑀) için 𝐾(𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ, 𝛶ସ) = 𝑔(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ, 𝛶ସ) tensörüne de 𝑀 nin R৻emann-
Chr৻stofel eğr৻l৻k tensörü den൴r. 

 

Teorem 2.1: ∀ 𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ, 𝛶ସ, 𝛶ହ  ∈  𝜒(𝑀) R൴emann eğr൴l൴k tensörü aşağıdak൴ özell൴klere 
sah൴pt൴r. (O’Ne൴ll, 1983). 
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৻) 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −𝑅(𝛶ଶ, 𝛶ଵ)𝛶ଷ 

 

৻৻) 𝑔(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ, 𝛶ହ) = −𝑔(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ହ, 𝛶ସ) 

 

৻৻৻) 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ + 𝑅(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ + 𝑅(𝛶ଷ, 𝛶ଵ)𝛶ଶ = 0 

 

৻v) 𝑔(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ, 𝛶ହ) = 𝑔(𝑅(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝛶ଵ, 𝛶ଶ) 

 

Tanım 2.24: B൴r 𝑛-boyutlu R൴emann man൴foldu (𝑀, 𝑔) üzer൴nde R൴emann eğr൴l൴k tensörü 
𝑅 𝑣𝑒 𝜒(𝑀) n൴n b൴r bazı {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡} olsun. 

 

𝑄: 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

                                      𝛶ଵ → 𝑄𝛶ଵ = ∑ 𝑅(𝛶ଵ, 𝑒௜)𝑒௜
௡
İୀଵ  

 

şekl൴nde tanımlanan 𝑄 operatörüne R৻cc৻ Operatörü den൴r. 

 

Tanım 2.25: B൴r 𝑛-boyutlu R൴emann man൴foldu (𝑀, 𝑔) ve 𝑅 de 𝑀 R൴emann man൴foldunun 
eğr൴l൴k tensörü olsun. {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡} cümles൴ 𝜒(𝑀) n൴n ortonormal vektör alanları olmak 
üzere ∀ 𝛶ଵ, 𝛶ଶ ∈  𝜒(𝑀) ൴ç൴n 

 

𝑆: 𝜒(𝑀) 𝑥 𝜒(𝑀) → 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) 

 

                                                     (𝛶ଵ, 𝛶ଶ) → 𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = ∑ 𝑔(𝑅(𝑒௜, 𝛶ଵ)𝛶ଶ, 𝑒௜
௡
௜ୀଵ ) 

 

dönüşümü ൴le tanımlı (0,2) −mertebel൴ 

 

𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = ෍ 𝑔(𝑅(𝑒௜, 𝛶ଵ)𝛶ଶ, 𝑒௜

௡

௜ୀଵ

) 

 

tensör alanına (𝑀, 𝑔) man൴foldunun R৻cc৻ eğr৻l৻k tensörü adı ver൴l൴r (Yano ve Kon, 1984). 
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Tanım 2.26: (𝑀, 𝑔), 𝑛-boyutlu b൴r R൴emann man൴foldu ve {𝑒ଵ, … 𝑒௡}, 𝜒(𝑀)’n൴n  ortonormal 
b൴r bazı olmak üzere 

 

𝜏 = ෍ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)

௡

௜ୀଵ

 

 

fonks൴yonuna 𝑀 n൴n skaler eğr৻l৻ğ৻ den൴r (O’Ne൴ll, 1983). 

 

Tanım 2.27: (𝑀, 𝑔), 𝑛-boyutlu b൴r R൴emann man൴foldu olsun. ∀ 𝛶ଵ, 𝛶ଶ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n 

 

𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = 𝜆𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)                                                     (2.1) 

 

olacak b൴ç൴mde 𝑀 üzer൴nde b൴r 𝜆 fonks൴yonu var ൴se yan൴ 𝑀 n൴n R൴cc൴ tensörü 𝑆, metr൴k tensör 
𝑔 n൴n b൴r katı ൴se 𝑀 ye E৻nste৻n man৻foldu adı ver൴l൴r (O’Ne൴ll, 1983). 

 

Tanım 2.28: 𝑀, 𝑛-boyutlu R൴emann man൴foldu olsun. 𝑆 R൴cc൴ tensörü ൴ç൴n eğer ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ ∈

𝜒(𝑀) olmak üzere 

 

𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = 𝑎𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) + 𝑏𝜂(𝛶ଵ)𝜂(𝛶ଶ)                                      (2.2) 

 

eş൴tl൴ğ൴ sağlanıyor ൴se 𝑀’ye 𝜂-E৻nste৻n man৻foldu den൴r (Boothby, 1986). 

 

Tanım 2.29:  B൴r 𝑛-boyutlu R൴emann man൴foldu (𝑀, 𝑔) ve 𝑀 man൴foldunun b൴r 𝑞 
noktasındak൴ tanjant uzayı 𝑇௤𝑀 𝑣𝑒 𝑇௤𝑀 uzayının 2-boyutlu b൴r alt uzayı Π olsun. Π 
düzlem൴n൴ geren b൴r൴m vektörler 𝛶ଵ 𝑣𝑒 𝛶ଶ olmak üzere 

 

𝐾(Π) = 𝐾(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) =
𝑔(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଶ, 𝛶ଵ)

𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଵ) 𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଶ) − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)ଶ
                       (2.3) 

 

൴fades൴ne 𝑀 man൴foldunun Π düzlem൴ne göre kes৻t eğr৻l৻ğ৻ den൴r (Şah൴n, 2012). 
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3. PARAKONTAK MANİFOLDLAR 

 

Bu bölümde b൴r man൴foldun hang൴ şartlar altında hemen hemen parakontak man൴fold, hemen 

hemen parakontak metr൴k man൴fold, 𝜅-parakontak man൴fold, (𝜅, 𝜇) −parakontak man൴fold 

temel tanımlarına ve b൴r sonrak൴ bölümde kullanılacak olan temel teoremlere yer ver൴lm൴şt൴r. 

 

3.1 Hemen Hemen Parakontak Man൴foldlar 

 

Tanım 3.1.1: (2𝑛 + 1)-boyutlu d൴ferans൴yelleneb൴l൴r b൴r 𝑀 man൴foldu ൴ç൴n 𝑀ଶ௡ାଵ üzer൴nde 

(1,1) t൴p൴nde tensör alanı 𝜙, b൴r vektör alanı 𝜉 ve 1-form 𝜂 olmak üzere (𝜙, 𝜉, 𝜂) yapısı 𝑀ଶ௡ାଵ 

üzer൴nde eğer; 

 

𝜂(𝜉) = 1,     𝜙ଶ = 𝐼 − 𝜂⨂𝜉,     𝐷 = ç𝑒𝑘𝜂                                  (3.1)                                

 

൴se (𝜙, 𝜉, 𝜂) üçlüsü 𝑀 üzer൴nde b൴r hemen hemen parakontak yapıdır den൴r. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂) 

dörtlüsüne b൴r hemen hemen parakontak man৻fold den൴r (Zamkovoy, 2009). 

 

Teorem 3.1.2: (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂) b൴r hemen hemen parakontak man൴fold olsun. O zaman 

 

𝜙(𝜉) = 0,       𝜂𝜊𝜙 = 0,      𝑟𝑎𝑛𝜙 = 2𝑛                                    (3.2) 

 

eş൴tl൴kler൴ geçerl൴d൴r (Zamkovoy, 2009). 

 

3.2 Hemen Hemen Parakontak Metr൴k Man൴foldlar 

 

Bu kısımda hemen hemen parakontak man൴foldlar üzer൴nde b൴r metr൴k tanımlanacak ve bazı 
özell൴kler൴ ele alınacaktır. 
 

Tanım 3.2.1: 𝑀 b൴r R൴emann man൴foldu ve 𝑔, 𝑀 üzer൴nde tanımlı metr൴k tensör olmak üzere; 

𝑔 metr൴k tensörünün ൴ndeks൴ne R൴emann man൴foldunun ৻ndeks৻ den൴r ve 𝑖𝑛𝑑𝑀 ൴le göster൴l൴r. 

O halde 0 ≤ 𝑖𝑛𝑑𝑀 ≤ 𝑏𝑜𝑦𝑀 d൴r. Özel olarak 2 ≤ 𝑖𝑛𝑑𝑀 ve 2 ≤ 𝑏𝑜𝑦𝑀 ൴se 𝑀 ye sem൴-

R൴emann man൴foldu ve 𝑔 ye de sem৻-R৻emann metr৻ğ৻ den൴r (O’Ne൴ll, 1983). 
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Teorem 3.2.1: (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂) yapısı (2𝑛 + 1) −boyutlu b൴r hemen hemen parakontak man൴fold 

olmak üzere, 𝑀 man൴foldu üzer൴nde b൴r 𝑔 sem൴-R൴emann metr൴k tensör alanı,  ∀𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀) 

൴ç൴n 

 

𝑔(𝛶ଷ, 𝜉) = 𝜂(𝛶ଷ)                                                             (3.3) 

 

şekl൴nde tanımlanır (Zamkovoy, 2009). 

 

Teorem 3.2.2: (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂) b൴r hemen hemen parakontak d൴ferans൴yelleneb൴l൴r sem൴-

R൴emann man൴fold olmak üzere 𝑀 üzer൴nde ∀𝛶ଷ, 𝛶ସ ∈ 𝜒(𝑀) ve 𝜉 ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n, 

 

𝑔(𝜙𝛶ଷ, 𝜙𝛶ସ) = −𝑔(𝛶ଷ, 𝛶ସ) + 𝜂(𝛶ଷ)𝜂(𝛶ସ),      𝑔(𝛶ଷ, 𝜉) = 𝜂(𝛶ଷ)                   (3.4) 

 

şartlarını sağlayan b൴r 𝑔 sem൴-R൴emann metr൴ğ൴ vardır (Zamkovoy, 2009). 

 

Tanım 3.2.2: (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen parakontak man൴foldu olsun.(3.4) eş൴tl൴ğ൴n൴ 

gerçekleşt൴ren 𝑔 sem൴-R൴emann metr൴ğ൴ne (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂) üzer൴nde hemen hemen 

parakontak  metr৻k, (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına hemen hemen parakontak metr৻k yapı, 

(𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) beşl൴s൴ne de hemen hemen parakontak metr৻k man৻fold adı ver൴l൴r 

(Zamkovoy, 2009). 

 

3.3 (𝜿, 𝝁)-Parakontak Metr൴k Man൴foldlar 

 

Bu kısımda 𝜅-parakontak yapı, 𝜅-parakontak man൴foldlar ve (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k 

man൴foldlar tanıtılıp bazı temel tanım ve özell൴kler ver൴lm൴şt൴r. 

 

Tanım 3.2.3:  (2𝑛 + 1)-boyulu b൴r 𝑀 parakontak metr൴k man൴foldu olmak üzere (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

hemen hemen parakontak metr൴k yapısında bulunan 𝜉 vektör alanı 𝑔 ye göre b൴r K൴ll൴ng 

vektör alanı ൴se 𝑀 üzer൴ndek൴ parakontak yapıya 𝜅-parakontak yapı den൴r. 𝑀 ye de 𝜅-

parakontak man৻fold den൴r (Zamkovoy, 2009). 

 

Önerme 3.1.1: 𝑀ଶ௡ାଵ parakontak metr൴k man൴foldu olmak üzere 𝑀ଶ௡ାଵ ൴n 𝜅-parakontak 

man൴folddur ancak ve ancak her 𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n  
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∇ంయ
𝜉 = −𝜙𝛶ଷ                                                               (3.5) 

 

d൴r (Zamkovoy, 2009). 

 

Önerme 3.1.2: 𝑀ଶ௡ାଵ b൴r 𝜅-parakontak man൴fold olsun. 𝑄, 𝑀ଶ௡ାଵ de eğr൴l൴k operatörü olmak 

üzere 

 

𝑄𝜉 = −2𝑛𝜉 

 

d൴r (Zamkovoy, 2009). 

 

Tanım 3.2.4: (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen parakontak metr൴k man൴foldu ve 𝑅 de bu 

man൴foldun R൴emann eğr൴l൴k tensörü ve 𝛶ଵ, 𝛶ଶ; 𝑀 üzer൴nde b൴rer vektör alanı, ayrıca 𝜅 ve 𝜇 

b൴rer reel sab൴t olmak üzere, ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n, 

 

𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = 𝑘(𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ) + 𝜇(𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ)                 (3.6) 

 

sağlanıyor ൴se bu man൴folda (𝜅, 𝜇) −parakontak metr৻k man৻fold den൴r (Cappellett൴ ve 

Terl൴zz൴, 2010). 

 

Yardımcı Teorem 3.3.1: (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen parakontak metr൴k 

(𝜅, 𝜇) −man൴foldunda; 𝛶ଵ ve 𝛶ଶ, 𝑀 üzer൴nde vektör alanları ve 𝑄, (𝑀, 𝑔) n൴n R൴cc൴ operatörü 

olmak üzere aşağıdak൴ özell൴kler sağlanır (Cappellett൴ Montano ve ark. 2012). 

 

ℎଶ = (1 + 𝜅)𝜙ଶ,                                                                                                                             (3.7) 

 

𝑄𝜉 = 2𝑛𝜅𝜉,                                                                                                                                      (3.8) 

 

൫∇ంభ
𝜙൯𝛶ଶ = −𝑔(𝛶ଵ − ℎ𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 + 𝜂(𝛶ଶ)(𝛶ଵ − ℎ𝛶ଵ), 𝜅 ≠ −1,                                      (3.9) 

 

൫∇ంభ
ℎ൯𝛶ଶ − ൫∇ంమ

ℎ൯𝛶ଵ = −(1 + 𝜅)(2𝑔(𝛶ଵ, 𝜙𝛶ଶ)𝜉 + 𝜂(𝛶ଵ)𝜙𝛶ଶ − 𝜂(𝛶ଶ)𝜙𝛶ଵ) 

                                             +(1 − 𝜇)(𝜂(𝛶ଵ)𝜙ℎ𝛶ଶ − 𝜂(𝛶ଶ)𝜙ℎ𝛶ଵ),                                         (3.10) 
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𝑄𝛶ଵ = [2(1 − 𝑛) + 𝑛𝜂]𝛶ଵ + [2(𝑛 − 1) + 𝜇]ℎ𝛶ଵ 

             +[2(𝑛 − 1) + 𝑛(2𝜅 − 𝜇)]𝜂(𝛶ଵ)𝜉,                                                                               (3.11) 

 

∇కℎ = 𝜇ℎ𝜊𝜙,   ∇క𝜙ℎ = −𝜇ℎ,                                                                                                    (3.12)  
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4. BULGULAR 

 

2017 yılında K൴m (K൴m, 2017), konharmon൴k transformasyon altında ൴nvaryant kalan (1,3)-
t൴p൴nde sem൴konformal eğr൴l൴k tensörünü tanımladı. (𝑀௡, 𝑔) R൴emann man൴foldu üzer൴nde 
(1,3)-t൴p൴nde sem൴konformal eğr൴l൴k tensörü 𝑃, ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀)  ൴ç൴n, 
 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −(𝑛 − 2)𝑏𝐶(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ + [𝑎 + (𝑛 − 2)𝑏]𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ            (4.1) 
 

eş൴tl൴ğ൴ şekl൴nde tanımlıdır. Burada 𝑎 ve 𝑏 aynı anda sıfır olmayan sab൴tlerd൴r. Öte yandan 𝐶 
konformal eğr൴l൴k tensörü olup ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀)  ൴ç൴n, 
 

 𝐶(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ 

−
1

𝑛 − 2
[𝑆(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ + 𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଶ] 

                      + ቂ
௥

(௡ିଵ)(௡ିଶ)
ቃ [𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]                                                           (4.2)  

 

olur. Aynı zamanda 𝐻 ൴se konharmon൴k eğr൴l൴k tensörü olup, 
 

 𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ 

                       −
1

𝑛 − 2
[𝑆(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ + 𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଶ]           (4.3) 

 

b൴ç൴m൴nde tanımlıdır. 𝑟 man൴foldun skaler eğr൴l൴ğ൴, 𝑄 man൴foldun R൴cc൴ operatörü, 𝑆 ൴se R൴cc൴ 
tensörüdür. 𝑔(𝑄𝛶ଵ, 𝛶ଶ) = 𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଶ) d൴r. 
Burada (4.1) eş൴tl൴ğ൴nde (4.2) ve (4.3) eş൴tl൴kler൴ yer൴ne yazıldığında, 
 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −(2𝑛 − 1)𝑏𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ +
−(2𝑛 − 1)𝑏

2𝑛 − 1
[𝑆(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ 

                                +𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଶ] 

                                +
−(2𝑛 − 1)𝑏𝑟

2𝑛(2𝑛 − 1)
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ] 

                                +[𝑎 + (2𝑛 − 1)𝑏]𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ 

                                −
[𝑎 + (2𝑛 − 1)𝑏]

2𝑛 − 1
[𝑆(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑆(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ 

                                +𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝑄𝛶ଶ]                                                                   (4.4) 
 

eş൴tl൴ğ൴ bulunur. 
 

Son eş൴tl൴kte gerekl൴ sadeleşt൴rmeler yapıldığında, 𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ sem൴konformal eğr൴l൴k 
tensörü, 
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𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = 𝑎. 𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ −
𝑏𝑟

2𝑛
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]                (4.5) 

 

b൴ç൴m൴ne ൴nd൴rgen൴r. 

 

Ayrıca (4.3) eş൴tl൴ğ൴nde 𝛶ଷ = 𝜉 olarak seç൴l൴rse; 

 

       𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉

−
1

2𝑛 − 1
[𝑆(𝛶ଶ, 𝜉)𝛶ଵ − 𝑆(𝛶ଵ, 𝜉)𝛶ଶ + 𝑔(𝛶ଶ, 𝜉)𝑄𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝜉)𝑄𝛶ଶ]           (4.6) 

 

olur. Bu eş൴tl൴kte (2.2), (3.4), (3.6), (3.11) eş൴tl൴kler൴ kullanılır ൴se, 

 

𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = 𝜅[𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] + 𝜇[𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ] 

                                              −
1

2𝑛 − 1
[2𝑛𝜅𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 2𝑛𝜅𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] 

                                              −
1

2𝑛 − 1
[[2(1 − 𝑛) + 𝑛𝜇]𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ + [2(1 − 𝑛) + 𝜇]ℎ𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ 

                                              +[2(𝑛 − 1) + 𝑛(2𝜅 − 𝜇)]𝜂(𝛶ଵ)𝜂(𝛶ଶ)𝜉 

                                              −[2(1 − 𝑛) + 𝑛𝜇]𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ − [2(𝑛 − 1) + 𝜇]ℎ𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ 

                                              −[2(𝑛 − 1) + 𝑛(2𝜅 − 𝜇)]𝜂(𝛶ଵ)𝜂(𝛶ଶ)𝜉                                       (4.7) 

 

elde ed൴l൴r. Gerekl൴ sadeleşt൴rmeler yapılır ൴se, 

 

𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = 𝜅[𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] + 𝜇[𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ] 

                                              −
2𝑛𝜅

2𝑛 − 1
[𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] 

                                              −
[2(1 − 𝑛) + 𝑛𝜇]

2𝑛 − 1
[𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] 

                                              −
[2(𝑛 − 1) + 𝜇]

2𝑛 − 1
[ℎ𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − ℎ𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ]                                   (4.8) 

 

bulunur. Buradan, 

 

𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = ቈ𝜅 −
2𝑛𝜅

2𝑛 − 1
−

[2(1 − 𝑛) + 𝑛𝜇]

2𝑛 − 1
቉ [𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] 
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                                          + ቈ𝜇 −
[2(𝑛 − 1) + 𝜇]

2𝑛 − 1
቉ [𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ]                           (4.9) 

 

olup buradan da, 

 

𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = − ቈ
(𝜅 + 2) + 𝑛(𝜇 − 2)

2𝑛 − 1
቉ [ 𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] 

                                                  + ቈ
(2𝜇 − 2)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ]                      (4.10) 

 

elde ed൴l൴r. Son olarak  𝛶ଶ = 𝜉  seçt൴ğ൴m൴zde ൴se 

 

𝐻(𝛶ଵ, 𝜉)𝜉 = − ቈ
(𝜅 + 2) + 𝑛(𝜇 − 2)

2𝑛 − 1
቉ [𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝜉] 

                                                       +
(2𝜇 − 2)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
𝛶ଵℎ                                                        (4.11) 

 

elde ed൴l൴r. 

 

Ayrıca (4.5) eş൴tl൴ğ൴nde 𝛶ଵ yer൴ne 𝜉 seçt൴ğ൴m൴zde, 

 

𝑃(𝜉, 𝛶ଶ)𝛶ଷ =  𝑎. 𝐻(𝜉, 𝛶ଶ)𝛶ଷ −
𝑏𝑟

2𝑛
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]                    (4.12) 

 

bulunur. Bu eş൴tl൴kte 𝐻(𝜉, 𝛶ଶ)𝛶ଷ ve 𝑔(𝜉, 𝛶ଷ) eş൴tl൴kler൴ kullanıldığında ൴se 

 

𝑃(𝜉, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = ቈ
𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ [𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝜉 − 𝜂(𝛶ଷ)𝛶ଶ] 

                                                − ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝑔(ℎ𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝜉 − 𝜂(𝛶ଷ)ℎ𝛶ଶ]                (4.13) 

 

elde ed൴l൴r.  

 

Benzer şek൴lde son olarak (4.5) eş൴tl൴ğ൴nde 𝛶ଷ = 𝜉 seçt൴ğ൴m൴zde ൴se 
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𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉 = ቈ
−𝑎(𝜅 + 2) − 𝑎𝑛(𝜇 − 2)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ [𝜂(𝛶ଶ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝛶ଶ] 

+ ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜂(𝛶ଶ)ℎ𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ଶ]                           (4.14) 

 

elde ed൴l൴r. 

 

Teorem 4.1: 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu b൴r (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldu olmak üzere, 𝑀 

sem൴konformal sem൴s൴metr൴kt൴r gerek ve yeter şart aşağıdak൴ ൴fadelerden en az b൴r൴ doğrudur. 

 

৻) 𝑀, b൴r (𝜅, 1) −parakontak metr൴k man൴folduna ൴nd൴rgen൴r. 

 

৻৻) 𝑀 n൴n sem൴konformal eğr൴l൴k tensörü 𝑃 olmak üzere  ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ ∈ 𝜒(𝑀) ൴ç൴n 

 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ =
−𝑏𝑟

2𝑛 − 1
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]                          (4.15) 

 

b൴ç൴m൴ne ൴nd൴rgen൴r. 

 

৻৻৻) (𝜅 + 1)(𝜅 − 𝜇(𝜅 + 1))ℎଶ + (𝜇 − 𝜅)ℎ = 0                                                      (4.16)            

 

bağıntısı geçerl൴d൴r. 

 

İspat: (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldu sem൴konformal 

sem൴s൴metr൴k olsun.  

O zaman ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ, 𝛶ସ, 𝛶ହ ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere, 

 

(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝑃)(𝛶ସ, 𝛶ହ, 𝛶ଷ) = 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝛶ଷ − 𝑃(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ, 𝛶ହ)𝛶ଷ 

                                          −𝑃(𝛶ସ, 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ହ)𝛶ଷ − 𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ 

                                                       = 0                                                                                    (4.17) 

 

olur. Bu eş൴tl൴kte 𝛶ଷ = 𝜉 seçt൴ğ൴m൴zde ൴se, 

 

0 = 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝜉 − 𝑃(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ, 𝛶ହ)𝜉 
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                                       −𝑃(𝛶ସ, 𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ହ)𝜉 − 𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝜉                              (4.18) 

 

bulunur. Burada (3.6)  ve (4.14)  eş൴tl൴kler൴ kullanılır ൴se, 

 

0 = ቈ
−𝑎(𝜅 + 2) − 𝑎. 𝑛(𝜇 − 2)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ [𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ)𝛶ହ − 𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ହ)𝛶ସ] 

                + ቈ
2𝑎(𝜇 − 1)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜂(𝛶ହ)𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)ℎ𝛶ସ − 𝜂(𝛶ସ)𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)ℎ𝛶ହ 

                −𝜂(𝛶ହ)ℎ(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ) − 𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ)ℎ𝛶ହ − 𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ହ)ℎ𝛶ସ 

                +𝜂(𝛶ସ)ℎ𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ହ] 

                −𝜅[𝜂(𝛶ଶ)𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)𝛶ଶ] 

                −𝜇[𝜂(𝛶ଶ)𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)ℎ𝛶ଵ + 𝜂(𝛶ଵ)𝑃(𝛶ସ, 𝛶ହ)ℎ𝛶ଶ]                                                        (4.19) 

 

eş൴tl൴ğ൴ elde ed൴l൴r. Son eş൴tl൴kte, 𝛶ସ = 𝛶ଶ = 𝜉 alınırsa, 

 

0 = ቈ
−𝑎(𝜅 + 2) − 𝑎. 𝑛(𝜇 − 2)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ [𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)𝜉)𝛶ହ − 𝜂(𝛶ହ)ℎ𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)𝜉] 

                   + ቈ
2𝑎(𝜇 − 1)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜂(𝛶ହ)𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)ℎ𝜉 − 𝜂(𝜉)𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)ℎ𝛶ହ 

                   −𝜂(𝛶ହ)ℎ(𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)𝜉) − 𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)𝜉)ℎ𝛶ହ − 𝐵𝜂(𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)𝛶ହ)ℎ𝜉 

                   +𝜂(𝜉)ℎ𝑅(𝛶ଵ, 𝜉)𝛶ହ] 

                   −𝜅[𝜂(𝜉)𝑃(𝜉, 𝛶ହ)𝛶ଵ − 𝜂(𝛶ଵ)𝑃(𝜉, 𝛶ହ)𝜉] 

                   −𝜇[𝜂(𝜉)𝑃(𝜉, 𝛶ହ)ℎ𝛶ଵ + 𝜂(𝛶ଵ)𝑃(𝜉, 𝛶ହ)ℎ𝜉]                                                            (4.20) 

 

bulunur. (4.20) eş൴tl൴ğ൴nde gerekl൴ kısaltmalar yapılır ൴se, 

 

0 = ቈ
2𝑎(𝜇 − 1)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜅𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ହ)𝜉 − 𝜅𝜂(𝛶ହ)𝛶ଵ + 𝜇𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ)𝜉 

                           −𝜇𝜂(𝛶ହ)ℎ𝛶ଵ + 𝜅𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ହ − 𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ହ + 𝜅𝜂(𝛶ଵ)𝛶ହ − 𝐴𝜂(𝛶ଵ)𝛶ହ 

                           −𝜅𝑔(ℎ𝛶ହ, 𝛶ଵ)𝜉 + 𝜅𝜂(𝛶ଵ)ℎ𝛶ହ + 𝜅ℎ𝛶ହ𝜂(𝛶ଵ) − 𝜇𝑔(ℎ𝛶ହ, ℎ𝛶ଵ)𝜉                  (4.21) 

 

elde ed൴l൴r. Son eş൴tl൴ğ൴n her ൴k൴ tarafına 𝜉 ∈ 𝜒(𝑀) uygulanır ൴se, 
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0 = ቈ
2𝑎(𝜇 − 1)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜅𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝜅𝜂(𝛶ଵ)𝜂(𝛶ହ) + 𝜇𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) 

                          −𝐴𝜂(𝛶ଵ)𝜂(𝛶ହ) + 𝜅𝜂(𝛶ଵ)𝜂(𝛶ହ) − 𝜅𝑔(ℎ𝛶ହ, 𝛶ଵ) − 𝜇𝑔(ℎ𝛶ହ, ℎ𝛶ଵ)                (4.22) 

 

elde ed൴l൴r.  Eğer (4.22) eş൴tl൴ğ൴nde gerekl൴ sadeleşt൴rmeler yapılır ൴se, 

 

0 = ቈ
2𝑎(𝜇 − 1)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
቉ [𝜅[𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝜂(𝛶ହ)𝜂(𝛶ଵ) − 𝑔(ℎ𝛶ହ, 𝛶ଵ)] 

                           +𝜇[𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝑔(ℎ𝛶ହ, ℎ𝛶ଵ)]]                                                                      (4.23) 

 

olur. Burada 

 

2𝑎(𝜇 − 1)(𝑛 − 1)

2𝑛 − 1
= 0                                                 (4.24) 

 

olarak alınırsa, ya 

 

𝜇 − 1 = 0 eş൴tl൴ğ൴nden 𝜇 = 1 olup, b൴r (𝜅, 𝜇)-parakontak metr൴k man൴foldu (𝜅, 1)-

parakontak metr൴k man൴folduna ൴nd൴rgen൴r. 

Ya da 2𝑎 = 0 eş൴tl൴ğ൴nden 𝑎 = 0 olduğunda ൴se 

 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = 𝑎. 𝐻(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ −
𝑏𝑟

2𝑛
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]              (4.25) 

 

eş൴tl൴ğ൴nde sem൴konformal eğr൴l൴k tensörü 𝑃, 

 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −
𝑏𝑟

2𝑛
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]                              (4.26) 

 

b൴ç൴m൴ne ൴nd൴rgen൴r. 

D൴ğer taraftan  

 

𝜅[𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝜂(𝛶ହ)𝜂(𝛶ଵ) − 𝑔(ℎ𝛶ହ, 𝛶ଵ)] 

                                              +𝜇[𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝑔(ℎ𝛶ହ, ℎ𝛶ଵ)] = 0                                            (4.27) 
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olup ℎ’ ın s൴metr൴k olması kullanılır ൴se, 

 

𝜅[𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝜂(𝛶ହ)𝜂(𝛶ଵ) − 𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ)] 

                                               +𝜇[𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝑔(ℎଶ𝛶ହ, 𝛶ଵ)] = 0                                            (4.28) 

 

bulunur. Son eş൴tl൴kte de (3.4) eş൴tl൴ğ൴ kullanılır ൴se, 

 

𝜅[𝑔(𝜙𝛶ଵ, 𝜙𝛶ହ) − 𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ)] + 𝜇[𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) − (𝜅 + 1)𝑔(𝜙ଶ𝛶ଵ, 𝛶ହ)] = 0 

𝜅[−𝑔(𝜙ଶ𝛶ଵ, 𝛶ହ) − 𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ)] + 𝜇[𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) − (𝜅 + 1)𝑔(𝜙ଶ𝛶ଵ, 𝛶ହ)] = 0 

𝑔(𝜙ଶ𝛶ଵ, 𝛶ହ)[−𝜅 − 𝜇(𝜅 + 1)] + 𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ)(−𝜅 + 𝜇) = 0 

(𝜅 + 1)൫ −𝜅 − 𝜇(𝜅 + 1)൯𝑔(ℎଶ𝛶ଵ, 𝛶ହ) + (𝜇 − 𝜅)𝑔(ℎ𝛶ଵ, 𝛶ହ) = 0 

(𝜅 + 1)൫ −𝜅 − 𝜇(𝜅 + 1)൯ℎଶ + (𝜇 − 𝜅)ℎ = 0 

 

bağıntısı elde ed൴l൴r. Böylece teorem ൴spatlanmış olur. 

 

Teorem 4.2: 𝑀, (2𝑛 + 1)-boyutlu b൴r (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldu olmak üzere, 𝑀 

sem൴konformal R൴cc൴ sem൴s൴metr൴k olması ൴ç൴n gerek ve yeter şart 𝑀’n൴n E൴nste൴n man൴foldu 

olmasıdır. 

 

İspat: (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀 (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldu sem൴konformal 

sem൴s൴metr൴k olsun.  

O zaman ∀𝛶ଵ, 𝛶ଶ, 𝛶ଷ, 𝛶ସ ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere 

 

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝑆 = 0                                                         (4.29) 

 

olur. Burada 

 

𝑆(𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ, 𝛶ସ) + 𝑆(𝛶ଷ, 𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ସ) = 0                                      (4.30) 

 

şekl൴nded൴r. Eğer (4.30) eş൴tl൴ğ൴nde 𝛶ଵ = 𝛶ଷ = 𝜉 seç൴l൴r ൴se, 

 

                                      𝑆(𝑃(𝜉, Υଶ)𝜉, 𝛶ସ) + 2𝑛𝜅𝜂(𝑃(𝜉, 𝛶ଶ)𝛶ସ) = 0                                        (4.31) 
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bulunur. Ayrıca (4.31) eş൴tl൴ğ൴nde 𝑃(𝜉, Υଶ)𝜉 ve (4.3) eş൴tl൴kler൴ kullanılırsa, 

 

0 = ቈ
𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 𝜂(Υଶ)𝑆(𝜉, Υସ) − ቈ

𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 𝑆(Υଶ, Υସ) 

              + ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ 𝑆(ℎΥଶ, Υସ) + ቈ

𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 2𝑛𝜅𝑔(Υଶ, Υସ) 

              − ቈ
𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 2𝑛𝜅𝜂(Υସ)𝜂(Υଶ) 

              − ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ 2𝑛𝜅𝑔(hΥଶ, Υସ)                                                                       (4.32) 

 

olur. Buradan da 

 

0 = ቈ
𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 𝑆(Υଶ, Υସ) − ቈ

𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 2𝑛𝜅𝑔(Υଶ, Υସ) 

              + ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ 𝑆(ℎΥଶ, Υସ) − ቈ

2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ 2𝑛𝜅𝑔(hΥଶ, Υସ)       (4.33) 

 

elde ed൴l൴r. Öte yandan (4.33) eş൴tl൴ğ൴nde Υଶ yer൴ne hΥଶ seç൴l൴r ൴se, 

 

0 = ቈ
𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 𝑆(ℎΥଶ, Υସ) − ቈ

𝑎(2𝑛 − 𝑛𝜇 − 4)

2𝑛 − 1
−

𝑏𝑟

2𝑛
቉ 2𝑛𝜅𝑔(ℎΥଶ, Υସ) 

           + ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ (𝜅 + 1)𝑆(Υଶ, Υସ) 

           − ቈ
2𝑎(𝑛 − 1)(𝜇 − 1)

2𝑛 − 1
቉ (𝜅 + 1)2𝑛𝜅𝑔(Υଶ, Υସ)                                                             (4.34) 

 

bulunur.  Ayrıca (4.33) ve (4.34) eş൴tl൴kler൴ yardımıyla, 

 

𝑆(Υଶ, Υସ) = 2𝑛𝜅𝑔(Υଶ, Υସ) 

 

elde ed൴l൴r. Böylece (2𝑛 + 1)-boyutlu 𝑀, (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldu 

sem൴konformal sem൴s൴metr൴k ൴se 𝑀 b൴r E൴nste൴n man൴foldudur.  
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 

Bu tez çalışmasında elde ed൴len sonuçların  (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldların 

karakter൴ze ed൴lmes൴nde öneml൴ b൴r yer൴ vardır. Man൴foldlar üzer൴ndek൴ s൴metr൴kl൴k durumları 

൴lg൴l൴ man൴foldun ൴ncelenmes൴nde kolaylıklar sağlaması açısından oldukça öneml൴d൴r. 

İncelenen (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldun sem൴konformal sem൴ s൴metr൴kl൴k durumu 

൴ç൴n oldukça öneml൴, man൴foldu karakter൴ze eden sonuçlar elde ed൴lm൴şt൴r. Öncel൴kle (𝜅, 𝜇) − 

man൴foldunun daha özel b൴r durum olan (𝜅, 1) −parakontak metr൴k man൴fold durumuna 

൴nd൴rgend൴ğ൴ görülmüştür. Daha sonra bu man൴fold üzer൴ndek൴ sem൴konformal eğr൴l൴k 

tensörünün 

  

𝑃(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −
𝑏𝑟

2𝑛
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ]  

 

durumuna ൴nd൴rgend൴ğ൴ görülmüştür. Bu durum özel olarak ele alındığında, eğer 

 

𝑅(𝛶ଵ, 𝛶ଶ)𝛶ଷ = −
𝑏𝑟

2𝑛
[𝑔(𝛶ଶ, 𝛶ଷ)𝛶ଵ − 𝑔(𝛶ଵ, 𝛶ଷ)𝛶ଶ] 

 
 
b൴ç൴m൴nde olsaydı, bu durumda man൴foldun sab൴t kes൴t eğr൴l൴kl൴ reel uzay forma ൴nd൴rgend൴ğ൴ 

söylenecekt൴. Ancak elde ed൴len şart konusunda l൴teratürde herhang൴ b൴r sınıflandırma yoktur. 

Bu durumun ൴ncelenerek, sem൴konformal reel uzay form g൴b൴ b൴r durum elde ed൴l൴p 

ed൴lmeyeceğ൴ b൴r açık problemd൴r. D൴ğer taraftan esas teorem൴n sonuçlarından olan,  

 

(𝜅 + 1)൫ −𝜅 − 𝜇(𝜅 + 1)൯ℎଶ + (𝜇 − 𝜅)ℎ = 0 

 

bağıntısının da ayrıca ele alınması gerekmekted൴r. Burada 𝜅, 𝜇  ve ℎ arasında b൴r bağıntı elde 

ed൴lm൴şt൴r. Bu bağıntının b൴r (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldunu hang൴ özel durumlara 

൴nd൴rged൴ğ൴ ൴se ൴k൴nc൴ b൴r açık problemd൴r. Tez çalışması sonucunda elde ed൴len bulguların 

yanında, l൴teratüre Türkçe özgün b൴r kaynak kazandırılmıştır. Bu kapsamda yapılan bu tez 

çalışmasının ൴lerde (𝜅, 𝜇) −parakontak metr൴k man൴foldlar hakkında araştırma yapmak 

൴steyen geometr൴c൴lere de b൴r kaynak olacağı düşünülmekted൴r.  
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