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GIRIS

Paralel hiperylizeylerden birine ait diferensiyel geometrinin digeri
Gzerindeki korunan ve korunmayan yoénleri son yillarda 6nemli ve yogun
calismalara konu olmaktadir. Ayrica bize gbére yoriinge hortumunun
kinematigi de bu alana girmektedir.

Bu c¢alismada gayemiz paralel hiperylzeyler teorisinin yoriinge
hortumuna uygulamasini yapmaktir.

Bunun igin diferensiyel geometride iyi bilinen teoriyi bu gaye igin
kinematikle birlegtirdik.

Aslinda yaptigimiz is de bu birlestirmeden ibarettir.



I. BOLM

TEMEL KAVRAMLAR
I. 1. §ekil Operatorii ve Temel Formlar

Tanm L1.1. En, n-boyutlu Oklid uzaymin (n-1) boyutlu hiperyiizeyi
M ve M nin birim normal vektdér alani, N verilsin. E" nin Riemann

konneksiyonu D olmak {izere, VXe (M) icin
S: x(M) = x(M)

seklinde tanimli, S lineer déntsiimiine M (zerinde bir sekil operatori

denir [1].

Tanim 1.1.2. En, n- boyutlu Oklid uzayinda bir M hiperyiizeyi

izerinde g-yuncu temel form diye, 1<g<n olmak uzere,
[*: x(M)xx (M) — C=(M, R)
X, Y) o> xy) = <ST(X), Y>

seklinde tanimli |9 fonksiyonuna denir [1].

I. 2 Umbilik Nokta

Tamm 1.2.1. n-boyutlu Oklid uzay1 E" de bir hiperytizey M olsun.

Pe M noktasinda M nin sekil operatérii S olmak lizere JAeR igin,



S= ?\.ln_]

ise P noktasina M nin bir umbilik noktasi denir [1].
1.3 Asli Egrilikler-Asli Dogrultular

Tanim 1.3.1. En, n-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M ve M
nin sekil operatérii S olsun. M nin bir P noktasina karsilik gelen S(p)nin

karakteristik degerlerine M nin p noktasindaki asli egrilikleri denir.

Asli egriliklere kargilik gelen karakteristik vektérlerin belirttigi

dogrultulara da M nin p noktasindaki asli egrilik dogrultulari denir [1].

1.4 Gauss ve Ortalama Egrilikleri

Tanm 1.4.1. E , n-boyutlu Oklid uzaymn bir hiperyiizeyi M olsun.

M nin p noktasindaki sekil operatérii S(p) olmak tzere,

K:M >R
p — K(p) = det S(p)

seklinde tanimlanan K fonksiyonuna, M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve

K(p) degerine de M nin p noktasindaki Gauss egriligi denir [1].

Tanim 1.4.2. E' , n-boyutlu Oklid uzayinin bir hiperylizeyi M

olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatérii S(p) olmak Uzere

H:M—->R
p — H(p)=iz S(p)

seklinde tanimlanan H fonksiyonuna M nin ortalama egrilik fonksiyonu

ve H(p) degerine de M nin p noktasindaki ortalama egriligi denir [1].



Tanmm [.4.3. En, n-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M olsun.

M nin bir p noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesi Tu(p) olmak {izere
Sp: Tm(p) = Tu(p)

sekil operatdri verilsin. Pe M deki Sp dénilisimiine karsilik gelen
karakteristik vektérler X;, X, ..., X,.1 ve bunlara karsilik gelen
karakteristik degerler Aj, A2, ..., An.1 olsun. O zaman Sp nin karakteristik

polinomu;
n-1
Ki=3Y A=A +A2+ .0 + Anq
i=1

1

Ko = nz A 7\,j = MA2 + 7\.27\,3 + e+ An2 Anag
I<]
n-1

K3 = zk Ad Kj Ak = AMA2A3 + ... + Ap-3 An-2An-1

i<j<

| n-1
Kn.1 = q Ai=A1A2A3 . An2An-1
1=

olmak Uzere,
Psp(A) = det [Alnq - Sp]
A D R ()P R A s (1)
Kn-27~1+ (-1)n-] Kn-1
dir. Burada Ki, K3, ..., K;.1 fonksiyonlarina M hiperylizeyinin ylksek

mertebeden Gauss anlaminda egrilikleri diyecegiz [1].

Tanim L4.4. E' , n-boyutlu Oklid uzayinda bir M hiperyiizeyi

verilsin. M nin p noktasindaki sekil operatérii Sp olmak lizere,

PSp(?\,) = det[Mn-1 - 8p]



=4 DR )R () G (D) K

seklinde tanimli polinoma Sp sekil operatériiniin karakteristik polinomu

denir [].

Ozel Haller. n= 3 icin,

Psp(A) = det[Als - Sp

Ah 0
‘det[ 0 7»-7\.2]

= (A-A1) (A-A2)
=22 - (\+h) AsAho
Psp(h) = A+(-1) Ky (-1)°Ks

n= 4 igin,

Psp(A) = det[A3 - Sp]

Ay O 0
= det 0 A2 O
0 0 A-As
= (A-A1) (A-A2) (A-A3)

=224 (-1)! Aa+ha+h3) A24(-1)% (M Ag + &g As+ Az Ag) A
+(-1)° M Ag s
Psp(A) = Ao+ (-1)'K; A% + (-1)°Ka A+(-1)Ks

I. 5. Manifoldlar {Izerinde Orientasyon (Y6nlendirme)

E", n- boyutlu Oklid uzaymnin k- boyutlu bir M manifoldunu ele
alalm. M bir Manifold olduguna gére M nin herbir x noktasindaki Tm(x)

tanjant uzayinda bir py orientasyonu tanimlamak istiyoruz. Bu igi bir V

reel vektdr uzayindaki gibi aynen yapabiliriz. Ancak manifoldun herbir



noktasinda Tm(x) icin bir bagka vektér uzay: sé6z konusudur. Bu nedenle
her biri i¢in bir orientasyon s6z konusudur. Eger M nin herbir
noktasindaki tanjant uzaylarda orientasyon ayni ise M manifolduna
uygun yoénlendirilmis manifold aksi halde M manifolduna uygun

yonlendirilmemis manifold denir.

(izerinde uygun bir yoénlendirme secilebilebilen bir M manifolduna

yonlendirilmis manifold denir.

Bir M manifoldu (izerinde 6zel bir u yonlendirmesi segildiginde (M, w)

ikilisine de y6nlendirilmis manifold veya kisaca yonli manifold denir.

. 6. Manifoldlar {izerinde Hacim Elementi

n-boyutlu Oklid uzayi E" de sinirl (ya da sinirli olmayan) p yénli
bir k-manifold M olsun. xe M noktasindaki p, yont ile T, i¢ ¢arpimi bir k-

form w(x) e Ak(TM(x)) olan hacim elementini belirtir. w#0 k-formuna M
Uzerinde p tarafindan belirtilen hacim elementi denir ve dv ile g6sterilir.

Bu k-form genel olarak bir (k-1)-formun diferensiyeli olmasi da gerekmez.

M nin hacmi diye:
[dv

integraline denir.
Eger M kompakt ise bu integralin mevcut olacad sekilde dv belirtilir.

1- boyutlu manifold i¢in "hacim" yerine "uzunluk" ve 2-boyutlu

manifold halinde ise "alan" s6zii geger. 1-manifold durumunda dv yerine



ds (yay elementi) ve 2-manifold durumunda dA ya da dS (yilizey elementi)

ifadeleri kullanilir.

Ozel haller. n= 3 hali

E3 de Alan Elementi:
E’ de bir yonlendirilmis 2-manifold (yGzey) M olsun.

xe M noktasinda dig birim normal n(x) olsun. Eger we A2(Tpm(x))

u
w(u,v) = det[ v }

n(x)

ile tanimlanirsa ve [u, v] = Uy olmak lizere Tm(x) de bir ortonormal baz
{u, v} ise

o(u,v) =1
olur. Boylece,

dA = o
almabilir. Diger taraftan (x) vektdrel ¢arpiminin tanimindan

o(u, v) = <uxv , n(x)>

yazilabilir.

O halde,

dA(u,v) = <uxv, n(x)>
elde edilir. Ayrica Vu, ve Tm(x) igin,

uxv= A n(x)
oldugundan,

[u,v] = puy ise
dA (u, v) = lluxvll
dir.



II. BOLUM

II. 2. Paralel Hiperyiizeyler

Mive My, E' n-boyutlu Oklid uzayinin (n-1) boyutlu iki

hiperylizeyi olsun. '‘M; in birim normal vektér alaninin

n 9
N =Yaj— , aeC?(MR), I<i<n
i-1  0xj

oldugunu varsayalim. Eger, bir re R sabit sayisi ve V pe M; igin

of(p) = oP + pE(p)
f(p) = p + M(p)

f(p) = (p1 + ray(p), P +rayp), ..., Py +ra(p))
olacak sekilde bir
f: M > M,
fonksiyonu bulunabilirse, M, ye M; in bir paralel hiperyiizeyi denir.

Burada
M, = {p+N (p)l peM}

dir.



Sekil 11.2.1

Bundan sonra aksi belirtiimedikcge, E" in bir M hiperylizeyine paralel
olan bir diger hiperylizeyini M;, M nin birim normal vekt6ér alanmini N,
sekil operatériini S, M; nin birim normal vektér alanini N, sekil
operatdriinii de S; ile gbsterecegiz.

n

d -
N, = Z a 5. ' g (f(p)) = ai (p)
i=1 axi

dir.



Teorem I1.2.1. E" , n-boyutlu Oklid uzayindaki bir M hiperytizeyine
paralel olan M; hiperylizeyi verilsin. E" in (X1, X2 , ..., X} Oklid
koordinat sistemine gore,

Xex(M), X ey (M)

vektdr alanlari

n 3 <= o — 3
X=3yb— , X= —
i=21 h axi Ei ax;

Oyleki, VpeM icin b;(p) =Bi(f(p)) , 1<i<n 6zelligi ile verilsin. O zaman
1) f(X) = X+ SX)
2) Si(fa(X)) = S(X)

dir [1].

ispat: f: M - M,
dénlisiming, E" ye
£ E —E"
p —f(p) = (py + ra;(p), P2 + raz(p), ... , Py + 13,(p))

seklinde genigletelim. Burada M nin

n g
N=Ya—
El ox;

normal vektdr alaninin a; € C°(M,R) , 1<i<n bilesenlerinin de E" ye

a_{mﬁ» peM
" 0  peM

seklinde genisletildigini varsayiyoruz.

10



1) E" dekj {x1, X2, .oty Xn} Oklid koordinat sistemine gbre f

dénlisiminiin koordinat fonksiyonlari

n .
fi=x;+rai:E - R, I<i<n

axi aai n
3 | — == R
fe {ale T [axj] € Tn

olacagindan,

0x1 0xz  OXp
X1 9X1  9Xi
90X dXz  OXp
d0X2 dX3 Xz dg;
fe & . . . . LN P
1 3%z Ox
Xy OXn  OXn
100 ... 0]
010 ..0
Wy 4y o ”[ga_i]
. . o o o axJ
| 000 ... 1 4l
' aai
f I —
* Tt axj:l
olur. Béylece, Ja
falp(xp) < In(p) (Xp)+ r l:g;}lp(xp)’ XpeX (M)
dir. —
Fbl ,b]T
b> 3 b
. ad; .
. P ) . |p
L-bn‘ L-bna

11



[ bi(p)’]
ba(p) " %
L bn(p)_J

elde edilir. Burada ikinci taraftaki matris formunu, tekrar

d
— i<
{axi I ISx_n}

baz cinsinden yazarsak,

fulp(Xp) = Z b, (P) e |f(p) +r Z 2 |p bj (P) Ix: l(p)

i=1 j*-
veya,

bi(p) = b (f(p)) ., 1sisn
esitligini kullanirsak,

n ) n 0
=Yy (f(p) — Xpla;] —
f#lp(xp) El b, (f(p) o ll"(p)"'riz:1 plai] ax; fp)

elde edilir. Burada sagdaki ilk terim,
n -———
2 b (f(P)) 3, @)= Xlip) |,
i=1

ikinci terim ise r S(X) Jfp) dir. Clnkd,

n 0
3(X) = g, X[ai] ax;

oldugundan,

12



n d —
S0 =3 Xl o Xl () = Xa IP)

—é—()—()_lf(p) =Y, Xa] (fp) )_ lé(p)

n
i=1

n

a
=2, Klail ( . — If(p)

i=1

SX) lipy = prlax If(p)

dir. Buna goére,

falp(Xp) = Xlgpy +1 S(X) lip)
fe(X) = X +r S(X)

elde edilir.

2) Eof = aj, 1<i<n

olmak (zere,

vektdr alaninin, M; nin normali oldugu gdsterelim.

Bunun igin,
x(Mr) = fu(x(M))
Ozelliginden yararlanacagiz. O halde

n 9
VX =3 b €% (M)
=1 OX;
icin,

13



<N; fo(X)>lf(p) = 0, VPeM

olmahdir.
<Ny ,f:(x)>|f(p) = <N, X 41 S(X) > If(p)
= <N, 7>If(p)+r<Hr, S(X) >lf(p)
n a n—. a
= <i=21§ra",g , i=Zlbi 3x; )
n_ 9 n P
+r <1§1&‘3_Xi . i=lep [ai] x> l£(p)
n L n
= ;&i(f(p)) b; (f(p)) +rzl,§i(f(P))Xp[ai]
1= 1=

il

if:;&iof)(p) bi(p) 453,60 Pl

= Yai(p) bi(p) + 1 Y ai(p) Xp [ail
i1 i=1

= <Ny, X>|p + 1 < N, §(X)>|p
= <Nr, fu(X)>lfp) = 0

elde edilir.

Simdi de
n )
X = b —
Zl’ ' oxi

vektdr alaninin

14



a:l-> M

egrisinin birim tedget vekt6r alani oldugunu kabul edelim. O zaman

fo(X)ey (M;) vektor alani da

Ml_f_.’Mr

N A

foa:1 - M,
edrisinin teget vektor alani olur. Buna gore, p= a(t)e M noktasinda,

= DXa(t)N
a

= Zxa(t) [ai ] |a(t)
n

_ 2 d(a.ooc I 8 o
& Xi
n

- 21' axi ax; P

d(&ofoa) 9
__Zf‘,(x)k(p) [&] x; [(P)

dir. Diger taraftan,

St (Fe(X)li(p) = Dra(X)l(pjT; X
n
=;=21f*(x) Ifp) (&3l 557 'fp)

dir. Béylece,
Si(fa(X)) = SX)

elde edilir.

15



Teorem [1.2.2. f: M - M,

olmak lzere M nin bir paralel hiperylizeyi M; olsun. O zaman,
1) f, Gglincl temel form olma 6zelligini korur.

2) f, umbilik nokta olma o6zelligini korur.

3) f, asli egrilik dogrultusu olma &zelligini korur.

4) M nin temel formlari, sirasiyla, I, II, Il ile g6sterilmek {izere

VX, Yex(M), VPeM igin,
< ;(X), fﬁ(Y)> If(p) =1 (Xp ’ Yp) +2rll (Xp ’ Yp) + I'2 [11 (Xp , Yp)

dir [1].

ispat: 1) M nin Gglincd temel formu M, My nin Gglinci temel formu

da lil; olmak tzere,
VX, Yex(M) ve VPeM igin,
ll, (Fa(Xp), fu(Yp)) = Il (Xp , Yp)

oldugunu gdéstermeliyiz.

I (faXp , faYp) = <Si(fuXp), Sr(fa¥Yp)>
=< S(X) , S(Y) >

=<S(X), S(Y) >
My (faXp , fxYp) =11 (Xp , Yp)

dir.

2) Pe M, M nin bir umbilik noktasi olsun. O zaman,

16



VXpe TM(P) ve bir tek AeR igin
S(Xp) = AX,
dir. Ayrica Teorem Il.2.1 geredince

fu(Xp) = X li(p) + 1 SX) If(p)

olacagindan,
fa(Xp) = (1 +1A) X lgp)

yazilabilir. Buna gére,

Vie(Xp) € Tm,(f(p)) icin,

Sr(fa(Xp)) = S(Xp)
=X If(p)

L x 4 (Xp)

A

> SR =T

fu(Xp)

elde edilir. Bu ise, f(p) € M; noktasinda S;, M; nin 6zdeslik déniglimiiniin
bir kati demektir. Boylece, Pe M umbilik nokta ise f(p)e M; de M; nin bir

umbilik noktasidir.

3) Xey (M), bir asli egrilik dogrultusu olsun. f,(X) ey (M;) nin de bir

asli egrilik dogrultusu oldugunu goésterecediz.

17



M nin p noktasinda asli egrilik dogrultusu X oldugundan
S(Xp) = AXp
olur. Teorem I.2.1. geregince,
fa(Xp) = Xlp) + 1 SO Iip)
= Xlp) + 4 Xlfp)
= (1 +13) X f(p)
yazilabilir. Buna gére Vfx(Xp)e Tm (f(p)) igin
S(fe(Xp) = S(Xp)

= 4 X lf(p)

1
1+41A

= A fa(Xp)

A
Sr(f*(xp)) = m f*‘*(Xp)

“elde edilir. Bu ise f«(Xp) nin f(p)e M; noktasinda asli egrilik dogrultusu

oldugunu gbsterir.
4) VX, Yeyq(M) ve VpeM igin,
<faX, feY>lf(p) = <X +r SX), Y +r S(Y) >If(p)
= <—)?,_Y— >lf(p)+ <Y,r_8_(Y—) >lf(p)

+<18(X), Y >[f(p)*+ < r SX) , r S(Y) >If(p)
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=<X,Y >|f(p)+l‘<?,_(?)_ >lep)
+r< SX), Y >|f(p)+r2 <'SX) , SY) >lf(p)
= <X, Y>p+1<X,S(Y)>|p
+1<S(X),Y>[p+r2<S(X),S(Y)>lp
= <X,Y>|p+2r<S(X),(Y)>lp
+2<8(X),S(Y)>lp

<faX,faY>f(p) = 1(Xp, Yp)+2rll(Xp, Yp)+r2l1(Xp, Yp)

elde edilir.

Teorem I1.2.3. McE’ ylizeyinin bir paralel ylzeyi M; olsun. Pe M
noktasinda M nin Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasi ile, K ve H, f(p)e M;

noktasinda M; nin Gauss ve ortalama egrilikleri de K; ve H; olsun. O

zaman,
K
K = 1+rH+r2K
H H+2rK
"= 1+4rH+r2K
dir [1].
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ispat: Pe M noktasinda, M nin asli egrilikleri, kq,kp (kj#k) ve bunlara
karsilik gelen asli edrilik dogrultular1 da X; ve Xz olsun. O zaman Teorem

I1.2.2 geregince, M; nin f(p) noktasindaki, asli egrilik dogrultulari da f«(X;)
ve fe(X2) olur. Ustelik,

k
S (fX1) =———1+r1k1 faX;
k
SifeXa) = T:rzk—zf.xz
dir. Dolayisiyla,

{feX; , feX5}

bazina goére S; nin matrisi,

kj
— e U
Sr= 1+0I‘k1 kz
141k
olup,
Hr = 1z(S;)
K1 ko
He = Tork; * Terka
H k1+rk1k2+k2+rk1k2
r= 1+rk1+rk2+r2k1k2
H (k1+kz) + 2r(kika)
T = Tar(kg+ka)+r2kika
Ho - H+2rK
I = 1+rH+r2K
dir.

20



Kr = det(Sr)

Kk ko
~ 14rky " 14rky

_ kiks
7 l4r(kq+kp)+r2k ko

K
~ 1+rH+r2K

elde edilir.

Teorem I1.2.4. E" |, n- boyutlu Oklid uzayinda irtibath bir M
hiperylzeyi verilsin. M nin biitiin noktalann umbilik ise M hiperylizeyi bir
hiperdiizlemin veya bir kiirenin agik alt ctimlesidir. (stelik, M kapali ise o

zaman, M hiperdiizlem veya hiperkiiredir [1].

ispat: Pe M olmak Uzere, Xpe Tm(p) verilsin. C* sinifindan en az bir
Xe (M) igin X(p) = Xp dir. C* sinifindan bir diger Y vektoér alanini da
{Xp , Yp} lineer bagimsiz olacak sekilde segelim. M nin Vpe M noktasi

umbilik nokta oldugundan,
S=2l

yazilabilir. Simdi,
A:M->R

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldugunu gosterelim. Herseyden Once,

e C*(M,R) oldugu
K=2A

oldugundan agiktir.
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Soyleki,

200 ..0
0AO..DO
S= eR';:}
| 000 ... 4|
K = detS = A"

dir. Clinki M nin boyutu (n-1) dir.
>
K:M->R
oldugundan A da C™ dir.
Codazzi - Mainardi denkleminden
DxS(Y) - DyS(X) - S([X,Y]) = 0
Dx(AY) - Dy(™) - A[X,Y] = O
Xo[M]Yp + ADxpYp - (Yp[AJXp+ADypXp) - A[Xp,Yp] = 0
Xo[A]Yp + ADxpYp - Yp[AIX; - ADypX,, - A[X,Yp] = 0
Xp[MYp - Yp[AXp + A(DxpYp-DypXp) - A[X,,Yp] = 0
Xo[MYp - Yp[MXp + A[Xp» Yp] - A[Xp,Yp] = 0.
Buradan da
X [AYp - Yp[A]X, =0

olur.
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{Xp, Yp} lineer bagimsiz olduklarindan
Xp[A] =0

elde edilir. VXpe Tm(p), VPeM igin yukaridaki diiglince tekrar
edilebileceginden ve M nin de irtibath oldugu gézéniine alinirsa, A, M

Gzerinde sabit bir fonksiyon olur.
i) Eger A, sifir fonksiyonu ise M (izerinde,
S=2AM
esitliginden,
S=0
olur. Boylece, VX,e Tm(p) igin,
DxpN = 0

olur. Ve dolayis! ile N, M (izerinde sabit vektdr alanidir. Bdylece M, bir

hiperdlzlemin agik altclimlesi olmak zorunda kalir.

ii) A, sifir fonksiyonu degilse A>0 oldugunu kabul edelim. O zaman, M ye

paralel olan

M; = {f(p) | f(p) = p+N, , pe M}

ylizeyini r= - 1{ olarak secelim. Teorem I.2.1 geredince;

f(Xp)

X, +r1 SX) , VXpoe Tu(p)

P l U
= X 'X"Xp
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elde edilir.
f« = 0 ve M irtibath oldugundan
f: Mo M
donilisim{ sabit bir déniistimdiir.
Simdi, PeM igin

| n | n
C=p-'):NpeE , C=Q-il\lqu

noktasini tanimliyalim. Bu taktirde, VQe M igin,

d(C,Q) = 11Q - ClI =IX

dir. O halde, M bir kiirenin agik altctimlesidir. Eger M kapal ise o zaman,

A=0 halinde M bir hiperdiizlem, A#0 halinde M bir hiperkiredir.
I1.3. Hiperyiizeylerin Hacimleri Arasindaki Baginti
Teorem I1.3.1. M; ve My, E™' de iki hiperyiizey ve
f:M; - My

fonksiyonu diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda dv; ve dv,, sirasi ile,

M; ve M; nin hacim elementlerini gostermek {izere,
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dv, = |detfeldv,
dir [2].
ispat: V, n-boyutlu vektér uzay ve
A:VoV

lineer déniigiim olsun. V lzerinde

gp : VAVX .. XV 5 A"V
01,02, .5 On = gal ®1,02, ..., On) = A(a])A ... AA(CR)
seklinde g, fonksiyonunu tanimlayahm. g, n- lineer ve alternedir.
Bu durumda,
far ATV A"V
01A...A0n = fa( d1A..A0R) = ga(07,02, ...; On)
= A(a) ) A AA(0t)
fonksiyonu tanimlanir ve f, da lineerdir.

V nin bir baz1t & = {a1, a3, ..., &y} ve A lineer dénlsimiine karsilik

gelen matris
Ag = [aUJ

olsun.
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n
A(oy) = Yajo;, 1<ij<n, detA = [ay]
i=1
dir. Simdi,
J= 1 i¢in ve toplami i; lzerinde alahm.

n
A(a‘l) = z ai11(x'i1 4

=1

n
Ala) = Y, 300,

12=1

n
A(an) = .Xiainnain

=

ga(01,02,...,0n) = A(ag) A A(a)A...A(0)

n n n
= Zamo&il A Zaizzaiz/\.../\ Eainn(x,ﬂ
i1=1 in=1 in=1

da n-lineer oldugundan

n
= z aill aizz...ainnail/\.../\ain
i ig .o ip=1

Buradan

1 2 ..n . ‘
° =(11 i2 ... in)*0(1)=l1,...,o(n)=,n

n

2 Ao(1)1 Ag(2)2 -+ Ao(nn Ao (1)AOG(2)A ... Alg(n)

i1 12 v ipet
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n

Z 30(1)1 ao(z)z cen ac(n)n S(()‘)OL] ACDA ... AOp
i1 i2 o ine=t

n

2 S(O') Ag(1)1 Ao(2)2 +++ Ao(nin FIACRA ... Aly
iy i2 ve. Ipat

1}

= det A. 0] AO2A...AOp
olur. Burada

A: V = V lineer donlgimi yerine f, ve V vektdr uzaylan

yerine de, sirasi ile, Tm(p) , Tm(f(p)) alinarak
fe:TmP) - Tu(f(p))
lineer déntiglimiint elde ederiz. Ayrica
V nin {a1,02,...,0n} bazi yerine de
Tm(p) nin {Xy,, Xu,, .., Xu,} ortonormal bazini alarak
A(o)AA(0R)A-..AA(0R) = detA .o ACDA...A0,  den
f(Xu, A fe(Xu,)A A fo(Xy,) = detfs Xy AXyA..AKy,
ve her iki tarafin normunu alirsak
[1fe(Xu,)A fe(Xy) A A fo(Xy ) = Ildetfs Xy AXyA.-..AXy,
[Ife(Xu,)A Fe(Xup)A A Fe(Xu ) = [detfal Xy AXypa...aXy, |
dv, = ldetfeldv,

elde edilir.
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IL.V. Paralel Hiperyiizeylerin Hacimleri Arasindaki Bagintilar

Teorem I11.4.1. M ve M, g™ de paralel hiperylizeyler ve hacim

elementleri de, sirasiyla, dv ve dv, olsun. Bu durumda,

n
dv; = [[J(1+rk;)|dv
i=1
dir [2].
ispat: @ = {Xup» Xuy s ey Xy} vektor alanlarimin koordinat sistemini

segelim. Burada {Xy,lp, Xu,lp,-.» Xy lp} Tm(p) nin ortonormal bazidir.

VXy » 1<isn , M de asli dogrultu vektorleridir. k; ler,(1 < i< n) M nin asli

egrilik fonksiyonlari olmak {izere,
S(Xy) =kiXy,, 1 £i<n
Teorem 1.3.1. geregince M; nin f(p) noktasindaki hacim elementlerinin
dvy = lfe(Xy,)A fo(Xy ) A A fo(Xy Ydy, A..Ady,
oldugunu biliyoruz. Simdi detf« in degerini hesaplayalim.
Teorem 11.2.1 geregince
fa(Xy) =Xy +1rS(Xy;) , 1<i<n
= Xy + T k; Xy
fa(Xy;) = (141 ki) Xy

yazilabilir. & ortonormal baz oldugundan
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detfs = (1+1rky) (14rk2) ... (141kp) , 1 <i<n

dVr = ldetfs! “Xull\.../\xUn ] dul/\ ceeA dun

idi. Burada detfs degeri yerine yazilirsa,

dv; = dv

n
[Tc1+k)
i=1

elde edilir.
Teorem Il. 4.2. M ve M; paralel iki hiperylzey olsun.

f: M- M
p—of(p)=p + N

S(X,) =kiXy, 1<i<t<n

olduguna gore

t
V(fﬁ(Xul) S 10, %)) =H(1+rki) V(Xy, 1eeer Xy,)
i=1

dir. Burada v(Xy, , ..., Xy,) » Xu; » ... ,» Xy, vektorlerinin gerdigi t boyutiu

t

hacim elementini gésterir [2].

ispat: Bu teorem I.4.1 in bir sonucudur. Teorem 1l.4.1 geregince

t
lIfe(Xu, )A Fo(Xug) A (X )I! =lH(l+rki) 11Xy A A Xy, ]

i=1
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t
v(fe(Xy,), fo(Xu,),.., fe(Xy,)) =H(l+rki)v(Xu1, ey Xuy,)
i=1

dir.
Teorem II. 4.3:

M ve M, En+1 de kapali paralel iki hiperyilizey olsun. dv ve dv; c-
boyutlu hacim elementleri olsun. Eger K; ler,(0 < i < n-1) M nin ylksek

mertebeden Gauss egrilikleri ise,

C
1+ Y riK;
i=1

dv; = dv , 1€c<n

dir.
ispat: Teorem I1.4.1 geregince,

V(Ex(Xy,), Fe(Xu) oo Fo(Xu)) =fl(l+rki) V(Xups e Xo,)
i=1

yazabiliriz. Buradaki
C
H(1+rki)
i=1

degerini hesaplayalim.

f[(1+rki) = (1+I‘k1) (1+I‘k2) (1+rkc)
i=1
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c= 2 igin

c= 3 igin

c= n igin

2

H(l‘*'rki) = (1+rkq) (1+rky)
i=1

= 14r(ky+ka) + r2 kika

2 2
=1+ 1 Yk+ 2 [ [k
i=1 i=1

3
JT(1+rk;) = (1+rkq) (1+rka) (1+rk3)

i=1
= T4r(ki+ko+ks) + r3( kika+kiks+koks) +I‘2(k1k2k3)

3 3 3
=1+r zki-i- r2 Zkikj+ r3 I k;
=1 <= 1 i=1

n n
H(1+I‘ki) = 1+r 2k|+ r2 i kikj +13 En: kikjkr +ot
i=1

i=1 i<j=1 i<jer=1

n-1

n
+ I‘n'l 2 kil kiz. kin_l'l" ['n H ki
i=1

ig<ip<n<ip =1

=1 + Ky + r2Ko+r3Ks+...+ 1K +rmK,

n n
JT (k) =1+ diK; .
i=1 i1
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Buldugumuz ifadeyi yerine yazarsak
c .
V(fe(Xa), e, Fa(Xu.)) = (l Y Ki)v(Xu, s Xa)
i=1

elde edilir. Buradan

dVr = dV

c
1+ 2 r Ki
i=1

sonucu elde edilir.

Teorem II. 4.4. M ve M, E"' de sl ve kapali paralel iki
hiperylizey olsunlar. M ve M; nin, sirasi ile, n-boyutlu hacimleri v ve v;
olsun. M tarafindan sinirlanan hacim F ve M, tarafindan sinirlanan hacim

F: olsun. O zaman,
n
F, =F+ ) i [Kidv
i=1
dir.
ispat:
n
dv, = (1+2 o )dv
i=1

oldugunu biliyoruz.

n
vy -dv = (1 + Ky )dv-dv
i=1
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n
dv, -dv =dv +2 ri K; dv-dv
=1

n
dv, -dv = 2 rK; dv
i=1

dir. Ayrica,
Fr=ldv,, F=ldv
dir. Buradan
Fr-F = [dv, - Jdv

Fr-F = [(dv; - dv)
Fr-F = I((i b K dv))
i=1

Fri-F = ¥ 1 JK; dv

=3

0
R

n
Fr =F+ZriIKi dv
j=1

je=
dir.
I1.5. Paralel Hiperyiizeyler {zerinde Egrilik Cizgilerinin
Uzunluklan

M ve M, paralel hiperylizeyler arasinda

f:M > M
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman asagidaki teoremi
verebiliriz.

Teorem I1.5.1. «, M Gzerinde regiiler kapali bir egrilik ¢izgisi ve o nin

birim teget vektér alani X olmak {izere,
S(X) = ki X

olsun. O zaman
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Le=L+rf kids
o

dir [2].

Burada L ve L; , & ve o nin yay uzunluklaridir ve S, M nin sekil

operatdridir, s, o nin yay parametresidir.

ispat: Teorem 11.4.2. geregince

dv(fe(X)) = 11‘[ (1+1 k;) dv(X)

i1
U (X = (1 + rky )X, HIXH = 1
ds; = (l+rky) ds
dir. O halde her iki tarafin | araligi tizerinde integralini alirsak

I ds; =] (1+1k;) ds
1 I

[ dsy = [ ds+r [ kids
I

Ly =L+rfkds
Burada I, a nin tanim ciimlesidir. Sayet teorem 1.5.1 de n=1, M=« ve
ol — E°
ise
L= L + 2nr
oldugunu goésterelim.
M manifoldu yerine o, M; manifoldu yerine o, alahm. O zaman
M= {a(t) +rVsitel}

olur. Burada V, de o nin 2. Frenet vektdr alanidir.



Teorem I1.5.1. geredince,
L=L+rfkids
I

oldugunu biliyoruz.
o lzerinde X yo6niindeki normal egrilik
kn(X) = <X, S(X)>
= <X,k1X>
= k<X, X>
kn(X) = ki
dir. Bu durumda
S: Tm(p) = Tm(p)

boy TM(p) =1ve S(X) = k]X

dir.
Bundan bagka o nin birim teget vektdér alani X oldugundan, X= V;
olacaktir.
Frenet formiilleri geregince,
Dvlvl = k1V2
dir.
=k1lVa| , [Va| = 1
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oldugundan,

IDxX| = k;
kg = kl

dir. O halde,
ki=kn = kg

oldugunu gdstermis olduk. Boylece,

Teorem II.5.1. geregince,

Le= L+ r kgds
|

olur. Bu son denklemden E2 de «, yaricapi R olan bir ¢cember alalim. O

zaman,
o = (Rcos®, Rsin®)

olur. a'y1 birim hizh olacak sekilde parametrelendirelim:

de _da do
ds T do ds
9@
'l = ligll g
. de
1 = ligl g
ds = liglid®
Jds = fligll do
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s = RO

S
@:E

olur. Burada s, o nin yay parametresidir.

dir.

Buradan da

bulunur.

Bulunanlar,

o= (R cos %, R sin %)

d2q
Kg = IDTTIl, DrT= g

1
Zan
kqds = =ds
(X.J- g oj R
=%2nR
= 2%

Lr=L +r[kgds

ifadesinde yerlerine yazilirsa

bulunur.

Lr=L+F27'C
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. BOLM

IlI.3. Yoriinge Hortumunun Hacmi

E" , n-boyutlu Oklid uzayinda hareketli H uzayimin pozitif yénli

{O;E;} ortonormal eksen sistemi ve sabit H' uzayini da pozitif yonli {O'; E:}

ortonormal eksen sistemi ile gbsterelim. Ayrica H nin H' ye gére H\H'= B
hareketini, H; uzay: ile gosterilen bir Gg¢lincld porzitif yonli {Q; Rj}

ortonormal sisteminde ifade edelim (rolatif sistem). Burada

<Ej, Ej> = 8j, < E;, Ey»> = &, <Ri,Rj> =8, 1<ij<n

dir.
oQ=9, 0'Q=¢
dersek,
q=qR; + @R, +...+ g R,
3' =q41R{+ q'5:Ry+..+ q' R,
N n
dqg = WTR1+ WoRs+...+WhRy, = ZW?Ri
i=1
- * ™ » N w
dqg' = W' R+ W'aRa+...+W'h Ry = W' R
i=1
olur.
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Eger bir xeH; noktasinin {Q; R;} sistemine gore koordinatlari

(X1,X2,...,Xp) ise

.—)
X = x1R1 + x2R2 +...+ x4Rp,
Ry
Rz
q 3

X = [x1 X2 ... Xq]

[ Rn |
X = XTR
X=0X= 0Q+ QX= q+XTR

X'=0'X= 0'Q+ QX = q +XR

Ote yandan
T ] M
E2 EZ Rs>
E = v E'=| - |, R=
'vEn'.J En Rn
- -
A: R — O(n) = {A | AAT=ATA=],}
t — A(t)
ve

A": R - O(n) = {A' |A'A'T = ATTA'=1,}

olmak uzere,
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p— o

an(t) ap(t) ... an(t)
axy(t) ax(t) ... ax(t)

A(t)

]

() o) ... Bm(t)

yazilabilir.

Hareketli ve sabit uzaylarimizin ortonormal eksen sistemlerini bir

noktada disglinlirsek Ggl de birer ortonormal bazdir.

En [

Sekil 1.3.1

Bu baz vektérlerinin herbirinin ug noktalan birim hiperkiire {izerindedir.

Dolayisiyla,
E] = a“R1 + a12R2 +...+ a]an

Ez = 321R1 + azsz +...+ aann

E, = a,R; + a5R; +...+ R,

dir. Bunu matris formda yazarsak
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. i T 7
E; Ay Q2 ... Qg R;
E> ay a8x ... ay Ro
. . . . . , ay = aij(t)
L E-n__ L @, Qn2 ... @py i L Rnd
veya kisaca
E= AR

olur. Ayni sekilde
E'= AR
yazilabilir.
AeO(n) = AAT = ATA = |,
A'eO(n) = A'A'T = A'TA' = |,
dir. Buradan ilk esitligin her iki yaninin diferensiyeli alinirsa,
d(ATA) = d(l,)
dATA + ATdA =0
dATA = Q , QT = ATdA
elde edilir. Ayrica,
Q+QT=0= QT =-Q

esitligi saglandigindan Q, nxn tipinde antisimetrik bir matristir.
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Benzer sekilde,

A'TA' = |,

(A'TA") = 8(l,)

SA'TA'+A'TSA' = 0

SA'TA' = Q', Q'T = A'T3A"
elde edilir. Ayrica,

Q+QT=0= Q' =-Q7
esitligi saglandigindan Q', nxn tipinde antisimetrik matristir.

E= ARve E' = A'R
oldugunu biliyoruz. Buradan,

E= AR = R=ATE

E'= AR => R=A'TE'
elde edilir.
Ki\K kiiresel hareketinin denklemi,

R = ATE
dR = dATE + ATdE
dR = dATE

dR = dATAR
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dR = QR
dir. Benzer gekilde K;\K' kiiresel hareketinin denklemi de
R = A'TE'

R = 8A'TE' + A'T3E'

3R = 3A'TE'
3R = J8A'TA'R
OR = Q'R

olur. Béylece, xe Hj noktasinin Hi\H daki degisimi

-

X =d+XWR

dX =dq + dXTR + XTdR
dX = w*TR + dXTR + XTQR
dX = (w*T+XTQ)R + dX'R

olur. Benzer sekilde,

x'e H; noktasinin H\H' daki degisimi
X' =9 +XR
X' =8q' + 8X'R + XT6R
5X' = w*TR + 8XTR + XTQ'R
8X' = (w*T+XTQ')R + 8X'R
bulunur. Burada, Q ve Q' matrisleri; H\H;, H\H; uzay hareketlerinin,

dénme kisimlarina ait Darboux tensoriine kargilik gelen matrislerdir.
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xe H, noktasi sabit ise dXT= 0 olur. O zaman,
dX = (w*T+XTQ)R
dir. Benzer sekilde,
_9
X' = (w*T+XTQ")R
elde edilir.

Eder x noktasi H da sabit ise dX = 0 olacagindan bu degismeye (H' ye

gore degisimi) x noktasinin siriiklenme hizi denir.  Siriklenme hizini

df)—)( ile gosterelim. Ayrica,
df;( = 6)?‘ - d;(
seklinde ifade edilir.
diX = 8X' - dX
df;( = (W*T+XTQ")R - (w*T+XTQ)R
diX = (w'*-w#)TR + XT(Q'-Q)R
olur. Q'-Q antisimetrik matris oldugundan
Q-Q =¥

dersek,

diX = [(w'*-w*)T+ XTP|R
dXTR =[(w'*-w*)T+ XT¥|R

olur. Boylece, siirliklenme hizinin matris seklindeki ifadesi
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diXT = (w'*-w*)T+ XTy

elde edilir. Burada w'#-w* kolon matrisi Darboux tensériiniin Q noktasina

gbére moment vektdriiniin matrisidir. Bunu
W = wie.we
matrisi ile gosterirsek,
diXT = YT XTy
olur. Ve her iki tarafin transpozunu alirsak,
deX = P*+PTX
elde edilir.
(n-1) gergel parametreli,
- -
X=X (Ul»Uz ,---,Un-l)
d

= X1luUug,u P § oo +...+X ur,usz,...,Un-
1 1,42, yUn-1 | n 1,42, yUn-1 .

vektérii ile verilen E" deki M regiiler hiperylizeyi icin,

dXArcn dX = (-1 N [ XuAAXup1 Il dugA..Adun g

dir. Verilen hiperylizeyin dA skaler hiperalan elementi

- - -
dA= HXujAXupA...AXup 11 dujadusa...Aadup.q

ve d;\) vektdrel hiperalan elementi de
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- l - -
dA = (n“‘l)! (dX/\.../\ dx)

olarak tanimlanir.

Ote yandan xe H,; noktasimin H' ye gére hareketini vektdrel olarak

- - -2
diX = P2+ paX
yazabiliriz.

Kapali bir H\H' = B uzay hareketinde hareketli H uzayindaki gevre
egrisi dM olan bir hiperylizey pargasi tesbit edelim. Bu hiperylizey pargasi
H\H' = B hareketinde H' sabit uzayinda genel olarak hipertor bigiminde bir
uzay parcgasl resmeder. Biz bu uzay pargasina M nin yoériinge hortumu
diyoruz. Bu uzay pargasi ® ile gbsterilirse & nin yériinge hortumunun dv

hiperhacim elemanini
dv = <df;( , dA>
seklinde tanimhyoruz.
dv = <diX, dA>
dv = < \;* + \;‘A;(’zn-l—l)! d;(/\.../\ di>

dv = (n_ll)! <p*, dXA..AdX 5y (n-ll)! <l}l,\i ,dXA...A dX >

] <\y*,d;(/\.../\d;(>
B M

—
=3

-

< /\ ,dX/\ /\dX>

]
B

]
M

/"\
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(n-1) gergel parametreli

> 0
X =X (ug,uz,...,up) = X1(U1,U2,.05Un 1) T +eet Xp(Ug,..

X1
vektor ile verilen E deki M regliler hiperyiizeyi igin
dXA--AdX = (n-1)! N dA
dir. Bu ifadeyi (3.3.1) de yerine yazarsak

v=] [ <p*N>dA+ | | <paX,N> dA
B M B M

( [<g*N>+[ <wax.N>) dA

2—
w
w

elde edilir.

Sekil 111.3.2
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M ve M, paralel hiperylizeyleri igin
Y=X+m
de() = \;’*+\;A§
d& = ;’*-{-l;l/\?
= l_I)"*+\;A X + tN)
= ‘;‘*H—})'/\ ;( + r\_I:/\I_\)I
df? = dfs)( +r\_f1/\l:)[
elde edilir.

M ve M; nin vektérel alan elementleri igin

= (n-ll)' d;( A A dS(’ = I:){ dA
1

>l

d

dlA_\)r = (n"l)' d? TAYTYTAY d—Y) = I:){ dAr

ve hacim elementleri igin
dv = <df5() ’ dx >
dv, = <df§ , d/‘—\)r >

dir. df_Y) = df_)-)( + np/\[:){ oldugundan
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dv; = <diX + rgaN , dAr>
dv, = <df;( ;dAr> + r<l{1AF{ , dP—\),- >

yazilabilir. Bu ifadelerde

df;( = ‘P’*'-i-\y/\;(

degerleri yerlerine yazilir ve integral alinirsa M nin sinurladigi hortumun

hacmi igin

v= [ |<] \y‘*‘+J\y/\3(), N>dA
M B B

ve benzer gekilde M, hiperylizeyinin sinirladigi hortumun hacmi igin

1[4 ¥ o Ay ,N>dArJ
M| B B

yazilabilir. Hortum kabugunun hacmi ise, M ve M; ayni parametrelerle

tanimlanabileceginden,

vi-ves [ <[yt [yay, [:{)>dAr}'f{<J. pe [y AX , N>dA
] B : M{ B B

olarak yazilabilir.

n= 3 Ozel durumunda,

- | nd S SN
[ < | w*dXadX>+5 | < | wAX.dXAdX>
M B M B

V=

Do
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- 1 5 - = 1 - -S> -
ve<| 9h 5 [ dXadXe+ <] w5 | Xa(dXAdX)>
B B M

olur. Burada

1 N T | 5 o5 505
5 | dXAdX=h,35 [ dXA(XAdX)=h*
M M
E N R R O av )= pe
= y AYN =
2Mr h 2Mr , h

alirsak, @ yoériinge hortumunun v hacmi,
- - -
(h,h*), k,k*)

vidalarinin,

- - - -

V = <h,k*> + <h*k>

momenti ile verildigini biliyoruz [4]. Benzer sekilde v, hacmi igin de

-
-

—
-
Vr = < h,kﬁ> + < h“‘,k>

olur. Hortum kabugunun hacmi ise

= SN - - -

Vi-V=<h-h,k*> +<p*-h*, k>

olarak yazilabilir. Su halde hortum kabugunun hacmi

- -

(ﬁ-h,ﬁ*-h*) , (kok?)
vidalarinin v, - v momenti olmus olur.
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SONUC

Bu g¢alismada paralel hiperylizeyler teorisine dair bilinen &zellikler ve

teori bir araya getirilmisgtir.

Bilhassa kapali paralel hiperylizeyler i¢cin sinirlanan hacimler o
hiperylizeylere ait ortak KOENIGS vidasi ve alan elementleri cinsinden

hesaplandi.

Daha sonra paralel hiperyiizeylerden birinin hortumun i¢ digerinin
de dig ylzeyi olmasi hali bir uygulama olarak verildi. Béylece dis ylizeyin
sinirladigr hacmi veren KOENIGS vidasi ile i¢ ylizeyin smirladigi hacmin

ayni cins vidasinin sayesinde hortum kabugunun vidasi da elde edildi.
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