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SIMGE LISTESI

E" n-boyutlu Oklid uzayi

t birim teget vektor alani

n asli normal vektér alani

b, birinci binormal vektor alani
b, ikinci binormal vektér alani
k, E* de 1. egrilik

K, E* de 2. egrilik

k, E* de 3. egrilik

K E® de egrilik

T E* de burulma
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OZET

PARAMETRIK (HIPER)YUZEYLERIN ARAKESIT EGRISi ICIN
WILLMORE-BENZERI METOTLAR

Ozlem AKBABA

Matematik Anabilim Dal
Ylksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Mustafa DULDUL

Bu ¢alisma yedi boélimden olugmaktadir. Birinci bélimde literatir 6zeti ve tezin amaci
verilmigtir.

ikinci bélimde egrilerin ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi ile ilgili bazi temel
kavramlar belirtilmistir.

Ugtincii béliimde, kapali denklemleriyle verilen iki yiizeyin arakesit egrisinin egrilik ve
burulmasinin nasil hesaplanacagini gosteren Willmore metodu anlatilmis ve dordiinci
boliimde de bu metodun 4-boyutlu uzaya genisletilmesinden bahsedilmistir.

Besinci ve altinci bélimler tezin orijinal kisimlaridir.

Besinci béliimde, Willmore metodundaki diisiinceden yararlanarak, 3-boyutlu Oklid
uzayinda en az biri parametrik olarak verilen iki ylizeyin enine arakesit egrisinin Frenet
elemanlarinin hesaplanisi gosterilmistir.

Altinci béliimde ise 4-boyutlu Oklid uzayinda en az biri parametrik denklemiyle verilen
U¢ hiperylzeyin enine arakesit egrisinin Frenet elemanlarinin Willmore-benzeri
yontemlerle nasil hesaplanabilecegi ifade edilmistir.

Yedinci bélimde ise sonug ve dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Willmore metodu, arakesit egrisi, Frenet elemanlari, enine arakesit
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ABSTRACT

WILLMORE-LIKE METHODS FOR THE INTERSECTION CURVE OF
PARAMETRIC (HYPER)SURFACES

Ozlem AKBABA
Department of Mathematics
MSc. Thesis
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa DULDUL

This study consists of seven sections. The aim of thesis and review of the literature are
given in the first chapter.

In the second chapter, some basic concepts related to differential geometry of curves
and surfaces are indicated.

In the third chapter, the Willmore method which shows how to calculate the curvature
and torsion of the intersection curve of two surfaces given by their implicit equations is
explained and in the fourth chapter, the extension of this method into four-
dimensional space is mentioned.

The fifth and the sixth sections are the original part of thesis.

In the fifth chapter, the calculation of Frenet apparatus of the transversal intersection
curve of two surfaces in which at least one surface is given by parametrically in 3-
dimensional Euclidian space is shown by using the idea of Willmore’s method.

In the sixth chapter, with Willmore-like methods, how we can calculate the Frenet
apparatus of the transversal intersecion curve of three hypersurfaces in which at least
one is given by its parametric equation in 4-dimensional Euclidean space is expressed.

In the seventh chapter, conclusions and recommendations are presented.

Key Words: Willmore method, intersection curve, Frenet frame, transversal
intersection

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

viii



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Diferensiyel geometride, parametrik denklemiyle verilen bir egrinin egrilikleri ve Frenet
vektorleri E" Oklid uzayinda kolaylikla bulunabilir [1-7]. E" de bir egri arakesit egrisi
olarak verildiginde onun Frenet elemanlarini belirlemek ¢ok zordur. Bu zorluklar
asmak icin [E®de kesisen iki yiizey ve E*de kesisen Uc hiperyuzey icin farkli metotlar
gelistirilmistir. (Hiper)ylzeylerin arakesiti enine (transversal) veya tegetsel arakesit
olmak Uzere iki farkl sekildedir. (Hiper)ylzeylerin normal vektorlerinin arakesit
noktasinda lineer bagimsiz oldugu enine arakesit probleminde teget dogrultu

(hiper)ytzeylerin normal vektorlerinin vektorel carpimi ile kolayca bulunabilmektedir.

(Hiper)yuzeyler parametrik veya kapal denklemleriyle verilebileceginden, arakesit

problemleri 3-boyutlu uzayda
parametrik-parametrik, parametrik-kapali, kapali-kapali
seklinde, ve 4-boyutlu uzayda ise
parametrik-parametrik-parametrik, parametrik-parametrik-kapali,
parametrik-kapali-kapali, kapali-kapali-kapali

olarak ortaya cikmaktadir. Bu arakesit problemleri son vyillarda oldukca cok ilgi

gormustar.



Hartmann [E® de bitiin arakesit problemleri icin, arakesit egrisinin egriligini
hesaplayan formiller gelistirmistir [8]. Ye ve Maekawa iki yizeyin bitlin arakesit
problemleri igin egriliklerin ve Frenet vektorlerinin nasil hesaplanacagini ifade etmis ve
ylksek mertebeden tlirevlerin bulunmasi icin algoritmalar gelistirmistir [9]. Goldman
kapali denklemleriyle verilen n tane hiperylizeyin arakesit egrisi icin birinci egriligi ve
kapali denklemiyle verilen iki ylizey igin tim Frenet elemanlarini elde etmistir [10].
Aléssio, kapali fonksiyon teoremini kullanarak, E® de kapali denklemiyle verilen iki
yizeyin [11] ve E* de de kapali denklemleriyle verilen ii¢ hiperyiizeyin [12] arakesit
egrilerinin Frenet elemanlarini bulmustur. Diildll, E* de parametrik denklemleriyle
verilen (g hiperylzeyin arakesit egrisinin egriliklerini ve Frenet vektorlerini vermistir
[13]. Soliman vd. de kapali ve parametrik denklemleriyle verilen yizeylerin arakesit
egrileri icin calismalar yapmistir [14]. Abdel-All vd. kapali denklemleriyle verilen iki
Ayrica E* de parametrik-parametrik-kapali ve parametrik-kapali-kapali hiperyiizeylerin

arakesit egrileri icin Frenet elemanlarini elde etmislerdir [16].

Willmore E® de f(xy,z)=0 ve g(xy,z)=0 kapal denklemleriyle verilen iki

ylzeyin enine arakesit egrisini goz O©nlUne almisti. h=VfxVg alarak ve
d 0 0 0 e

A=A—=|h —+h,—+h,— | operatoriini tanimlayarak, arakesit egrisinin egrilik
ds OX oy oz

ve burulmasini elde etmistir [17]. Uyar Duildil ve Duldil ise Willmore metodunu 4-
boyutlu uzaya genisleterek, kapali denklemleriyle verilen (¢ hiperylizeyin enine

arakesit egrisinin Frenet elemanlarini hesaplamistir [18].

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci, 3-boyutlu ve 4-boyutlu Oklid uzaylarinda enine arakesit
egrilerinin Frenet elemanlarini elde etmek icin yeni ve kolay uygulanabilir metotlar
vermektir. T. J. Willmore’un dislincesi kullanilarak elde edilecek olan bu metotlarda
amac yeni tanimlanacak bazi operatorler yardimiyla en az biri parametrik olarak verilen
(hiper)ylizeylerin enine arakesit egrisinin Frenet vektorlerini ve egriliklerini elde

etmektir.



1.3 Orijinal Katki
Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda
parametrik-parametrik, parametrik-kapali
ve 4-boyutlu Oklid uzayinda
parametrik-parametrik-parametrik, parametrik-parametrik-kapali,
parametrik-kapali-kapali

denklemleriyle verilen (hiper)ylzeylerin enine arakesit problemleri igin Willmore-
benzeri yeni operatorler verilecektir. Boylece bu operatorler yardimiyla ifade edilen ve
yalnizca skaler ¢arpim ile vektorel ¢arpim kullanan metotlar herhangi bir arakesit
problemine kolayca uygulanabilecek ve bu metotlar daha 6nce verilen yontemlerle

karsilastirnldiginda yukaridaki arakesit problemleri icin hesaplamalari kolaylastiracaktir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR
Tanim 2.1 | =R bir acik aralik olsun. a1 —E® diferensiyellenebilir fonksiyonuna
E® de bir diferensiyellenebilir egri denir.

Tanm 2.2 «a:1—>E°, az(al,az,as) egrisi verilsin. | araligindaki her bir t igin

E?in a(t) noktasindaki

de da de
ao'(t) =( L), =2 (1), — (t)j
dt dt dt 0

tanjant vektorine & nin a(t) noktasindaki hiz vektori denir.

Tanim 2.3 «:1—>E?® bir egri olsun. @ nin her noktasindaki hiz vektéri sifir
vektoriinden farkli ise yani; Vt e | icin a'(t) # 0 oluyorsa a egrisine regiiler egri denir.
Tanim 2.4 o :1—>E° bir egri olsun. Vtel icin o(t)| =1 oluyorsa a egrisine birim
hizli egri denir.

Tanim 2.5 «:1— E? birim hizl egri olsun. Vsel igin t(s)=a'(s) ile tanml t=a’

vektor alanina a egrisi boyunca birim teget vektor alani denir.

Tanim 2.6 «:1—E® birim hizl egri olsun. Vsel igin K(S):”t'(s)” ile tanimli
x:1—R fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. Belli bir S, €l igin

k(S,) € R sayisinada a egrisinin a(S,) noktasindaki egriligi denir.



Tanm 2.7 «a:1—>E® birim hizh egri olsun. x>0 olan bir a egrisi icin

t'(s) t'(s) . . . :
n(s)—ﬁ—L ile tanimh n vektor alanina a egrisi boyunca asal (asli) normal

&) JtE)
vektor alani denir.

Tanim 2.8 o1 — E® birim hizli egri olsun. a egrisi icin b=txn ile tanimh b vektor

alanina a egrisi boyunca binormal vektor alani denir.

Teorem 2.9 ¢« :1—E® birim hizli egri olsun. a egrisi icin t,n,b vektor alanlari o

egrisi boyunca bir cati olusturur.

Tanim 2.10 «:1—E? birim hizl egri olsun. a egrisi boyunca tanimlanan {t,n,b}

¢ati alanina Frenet ¢ati alani denir.

Tanim 2.11 «:1—>E® birim hizli egri olsun. a egrisi boyunca z':—<b’,n> ile

tanimlanan r fonksiyonuna a egrisinin burulma (torsiyon) fonksiyonu denir. Belli bir

Sy € | igin 7(sy) €R sayisinada «a egrisinin (S,) noktasindaki burulmasi denir.

Teorem 2.12 «:| —E® egrisi egriligi £ >0 ve burulmasi 7 olan birim hizli bir egri

olsun.
t'=xn
n'=—xt+zb
b'=—zn

formullerine Frenet formdilleri denir.

Teorem 2.13 «:1 — EE? birim hizl olmayan regiiler bir egri olsun. Bu takdirde, egrinin

Frenet elemanlari

esitlikleri ile verilir.

Tanim 2.14 Bir M c E® kiimesi verilsin. YP € M noktasi icin, gériintiisii P noktasinin

M deki komsulugunu kapsayan ve DcE? ack kimesi Uzerinde taniml bir

X:D—M doénisimi



i) birebir,
ii) regiler,
iii) X' : X (D)— D fonksiyonu stirekli
olacak sekilde bulunabiliyorsa, M kiimesine E* de bir yiizey denir.
Teorem 2.15 E° de bir M: f(x,y,z)=c alt kiimesi bir yiizeydir < YPeM igin

\Yi (P);tf) dir.

Tanim 2.16 | R bir agk arallk ve. M cE® bir yiizey olsun. a:l1—>M
diferensiyellenebilir fonksiyonuna M ylzeyi lizerinde bir egri denir.

Tanim 2.17 M cE® bir yiizey olsun. A eTE3(P) tanjant vektérid P noktasindan
gecen ve yuzey Uzerinde kalan bir egrinin hiz vektori oluyorsa, V, tanjant vektorine

M vylzeyinin P noktasinda bir teget vektorii denir. Yizeyin PeM noktasindaki

bitln teget vektorlerinin kiimesi M ylizeyinin P noktasindaki teget diizlemi olarak

adlandirilir ve T, (P) ile gosterilir.
Tanim 2.18 M c [E? yiizeyi boyunca bir V vektér alani verilsin. YP € M noktasina bir
V (P) =V, teget vektorii karsilik getiren V vektér alanina M yiizeyi boyunca bir teget

vektor alani denir.

Tanim 2.19 M c EE® bir ylizey ve P M bir nokta olsun. P noktasindaki Ty (P) teget
duzlemine dik olan bir U, tanjant vektérine M yuzeyinin P noktasindaki normal

vektori denir.
Tanim 2.20 M c E® yiizeyi boyunca bir U vektor alani verilsin. Eger VP € M icin elde

edilen U (P) =U, tanjant vektéri M yizeyinin bir normal vektéri oluyorsa, U vektor

alanina M ylzeyi boyunca bir normal vektor alani denir.

Tanim 2.21 E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu bir yiizey veya (n-1)-yiizey

diye E" deki bos olmayan bir M kiimesine denir, dyleki bu M kiimesi
M={xeUcE"/f: U 5R, f(x)=c, U bir acikaltkiime}

VI (P)#0, VP € M bigiminde tanimlanir.



E? de 1-ylzeye diizlemsel egri denir. E® de bir 2-yiizeye sadece yiizey denir. E" de bir

(n-1)-ylzey, n >3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperylizey olarak adlandirilr.

4
Tanim 2.22 E° Oklid uzayinin standart bazi {e,e,e,e,} olsun. XzZXe

(I
i=1

4 4
y = Z Y& ve z= Z z.e, vektorlerinin tgli (vektorel) carpimi
1 i=1

i=
e e € &g
X, X, X
XXYXZ= 2os
yl y2 y3 y4
z 1, 1; 1,

ile tanimlanir, [19, 20].

Tanim 2.23 :1 — E* birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

t(s)=7'(s)

ile tanimlanan t vektor alanina egrinin teget vektor alani denir.

Tanim 2.24 B* de birim hizli y: | — E* egrisiigin, y"(s)#0 olmak tzere

n(s :&
) 7" (s)]

ile tanimh n vektér alanina y egrisinin asli normal vektor alani denir.

Tanim 2.25 E* de birim hizli y: 1 — E* egrisi icin

ki (s)=y(7"(s).7"(5))

ile tanimh k; : 1 - R fonksiyonuna y egrisinin birinci egrilik fonksiyonu denir. Belli bir
s, €1 icin k; (s,) R sayisina da egrisinin y(s,) noktasindaki birinci egriligi denir.

Tanim 2.26 E* de birim hizli y:1 — E* egrisi icin

y'(s)x7"(s)x7"(s)
7' (s)x7"(s)x7"(s)

ile taniml b, vektor alanina y egrisinin ikinci binormal vektor alani denir [12].

b, (S)z

Tanim 2.27 E* de birim hizli y:1 — E* egrisi icin



b, (s)=b,(s)xt(s)xn(s)
ile tanimli b, vektor alanina y egrisinin birinci binormal vektor alani denir [12].

Tanim 2.28 E* de birim hizli y: 1 — E* egrisi igin

(by(s).7"(s))
ki (s)

ile tanimlanan K, : I - R fonksiyonuna y egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu denir. Belli

k,(s)=

bir s, €l igin k,(s,)€R sayisina da y egrisinin y(s,) noktasindaki ikinci egriligi
denir [12].
Tanim 2.29 E* de birim hizh y:1 — E* egrisi icin
(b2 (). ()
k; (s)k,(s)

ile tanimlanan k;:1 - R fonksiyonuna y egrisinin tglincu egrilik fonksiyonu denir.

k3(8)=

Belli bir s, el igin ky(S,)eR sayisina da y egrisinin y(s,) noktasindaki tgtinci
egriligi denir [12].
Teorem 2.30 y, M —E* hiperylzeyi tizerinde bir egri olsun. sl yay parametresi

olmak tzere y(s)e M noktasinda i. egrilik k;(S) ve Frenet 4-ayakhsi {t,n,b,,b,} ise

Frenet formiilleri, [21],
t'=kn, n'=-kt+k)b, , bl':—k2n+k3b2 , bz':—k3b1

seklindedir.



BOLUM 3

WILLMORE METODU (E°)

S, ve S, kesisen regiler ylzeyleri f(x,y,z)=0 ve g(xY,z)=0 kapal
denklemleriyle verilsin. Bu ylzeylerin birim hizli arakesit egrisi a(s) olsun. S, ve S,
yuzeylerinin normal vektor alanlari sirasiyla Vf ve Vg olmak lizere, arakesit egrisinin

t birim teget vektor alani bu iki yiizeyin normal vektorlerine dik olacaktir. Dolayisiyla t

ylizey normallerinin vektorel carpimina paralel olacaktir [17].

Vi = ﬂ,ﬂ,i ve Vg= d_g,d_g1d_g olmak lizere h=VfxVg vektori
dx dy dz dx dy dz
tanimlanirsa, h=At vyazilabilir. Buradan

_h e
t—i, A*=(h,h). (3.1)

a(s)=(x(s), ¥(s),z(s)) alinirsa h=At=Aa’'=(AxX,1y’,AZ") olup,

h:(hl’hzym)

ise AX'=h , Ay'=h,, Az"'=h, vyazlabilir.

A:ﬂi: hlg_}_h 2+h32 (32)
ds x oy o '

operatori tanimlayalim.
h = At esitligine A operatori uygulanirsa

Ah=A(At) = z(d—’itmﬁj = AA't+ A%kn
ds ds



yani
Ah = A1t + A%kn (3.3)

elde edilir. Son esitligin iki tarafi t ile i¢ ¢arpilirsa

A= (an.t) (3.4)
A
bulunur.

h ve Ahvektorlerinin vektorel carpimini alirsak
thh=(lt)x<121<n+/1/1’t)=}t3xb olup, hxAh=k denilirse, arakesit egrisinin
egriligi

I
13

K= (3.5)

esitliginden bulunabilir.
k=hxAh=1’kb esitligine A operatérii uygulanirsa
Ak = 21(A°k)'b - A*krn (3.6)
elde edilir. (3.3) ve (3.6) esitlikleri kullanilirsa
(Ah, AK) =((2xkn+ A2t),(A(A°k)b - A'em))
=A%«
olacagindan arakesit egrisinin burulmasi

___(ahAk) (3.7)
A°x?

ile hesaplanir.

10



BOLUM 4

WILLMORE METODU’NUN E* UZAYINA GENiSLETILMESi

M,, M, ve M, enine kesisen Ug regiiler hiperyiizey olsun. fi(x, y,Z,W)=O, =123
kapali denklemleriyle verilen bu hiperylzeylerin birim hizh arakesit egrisi
a(s)=(x(s), y(s),z(s),w(s)) olsun. Arakesit egrisinin t birim teget vektér alani

hiperylizey normallerine dik olacagindan, hiperylizey normallerinin vektorel ¢arpimina

paralel olacaktir [18].

Vi, xVf,xVf, =h alinirsa h=At olup,
AX'=h , Ay'=h, , A2'=h, , AW =h,
olur.

d o 0 ., 0 0
A=l—=|h—+h — —+h — 4.1
ds (hlax+ 2ay+h3az+ “awj @1

operatorind tanimlayalhm [18].

h =1t esitligine A operatéri uygulanirsa

Ah=A(At)=A(A't+At') = A2t + A%kn (4.2)

h
bulunur. t= 7 oldugundan (4.2) esitligi kullanilirsa

ve

11



(Ah, Ah) =((A4't+ 2%n), (A2t + 2%N)) = 22 (A') + 2° (k, )

elde edilir. Boylece arakesit egrisinin birinci egriligi

1 2 ’
k= —5/(ah, ah) - 2% () (4.3)

ile hesaplanabilir. A" ve k, degerleri (4.2) esitliginde yerine yazilirsa, arakesit egrisinin

asli normal vektoru

1

n=
A%k

(Ah—24')
1 (4.4)

ile verilir.

Ah = 22"t + A%kn esitligine A operatérii uygulanirsa
A?h = /1((/1')% LA+ AT) + 242K N + A%k N+ A2 (k0 + kln'))
—(Ay +121”—ﬂ3k12)t+(3/121’k1 +/13k1')n + 2%k b, (4.5)
olur. h,Ah ve A?h vektérlerinin vektorel carpimi alinirsa
hxAhxA’h = 1°k’k,b,

olacagindan arakesit egrisinin ikinci binormal vektori

_ hxAhxA’h
* |hxahxah| (4.6)

ve birinci binormal vektori
b, =b,xtxn (4.7)

ile hesaplanir.
(4.5) ve (4.7) kullanilarak arakesit egrisinin ikinci egriligi

1
2%,

K, (A’h,b,) (4.8)

yardimiyla bulunur. (4.5) esitligine A operatori uygulanirsa
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NN =( AV AR+ 203K |t (T2 K - A% + 42727k,
6K, + Ak — A%k kK, )n + (6/131’k1k2 +22°k/ 'k, + Ak Kk, )bl + Ak K,k b,

olup, arakesit egrisinin Uglincl egriligi

1

k —
A%k,

(A%h,b,) (4.9)

ile hesaplanir.
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BOLUM 5

E° UZAYINDA ARAKESIT PROBLEMLERI iCIN WILLMORE-BENZERI
METOTLAR

5.1 Parametrik Denklemiyle Verilen iki Yiizeyin Arakesit Egrisi

E° de X(u,v) ve Y(p,q) parametrik denklemleriyle verilen enine kesisen iki regiiler
yuzey S, ve S, olsun. Bu iki yiizeyin birim hizli arakesit egrisi a(S) olsun. S, ve S,
yuzeylerinin normal vektor alanlari sirasiyla N; = X, x X, ve N, =Y xY_ olmak lizere

arakesit egrisinin t birim teget vektori bu normal vektorlere dik olacagindan t,

N, xN, ile lineer bagimhdir.

h=N,xN, =(X, x XV)><(Yp ><Yq) alinirsa h = At olup, birim teget vektor t:% ile

belirlenir.
d 0 0 0 0

A=l—=|h—+h —+h—+h,— 5.1
ds (hlau 2 ov h38p “an 5-1)

operatorind tanimlayalim.

Buradan

A'=h,AV=h,, Ap'=h, Aq'=h, (5.2)
elde edilir. a(s) arakesit egrisi yuizey denklemlerini saglayacagindan

a(s) = X (u(s),¥(s)) ve () =Y (p(s).4(5))

yazilabilir.
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o(s)= X XA XAV g(s)=T Y dp oY dq
ds ouds ov ds ds oJpds oqds

veya kisaca

o' =X Uu'+X\V ve a'=Y p'+Y,q elde edilir. Bu esitlikler A ile carpilip (5.2)

kullanilirsa

Ae'=h=hX, +hX ve la’=h=hY +hY, elde edilir.
h.,h,,h,,h, bilinmeyenlerini asagidaki sekilde hesaplayabiliriz.

h=hX,+h,X, vektériung, sirasiyla, X, ve X, ile ig carparsak

olup, (X, X,)=E, (X, X,)=(X,,X,)=F, (X,,X,)=G yazilirsa

Eh, + Fh, =(h, X, )
Fh, +Gh, =(h,X,)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinanti, S, bir regiler

# 0. Bu durumda denklem sistemini Cramer yontemi ile

E
ylzey oldugundan, ¢ :‘F

cozersek,
‘(h,xu> F
E (hX,)

bulunur.

Benzer sekilde

h=hY_ +h,Y, vektoriinii sirasiyla, Y, veY, ile i carparsak
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eh, + th,=(h,Y,)
fh, +gh, =(h,Y,)

denklem sistemi elde edilir. S, bir regiler yuzey oldugundan 52‘? ; #0. Bu
durumda denklem sistemini Cramer yontemi ile ¢dzersek
(hY,) f
LUE s
e (hY,)
h, :—feg<_h}Y2q> = h,= e<h’Y23: ]; Sh’YP> (5.6)
elde edilir.

h=At esitligihe A operatorii uygulandiginda Ah=AA1t+A°«n oldugundan,
A =<Ah,t> ve <Ah,Ah> :(/M')2 + A%k esitlikleri kullanilirsa arakesit egrisinin birinci
egriligi

K% = <Ah’Ah/>1:(M) (5.7)

ve arakesit egrisinin asli normal vektori

Ah—- A4t
n=—-_>"-

e (5.8)

ile hesaplanabilir. Buradan arakesit egrisinin binormal vektori b =txn ile bulunur.

Ah = At + A%kn esitligine A operatori uygulandiginda
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Nh=(AAY + 24" =2 ) t+( A2 A e+ A(AK) )+ Ak
olup, bu esitligin her iki tarafi b ile iccarpilirsa, arakesit egrisinin burulmasi

_(a%h,b)

T =
Ak

(5.9)

ile de bulunabilir.

5.2 Biri Parametrik Digeri Kapali Denklemiyle Verilen iki Yiizeyin Arakesit Egrisi

S,..X =X(u,v) ve S,...f (x,y,2)=0 denklemleriyle verilen, enine kesisen iki regiiler
ylzey olsun. Bu iki ylzeyin birim hizli arakesit egrisini a(s) ile gosterelim. S,ve S,
yiizeylerinin normal vektér alanlari sirasiyla N; = X, x X, ve N, =Vf olmak iizere «

arakesit egrisinin t birim teget vektori bu normal vektorlere dik olacaktir. Dolayisiyla

t vektori N, x N, ile lineer bagiml olacaktir, yani

h=N,xN, =(X,xX,)xVf olmak tzere h = 4t, t=% yazilabilir.

o 0 o aj (5.10)

d 0
O=1A—=h—+h,—+h,—+h,—+h —
ds [hlau FYARLP Yoy Caz

operatorind tanimlayalim.

Buradan

A'=h, AV =h,, Ax'=h,, Ay'=h,, 27" =h,

elde edilir.

a arakesit egrisi S, yizeyinin denklemini saglayacagindan a(s)= X (u(s),v(s))
yazilabilir. Bu esitlikten s ye gore tlrev alinirsa

a' =XUu+X\V ve la'=h=hX,+h,X,

elde edilir.

Buradaki N, ve h, bilinmeyenleri (5.3) ve (5.4) denklemleri yardimiyla bulunabilir.
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a(s)=(x(s), y(s),2(s)) alinirsa ve ® operatérii uygulanirsa

A0/ (s) =(AX(s), Ay'(s), AZ'(s))

yani,

h=(h,h,,h) (5.11)

bulunur.

Boylece S, ve S, ylzeylerinin enine arakesit egrisinin Frenet elemanlari

1\2 /.
(=N A4 =(Oht), K= <®h,®h>4—(ﬂ/1) ne ®h—2/1/1t 5.12)
A A A'K
(©%h,b)
b=txn, r=-—
L’k
ile hesaplanir.
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5.3 Yiizeylerin Arakesit Problemleri igin Ornekler

5.3.1 Parametrik-parametrik Arakesit Problemi
X (u,v)=(u,uv,v)
Y(p.a)=(p,a,9°+2)

parametrik denklemleriyle verilen regliler ylzeyleri goz 6nline alalim. Bu ylizeylerin

arakesit egrisinin P =X(0,2)=Y(0,0)=(0,0,2) noktasindaki Frenet elemanlarini

bulalim.
X, =(1,v,0)

N, =X xX, =(V,—
X, = (0u.1) = N, =X, xX,=(v,~Lu)
Y. =(0,0,1)
P N, =Y xVY =(0,-2q,1
v,=(012q) 2T (0.-20.3)

oldugundan,
h=(X,xX,)x(Y,xY,)=(2qu-1-v,-2vq)
bulunur. Béylece h(P)=(-1-2,0) olup,

A=(hh)y = 2*(P)=(h(P),h(P)) =((-1-2,0),(-1,-2,0))=5

yani,
A(P)=+5
bulunur.

A(P) :—\/g alalim. Bu durumda arakesit egrisinin P noktasindaki birim teget vektori

tP)="P) _ L (150

AMP) 5

olarak bulunur.
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h:(2qu—l,—v,—2vq) esitligine (5.1) ile tanimlanan A operatorli uygulanirsa
Ah=2(2q'u+2qu’,—~v',—2v'q—2vq') = (2uh, + 2gh,,—h,,—2gh, — 2vh, )

elde edilir. h,h,,h, bilinmeyenlerini bulahim.

E=(X, X,)=1+V?, (h,X,)=2ugq-v*-1,
F=(X,,X,)=(X,,X,)=uv, (h,X,)=-uv-2vq,
G=(X,,X,)=1+u? EG-F*=1+u’+V’
ve

e:<Yp’Yp>:1! <h,Yp> :2uq—1,
f=(Y,.Y)=(Y,.Y,)=0, (h,Y,)=-v—dvg?,

g=(Y,.Y,)=1+4q’, eg— f2=1+4q

olup, bu esitlikleri (5.3), (5.4) ve (5.6) de yerlerine yazarsak

1+u?)(2ug—Vv? —1)—uv(-uv—2vq
hl:( - )( 1+U2'|)'V2 ( : = h=2ug-1,
1+V?)(-uv—2vq)—uv(2ug-v* -1
hZ:( el 1+u2)+v2( ) = R
B (—V—4Vq2) — h4 — v

Y 1+4g?
bulunur. Béylece
Ah =(-2uv+2q(2uq —1), 2vg, 4vq” +2v°)
ve
Ah(P)=(0,0,8)

elde edilir.

A(P)A'(P) = (Ah(P), t(P)) =<(o, 0,8),%(1,2,0)> =0

oldugundan, (5.7) esitligi kullanilarak arakesit egrisinin egriligi
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K(P) = \/(Ah(P),Ah(P»—(A(P)ﬂu(P))z _ [{(0.0.8),(0.0.8))
o (-5

K(P)Z%

olarak hesaplanir. Ayrica, (5.8) ile arakesit egrisinin asli normal vektori

_Ah(P)-A(P)A'(P)t(P) _ (0,0.8) =(0,0,1)

n(P) ﬂZ(P)K(P) (_%)2 g

5

seklindedir. Burada arakesit egrisinin binormal vektori

b=txn = b(P)=-=(12,0)x(0,01) = b(P)=—=(2,-10)

-
ol

olarak elde edilir.

Ah =(—2uv+2q(2uq —1), 2vq, 4vg® +2V2) esitligine A operatdri uygulanirsa

A’h= i(—Zu’v— 2uv' +20'(2uq —1) + 2q(2u’g +2uq’), 2v'q + 2vg', 4v'g® +8vaq’ + 4w')
Ah =(-2vh, —2uh, +2(2uq —1)h, + 2q(2qh, +2uh,), 2gh, + 2vh,, 49°h, +8vah, +4vh, ).
Boylece,

A’h =(4v+8ug® +8ug’ —4q°,~4vg’® - 2v°,—8vg® ~16v°q))

ve

A’h(P) =(8, -8, 0)

elde edilir. Dolayisiyla, (5.9) esitligi yardimiyla, arakesit egrisinin burulmasi

1

(whene) <(8,—8,0),5(2,—1,0)> o
AT (-5 2
5

olarak bulunur.
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5.3.2 Parametrik —kapali Arakesit Problemi
X (u,v)=(u,v,uv)

f(x,y,z2)=xz-y*=0

regiiler yiizeyleri verilsin. Bu yiizeylerin arakesit egrisinin P =X (1,2)=(112)

noktasindaki Frenet elemanlarini bulalim.

X, =(10,v) B ~
XV:(O,l,u)} = N =X, xX,=(-v,-u,)

ve

N, = Vf =(z,-2y,x)

oldugundan,

h=(X,xX,)xVf =(2y—ux,vx+z,2vy +uz)
bulunur. Béylece

n(P)=(1.2.9

olup,

A2=(hh) = 2*(P)=(h(P),h(P)) =((1,2,3),(12,3)) =14

yani,
A(P)=+14
bulunur.

A(P) = J14 alalim. Bu durumda arakesit egrisinin P noktasindaki birim teget vektori

_hP)y_ 1

t(P) = = 1,2,3
(P) AP) 14 (1.2:3)
olarak bulunur.
h =(2y—ux,vx+z,2vy+uz) esitligine (5.10) ile tanimlanan ® operatori uygulanirsa

Oh=A2y" —ux—ux,VXx+vx'+ 2, 2v'y + 2vy' + U’z +uz’)
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©®h =(2h, —xh, —uh,, xh, +vh, +h, 2yh, + 2vh, + zh +uh,)

elde edilir. h,h,,h,,h, ve h;bilinmeyenlerini bulalim.

E=(X, X,)=1+V (h,X,)=2y—ux+2v’y+uvz
F=(X,X,)=(X,, X,)=uv (h,X,)=Vx+2z+2uvy +u’z
G=(X,,X,)=1+u? EG-F?=1+u®+Vv?

degerleri, (5.3) ve (5.4) esitliklerinde yerlerine yazilirsa

1+u?)(2y - 2v° - 2 ?
hl:( +U )( Yy —UX+ 2V ylitljj\izzvzuv(vx+z+ uvy +u z) b2y ux

i _(1+v2)(vx+z+2uvy+u22)—UV(2y_UX+2V2y+UVZ) . h=vx+z

1+u%+v2

2
elde edilir. Diger taraftan, (5.11) esitliginden h =(f13, h,, hs) oldugu géz dniine alinirsa
h=(2y—ux,vx+2,2vy +uz) ise

h, =2y —ux
h, =vx+z2
h, =2vy +uz

elde edilir. Boylece,

®h :(2vx+2z—2xy+ux2 — 22Uy +UX, VX* + XZ + 4Vy —VUX +UZ, 2YVX +4YZ + 2V X + 2VZ

—ZUX + 2uvy+u22)
ve
®h(P)=(2,6,12)
bulunur.

A(P)A'(P) =(®h(P),t(P)) = <(2,6,12),%(1,2,3)> :%

oldugundan, (5.12) esitliginden arakesit egrisinin egriligi
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K(P):\/<®h(P),®h(P)>—(}L(p)lr(P))Z ) <(2,6,12),(2,6,12)>_(J1_4,275)
24(P) = (@)4
yani,

266
P =
“(P)=—3g

olarak hesaplanir. Ayrica, arakesit egrisinin asli normal vektori de (5.12) ile

(2,6,12)—\/1_4275( L (1,2,3)]

n(py = EN(P)—APIZ(PI(P) _ N7
22 (P)x(P) ( J1_4)2 /266
98

/266

n(P) = %(—11, —8,9)

seklindedir. Buradan arakesit egrisinin binormal vektori

b=txn = b(P) =(%(L2,3)jx(%(—ll, —8,9)]

o(py—| 318 _3V19 V19
| 197 19 "19

olarak bulunur.

®h= (2vx+22 — 22Xy +UX? — 20Uy +U°X, VX’ + XZ + 4Vy —VUX +UZ, 2YVX +4YZ + 2V°X + 2vZ

—zux+2uvy+uzz) esitligine ® operatori uygulanirsa

®°h= /1(2v'x+ VX' 422" = 2X'y — 2Xy" +U'X* + 2uXX'— 2u'y — 2uy’ + 2uu’X + U>X’,
VX% 4+ 2VXX' + X'Z + X2+ 4V'y + 4vy' +U'Z +Uz' —Uu'VX —V'UX —uvX', 2XyV' + 2Xvy'’
F2VYX 4+ 2Y'2 + 47+ 4VXV '+ 27X+ 2V'Z + 2V’ — Xzu' —uzx’ —uxz' + 2vyu’ + 2uyv’
+2uvy'+2uzu’+uzz')

veya
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®%h =(2xh, + 2vh, + 2h, —2yh, — 2xh, + X°h, + 2uxh, — 2yh, —2uh, + 2uxh, +u’h,,
2xyh, +2xvh, + 2vyh, +4zh, +4yh, + 4vxh, + 2v?h, + 2zh, + 2vh, — xzh, —uzh, —uxh,
+2vyh, + 2uyh, + 2uvh, + 2uzh, +u’h, )

elde edilir. h, h,,h;,h,, h bilinmeyenleri yerlerine yazilirsa

O’h= (—2ux3 —8Y% —4UX* + 2yu® + 2yX’ +8vy — 4UvX + 2uyx +10uxy, vx® + zx*
FAVXY — 2UVXZ +UZ + VXU + 4VX +8YZ + 4vyX + 4vz — 2uXZ,u’Z + 2vyx® +16vy> + 6V X’
+27° +8V2y +Uzx® +47% — 2uPXz + 2vyu® +12vxz —4uvxy+8uzy+4vuz)

ve

@°h(P)=(6,24,60)

elde edilir. Dolayisiyla arakesit egrisinin burulmasi (5.12) esitligi yardimiyla

<(6 24,60) (3*/1_9 319 */1_9]>
(ehP)bP)) \'T 197 19 T 19 3

T( )_ ﬂS(P)K(P) o (\/E)SW _E
98

olarak bulunur.
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BOLUM 6

E* UZAYINDA ARAKESIT PROBLEMLERI iCiN WILLMORE-BENZERI

METOTLAR

6.1 Parametrik Denklemiyle Verilen Ug Hiperyiizeyin Arakesit Egrisi

E' OKlid uzayinda R'=R'(u,u,,u;), R*=R*(u,,us,Us) ve R’=R*(u,,uy,u,)
parametrik denklemleriyle verilen ve enine kesisen g regller hiperylzey, sirasiyla,

M;, M, ve M; olsun. M, M,, M, hiperylizeylerinin normal vektor alanlari,

. R
R'j :8_ olmak lizere
auj
N, = RExRE xRS, N, = RExRExRE, N, = RExRIxR

seklindedir. M;, M, ve M, hiperyizeylerinin birim hizl arakesit egrisini «(s) ile
gosterelim. a egrisinin t birim teget vektori hiperylzeylerin normal vektor alanlarina

dik olacagindan, t vektori N, xN,xN;=h vektorine paralel olacaktir. Dolayisiyla

h
h = At yazilabilir. Buradan arakesit egrisinin birim teget vektérii t = — ile bulunur.

d (<&, 0
®_/1£_(;hi 6_ui] (6.1)

operatorind tanimlayalim.
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Bu operator kullanilirsa, /Iui'zhi, 1=12,...,9 elde edilir. a arakesit egrisi M,
hiperyiizeyinin denklemini saglayacagindan a(S)z Rl(ul(s),uz(s),u3(s)) yazilabilir. Bu

son esitlige @ operatorii uygulanirsa
A0/ =R* (/Iul' ) IR} (ﬂuz' ) IR (zus’)
veya

h=hR;+hR’+hR}

elde edilir. h;, h,, h; bilinmeyenlerini bulmak igin son esitligi, sirasiyla, R;,R}, R} ileig

carparsak

(RLRIN +(R}, Ri)h, +(R3, Ry =(h,Ry)

(RLR; )N+ (R, R Vh, +(R3, R, )hy = (h,R}) (6.2)

(RLR)h +(R5, Ry )b, +(Ry, Ry )by = (h,R})

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti
(RLR1) (RLRI) (RL.RY)

5, = <R1,R12> <R12,R12> <R§,R12> =HR1><R12><R§H2 olup, M, bir regiiler hiperyiizey
(RLR:) (RuR3) (RR3)

oldugundan ¢, # 0 bulunur. O halde Cramer metodu ile ¢6zim yapilarak

(hR) (RLRY) (RLRY)
(hR}) (RLRY) (RLR})
(hRy) (RiR:) (RR:)

h, = 5 (6.3)

(RLRL) (hRi) (RuR)
(RLRY) (hR;) (RLR})
(RLRS) (hR3) (R,R;)

h, = 6.4
) 5, (6.4)
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(RLR) (R,RY) (hRY)
(RLR:) (RLR:) (h.R:)
(RLR:) (RyR:) (hRs)

h, = 6.5
S 5. (6.5)

veya a; :<Ri1,le> ve :<h,R§> olmak tizere

hy = %{ﬂi (ajjakk _ajzk)+/1j (aikakj _aijakk)"'ﬂk (aija'jk —&,4a; )}v (6.6)

1
I, J,k=1,2,3(dairesel)
elde edilir.
a arakesit egrisi M, hiperylizeyinin denklemini de saglayacagindan

a(s) =R? (u4(s),u5(s),u6(s)) yazilabilir. Bu son esitlige d operatori uygulanirsa
A :Rj(lu4')+R§(/1u4')+R§ (ﬁuG')

veya

h=h,R; +hRZ +hR?

elde edilir. Bu son esitligi R;, RZ, R: ileig ¢arparsak

(R%, RN +(RZ,RIh, +(R2, R ) hy = (h,R})
(Ri,R:)h +(RZ,REh, +(R2,R2)hy = (h,R?) (6.7)
(Ri,RE)h +(RZ,REh, +(R2,RE)hy = (h,R?)

2
lineer denklem sistemi elde edilir. Burada 52:“RixR§xR§“ #0 oldugundan,

sistemin ¢6zimu

(n,R}) (RLR;) (RLR})
(hR) (R&RE) (RERE)
(h.R:) (RZLR:) (RLR?)

h, = 6.8
; 5, (6.8)
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(RLRY) (hR) (RGRY)
(RLRS) (hRS) (RORS)
(RLRS) (hR) (R&RS)

h. = 6.9
5 5, (6.9)

(RGR) (RLRD) (hRD)
(Ri,RZ2) (RZ,RZ) (hR)
(RLR) (R&RE) (hRP)

h, = 6.10
s 5, (6.10)

veya b :<Ri2,R?> ve 77, =(h,R?) olmak iizere,

1
h = g{’h (b =% )+ 7, (by by — Iyl )+ 77, (0yy —by by )} (6.11)

2

I, j,k=4,5, 6(dairesel)

seklinde hesaplanabilir.
a arakesit egrisi M, ylzeyinin  denklemini de saglayacagindan
a(s)=R® (u7 (S),US(S),UQ(S)) yazilabilir. Bu esitlige ® operatori uygulanirsa
20/ =R (/w; ) LR} (ﬂus' )+ R (zug’ )
veya
h=hR}+hR]+hR3
elde edilir. Bu esitligi RS, R3, R} ile i¢ carparsak
(R3,Ry)h +(R3, R3)h, +(R3,R3 ) h, =(h,R)
(R3, R hy+(R3, R ) h, + (R, R ) hy = (h, RE) (6.12)
(R}, R, +(R3, RN, +(R3, R, = (h, RY)

2
lineer denklem sistemi elde edilir. Burada 53:HR§><R§><R§H #0 oldugundan,

sistemin ¢6zimu
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h, = ’ (6.13)

h, = (6.14)

(R3,RY) (R3,R7) (h,R3)
(R3,R3) (Ra,R3) (h,R})
(RI.R3) (RLR) (hR3)

hy = 6.15
: . (6.15)

veya C, =<R1,Rf> ve v, :<h,Rf)> olmak tizere

hi::é?{vp(cn.c%-—ci)-rvr(cpsc“——cmcﬁ)-rvk(cprcm——cmc”)} (6.16)
3

p,r,s=7,8,9(dairesel)
esitlikleri kullanilarak hesaplanabilir.

Boylece M,, M, ve M, hiperylizeylerinin enine arakesit egrisinin Frenet elemanlar

doérdinci bolimde ifade edildigi gibi

®h,®h)—(11')° g
t=%, Mu:<d)h,t>,kl=\/< 7 /12 (22") , n:cbhlz/u.t 617)
K
_ hx®hxd®h R 1,
reomnxar] + 070N T g (OB g (o)

esitlikleri kullanilarak hesaplanabilir.
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6.2 ikisi Parametrik Biri Kapali Denklemiyle Verilen Ug Hiperyiizeyin Arakesit Egrisi

E' OKlid uzayinda R'=R'(u,u,Uu,), R*=R*(u,,us,us) ve f(xy,z,w)=0
denklemleriyle verilen ve enine kesisen (¢ regller hiperylzey, sirasiyla,

M,, M, ve M; olsun. M, M,, M, hiperylizeylerinin normal vektor alanlari,
N, =R!xR, xR}, N,=R;xR:xRZ, N,=Vf

seklindedir. M,, M, ve M, hiperyizeylerinin birim hizli arakesit egrisini a(s) ile
gosterelim. a egrisinin t birim teget vektori hiperylizeylerin normal vektor alanlarina

dik olacagindan, t vektori h:(RixRéxRé)x(ijRéxRé)fo vektériine paralel

olacaktir. Dolayisiyla

h = At yazilabilir. Buradan arakesit egrisinin birim teget vektori t:% ile bulunur.
d J 0 0 0 0 0

¥Y=1—=|>h—+h —+h—+h—+h,— 6.18
s (;.aui ey Ty hmaWJ (6.18)

operatorind tanimlayalim.

Bu operator kullanilirsa,

' =h (i=12..6), AX'=h,, Ay'=h, Az'=h, Aw=h,

elde edilir.

a arakesit egrisi M, hiperylizeyinin denklemini saglayacagindan

a(s)zRl(ul(s),uz(s),u3(s)) yazilabilir. Bu esitlige W operatéri uygulanirsa
A0/ =R* (/Iul' ) IR} (ﬂuz' ) IR (zus’)

veya

h=hR;+hR2+hRS

elde edilir.

h,h,,h; bilinmeyenleri (6.6) esitligi kullanilarak hesaplanabilir.
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a arakesit egrisi M, hiperylzeyinin de denklemini saglayacagindan
a(s)=R? (u4(s),u5(s),u6(s)) yazilabilir. Bu esitlige ¥ operatéri  uygulanirsa
40 =R (ﬁu4' )+ R (/lu; ) +R? (/we’)

veya

h=h,R? +hRZ +hR2

elde edilir.

h,,h,, h; bilinmeyenleri (6.11) esitligi kullanilarak hesaplanabilir.

a egrisi My yiizeyinin de denklemini saglayacagindan, a(s)=(x(s), y(s),z(s),w(s))
alinirsa ve ¥ operatori uygulanirsa

A (s)=(AX(s), AY'(S), AZ'(S), AW(S))

olur, yani,

h=(h;,hy, 1y, ) (6.19)
elde edilir.

Boylece, dordiincu bélimde ifade edildigi gibi, M,, M, ve M;hiperylizeylerinin enine

arakesit egrisinin Frenet elemanlari

Yh,¥h)— (A1)’ T

tzn, AV =(¥h,t), kl:\/< 2> (A4) ' n:‘Ph th
’ g e (6.20)
B hx Whx¥?h _ —i . ! 3

esitlikleri yardimiyla bulunabilir.
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6.3 Biri Parametrik Digerleri Kapali Denklemiyle Verilen Ug Hiperyiizeyin Arakesit
Egrisi

E' Oklid wuzayinda R'=R'(u,u,u,), f(xy,zw)=0 ve g(xy,z,w)=0
denklemleriyle verilen ve enine kesisen (¢ regller hiperyizey, sirasiyla, M;, M, ve
M, olsun. M,, M,, M, hiperyiizeylerinin normal vektor alanlari,

N,=R!xR.xR:, N,=Vf, N,=Vg

seklindedir. M,, M, ve M, hiperyizeylerinin birim hizl arakesit egrisini a(s) ile
gosterelim. a egrisinin t birim teget vektori hiperylzeylerin normal vektor alanlarina

dik olacagindan, t vektori h=(RixR§xR§ )fo xVg vektdriine paralel olacaktir.

Dolayisiyla, h=At yazilabilir.

d 2 0 0
Q=1—= h —+h,—+h
(Z_ll tou,  tox

™ +h6%+h7 ij (6.21)

operatorind tanimlayalim.

Bu operator kullanilirsa

ﬂui' =h (i=142,3), Ax'=h,, Ay'=h, Az7'=h;, Aw=h,

elde edilir.

a arakesit  egrisi M, hiperylizeyinin  denklemini  saglayacagindan

a(s) = Rl(ul(s),uz(s),u3(s)) yazilabilir. Bu esitlige Q) operatérii uygulanirsa
Aa'=R; (ﬂ.ul' ) +R; (luz' ) +R} (iug')

veya

h=hR;+hR2+hRS

elde edilir.

h,,h,,h; bilinmeyenleri (6.6) esitligi kullanilarak hesaplanabilir.

a arakesit egrisi ar(s)=(X(s), y(s), z(s), w(s)) alinir ve Q operatérii uygulanirsa
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A (5)=(AX(s), AY'(S), AZ'(S), AW(S))
olur, yani,

h=(h,,h,h,h,) (6.22)

elde edilir.

Boylece M;, M, ve M, hiperyiizeylerinin enine arakesit egrisinin Frenet elemanlari

h J(@h,on)- (1) _on-ut

t=—, A =(0Qh,t), k = 6.23
A < )k 22 MK (6.23)

7 ’

hxQhxQ%h 1 1
zzm . b, =b, xtxn, kzzﬂs—kl<Q2h,bl> , kgzﬂklkz (@%h.b,)

esitlikleri kullanilarak bulunabilir.
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6.4 Hiperyiizeylerin Arakesit Problemleri igin Ornekler

6.4.1 Parametrik-parametrik-parametrik Arakesit Problemi

Rl(ul,uz,us):(ul—u3,u13,u2,u3),

Rz(u4,u5,u6):(u4—uﬁ,u5,u42,u6),

R®(u;,Ug, Uy ) = (1+Ug, Uy, Ug, Uy )

regliler  hiperylzeyleri  veriliyor.  Bu  hiperylizeylerin  arakesit  egrisinin
P=(1110)=R*(11,0)=R*(110)=R*(1,1,0)  noktasindaki Frenet elemanlarini

bulalim.

R} =(1,3u,0,0)
R} =(0,0,1,0) = N, =R}xR;xR}=(3u7,-10,3u")
R:=(-10,0,2)

R?=(1,0,2u,,0)

R:=(0,1,0,0) = N,=RixRIxR:=(-2u,,01-2u,)
R:=(-10,0,1)

R? =(0,1,0,0)

R;=(0,0,1,0) = N,=R}xRjxRj=(10,0,-1)
R;=(10,0,1)

oldugundan

h=N,xN, xN, =(1,6u,4u,,1)

bulunur. Boylece

h(P)=(16,4,1)

olup,

A2=(hh)y =  2*(P)=(h(P),h(P)) =((1,6,4,1),(1,6,4,1)) =54

yani,
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A(P) =136
bulunur.
A(P) = 3J6 alalim. Bu durumda arakesit egrisinin P noktasindaki birim teget vektori

_h)y_ 1

~A(P) 36

olarak bulunur.

t(P) (1,6,4,)

h :(:L 6u12,4u4,1) esitligine (6.1) ile tanimlanan ® operatori uygulanirsa
®h= /1(0, 120/, 4u, o) =(0,12u,h,,4h,,0)

elde edilir. h,h, bilinmeyenlerini bulalim.

(RLRY=1+9u*,  (R;R;) =1 (h,R}) =1+18u,",

(RLR) =0, (R, R =0,  (h,R})=4u,

ve

(RZ,R2y=1+4u?, (RZ,R%) =1, (h,R%)=1+8u,?,
(R%,R2) =0, (RZ,R2) =0, (h,RZy=6u?,
(R3,R%) =1, (RZ,R2) =2, (h,R2)=0

olup, bu esitlikleri (6.3) ve (6.8) de yerine yazarsak

1+180° 0 —
4, 1 0
0 0 2| 24360
e 0 = Teasut h=2
0 1 0
1 0 2
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1+8u,> 0 -1
6u’ 1 O
0 0 2 2
h, = : :2+16u421 _ —  h=2
1+4u,” 0 -1 1+8u,
0 1 0
-1 0 2
bulunur. Béylece
®h :(O, 24u,,8, O)
ve
odh(P) :(0, 24,8,0)
elde edilir.
A(P),V(P):<¢>h(P),t(P)>:<(o, 24,8,0), {% £ i 1_\/86J>:@

oldugundan, arakesit egrisinin birinci egriligi

1

k,(P) = m <CI)h(P),CDh(P))—(/l(P)/l’(P))2

__ 1 2\/<(0,24,8,O),(O,24,8,0))—(3«/5.%)2

(3:6)

esitliginden

821

k(P)= 243

olarak hesaplanir. Ayrica, arakesit egrisinin asli normal vektori de

(0 24.8 0)_88\/_[‘/_ £ i \/_]
Oh(P)-A(P)A(PI(P) _~ 18'3" 9

A2 (P)k, (P) (3 I)Z 821

243
n(P){_ 11 5 _ 17 1 ]

621 221" 621" 6421

n(P) =
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ile verilir.

®h =(0,24u,,8,0) esitligine ® operatérii uygulanirsa
*h=2(0,24u/,0,0)=(0,241,,0,0)

bulunur. h, =2 degeri yerine yazilirsa ®*h = (0,48,0,0) olur. Bu durumda
h(P)xCDh(P)xCDZh(P) :(—384, 0, 0,384)
olup, arakesit egrisinin ikinci ve birinci binormal vektorleri, sirasiyla,

bZ(P)z(h(P)xCDh(P)xq)Zh(P)) [ﬁ,o,o,ﬁJ

[h(P)x@h(P)xawth(P)| | 2 2

14 ' 14 14 ' 14

b, (P)=b, (P)xt(P)xn(P) =(_ﬂ V73T _ﬂJ
ve ikinci egriligi de

W7 T WT 3T
(@%h(P).b,(P)) <(0’ 48’0’0)’(_14’_14’14’_14» a2
APk ((P) 38421 T8
(3\/6) a3

kz(P) =

olarak hesaplanir.

®*h =(0,48,0,0) esitligine ® operatdrii uygulanirsa
®°h = 4(0,0,0,0)=0

elde edilir. O halde arakesit egrisinin Gglncu egriligi

(@°h(P),b,(P))
A (P)k, (P)k,(P)

ky(P) = 0 = k(P)=0

bulunur.
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6.4.2 Parametrik-parametrik-kapal Arakesit Problemi

Rl(ul’uwus) =(U1,U2,—(U2 —u3)3,u3),

Rz(u4,u5,u6):((u4—u6)2 ,u4,u5,u6),

f(x,y,z,w)=y+w-1=0

regller  hiperylzeyleri  veriliyor. Bu  hiperylizeylerin  arakesit  egrisinin

P=(10,11)=R*(1,0,1)=R?(0,1,1) noktasindaki Frenet elemanlarini bulalim.

R =(1,0,0,0)
R} = (O,l, -3(u, —u3)2,0) = N, =R xR;xR}= (O, 3(u, —u,)%,1,-3(u, —u3)2)
R} =(0,0,3(u, -u,)*.1)

R; =(2(u, -us),1,0,0)
R: =(0,0,1,0) = N,=RixRIxRZ=(1L-2(u, -U,),0,2(u, —ug))
R2 = (-2(u, —U,),0,0,1)

N, =Vf =(0,1,0,1)

oldugundan

h =N, xN,x Ny =(4(u, —u,),1,-6(u, —u;)*,~1)

bulunur. Béylece

h(P)=(-4,1-6,-1)

olup,

2Z=(hh) = 22(P)=(h(P),h(P)) =((-4,1,-6,-1),(-4,1,-6,-1)) =54
yani,

A(P) =436

bulunur.

/1(P):—3«/5 alalim. Bu durumda arakesit egrisinin P noktasindaki birim teget

vektori
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_hPy _ 1 ,_
t(P)_MP) _3J€(4’ 1,6,1)

olarak bulunur.

h =(4(u4 —-Uu,),1,-6(u, —u3)2,—1) esitligine (6.18) ile tanimlanan YW operatori
uygulanirsa

¥h = /1(4(u4' —Ug ),0,-12(u, —u, )(u, —u3),0) =(4(h, —h,),0,-12(h, —h,)(u, —us),0)
elde edilir. h,,h,,h, ve h; bilinmeyenlerini bulahm.

<R11R1>:1, <R12'Ré>:1+9(u2_u3)4’ <h,Ri>:4(u4—u6),
(R},R}) =0, (R}, Ry =-9(u, —u,)*, (h,R})y=1+18(u, —u,)*,
(R}, R} =0, (R;,R3) =1+9(u, —u,)*, (h,R}) =-1-18(u, —u,)*

ve

(R%,RY) =1+4(u, —u,)?, (R%,R2) =1, (h,R%) =1+8(u, — )",
(RZ,R%)y=0, (RZ,R2) =0, (h,RZy =-6(u, —u,)’,
(R2,R2) =—4(u, —u,)?, (RZ,R2)=1+4(u, —u,)?, (h,RZy=-1-8(u, —U,)’

olup, bu esitlikleri (6.4) , (6.5) , (6.8) ve (6.10) da yerlerine yazarsak

1 4(u, —uy) 0
0 1+18(u,—uy)* -9(u,-u,)*
0 —1-18(u,—u,)* 1+9(u, —u,)*|

h, = 1
1 0 0
0 1+9(u,-u)* -9(u,-u,)’
0 -9(u,-u)* 1+9(u,-u,)’
1 0 4(u, —ug)
0 1+9(u,-uy)* 1+18(u,-u,)*
h, = 0 —9(u,—u,)* —1-18(u,—uy)*| _ 1

1 0 0
0 1+9(u,—u,)* -9(u,-u,)*
0 -9(u,-u)* 1+9(u,-u,)’
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1+8(u,—uy)> 0 —4(u,-u,)?
—-6(u,—u,)> 1 0
—-1-8(u, —Uu;)*> 0 1+4(u,-u,)

, = =

1+4(u, -ug)> 0 —4(u,—u,)’
0 1 0
—4(u,—u,)> 0 1+4(u,-uy)’

1+4(u, —u,)> 0 1+8(u, —ug)?
0 1 -6(u,-u,)’
—4(U4 - u6)2 0 —1—8(U4 _u6)2
R4, -u)? 0 —4u,-u)? |
0 1 0
~4(u,—Ug)> 0 1+4(u,-u,)?

bulunur. Béylece
Wh=(8,0,-24(u,—u,),0)
ve

Yh(P)=(8,0,24,0)

elde edilir.
, 886
A(P)A'(P) = (¥h(P),t(P)) :<(8, 0,24,0),—=(4,-1, 6,1)> -

oldugundan, arakesit egrisinin birinci egriligi

k,(P) <‘Ph(P),‘Ph(P)>—(/I(P)/I'(P))2

2 (P)

1 RN
_(_3@)2 \/<(8,0,24,0),(8,0,24,0)> ( 5 j

esitliginden

821
“P) =

olarak hesaplanir. Ayrica, arakesit egrisinin asli normal vektori de
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886 ( 1
n(P):‘Ph(P)—ﬂ(PM'(P)t(P):(8’0’24’0) ( ik 161))
2Pk, (P) o] N

243

17 11 15 11)

n(P):[_es\/Z’aJﬂ’wZ’_a\/ﬂ

ile verilir.

Yh= (8, 0,-24(u, —u,), O) esitligine W operat6ri uygulanirsa
Wh = /1(0, 0,~24(u, —u,), o) ~(0,0,-24(h, —h,),0)

bulunur. Boylece,

W2h = (0,0,-48,0)

olur. Bu durumda
h(P)x¥h(P)xW?h(P)=-384(0,1,0,1)

olup, arakesit egrisinin ikinci ve birinci binormal vektorleri, sirasiyla,

(h(P)x‘Ph(P)x‘ch P)) ( 1 1}

Ih(P)<en(P)xwn(P)| \"¥2"

bl(P):bz(P)xt(P)xn(P) :[_23?’_2\3/7’ 2\])?’ 2«3}7j

ve ikinci egriligi de

bz(P) =

3 3 1 3
(¥h(P)b,(P)) <(°’°"48’°)’(‘ N AN AN ]> Y
2*(P)k,(P) ( 3 J‘)S 821 28

243

kz(P) =

olarak hesaplanir.

W?h =(0,0,-48,0) esitligine ¥ operatdrii uygulanirsa

¥*h =1(0,0,0,0)=0
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elde edilir. O halde arakesit egrisinin Gglncu egriligi

(¥*h(P),b,(P))
A4 (P)k, (P)k,(P)

ky(P) = 0 = k(P)=0

bulunur.

6.4.3 Parametrik-kapali-kapali Arakesit Problemi

Rl(ul,uz,us)=(%+%cosul,%sin ul,uz,u3j,

f(x,y,z,w)=x*+y*+z°+w’ -2=0,

a(x,y,z,w)=x*+y*+2°—w’ =0

regller  hiperylzeyleri  veriliyor. Bu  hiperylzeylerin  arakesit  egrisinin
P=R' Z,Q,l = llﬂl noktasindaki Frenet elemanlarini bulalim.

2 2 2 2
R}:(—lsinul,lcosul,o,oj

2 2 1
R} =(0,0,1,0) = Nl:Rileszé:(Ecosul,%sinul,o,oj
Ré :(0,0,0,l)

N, =V =(2x,2y,2z,2w)

ve
N, =Vg =(2x,2y,2z,-2w)

bulunur.

h=(RixR; xR} )x Vf x Vg = (-4zwsinu,, 42wcosu,, —4ywcosu, + 4wxsinu,,0)

ve boylece
h(P)=(-2v2,0,2,0)

olup,
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2=(hh) = lz(P)=(h(P),h(P)):<(—2«\/§,O,2,0),(—2«/5,0,2,0)>
yani,

A(P) =23

bulunur.

A(P) = 2/3 alalim. Bu durumda arakesit egrisinin P noktasindaki birim teget vektori

_hP) _ 1,
t(P)_MP)_ﬁ( Ji,o,l,o)

olarak bulunur.

h = (—4zwsinu,, 4zwcosu,,—4ywcosu, +4wxsinu,,0) esitligine (6.21) de tanimlanan

Q operatori uygulanirsa

Oh = A (—4zwu’cosu, —4z'wsinu, —4zw'sinu,, —4zwu'sinu, +4z'wcosu, +4zw'cosu,,

4ywu'sinu, —4y'wcosu, —4yw’ cosu, +4wxu’ cosu, +4w'xsinu, +4wx’sinu,,0)
veya

Oh =(—4zwh, cosu, —4wh, sinu, —4zh, sinu,,
—4zwh, sinu,+ 4wh, cosu, +4zh, cosu,,
4ywh, sinu, —4wh, cosu, —4yh, cosu,

+4wxh, cosu, +4xh, sinu, +4wh, sinu,,0)

elde edilir. h, h,,h., h,, h, bilinmeyenlerini bulalim.

(Ri,Ri>=%, (RL,RY) =1, (h,RY) = 22w,
(RLR})=0, (R3,R;) =0, (h,R;)=—4ywcosu, +4wxsinu,,
(RLR})=0, (R} Ry) =1 (n,R;)=0

1
S, = HRi x R} x Ré”z =7 olup, bu esitlikleri (6.3) de yerine yazarsak
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27w
—4ywcosu, +4wxsinu,

o - O
= O O

0
h = 100 =8zw = h =8zw
10 10
4
0 01

bulunur. (6.22) den h=(h,,h,hg,h,) oldugu géz oniine alinirsa

h =(—4zwsinu,,4zwcosu,,—4ywcosu, +4wxsinu,,0) = (h,,h, h, h,)
yani

h, =—4zwsinu, , h, =4zwcosu, , hy =—-4ywcosu, +4wxsinu, , h, =0
seklindedir. Boylece,

Qh = (-322°w? cosu, +8yw’ sin 2u,~16w’xsin’u,,
—327°w? sinu, —16yw? cos’ u, +8w’xsin 2u,,

32yzw’ sinu, —162w” +32xzw’ cosu,, O)
ve
Qh(P)=(-8,-16,0,0)
elde edilir. (6.21) den

A(P)A'(P) =(Qh(P),t(P)) =<(—8, —16,0,0),(—§,o,§,oj> =5

oldugundan, arakesit egrisinin birinci egriligi

K (P) = ﬁJ(Qh(P),Qh(P)) —(AP)A(P))

-1 l(8-16.00)(-8-1600)- @52y
_(2\/§)2 \/« 8, 16’0’0)1( 8, 16,0,0)> (2\/§ 3 )
esitliginden

kl(P):@
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olarak hesaplanir. Ayrica, arakesit egrisinin asli normal vektori (6.23) den

(—8,—16,0,0)—2\/54‘3{5[—*/6,0,*/g,oJ

n(P)= Qh(P) - A(P)A'(P)t(P) _ 3’73

A% (P)ky(P) (23)? 24/39
9

n(P)=(-

39 239 V18
39" 13 ' 39°

olarak bulunur.

Qh = (322w’ cosu, +8yw’ sin 2u, ~16w’xsin’ u,
—327°w? sinu, —16yw? cos’ u, +8w’xsin 2u,,

32yzw’ sinu, —162w* +32xzw’ cosu,, O)
esitligine QQ operatoru uygulanirsa

Q*h = /1(3222W2u1' sinu, —64zz'w? cosu, — 64ww’'z® cosu, +16yw?u,’ cos 2u,
+8y'W? sin 2u, +16 yww’sin 2u, —16w?*xu’sin 2u, —32ww’xsin® u,,
—16wW?*x’sin® u, —32z°wu’ cosu, —64zz'w’ sinu, —64z°ww’sinu,
+16yw? u’sin 2u, —16y'w” cos® u, —32yww’ cos”® u, +16w’xu’ cos 2u,
+16xww’sin 2u, +8w?X’sin 2u,,32yz(2ww’sin u, +w?u’cosu,)
+(32y'z+32yz")W?sinu, —16z2'w* —32zww’ + (32xz +32xz")wW’ cos u,
+32xz(2ww’ cos u, —w?u’sin ul),O)

veya

O’h = (32z°w’h, sinu, —64zw*h, cosu, —64wz’h, cosu, +16 yw’h, cos 2u,
+8w?h, sin 2u, +16 ywh, sin 2u, —16w?xh, sin 2u, —32wxh, sin” u,

—16w?h, sin® u,,—32z°w?h, cosu, —64zw*’h, sinu, —64z°wh, sinu,

+16yw?h, sin 2u, —16y*w’h, cos® u, —32wh, cos?® u, +16w?’xh, cos 2u,

+16xwh, sin 2u, +8w?h, sin 2u,, 64 yzwh, sinu, + 32yzw’h, cosu, +32zw’h, sinu,
+32yw?h, sinu, —16w?h, —32zwh, +32zw?’h, cosu, + 32xw’h, cosu,

+64xzwh, cosu, —32xzw’h, sinu,, 0)

olup, bilinmeyenler yerlerine yazilirsa,
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Q%h = (25623W3 sinu, + 256 yzw’ cos® u, — 256 xzw?® sin 2u, +128yzw?® cos 2u,
+322zw?® sin 2u, cosu, + 64zw’ sin® u,, —256z°w"* cosu, + 256 yzw° sin 2u,
—256xzwW° sin® u, —64zw® cos® u, +128xzw* cos 2u, —32zw’ sin u, sin 2u,,

256 yz® W’ cosu, —64y*w?® sin 2u, +128xyw® sin® u, + 64 yw’ cosu, —64xw° sin u,
—128xyw’ cos?® u, + 64x*wW° sin 2u, — 256xz*w’sinu,, 0)

bulunur. Bu durumda

O%h(P) = (64v/2,-96/2,-64,0)

ve
h(P)xQh(P)x*h(P)=(0,0,0,-153612)

olup, (6.21) den, arakesit egrisinin ikinci ve birinci binormal vektorleri, sirasiyla,

(P} = (hEP)th(P)xth(P)) (0.0.0-1)

Hh P)th(P)xth(P)H

(23 V13 226

b, =b,xtxn = b,;(P)=b,(P)xt(P)xn(P)=

13 13 13
ve ikinci egriligi de
o (P)= (@ ?(P),bl(P»
A*(P)k,(P)
2J13 V13 226
_<(64«/§,—96\/§,—64,0),(— 51 18 ,oj> o3
(2] 2 ¢
olarak hesaplanir.
Q*h=(...,...,...,0) olacagindan arakesit egrisinin tigiinci egriligi
(P)= <§z h(P),b,(P)) :((...,..;,...,o),(o,o,o,—1)>:0 = K (P)=0
A" (P)k; (P)k, (P) A" (P)k, (P)k,(P)
bulunur.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

3-boyutlu ve 4-boyutlu Oklid uzaylarinda enine arakesit egrilerinin Frenet elemanlarini
elde etmek icin yeni ve kolay uygulanabilir metotlar verilmistir. T. J. Willmore’un
duslincesi kullanilarak elde edilen bu metotlarda bazi operatorler tanimlanmis, boylece
en az biri parametrik olarak verilen (hiper)ylzeylerin enine arakesit egrisinin Frenet

vektorleri ve egrilikleri elde edilmistir.

Bu calismada verilen yéntemler n—boyutlu Oklid uzayinda n—1 tane hiperyiizeyin

arakesit problemi icin genellestirilebilir.
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