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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Parcalanmis 1-Boyutlu Burgers Denkleminin Sonlu Fark Yontemleri Ile Niimerik
Coziimleri

Muaz SEYDAOGLU

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

89+xii sayfa

2010
Danigsman: Prof. Dr. Selguk KUTLUAY

Dort boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, parcalama yontemi hakkinda
literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan sonlu fark yontemleri ile bir-
likte baz1 temel kavramlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, Burgers denklemi tanitildiktan sonra ii¢ farkli baglangi¢ ve sinir
sartlartyla verilen lineerlestirilmis Burgers denkleminin analitik ¢6ziimleri elde edilmistir.
Daha sonra analitik ¢oziimleri verilen model problemlere Acik, Kapali ve Crank-
Nicolson sonlu fark yontemleri uygulanip, elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle
kargilastirilmalar: verilmistir.

Dordiincii boliimde, parcalanmis Burgers denklemi ii¢ farkli baglangic ve sinir

kosullariyla gbz Oniine alinarak ve her bir problemin sonlu fark yontemleri ile niimerik
coziimleri elde edildi ve sonra bu ¢oziimler problemin analitik ¢oziimleri ile karsilastirildi.

ANAHTAR KELIMELER: Burgers Denklemi, Klasik Sonlu Fark Yontemleri, Lax-
Wendroff Yontemi



ABSTRACT
MSc Thesis

Numerical solutions of the splitted one-dimensional Burgers equation with finite
difference methods

Muaz SEYDAOGLU

Inonii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

89+xii pages
2010
Supervisor: Prof. Dr. Selcuk KUTLUAY

The present thesis consists of four chapters. In the first chapter of this thesis, a
literature survey about splitted method has been presented.

In the second chapter, some fundamental concepts in addition to finite difference
methods which will be used in the next chapters have been given.

In the third chapter, after introducing Burgers equation, analytic solutions of li-
nearized Burgers equations with three different initial and boundary conditions have been
obtained. Then, explicit, implicit and Crank-Nicolson finite difference methods have been
applied to the model problems of which analytic solutions were given in the previous
chapter, a comparison of the obtained results with the analytic solutions has been given.

In the fourth chapter, splitted Burgers equation with three different initial and
boundary conditions has been taken into consideration and numerical solutions of each
equation with finite difference methods have been obtained and then they have been com-
pared with their analytic solutions.

KEY WORDS: Burgers Equation, Classical Finite Difference Methods, Lax-
Wendroff Method
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1. GIRIS

Dogada ortaya ¢ikan veya karsilasilan cesitli fiziksel olaylarin matematiksel mo-
dellemelerinde diferansiyel denklemler kullamlir. Ozellikle bilgisayar alaninda ki
gelismelere paralel olarak, son yillarda bilim adamlari, analitik olarak ¢oziilemeyen veya
analitik ¢Oziimii uzun siiren problemler i¢in niimerik ¢6ziim yOntemleri gelistirmeye
yonelmiglerdir. Boylece niimerik yontemler yardimiyla ¢ok karmagik problemler kisa
sirede ve daha az zahmetle coziilebilmektedir. 20. yiizyilin baglangicindan bu
yana kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri arastirmacilar icin ilgi odagi
olmustur. Genellikle niimerik yontemler 6nce analitik ¢oziimii bilinen kismi diferan-
siyel denklemlere uygulanarak test edilir. Lineer veya lineer olmayan kismi diferan-
siyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasinda Sonlu Fark Yontemleri yaygin
olarak kullanilmaktadir. Literatiirde siklikla kullanilan sonlu fark yontemleri Acik, Ka-
pali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleridir[1]. Lineer olmayan kismi diferan-
siyel denklemlerin parcalanmasi, singiiler diferansiyel denklemlerin ve invers problem-
lerin parcalanmasi, parcalama semalarin kararliligi ve yakinsaklifi, yinelenebilir ve
uyarlanabilir yeni parcalama stratejisi, geometrik integrasyon ve domain decomposi-
tion metodlarda, modern biyokimya ve fizik uygulamalarinda kuantum hesaplamalari
gibi aragtirmalar parcalama metodunun gelisimine katkida bulunmuslardir[2]. Par¢alama
metodlar, baz1 kismi diferansiyel denklem siniflarinin ¢esitli uygulamalarinda sonlu fark
ve sonlu eleman yontemleri gibi yontemler ile birlikte kullanilan ve problemlerin bilgisa-
yarla daha etkili ¢Oziimiinii saglayacak sekilde basit yapilara indirgeyen yontemlerdir.
Yontemin daha hassas sonuglar vermesi ve kolay uygulanabilir olmasi yaygin bir kul-
lanimim saglamigtir [4-14]. 11k olarak Janenko’nun calismalariyla baglayan par¢alama
metodu Rusya’da bir ¢ok bilim adami tarafindan gelistirilmiitir. Janenko, Samarski,
D’jakonov, Saule’ev ve diger Rus bilim adamlar1 ¢ok 6nemli fikirlerle par¢calama meto-
dunun gelisimine katkida bulunmuslardir[14]. Marchuk, 1968 yilinda parg¢alama teorisini
formiile ederek matematiksel fizik problemlerine uygulanisini gostermistir[14]. P.C.Jain
ve M.Raja 1979 yilinda parcalanmig 1-boyutlu Burgers denklemini Kapali Sonlu fark

yontemi ile ve yine aym ¢alismada parcalanmis 2-boyutlu Burgers denklemini degisen
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yonlii kapali formiilasyon yardimiyla niimerik ¢oziimlerini elde etmiglerdir[5]. Saka ve
Irk[15] parcalanmig Burgers denklemini farkl: lineerlestirme kullanarak Crank-Nicolson

sonlu fark yaklagimlariyla ¢ozmiislerdir.

Bu calismanin esas amaci ii¢ farkli baslangic ve smir kosullartyla verilen
parcalanmis 1- Boyutlu Burgers denkleminin Acik, Kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark
yontemleriyle niimerik ¢coziimlerini elde etmek ve elde edilen ¢oziimleri problemin anali-

tik ¢ozlimii ile karsilagtirmaktir.
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2. KLASIK SONLU FARK YONTEMLERI VE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel yontemler ve kavramlar

hakkinda bilgi verildi.

2.1 Klasik Sonlu Fark Yontemleri

Niimerik bir yontem olan sonlu fark yontemleri, matematikte ¢ogunlukla ve genis
bir sekilde kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Sonlu fark
yontemleri, diferansiyel denklemlerin sonlu fark denklemleri ile yer degistirmesine
imkan veren yaklasimlara dayanmaktadir. Bu yaklasimlar cebirsel formdadir ve yaklasik
cOziimler diigiim noktalar1 iizerinden hesaplanir. Sonlu fark yaklagiminin uygulan-

masinda agsagida ki dort temel adim g6z 6niinde bulundurulur.

B Problemin ¢oziim bolgesi geometrik sekiller iceren kafeslere boliiniir ve prob-

lemin yaklasik ¢oziimii her bir kafesin diigiim(mesh, grid) noktalari lizerinden hesaplanir.

B Diferansiyel denklemlerdeki bilinmeyenler ve onlarin tiirevleri yerine, diigtim

noktalarindaki ¢oziimlerle iligkilendirilen sonlu fark yaklasimlar yazilir.

B Problemde verilen baglangi¢ ve sinir sartlarinin yerine uygun fark yaklasimlari

yazilir.
B Yontemin gegerliligi icin yakinsakligi, tutarlilig1 ve kararliligi incelenir.

x ve t degiskenlerine bagh bir fonksiyon U olsun. h(= Ax), x yoniinde konum
adim uzunlugu, k(= At), ¢ yoniinde zaman adim uzunlugu olmak iizere, konum ve zaman

koordinatlar1 x ve ¢ sirasiyla
X = Xy = mAx = mh, m=0,1,2,...M, [=Mh

t =t, = n/\t = nk, n=0,1,2,....N

olarak gosterilir (Sekil 2.1.1). Temsili bir P(mh,nk) diigiim noktasi iizerinde U fonksi-

yonunun noktasal degeri

U, =U(mAx,nAt) = U (mh,nk) = U,,



im, n+

P{mh,| nk)

nk m-1, n‘ 'm, n *m+1’, n

m, n-1

-
L]

- 7 2 mh i

Sekil 2.1.1 Diiglim Noktalarinin Gosterimi[3]

ile gosterilir. U fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerine sonlu fark

yaklagimlari, Taylor serisi yardimiyla

a_U _ Urrf;+1 —Up

~ P +O(h) (2.1.1)
aa_’; _ %Jm(k) (2.12)
%_g — % +0(h?) (2.1.3)
aa_lt] _ Mﬂ)(;{) 2.1.4)
%_ltf _ %—Tl%l+0(k) (2.1.5)
G NP 016



*U _ u:_,-2U;_+Uy

2 5 +0(1?) (2.1.7)
PU  UN_ —2UR+ U
E g o) 2138)

olarak yazilir. Burada ”O” sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini, O(h)
terimi & — O iken A ile orantili oldugunu gosterir ve O(h) terimine kesme hatasi denir.
O(k) ise hatanin k mertebesinde oldugunu ve boylece k ile orantili olarak azalacagini
gostermektedir[3]. (2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) ile verilen, x’e gore birinci mertebeden
tiirev yaklagimlarina sirasiyla iki nokta ileri, geri ve iic nokta merkezi fark formiilleri
denir. Benzer sekilde (2.1.4) ve (2.1.5) ile verilen, ¢’ye gore bi- rinci mertebeden tiirev
yaklasimlarina sirasiyla ileri ve geri fark formiilleri denir. (2.1.6), (2.1.7) ve (2.1.8) ile
verilen x’e gore ikinci mertebeden tiirev yaklasimlarina ise sirasiyla ii¢ nokta ileri, geri ve

merkezi fark formiilleri denir[3].

Verilen bir diferansiyel denklemin sonlu fark formunda ifade edilmesinde en ¢ok
kullanilan klasik sonlu fark yontemleri sunlardir[16]:

B Acik Sonlu Fark Yontemi (ASFY)

B Kapali Sonlu Fark Yontemi (KSFY)

B Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi (CNSFY)

Bu yontemlerin bir uygulanmasini vermek i¢in

ou  *U

o =gz 0<x<l 1>0 (2.1.9)

parabolik denklemini
U0,t)= fi(t), t>0
U(l,t)=fo(t), t>0

sinir §artlar1 veE

U(x,0)=g(x), 0<x<I

baglangi¢ sartina bagl olarak ele alalim. Burada fi(¢) , f>(¢) ve g(x) fonksiyonlart
strastyla #’nin ve x’in bilinen fonksiyonlari ve [ ise ¢6ziim bolgesinin tahmini uzunlugunu

gostermektedir.



2.1.1 Acik Sonlu Fark Yontemi

(2.1.9) denklemindeki aa_[z] ve %27[2] tiirevleri yerine (2.1.4) ve (2.1.8) denklemleriyle

verilen sonlu fark yaklasimlar: yani,

ou _uptt-uy,
ot k
0x? h?

yaklagimlar hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin Acik sonlu fark

+ O(k)

+0(h?)

yaklagimi1
U,ZHZFUZ_1+(1—2F)U$+”U$+17 m=1(1)M—1,n=0(1)N (2.1.10)

olur. Burada r = h—kz olup hatanin mertebesi O(k) + O(h?) dir. Eger t,, zaman adiminda U”"
degerleri verilirse #,,.; zaman adiminda U**! degerleri (2.1.10) denkleminden kolayca
bulunur. Bu yontemin sematik gosterimi Sekil 2.1.2 de verilmistir.

A

Im, nt1

m-1, n m, n [m+, n

=y

o Bilinmeyen Deder
e Bilinen Degerler

Sekil 2.1.2  Acik Sonlu Fark Yaklagiminin sematik olarak gosterimi[3].



2.1.2 Kapal Sonlu Fark Yontemi

Bu yontemde (2.1.9) ile verilen 1s1 iletim denklemindeki %27[2] yerine (n+ 1)—inci
zaman adimindaki " . |
U Upt —2Up UL o)

ox2 h?

merkezi fark formiilii ve aa—[t] tiirevi yerine (2.1.4) ile verilen

ou  urtt_uyn
—=——40(k
ot k +0Wk)
ileri fark formiilii hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin kapali sonlu fark

yaklagimi1

—rUM S+ (120U — Ul =00, m=1(1)M—1,n=0(1)N  (2.1.11)

seklinde ifade edilir. Burada r = h% olup hatanin mertebesi O(k) + O(h?) dir. m =1 ve
m =M — 1 deki
Uy = h (2.1.12)

ve

Up= 12 (2.1.13)

sinir sartlar1 géz oniinde bulundurulursa bu yontem her bir zaman adiminda (M-1)- bilin-
meyenli (M-1)- tane denklemden olusan bir lineer denklem sisteminin ¢oziimiinii gerek-

tirir.



m-1, n+1 m. nt+q m1, a1
= | £330}
L - - - - - )
m-1, n m, n m*t1 n

=y

o Bilinmeyen Dederlar
@ Bilinen Degerler

Sekil 2.1.3  Kapali Sonlu Fark Yaklagiminin sematik olarak gosterimi[3].

2.1.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

Bu yontem John Crank ve Phyllis Nicolson[17] tarafindan onerilen modifiye edilmis
bir kapali yontemdir. Bu yontem sirasiyla (2.1.10) ve (2.1.11) denklemleriyle verilen
acik ve kapali sonlu fark yaklasimlarinin sag taraflarinin averajlarinin alinmasiyla elde
edilmistir. O halde (2.1.9) ile verilen 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark

yaklagimi1

Ut —Up L[V 20 UL | U = 2Un b U

dir. Bu denklem m = 1(1)M — 1 ve n = O(1)N i¢in

—rUM 2+ 2r) U - rU,',llj;ll =rU;_(2-2r)U,+rU,

olarak yazilabilir. Burada r = h% olup hatanin mertebesi O(k?) + O(h?) dir. m = 0 ve
m = M deki
Uy =Ut = fi (2.1.14)



veE

Ur=urtt = (2.1.15)

sinir sartlar1 géz oniinde bulundurulursa bu yontem her bir zaman adiminda (M-1)- bilin-
meyenli (M-1)- tane denklemden olusan bir lineer denklem sisteminin ¢éziimiinii gerek-

tirir.

ot mtT, ontl

m-1, n+1 Im.
= | £330}
L - - - - - )
m-1, n m, n m*t1 n

=y

o Bilinmeyen Dederlar
@ Bilinen Degerler

Sekil 2.1.4  Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagiminin sematik olarak gésterimi[3].

2.1.4 Agirhikh Averaj Yontemi

(2.1.9) ile verilen 1s1 iletim denklemini gézoniine alalim. Bu 1s1 iletim denkleminin
agirlikl averaj yaklagimi, 0 < A < 1 olmak iizere,

—2Un4U"_,
h2

1 1
Ust' = Upy _, Unth =205 4 U1

n
- hz —f—(l—}\,) m—+1

veya

—r AU+ (14200 U =AU = r(1 =0 U+ (1=2r(L=A) U+ r(1 =AU,
(2.1.16)



dir.

Burada, r = h% dir. Acikga (2.1.16) denklemi A = 0 i¢in (2.1.9) ile verilen 1s1 iletim
denkleminin A¢ik Sonlu Fark Yaklagimini , A = 1 i¢in Kapali Sonlu Fark Yaklagimini ve

A= % icin Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagimin verir[3].
2.2 Baz Temel Kavramlar

x ve t bagimsiz degiskenler olmak tlizere U kismi diferansiyel denklemin tam
¢cOzlimii ve u ise, kismi diferansiyel denkleme karsilik gelen sonlu fark denkleminin tam

¢Ozilimii olsun.
2.2.1 Lokal Kesme Hatasi

(m,n)-inci diigiim noktasinda bir kismi diferansiyel denkleme yaklagan fark denk-
lemi, u fark denkleminin tam ¢6ziimii olmak iizere, F, ,(u) = 0 olarak gésterilsin. (m,n)-
inci diigiim noktasinda sonlu fark yaklagiminin lokal kesme hatasi, U kismi diferansiyel

denklemin tam ¢6ziimii olmak iizere,

Tm,n - m,n(U>

olarak tanimlanir.

Lokal kesme hatas1 sonlu fark yaklasimindan elde edilecek olan ¢oziimiin kismi
diferansiyel denklemin tam ¢6ziimiine ne derece iyi yaklastigini veren bir 6l¢iidiir. Taylor
seri aciliminin kullanilmasiyla lokal kesme hatasi, & ve k nin kuvvetleri ve (mh,nk) nok-
tasinda kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii olan U’ nun kismi tiirevleri cinsinden

kolayca bulunabilir[3].



2.2.2 Tatarhhk

h,k — 0 oldugunda lokal kesme hatasinin limit degeri sifira yaklasiyorsa fark denk-

lemi tutarhidir denir. Bagka bir ifadeyle
lim 7;,, =0
h,/gllo mn

ise fark denklemi tutarlidir denir[3].
2.2.3 Kararhhk

Kismi diferansiyel denklemlerin sonlu fark yontemleri ile ¢oziimlerinin elde
edilmesinde kullanilan hesaplamalarin hemen hemen her asamasinda hatalar ortaya
cikmaktadir. Ortaya ¢ikan bu hatalar niimerik hesaplamalarin ilerleyen asamalarinda artan

bir sekilde biiyiimiiyorsa kullanilan sonlu fark yontemi kararlidir denir[1].
2.2.4 Yakinsakhk

Zaman ve konum sifira yaklastifinda problemin niimerik ¢oziimii, tam ¢oziime
yaklastyorsa kullanilan sonlu fark yontemi yakinsaktir denir[1]. Yani,
im uy,, = Upp

m,n—0

ise fark denklemi yakinsaktir.
2.2.5 Lax’in Denklik Teoremi

Sonlu fark yonteminin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart yontemin tutarli ve

kararli olmasidir[3].



2.2.6 Kararhlik Analizi

Bir diferansiyel denkleme kargilik gelen sonlu fark denkleminin ¢oziimiiniin dife-
ransiyel denklemin tam ¢6ziimiine yakinsamasi i¢in gerekli olan sartlara kararlilik sartlar
ve bunlarin bulunmasi iglemine de kararlilik analizi denir. (m,n)-inci diigiim noktasinda
bir kismi diferansiyel denkleme yaklasan fark denkleminin tam ¢oziimii u, kismi diferan-

siyel denklemin tam ¢6ziimii U olmak iizere, kararlilik analizi
U, —uy,

hata degerinin n artarken m degerleri i¢in sinirli kalmasi esasina dayanir. Fourier Seri
Yontemi Lineer fark denklemlerinin kararlilik analizlerinin incelenmesinde kullanilan

baglica yontemlerden biridir[18].
2.2.7 Fourier Seri ( von Neumann ) Yontemi

Fourier seri yontemi sadece diferansiyel denklemin kararliligin1 hata yayilimi icin
inceler. Burada 7 sonlu, # — 0, k — 0, N — oo oldugunda 0 <t < T = Nk zaman
araliginda U (x,¢) i¢in lineer iki zaman seviyeli fark denkleminin kararlilig1 konusu ince-
lenecektir. Fourier seri veya von Neumann metodu, ¢t = 0 diigiim noktasi1 boyunca sonlu
Fourier serisine gore baslangic degerini ifade eder. Boylece kismi diferansiyel denklem-
leri ¢ozmek i¢in kullanilan ” degiskenlerine ayirma ” yontemine benzer olarak ¢ = 0 i¢in

Fourier serilerine indirgenen bir fonksiyon goz Oniine alinir.

Her ne kadar Fourier serileri siniis ve cosiniis fonksiyonlarina gore ifade edilebili-

yorsa da cebirsel olarak iistel bicimde yazilmasi daha uygundur. Yani,

Zancos(nTnx)

veya

Y by sin(nTnx)
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ifadeleri yerine bu denklemlere denk olan
2 An eil’lTl'.x/ l

iistel ifadesi yazilabilir. Burada i = v/—1 ve [/, x aralifinin uzunlugudur.

Buna gore,

Aneinﬂ:x/l :Aneinnmh/l :AneiBnmh

yazilabilir. Burada B, = nt/Mh ve Mh = [ olarak alinmistir. ¢ = 0 pivot noktasindaki
baslangig degeri U(mh,0) = UY, m = 0(1)M seklinde olan (M 4 1)— tane denklem,
Ao,Al,...,An, (N + 1)- tane bilinmeyen sabitlerini tek tiirlii belirlemek igin yeterlidir. Bu
ise baglangic diigiim degerlerinin kompleks iistel formda agiklanabildigini gosterir. Buna

gore goz Oniine alinan lineer fark denkleminin

eiBmh

gibi yalniz bir baglangic degerinden elde edilmesi miimkiindiir. Ciinkii lineer fark denk-

lemi bagimsiz ¢oziimlerin lineer birlesimi seklinde yazilabilir.

t degerinin artigina gore iistel dagilima bakmak icin
U" = eiﬁxe(xt . eiBmhe(xnk . eiﬁmhan
"= = =

ifadesi goz 6niine alimir. Burada o, genellikle kompleks bir sabit olmak iizere & = ¢,

olarak kullanilir ve & genellikle giiglendirme faktorii(amplification factor) olarak ad-
landirilir. Sonlu fark denkleminin kararlilig1 i¢in # — 0, ve k — 0 oldugunda her n < N
icin ve baglangi¢ sartin1 saglayan tiim 8 degerleri icin |U| kalintis1 sabit olmalidir. Bu
ifade Lax-Richtmyer tanimi olarak bilinir. Sonlu fark denkleminin tam ¢oziimii zamana

bagli olarak iistel bicimde artmiyor ise kararlilik i¢in yeter ve gerek sart

gl <1

yani



olmalidir. Bununla birlikte |U}}| zamana bagl olarak artiyor ise kararlilik i¢in yeter ve

gerk sart K pozitif sayisi &, k ve B degerlerinden bagimsiz olmak iizere
€] < 1+Kk=1+0(k)

olmasidir.

Bu yontem yalnizca sabit katsayili lineer denklemler icin uygulanir ve [ periyodlu
periyodik baslangic degerli problemler i¢in gegerlidir.

Uc veya daha fazla zaman seviyeli ya da iki veya daha fazla bagimli degisken iceren

fark denklemleri i¢in von Neuman sartlar1 gereklidir; ancak yeterli olmayabilir[3].

12



3. 1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMININ SONLU FARK YONTEMLERI iLE
COZUMLERI

Bu boliimde, 1-boyutlu Burgers denklemi tanitildiktan sonra Hopf-Cole doniisiimii
yardimiyla lineerlestirilmis Burgers denkleminin degisik baslangic ve sinir kogullart igin
literatiirde mevcut olan analitik ¢oziimleri verildi. Daha sonra, 2. Boliimde verilen
Acik, Kapal1 ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleri kullanilarak Burgers denkleminin

niimerik ¢oziimleri elde edildi.

3.1 1- Boyutlu Burgers Denklemi

Ik olarak Bateman[19] ve daha sonra Burger[20, 21] tarafindan ele alman
U+UUy,=vUyx, a<x<b,t>0 (3.1.1)

Burgers denklemi genel olarak

U(a,t)= fi(t),t>0 (3.1.2)
U(b,t)= f(t),t>0 (3.1.3)

sinir sartlar1 ve
U(x,0)=g(x),a<x<b (3.1.4)

baglangi¢ sart1 ile verilir. Burada U = U(x,t) hiz, v kinematik akigkanlik paramet-
resi, f1, f» ve g verilen fonksiyonlar ve a,b > 0 dir. Burgers denklemi akigkanlar
mekanigi, trafik akisi, hidrodinamik ve akustik dalga yayilmalarinin tanimlanmasi gibi
yaygin olarak kullanilan temel ve onemli bir kismi diferansiyel denklemdir. Burgers
denklemi 1s1 iletimi[22], gaz dinamigi[23], sok dalgalari[20, 21], izotropik katilardaki
elastik dalgalar[24], siirekli stokastik siirecler[22] ve say1 teorisi[25] islemlerinde model
olarak kullamilmigtir. Hopf[26] ve Cole[22] birbirlerinden bagimsiz olarak herhangi
bir baglangi¢ sart1 i¢cin Burgers denklemini homejen 1s1 denklemine indirgeyerek orji-

nal Burgers denkleminin tam c¢oziimiinii Fourier seri formunda verdiler. Benton ve
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Platzman[27] Burgers denkleminin 35 farkli baslangic sarti i¢in analitik ¢oziimlerini
elde ettiler. Ancak bu c¢oziimler kinematik akigkanlik parametresini gosteren v’ niin
sadece kisitli degerleri i¢in hesaplanabildiginden Burgers denkleminin ¢oziimlerinin elde
edilmesinde degisik niimerik yontemler kullanilmistir. Bundan dolayi bir ¢ok arastirmaci
sonlu elemanlar, sonlu farklar, sinir elemanlar: gibi niimerik yontemlerle Burgers denk-
leminin niimerik ¢oziimlerini arastirdilar. Karpman[28] Burgers denklemini Navier-
Stokes denkleminin bir modeli olarak kabul etmis ve Navier-Stokes denklemine uygu-
lanan niimerik yontemlerin kararlilik analizinde model problem olarak kullanmistir. Cald-
well vd.[29] ve Caldwell ve Smith[30] Burgers denklemine sonlu eleman metodunu uygu-
layarak niimerik ¢oziimler elde ettiler. Evans ve Abdullah[31] Burgers denklemini grup
explicit metodu ile niimerik olarak ¢ozmiiglerdir. Nguyen ve Reynen[32] en kiigiik kareler
yaklagimina bagli olan lineer konum-zaman sonlu eleman metodunu Burgers denklem-
ine uygulamiglardir. Varoglu ve Finn[33], agirlikli kalan formiilasyonuna bagl yeni bir
sonlu eleman metodunu Burgers denklemine uygulayarak ¢coziimler elde etmiglerdir. Ru-
bin ve Graves[34] Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimii icin yar1 lineerlestirme ve spline
fonksiyon yontemini kullanmiglardir. Ozis ve Ozdes[35] varyasyonel yontemi kullanarak
tam ¢Oziime yakinsayan bir ¢oziim dizisi bulmuglardir. Mittal ve Singhal[36], Bazley[37]
tarfindan gelistirilen teknigi uygulayarak elde ettikleri adi diferansiyel denklem siste-
mini Runga-Kutta-Chebychev yontemiyle ¢ozmiislerdir. Kutluay vd.[38, 39] agik ve
tam acik sonlu fark yontemleriyle ve kuadratik B-spline fonksiyonlarin1 kullanarak en
kiiciik kareler yontemiyle Burgers tipi denklemlerin niimerik ¢oziimlerini vermislerdir.
Kutluay ve Esen[40, 41] lumped Galerkin yontemi ve lineerlestirilmis kapali sonlu fark
yaklagimiyla Burgers tipi denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Bahadir
ve Saglam[42] lineerlestirilmis Burgers denklemine karigik sinir elemanlar1 yontemini
uygulamiglardir. Dag vd[43] time-splitting Burgers denklemini kuadratik ve kiibik B-
spline fonksiyonlarini kullanarak galerkin yontemiyle niimerik olarak ¢ézmiislerdir. Ab-
dou ve Soliman[44] Burgers ve coupled Burgers denklemini ¢ozmek icin varyasyonel
iterasyon yontemini kullanmiglardir. Kadalbajoo vd.[45] zamana bagli Burgers denk-

lemini ¢6zmek i¢in bir parametreli diizgiin kapali fark semasini kullanmislardir. Inc[46]
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Adomian ayristirma metodunu kullanarak 1-Boyutlu lineer olmayan Burgers denklemi-
ni ¢ozmiis ve lineer olmayan Burgers denklemine uygulanan bu metodun yakinsakligini
gostermistir.  Abbasbandy ve Darvishi[47] modifiye edilmis Adomian ayristirma
metodunu kullanarak Burgers denklemi icin ¢oziimler elde etmislerdir. Darvishi ve
Javidi[48] pseudospektral metod ve Darvishi’nin 6n sartlandirmasiyla Burgers denk-
lemini niimerik olarak cozmiiglerdir. Ozis ve Aslan[49] asimptotik acilim yontemiyle
biiyiik Reynolds sayilar1 iceren Burgers denklemini niimerik olarak ¢ézmiislerdir. Has-
sanien vd.[50] 1-Boyutlu Burgers denkleminin ¢oziimlerini dordiincii mertebeden sonlu
fark yaklasimlariyla ¢ozerek, kararlilik ve yakinsaklik analizini vermislerdir. Giilsu ve
Ozis[51] Burgers denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin resrictive Taylor
yaklagimin1 uygulayarak klasik acgik sonlu fark yaklagimimi kullanmislardir. Ucar[52]
yiiksek lisans tezinde Hopf-Cole doniisiimii yardimiyla lineerlestirilmis Burgers denk-
leminin bazi sonlu fark yontemleriyle ¢oziimlerini elde etmistir. Soliman[53] modifiye
edilmis genisletilmis Tanh-Fonksiyon yontemi ile 1- boyutlu ve 2- boyutlu Burgers, Kdv-
Burgers ve Coupled Burgers denklemlerinin ¢éziimlerini vermistir. Aksan[54] 1-Boyutlu
Burgers denklemini zaman ayristirma metoduyla lineer olmayan adi diferansiyel denklem
kiimesine doniistiirerek herbir denklemi kuadratik B-Spline sonlu eleman yontemini kul-
lanarak niimerik ¢oziimlerini vermistir. Kadalbajoo ve Awasthi[55] Burgers denklemine
Hopf-Cole doniisiimii uygulayarak Crank-Nicolson sonlu Fark yaklasimlariyla niimerik
coziimler elde etmislerdir. Tabatabaei vd.[56] Burgers denklemi {izerinde multisymplec-
tic box metodunu gelistirerek niimerik sonuclar elde ettiler. Inc[57] Homotopi analiz
metodunu kullanarak 1-Boyutlu lineer olmayan Burgers denkleminin niimerik sonuclarini
vermistir. Xie vd.[58] doguran cekirdek formiilasyonu ile 1-Boyutlu Burgers denklemini
niimerik olarak ¢cozmiislerdir. Zhu ve Wang[59] kiibik B-spline kuasi interpolasyon ile
Burgers denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Abazari ve Borhanifar[60]
Burgers ve coupled Burgers denklemlerinin niimerik ve analitik ¢éziimlerini elde etmek
icin diferansiyel degisim metodunu kullanmiglardir. Huang ve Abduwali[61] 1- boyutlu
ve 2-boyutlu Burgers denklemini ¢6zmek i¢in modifiye edilmis lokal Crank-Nicolson

yontemini uygulamiglardir.
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3.1.1 Hopf-Cole Doniisiimii

Burgers denklemi, U (x,) denklemin bir ¢6ziimii olmak iizere,

Ux,1) = —2\»% (3.15)
doniislimii ile
0 9%
— =V 3.1.6
o " ox ( )

lineer 1s1 denklemine indingenir. Bu doniisiim ilk olarak Hopf[26] tarafindan yine ayni
yillarda birbirinden ayr1 ¢aligmalarda Cole[22] tarafindan da verildigi i¢in Hopf-Cole

doniisiimii olarak bilinir.

Cole[22] tarafindan Burgers denklemi ile 1s1 denklemi arasindaki iligkiyi ve Burgers

denkleminin ¢6ziimiiniin tekligini gosteren iki teorem asagida verilmistir[62].
Teorem:

(3.1.6) ile verilen 1s1 denkleminin herhangi bir ¢oziimii 0(x,7) olmak iizere (3.1.5)
Burgers denklemini ¢oziimii
0

U(x,t) = —2v§"

bicimindedir.

ispat:

f=rx1)
kendisi ve her mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan bir fonksiyon olmak iizere (3.1.1)
denkleminde
U(x,t) = fi(x,1) (3.1.7)
doniistimii yapilirsa
Jat + fafor = Virn (3.1.8)

esitligi bulunur.
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f siirekli oldugundan f,; = f;, esitli§i goz Oniine alinarak (3.1.8) denkleminin x’e

gore integrali alindiginda integrasyon sabitlerinin sifir kabul edilmesiyle

fr + % (fo)? =V (3.1.9)

elde edilir.

flx1) = F0(x,1)]
olarak alinir ve (3.1.9) denkleminde yerine yazilirsa;
/ L, 2 / A R/, 2 /
F'(0)6, + 3 [F'(0)6,]" =v{ [F'(0)6,] { =vF"(0)0;+VF ()0

denklemi elde edilir. 0(x,7) fonksiyonunun (3.1.6) 1s1 denklemini sagladig1 géz Oniine
alinirsa

[F' (6)]° = 2vF" ()

olur. Bu denklemde

1
——=F'(0
B (0) (6)
doniisimii yapilirsa
1 —P' (0 —1 —1
5 =2v (;:Pl(ﬁ):—:P(e):—(G—cl)
[P(8)] [P(6)] 2v 2v
elde edilir. Bu denklemde ¢; = 0O alinirsa
dF = —2v0~'do

ya da
fx,t)=F(0)=—2vIn(0)+c

bulunur. Son olarak (3.1.7) den

veya
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bulunur. O halde ispat bitmis olur.
Simdi 0 (x,7) baglangi¢ degerini bulmak i¢in (3.1.5) de x = & doniisiimii yapilarak

0’ dan x’e kadar integral alinirsa,

* = |—2vIn O — 1—2vIn0 (x,t) —In _—Vne()m)
/()U(&,t)dg—[ 2V1 e((:?t)]x_[ 2 1 e( 7t) 1 e(o’t)]_ 2 1 le(()’t):|

_(ZV)l/OxU(&J)d&:ln [ggg’,g]

elde edilir. Boylece

0(x,1) = 0(0,r) e~ [UENIE (3.1.10)

olarak bulunur. U (x,7) nin baglangi¢ degeri
U(x,0) = Up(x)
olmak iizere ¢y = 6 (0,0) icin
0(x,0) =06 (x) = coe*(zvr1 Jo Uo(€)dE (3.1.11)

seklinde ¢ sabitine bagli olarak bulunur.

Teorem:

Ut + UU — VUxx

Burgers denkleminin

U(x,t) = —2\1%

ile verilen ¢Oziimii tektir.

ispat:

(3.1.1) Burgers denklemini saglayan herhangi bir U (x,7) ¢oziimii (3.1.6) 1s1 denk-
lemini saglayan (3.1.10) bi¢iminde bir 0 (x,#) fonksiyonu tanimlar. Buna gore (3.1.1)
denkleminin U (x,0) = V(x,0) olacak sekilde U (x,7) ve V(x,¢) gibi iki ¢6ziimii olsun.
0 (x,0) yalmzca U(x,0) = V(x,0)’a bagh oldugundan (3.1.11) den 6 (x,0) her bir du-

rumda cq sabitine kadar aynmidir. Sinir degerleri her iki durumda da ayni oldugundan

18



(3.1.6) 181 denkleminin 0 (x,) ¢oziimii aynidir. U (x,7) ve V (x,7) (3.1.5) kullanilarak elde
edildiginden;
U(x,t) =V(x,1)

olur, yani ¢oziim tektir.

3.1.2 Model Problemler

Bu boliimde (3.1.1) ile verilen Burgers denklemi

U(a,t)=U(b,t)=0,1>0 (3.1.12)

sinir sartlar1 ve agagidaki ii¢ farkli baglangic sart1 i¢in géz Oniine alindi.

Problem 1: Bu problem (3.1.12) sinir sart1 ve
U(x,0) =sin(mx),0 <x <1 (3.1.13)

baglangic sarti ile birlikte gozoniine alindi. (3.1.5) ile verilen Hopf-Cole doniistimii kul-

lanilirsa (3.1.12) ve (3.1.13) sartlarini saglayan (3.1.1) Burgers denklemi ile verilen prob-

lem
0  9%0
= =V 0<x<1,t>0 (3.1.14)
0(x,0) = exp {—(2mv) ' [1 —cos(nx)]}, 0<x<1 (3.1.15)
0x(0,¢) =06,(1,1) =0, >0 (3.1.16)

biciminde lineer 1s1 denklemine doniigiir. Bu lineerlestirilmis baslangic deger probleminin
Fourier seri ¢ozlimii
0 (x,1) =ao+ Y, anexp (—nznzvt) cos (nmx) (3.1.17)
n=1

dir[22]. Burada aq ve a, katsayilar1 Fourier katsayilar1 olup sirasiyla

ap = /01 exp{—(ZTEv)_1 [1 — cos(mx)] } dx
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ay = 2/016)([){—(211:\/)_1 [1 — cos(mx)] } cos (nmx)dx  (n=1,2,3,...)

dir. Eger 0(x,7), (3.1.15) baslangi¢ ve (3.1.16) sinir sartlarina bagli (3.1.14) 1s1 iletim
denkleminin bir ¢oziimii ise (3.1.5) doniisiimii (3.1.13) ve (3.1.12) baslangi¢c ve sinir

sartlarina bagli (3.1.1) ile verilen Burgers denkleminin bir ¢oziimiidiir[22].

Bu sekilde (3.1.5)’den problemin tam ¢oziimii;

2nv ¥, nexp (—n’n*vt) a, sin (nmx)
Ux,t) = — =L

ao+ Y ayexp(—n?n2vt)cos (nmx)
n=1

dir.

Problem 2: Bu problemde baglangi¢ sarti
Ux,0)=4x(1-x), 0<x<1 (3.1.18)
olarak alindi. (3.1.5) ile verilen Hopf-Cole doniisiimii kullanilirsa (3.1.18) baslangi¢ sarti
0(x,0) =exp{—*(3v) '(3-2x)}, 0<x<1 (3.1.19)

big¢imine doniisiir. Onceki probleme benzer olarak, lineerlestirilmis bu problemin Fourier
seri ¢oziimii (3.1.17) ile ayn1 bulunur. Ancak (3.1.17) deki ag ve a, Fourier katsayilari

sirastyla

1
ap = / exp {—x2(3v)*1(3 —2x) }dx
0
1
a, = 2/ exp{—x*(3v)1(3—2x)} cos(nmx)dx (n=1,2,3,...)
0
dir.

Problem 3: Bu problem i¢in baglangi¢ sarti

U(x,1) = (3.1.20)

1+exp[(z;) (7~ 7)]

dir. Bu problemin tam ¢6ziimii, 7y = exp(%) olmak iizere

~ =

t>1

U(x,t) =

Y

L+exp | (5)exp(iy)]
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dir[35]. (3.1.5) ile verilen Hopf-Cole doniisiimii kullanilirsa (3.1.12) ve (3.1.20) sartlarini

}, a<x<b

saglayan problem
00 00
g = V@, a<x<b
~1 1
exp (1ay) exP (37) + 1
exp (1) +1
Ox(a,t) =0x(b,t) =0, t>1

—x2
0(x,1) =exp e +In
v

biciminde 1s1 problemine doniisiir.
3.2 Acik Sonlu Fark Yontemi (ASFY)

(3.1.1) denklemi ile verilen Burgers denkleminde U; ve U,, yerlerine sirasiyla ileri

ve merkezi fark yaklagimlari

n+1 n
~ Um B Um

U, T
L Un1 =20, + Uy yy
Uxx - h2

ve UU, lineer olmayan terimi i¢in

Un _ U}’l

sonlu fark yaklagiminin yazilmasiyla Burgers denkleminin Acik Sonlu Fark Yaklagimi,
m=1(1)M—1, n=0(1)N olmak iizere,

vk k
Ut ZU:?NLﬁ( m—1—2Up +U$+1)_EUIZ( mi1 — Uno1) 3:2.D)

dir.

Bu yontemle elde edilen sonuclarin analitik ¢éziimlere ne kadar yakin oldugunu
gostermek igin ( x,,, 7, ) noktasindaki U (x,#)’ nin analitik ve niimerik degerleri sirasiyla

U (X, ty) ve Up,, olmak lizere

1 M—1 Um,n
HeHl = M 2 - U(X P )
m=1 mstn
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Iy 3
L, = {h U (s 1) —Um,n|2}

m=1

ve

Lo = max |U (xm, ;) — Ul
m

olarak tanimlanan hata normlar1 hesaplandi.
Niimerik Sonuclar

(3.2.1) yaklagimi kullanilarak, (3.1.1) ile verilen Burgers denkleminin A¢ik sonlu
fark coziimleri 3 farkli model problem i¢in elde edildi. Problem 1’in Agik sonlu fark
yaklagimu ile elde edilen niimerik ¢oziimler Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 de verildi. Tablo
3.1 de Problem 1'in v = 1, kK = 0.00001, zy = 0.1 ve degisik h degerleri i¢in Agik
sonlu fark ¢oziimleri ve tam ¢oziimleri verilerek |le||;, Ly ve L. normlar1 hesaplandi
ve karsilastirildi. Tablodan agikca, A’ nin kiiciilen degerleri i¢in niimerik ¢6ziim analitik
coziime giderek yaklastig1 goriilmektedir. 7 = 0.0125, £ = 0.00001 ve v = 1,0.1,0.01
degerleri i¢in Problem 1’in cesitli # zamanlarinda acik sonlu fark ¢oziimleri Tablo 3.2
de verildi. Tabloya bakildiginda ilerleyen zamanlarda niimerik ¢oziimlerin bozulmadigi

goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11029 0.10972  0.10958 0.10954 0.10954
0.2 0.21127 0.21015  0.20987 0.20981 0.20979
0.3 0.29404 0.29242  0.29202 0.29192 0.29190
0.4 0.35063 0.34859  0.34808 0.34795 0.34792
0.5 0.37464 0.37233  0.37175 0.37161 0.37158
0.6 0.36219 0.35982  0.35923 0.35908 0.35905
0.7 0.31277 0.31061  0.31007 0.30993 0.30991
0.8 0.23002 0.22836  0.22794 0.22784 0.22782
0.9 0.12189 0.12098  0.12076 0.12070 0.12069
lell; x10° 7.48827 1.94065  0.46198 0.08055
Lyx10° 220185 0.54043  0.12544 0.02175
L. x10® 3.14768 0.77288  0.18039 0.03180

Tablo 3.1: + =0.1, v=1 ve kK = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik (ASFY) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01358 0.01357 0.30891 0.30891 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26898 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.19569 0.19569 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07511 0.07511
0.50 0.4 0.01924 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44728 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43916 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37443 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018
0.75 04 0.01364 0.01363 0.62566 0.62544 0.91046 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48747 0.48721 0.76734 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37414 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28766 0.28747 0.55608 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481

Tablo 3.2: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 = 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik

(ASFY) ve tam ¢oziimleri

Problem 2’ nin ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile problemin tam ¢oziimii
Tablo 3.3 ve Tablo 3.4 de verildi. Elde edilen niimerik sonuclarin analitik sonuglara yete-

rince yakin oldugu agik¢a goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11376 ~ 0.11308  0.11294 0.11290 0.11289
0.2 0.21776  0.21662  0.21634 0.21627 0.21625
0.3 0.30316  0.30151  0.30109 0.30099 0.30097
0.4 0.36163 0.35954  0.35902 0.35889 0.35886
0.5 0.38657 0.38420  0.38360 0.38345 0.38342
0.6 0.37390 0.37146  0.37084 0.37069 0.37066
0.7 0.32303  0.32080 0.32024 0.32010 0.32007
0.8 0.23765 0.23593  0.23550 0.23540 0.23537
0.9 0.12596 0.12502  0.12479 0.12473 0.12472
lell; x10°  7.46558 1.94170  0.46261 0.08061
Lyx10° 226388 0.55767  0.12957 0.02249
L.x103 323884 0.79819 0.18636 0.03293

Tablo 3.3: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 icin Problem 2’nin niimerik (ASFY) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v=0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01401 0.01400 0.31754 0.31752 0.36227 0.36226
0.6 0.00195 0.00195 0.24616 0.24614 0.28205 0.28204
0.8 0.00027 0.00027 0.19957 0.19956 0.23046 0.23045
1.0 0.00004 0.00004 0.16562 0.16560 0.19470 0.19469
3.0 0.00000 0.00000 0.02777 0.02776 0.07614 0.07613
0.50 0.4 0.01986 0.01985 0.58460 0.58454 0.68371 0.68368
0.6 0.00276 0.00276 0.45805 0.45798 0.54833 0.54832
0.8 0.00038 0.00038 0.36748 0.36740 0.45372 0.45371
1.0 0.00005 0.00005 0.29843 0.29834 0.38568 0.38568
3.0 0.00000 0.00000 0.04109 0.04107 0.15218 0.15218
0.75 0.4 0.01407 0.01407 0.64585 0.64562 0.92063 0.92050
0.6 0.00195 0.00195 0.50294 0.50268 0.78305 0.78299
0.8 0.00027 0.00027 0.38557 0.38534 0.66275 0.66272
1.0 0.00004 0.00004 0.29605 0.29586 0.56933 0.56932
3.0 0.00000 0.00000 0.03046 0.03044 0.22777 0.22774

Tablo 3.4: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik

(ASFY) ve tam ¢oziimleri

Tablo 3.5 de v=0.5,h=0.05, k= 0.0001 degerleri i¢in Problem 3’iin farkl1 zaman
adimlarinda ASFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri analitik ¢coziimlerle kargilastirildi.

Sonuglarin birbirleriyle uyum iginde oldugu goriildii.
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r=1.5 t=3.0 tr=4.5

x  Nimerik  Tam  Niimerik  Tam Niimerik ~ Tam
0.5 0.15329 0.15327 0.06427 0.06426 0.03799 0.03799
1.0 0.26580 0.26577 0.11882 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15510 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26141 0.26142 0.16763 0.16762 0.11339 0.11339
2.5 0.17213 0.17217 0.15629 0.15630 0.11698 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03581 0.03582 0.09130 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01186 0.01186 0.05796 0.05797 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05329 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00697 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00172

Tablo 3.5: v=0.5,h=0.05, k=0.0001 ve [a,b] = [0, 8] i¢in Problem 3’iin niimerik (ASFY)

ve tam ¢Oziimleri

3.3 Kapah Sonlu Fark Yontemi (KSFY)

(3.1.1)ile verilen Burgers denkleminde U U, non-lineer terimi yerine

n+1 n+1
Um—H B Um—l)

uu, = U" ( o

sonlu fark yaklagimi U, yerine

+1 1 +1
U = Ut —2uptt 1ot
XX — h2
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sonlu fark yaklasimi yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa Burgers denkleminin kapali
sonlu fark yaklagimi, m=1(1)M —1, n=0(1)N olmak iizere,

hU" +2 W%+ 2vk hu? —2 Up,
_( ,2,1;2— v) Uﬁ“ﬁ—( ;ZZV )Ur;:l+1+ (n;TV) U:;ll:Tm (3.3.1)

dir.
Niimerik Sonuglar

Problem 1’in ( 3.3.1)ile verilen kapal1 sonlu fark yaklagimi ile elde edilen niimerik
¢oziimleri Tablo 3.6 ve Talo 3.7 de verildi. Tablo 3.6 da v =1, kK = 0.00001, 7y = 0.1
ve degisik i degerleri icin kapali sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimler
ile Problem 1’in tam ¢Oziimiiniin karsilagtirilmast verildi. Ayrica tabloda |le||,, Lo
ve L., hata normlar1 da verildi. Tabloya bakildiginda #’nin giderek kiigiilen degerleri
icin niimerik ¢oziimiin analitik ¢coziime giderek yaklastig1 ve dolayisiyla hatalarinin da
azaldig1 goriilmektedir. 7 = 0.0125, k = 0.00001 ve v = 1,0.1,0.01 degerleri icin Prob-
lem 1’in cesitli #+ zamanlarinda kapali sonlu fark ¢oziimleri Tablo 3.7 de verildi. Bu
tabloda ilerleyen zamanlarda niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle uyumlu oldugu ko-

layca goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11030 0.10973  0.10959 0.10955 0.10954
0.2 0.21129 0.21017  0.20989 0.20982 0.20979
0.3 0.29407 0.29245  0.29204 0.29194 0.29190
0.4 0.35066 0.34862  0.34811 0.34798 0.34792
0.5 0.37468 0.37237  0.37179 0.37164 0.37158
0.6 0.36223 0.35985  0.35926 0.35911 0.35905
0.7 0.31280 0.31064  0.31010 0.30997 0.30991
0.8 0.23004 0.22838  0.22797 0.22786 0.22782
0.9 0.12190 0.12099  0.12077 0.12071 0.12069
lell; x10° 7.57523  2.03305  0.55697 0.17680
Lyx10° 222719 0.56594  0.15099 0.04727
L.x103 3.18270 0.80896 0.21627 0.06756

Tablo 3.6: t = 0.1, v=1 ve kK = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik (KSFY) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01358 0.01357 0.30892 0.30889 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26898 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.19570 0.19568 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07512 0.07511
0.50 0.4 0.01925 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00268 0.00268 0.44729 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43916 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37444 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018
0.75 04 0.01364 0.01363 0.62566 0.62544 0.91045 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48747 0.48721 0.76734 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37415 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28766 0.28747 0.55608 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481

Tablo 3.7: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 = 0.0125 ve k = 0.00001 icin Problem 1’in niimerik

(KSFY) ve tam ¢oziimleri

Problem 2’nin KSFY ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile analitik ¢oziimii Tablo
3.8 ve Tablo 3.9 da verildi. Elde edilen niimerik sonuclarin analitik sonuglara yeterince

yakin oldugu goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11367 0.11309  0.11295 0.11291 0.11289
0.2 0.21778 0.21664  0.21636 0.21629 0.21625
0.3 0.30319 0.30153  0.30112 0.30101 0.30097
0.4 0.36166 0.35958  0.35905 0.35892 0.35886
0.5 0.38660 0.38423  0.38364 0.38349 0.38342
0.6 0.37393 0.37149  0.37088 0.37073 0.37066
0.7 0.32306 0.32083  0.32027 0.32013 0.32007
0.8 0.23768 0.23596  0.23553 0.23542 0.23537
0.9 0.12598 0.12504  0.12480 0.12474 0.12472
lell; x10°  7.55275 2.03431  0.55784 0.17713
Lyx10° 229004 0.58401  0.15595 0.04884
L.x10% 327497 0.83458 0.22336 0.06977

Tablo 3.8: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 icin Problem 2’nin niimerik (KSFY) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam

025 04 0.01401 0.01400 0.31754 0.31752 0.36227 0.36226
0.6 0.00195 0.00195 0.24616 0.24614 0.28205 0.28204
0.8 0.00027 0.00027 0.19958 0.19956 0.23046 0.23045
1.0 0.00004 0.00004 0.16562 0.16560 0.19470 0.19469
3.0 0.00000 0.00000 0.02778 0.02776 0.07614 0.07613
0.50 0.4 0.01986 0.01985 0.58460 0.58454 0.68371 0.68368
0.6 0.00276 0.00276 0.45805 0.45798 0.54834  0.54832
0.8 0.00038 0.00038 0.36748 0.36740 0.45373  0.45371
1.0 0.00005 0.00005 0.29843 0.29834 0.38569 0.38568
3.0 0.00000 0.00000 0.04109 0.04107 0.15218 0.15218
0.75 0.4 0.01408 0.01407 0.64585 0.64562 0.92062 0.92050
0.6 0.00195 0.00195 0.50294 0.50268 0.78305 0.78299
0.8 0.00027 0.00027 0.38557 0.38534 0.66275 0.66272
1.0 0.00004 0.00004 0.29605 0.29586 0.56934 0.56932
3.0 0.00000 0.00000 0.03046 0.03044 0.22778 0.22774

Tablo 3.9: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik

(KSFY) ve tam ¢oziimleri

Tablo 3.10 da v =0.5, h = 0.05, ve k = 0.0001 degerleri i¢in Problem 3’iin farkli
¢t zamanlarinda KSFY ile elde edilen niimerik sonuglar1 problemin analitik ¢coziimiiyle

karsilastirildi. Tablo 3.10 dan sonuglarinin iyi oldugu goriilmektedir.
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r=1.5 t=3.0 tr=4.5

x  Nimerik  Tam  Niimerik  Tam Niimerik ~ Tam
0.5 0.15330 0.15327 0.06427 0.06426 0.03800 0.03799
1.0 0.26581 0.26577 0.11882 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15511 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26140 0.26142 0.16763 0.16762 0.11339 0.11339
2.5 0.17212 0.17217 0.15629 0.15630 0.11699 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03581 0.03582 0.09129 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01186 0.01186 0.05795 0.05797 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05328 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00697 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00172

Tablo 3.10: v=0.5, h = 0.05, k = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] i¢in Problem 3’iin niimerik

(KSFY) ve tam ¢oziimleri

3.4 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi (CNSFY)

Bu kisimda

biciminde verilen (3.1.1) Burgers denkleminde U U, non-lineer terimi yerine

m+1 m+1 U

UU=Un | 5 2h + 2h
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sonlu fark yaklagimi ve U,, tiirevinin yerine

1 1 1
S 1 [urt —2uptt v Ut N ur_,—-20n 40"
XX — hz hz

Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa Burgers

denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklasgimi, m = 1(1)M —1, n=0(1)N olmak

lizere,
hUp+2v +1 W24vk 1 hUpy —2v +1
_< 4n? )UIZ—1+< kh2v )U,?f + < 452 )U;ZH 3.4.1)
urour T
=2 =g Uy —Up ) +52 (Un =205, +Up.y)
dir.

Niimerik Sonuglar

(3.1.1)ile verilen Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.13) baglangi¢ kosullarina
gore gdzoniine alinarak Problem 1’in ( 3.4.1) Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi ile
elde edilen niimerik ¢oziimleri Tablo 3.11 ve Tablo 3.12 de verildi. Tablo 3.11 de v =1,
k =0.00001, z = 0.1 ve degisik h degerleri i¢in Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile
elde edilen niimerik ¢oziimler ile Problem 1’in tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi verildi.
Tablodan 4 mesh uzunlugunun giderek kiigiilen degerleri i¢in niimerik ¢oziimiin analitik
coziime giderek yaklastig1 kolayca goriiliir. 7 = 0.0125, £k = 0.00001 ve v = 1,0.1,0.01
degerleri icin Problem 1’in cesitli # zamanlarinda Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimleri
Tablo 3.12 de verildi. Tablodan ilerleyen zamanlarda niimerik ¢éziimlerin bozulmadig:

ve analitik ¢oziimlerle uyumlu oldugu goriiliir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11029 0.10973  0.10959 0.10955 0.10954
0.2 0.21128 0.21016  0.20988 0.20981 0.20979
0.3 0.29406 0.29244  0.29203 0.29193 0.29190
0.4 0.35064 0.34860  0.34809 0.34797 0.34792
0.5 0.37466 0.37235  0.37177 0.37163 0.37158
0.6 0.36221 0.35984  0.35924 0.35910 0.35905
0.7 0.31279 0.31062  0.31009 0.30995 0.30991
0.8 0.23003 0.22837  0.22796 0.22785 0.22782
0.9 0.12189 0.12099  0.12076 0.12071 0.12069
lell; x10° 7.53166 1.98672  0.50931 0.12847
Lyx10° 221450 0.55316 0.13819 0.03447
L.x103 3.16516 0.79088  0.19831 0.04957

Tablo 3.11: t =0.1, v=1 ve kK = 0.00001 icin Problem 1’in niimerik (CNSFY) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam

025 04 0.01358 0.01357 0.30891 0.30889 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26898 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.19570 0.19568 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07511 0.07511
0.50 0.4 0.01925 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44728 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43916 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37444 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018
0.75 04 0.01364 0.01363 0.62566 0.62544 0.91045 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48747 0.48721 0.76734 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37415 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28766 0.28747 0.55608 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481

Tablo 3.12: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik
(CNSFY) ve tam ¢oziimleri

Niimerik c¢oziimlerin problemin fiziksel davranislarini ne kadar iyi sergiledigini
gormek icin Sekil 3.4.1 - Sekil 3.4.5 teki grafikler verildi. Niimerik c¢oziimler anali-
tik coziimlere olduk¢a yakin oldugundan her iki ¢oziim egrisinin ayni grafik iizerinde
gosterilmesi durumunda diagramlari ayirtedilemez. Bu grafiklerden de goriildiigii gibi
niimerik ¢oziimler problemin dogru fiziksel yaklasimlarimi sergilemektedir. Ornegin
v <0.01 kiiciik viskosite degerlerinde = 0.6 zamanindan itibaren sag sinira yakin keskin
diistisler baslamaktadir. Burgers denkleminin yapisindan kaynaklanan bu durum Sekil

3.4.3 - Sekil 3.4.5 te goriilmektedir.
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Sekil 3.4.1: v=1,k=0.0001 ve h = 0.0125 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zamanlarda
niimerik (CNSFY) ¢oziimleri

1.0 T
0.9r t=0.0
081
07 t=0.2
061
< t=0.4
X 05
2 =06
04r
t=0.8
0.3
02F t=1.0
0.1r
| | | | | | | | |

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1.0

Sekil 3.4.2: v=0.1, k =0.0001 ve h = 0.0125 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zaman-
larda niimerik (CNSFY) ¢oziimleri
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1.0 T
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08- 02

07k
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03 =1.0

02+
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0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 09 1.0

Sekil 3.4.3: v=0.01, k =0.0001 ve h = 0.0125 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zaman-
larda (CNSFY) niimerik ¢oziimleri

1.0 T

o5l =01

08- t=0.2

0.7

t=0.4

06- 0
g 05- t=0.6
-]

0.4 | :08

o8 t=1.0

02r

0.1+

! ! ! ! ! ! ! ! !

0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1.0

Sekil 3.4.4: v=0.005, £k =0.0001 ve i = 0.005 degerleri i¢cin Problem 1’in farkli zaman-
larda niimerik (CNSFY) ¢oziimleri

38



0.9- t=0.1
0.8 | :02
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0.6- t=0.4
205 =06
o]

04t =08

0.3f

t=1.0
0.2r

0.1+
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Sekil 3.4.5: v=0.001, £k = 0.0001 ve h = 0.002 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zaman-
larda niimerik (CNSFY) ¢oziimleri

Problem 2’nin CNSFY ile elde edilen niimerik ¢6ziimleri ile problemin analitik

¢Oziimii Tablo 3.13 ve Tablo 3.14 te verildi. Elde edilen niimerik sonuglarin analitik

sonuglara yeterince yakin oldugu goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11367 0.11309  0.11294 0.11290 0.11289
0.2 0.21777 0.21663  0.21635 0.21628 0.21625
0.3 0.30317 0.30152  0.30110 0.30100 0.30097
0.4 0.36165 0.35956  0.35904 0.35891 0.35887
0.5 0.38659 0.38422  0.38362 0.38347 0.38342
0.6 0.37391 0.37147  0.37086 0.37071 0.37066
0.7 0.32304 0.32081  0.32025 0.32011 0.32007
0.8 0.23767 0.23595  0.23551 0.23541 0.23537
0.9 0.12597 0.12503  0.12480 0.12474 0.12472
lell; x10°> 7.50916 1.98801  0.51023 0.12887
Lyx10° 227696 0.57084  0.14276 0.03564
L.x10% 325690 0.81639  0.20486 0.05126

Tablo 3.13: t =0.1, v=1 ve kK = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik (CNSFY) ve tam

cOziimleri

40



v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01401 0.01400 0.31754 0.31752 0.36227 0.36226
0.6 0.00195 0.00195 0.24616 0.24614 0.28205 0.28204
0.8 0.00027 0.00027 0.19957 0.19956 0.23046 0.23045
1.0 0.00004 0.00004 0.16562 0.16560 0.19470 0.19469
3.0 0.00000 0.00000 0.02778 0.02776 0.07614 0.07613
0.50 0.4 0.01986 0.01985 0.58460 0.58454 0.68371 0.68368
0.6 0.00276 0.00276 0.45805 0.45798 0.54833 0.54832
0.8 0.00038 0.00038 0.36748 0.36740 0.45373 0.45371
1.0 0.00005 0.00005 0.29843 0.29834 0.38569 0.38568
3.0 0.00000 0.00000 0.04109 0.04107 0.15218 0.15218
0.75 04 0.01407 0.01407 0.64585 0.64562 0.92063 0.92050
0.6 0.00195 0.00195 0.50294 0.50268 0.78305 0.78299
0.8 0.00027 0.00027 0.38557 0.38534 0.66275 0.66272
1.0 0.00004 0.00004 0.29605 0.29586 0.56934 0.56932
3.0 0.00000 0.00000 0.03046 0.03044 0.22777 0.22774

Tablo 3.14: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik
(CNSFY) ve tam ¢oziimleri

Tablo 3.15 de v =0.5, h = 0.05 ve kK = 0.0001 degerleri icin Problem 3’iin farkli
t zamanlarinda CNSFY ile elde edilen niimerik sonuglar problemin analitik ¢coziimiiyle

karsilagtirildi. Tabloya bakildiginda sonuclarin birbirleriyle uyumlu oldugu goriiliir.
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r=1.5 t=3.0 tr=4.5

x  Nimerik  Tam  Niimerik  Tam Niimerik ~ Tam
0.5 0.15329 0.15327 0.06427 0.06426 0.03799 0.03799
1.0 0.26581 0.26577 0.11882 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15510 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26141 0.26142 0.16763 0.16762 0.11339 0.11339
2.5 0.17213 0.17217 0.15629 0.15630 0.11698 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03581 0.03582 0.09130 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01186 0.01186 0.05795 0.05797 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05328 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00697 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00172

Tablo 3.15: v=0.5, h =0.05, k = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] i¢in Problem 3’iin niimerik
(CNSFY) ve tam ¢oziimleri

Sekil 3.4.6 ve Sekil 3.4.7 de v =0.5,0.05, kK = 0.0001, & = 0.005, [a,b] = [0, 8]
icin #’nin farkli degerlerinde Problem 3’iin niimerik ve tam c¢oziimlerin grafikleri verildi.
Sekil 3.4.8 de v =0.001, k = 0.01, » = 0.005, [a,b] = [0, 1] i¢cin #’nin farkl1 degerlerinde
Problem 3’iin niimerik ¢oziimlerin grafigi verildi. Her iki ¢oziim birbirine olduk¢a yakin

oldugundan problemin her iki ¢6zlimiiniin grafigi ayn1 diagramda verildi.
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Sekil 3.4.6: v =0.5, k = 0.0001, & = 0.05 ve [a,b] = [0,8] degerleri igin Problem 3’iin

farkli zamanlarda niimerik (CNSFY) ¢oziimleri
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Sekil 3.4.7: v =0.05, k = 0.0001, = 0.05 ve [a,b] = [0, 8] degerleri i¢in Problem 3’iin

farkli zamanlarda niimerik (CNSFY) ¢oziimleri
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Sekil 3.4.8: v =0.001, k =0.01, h = 0.005 ve [a,b] = [0, 1] degerleri i¢in Problem 3’iin

farkli zamanlarda niimerik (CNSFY) ¢oziimleri

3.5 Agirhikh Averaj Yonteminin Kararhhk Analizi

(3.1.1) Burgers denklemi i¢in agirlikli averaj yaklasimi, A € [0, 1] olmak iizere,
n+l_yrmn A n+1__pn+l n  _gmn
Um T Um + U {}\’ Um+12hUm—l _|_ (1 _ k) (Um+12hUm—1 ) }

, \ , (3.5.1)
—y {)\' (U,11+112Uh%+1+Umill) + (1 o }\’) <U:171*2}[l]2yyll+U:1+l> }

dir. Bu yaklasim A =0, A = % ve A = 1 i¢in sirasiyla Ag¢ik, Crank-Nicolson ve Kapali

yontem olarak bilinir[3]. Simdi (3.5.1) yaklasimina von Neumann kararlilik yontemini

uygulayalim. Bunun i¢in U]} yerine
Ul = Pmhen i —/—1

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 . eiﬁh . e—iﬁh eiBh . 2_e—iﬁh
(oon(#5) (=
1 . eiﬁh _ e—iﬁh eiBh _ 2_e—iﬁh
%—U(l—}»)<T —v(i= ) >
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elde edilir. Son esitlikte
P = cosBh —+ isin Ph

Euler formiiliiniin kullanilmasiyla

: Lo 0 (-2 (B58) 4 v(1- 2 (22f2)
. b= O (D58) v (2ot
bulunur.
cosPh = 1—2sin267h
oldugundan
: L= (1= 0 { % sin B 4Gk sinph}

1+ 7»{4;2" sin’ Bh + lUk smBh}
elde edilir. Bu esitlikte r = h% yazilirsa
1= (1— ) {4wsin2 By Ok sith}

1+ 7»{4Vrsm2 B —H%k smBh}

bulunur.

B A =0 ise (3.5.1) yaklagimi Agik sonlu fark yaklagimina kargilik gelir. Yontemin

kararli olmas icin gerek ve yeter sart |&| < 1 olmasidir. [§| < 1ise 0 < |€]* < 1 olur.

€]> = (1 ( —4vrsin’ 62 ) + (Tksmﬁh)z

ifadesi |€|* < 1 esitsizliginde

h — - -
S B 2sin COoS

kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Ui h h
ZB 4B +—4sin26—00526—§1

16
+16v°r 2 2 2

1 — 8vrsin
elde edilir. Burada

r{02h2 + (4v* —0?h?) sin® %h} <2v
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dir. Yontemin kararli olmasi i¢in r parametresinin
< mi 2y 1
r MIN\ —x5-5 5 =
B U2h? " 2v
esitsizligini saglayacak sekilde olmasi gerekir.

B = 1 ise (3.5.1) yaklasimi tamamen Kapali sonlu fark yaklagimina karsilik gelir.

Yontemin kararli olmasi i¢in yine gerek ve yeter sart

gl <1

olmasidir. Bu sart her r > 0 i¢in saglanacagindan kapali yontem sartsiz kararlidir.

BA= % ise (3.5.1) yaklagimi Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimina karsilik gelir.

Yine kararlilik igin gerek ve yeter sart & parametresinin
g <1

sartin1 saglamasidir. Bu sart her r > 0 i¢in saglanacagindan Crank-Nicolson sonlu fark

yontemi sartsiz kararhidir.
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4. PARCALANMIS 1-BOYUTLU BURGERS DENKLEMININ SONLU FARK
YONTEMLERI iLE COZUMU

Bu boliimde

U = VU (4.0.1)

U = -UU, (4.0.2)

parcalanmis(splitted) Burgers denklemi[5] farkli baglangi¢ ve sinir kosullari ile gbzoniine
alarak Acgik, Kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleri ile niimerik olarak

coziildi.
4.1 Acik Sonlu Fark Yontemi (ASFY1)

(4.0.1) ve (4.0.2) denklemlerinde U; yerine

U, LZHI; Un

ileri fark yaklasimi, Uy, ve U, yerine

Uyx = 7
~ Ur’:z—i-l —Uni
Ve = 2h
merkezi fark yaklasimlar yazilir ve

_Vk

=)

k
ro= -
! 2h

olarak alinirsa par¢alanmis Burgers denkleminin agik sonlu fark yaklagimi, m=1(1) M —

1, n=0(1)N olmak iizere,

Urtt = yUN_ (120U UL, (4.1.1)
Uptt = Up—rUp(Upy —Uny) (+.1.2)
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olarak bulunur.

Once (4.1.1) denklemi kullanilarak,

Ut = U+ (1= 27 U+ U
Urt = U (1= 27 UR U

(4.1.3)
Uy ? = Ul o+ (=20 Uy +rUy

acik denklem sisteminden U,ZH/ 2 bilinmeyenleri hesaplanir daha sonra ayn1 zaman adimi

icin (4.1.2) denklemi kullanilarak

U1n+1 _ U1n+1/2_r1U{1+1/2 <U;+1/2—Ug+1/2>

U2n+1 _ U;_H/z _ rlen—H/Z <U;l+1/2 _ U1n+1/2>
4.1.4)
vtk = U (o - o)

acik denklem sisteminden problemin aranan U A”jrl bilinmeyen degerleri bulunur. Arzu
edilen zaman seviyesindeki bilinmeyen UA'}H degerleri elde edilinceye kadar yukaridaki

isleme devam edilir.
Niimerik Sonuclar

(4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen parcalanmis Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.13)
baglangic kosullarina gore gozoniine alinarak Problem1’ in (4.1.3) ve (4.1.4) a¢ik sonlu
fark yaklagimi ile elde edilen niimerik ¢6ziimleri Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 de verildi. Tablo
4.1 de v=1, k=0.00001, 77 = 0.1 ve degisik h degerleri i¢in problemin elde edilen

niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimleri karsilagtirildi. Ayrica tabloda ||e]

| » L2 ve Lo hata
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normlart da verildi. Tabloya bakildiginda #’nin giderek kiigiilen degerleri i¢in niimerik
¢cOziimiin analitik ¢coziime gittik¢ce yaklastigi ve dolayisiyla hatalarin da gittikge azaldigi
goriilmektedir. 4 = 0.0125, k = 0.00001 ve kinematik viskosite v =1,0.1,0.01 degerleri
icin Problem 1’in cesitli # zamanlarinda agik sonlu fark c¢oziimleri Tablo 4.2 de ve-
rildi. Tabloya bakildiginda ilerleyen zamanlarda problemin niimerik ¢oziimlerinin anali-

tik ¢ozlimlerle iyi bir uyum ic¢inde oldugu goriilmektedir.

X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11029 0.10972  0.10958 0.10955 0.10954
0.2 0.21127 0.21016  0.20988 0.20981 0.20979
0.3 0.29405 0.29243  0.29202 0.29192 0.29190
0.4 0.35063 0.34859  0.34808 0.34795 0.34792
0.5 0.37464 0.37233  0.37175 0.37161 0.37158
0.6 0.36219 0.35982  0.35922 0.35908 0.35905
0.7 0.31277 0.31061  0.31007 0.30993 0.30991
0.8 0.23002 0.22835  0.2279%4 0.22784 0.22782
0.9 0.12188 0.120979  0.12075 0.12070 0.12069
lell; x10° 7.48899  1.94145 0.46280  0.08137
Lyx10° 220180 0.54041  0.12543 0.02174

L.x10%  3.14607 0.77243  0.17940 0.03090

Tablo 4.1: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 icin Problem 1’in niimerik (ASFY1) ve tam

coziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01358 0.01357 0.30891 0.30889 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26897 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.19570 0.19568 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07511 0.07511
0.50 0.4 0.01924 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44728 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43916 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37443 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018
0.75 04 0.01364 0.01363 0.62566 0.62544 0.91046 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48746 0.48721 0.76733 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37414 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28766 0.28747 0.55608 0.55605

3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481

Tablo 4.2: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125, £ = 0.00001 icin Problem 1’in nlimerik
(ASFY1) ve tam ¢oziimleri

(4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen par¢alanmis Burgers denklemi (3.1.12) sinir sartlart
ve (3.1.18) baslangi¢ kosuluna gore gozoniine alinarak Problem 2” nin ASFY1 ile elde
edilen niimerik ¢oziimleri ile problemin tam ¢6ziimii Tablo 4.3 ve Tablo 4.4 te verildi.

Elde edilen niimerik sonuclarin analitik sonuglara yakin oldugu agikca goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11366 0.11308  0.11294 0.11290 0.11289
0.2 0.21777 0.21663  0.21634 0.21627 0.21625
0.3 0.30316 0.30151  0.30109 0.30099 0.30097
0.4 0.36163 0.35955  0.35902 0.35889 0.35886
0.5 0.38657 0.38420  0.38360 0.38345 0.38342
0.6 0.37389 0.37145  0.37084 0.37069 0.37066
0.7 0.32303 0.32079  0.32023 0.32009 0.32007
0.8 0.23765 0.23593  0.23550 0.23539 0.23537
0.9 0.12596 0.12502  0.12479 0.12473 0.12472
lell; x10° 7.46637 1.94259  0.46355 0.08158
Lyx103 226383 0.55766 0.12956 0.02248
L.x10° 3.23716 0.79655 0.18533 0.03193

Tablo 4.3: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik (ASFY1) ve tam

cOziimleri
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X t

v=1

v=0.1

v=0.01

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

025 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.50 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.75 04
0.6
0.8
1.0
3.0

0.01401
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000
0.01986
0.00276
0.00038
0.00005
0.00000
0.01407
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000

0.01400
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000
0.01985
0.00276
0.00038
0.00005
0.00000
0.01407
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000

0.31754
0.24616
0.19958
0.16562
0.02777
0.58460
0.45805
0.36748
0.29843
0.04109
0.64585
0.50294
0.38557
0.29605
0.03046

0.31752
0.24614
0.19954
0.16560
0.02776
0.58454
0.45798
0.36740
0.29834
0.04106
0.64562
0.50268
0.38534
0.29586
0.03044

0.36227
0.28205
0.23046
0.19470
0.07614
0.68371
0.54833
0.45372
0.38568
0.15218
0.92063
0.78305
0.66275
0.56934
0.22777

0.36226
0.28204
0.23045
0.19469
0.07613
0.68368
0.54832
0.45371
0.38568
0.15218
0.92050
0.78299
0.66272
0.56932
0.22774

Tablo 44: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik

(ASFY1) ve tam ¢oziimleri

Tablo 4.5 de v = 0.5, h = 0.05 ve k = 0.0001 degerleri i¢in (4.0.1) ve (4.0.2)

parcalanmis Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.20) baslangi¢ kosullarina gore

gdzoniine alinarak Problem 3’iin farkli # zamanlarinda ASFY1 ile elde edilen niimerik

sonuglar problemin analitik ¢oziimiiyle karsilastirildi. Tablodan ¢dziimlerin iyi oldugu

goriilmektedir.
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r=1.5 t=3.0 tr=4.5

x  Nimerik  Tam  Niimerik  Tam Niimerik ~ Tam
0.5 0.15329 0.15327 0.06427 0.06426 0.03799 0.03799
1.0 0.26581 0.26577 0.11882 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15510 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26141 0.26142 0.16763 0.16762 0.11339 0.11339
2.5 0.17213 0.17217 0.15629 0.15630 0.11698 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03582 0.03582 0.09130 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01186 0.01186 0.05796 0.05797 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05329 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00698 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00171

Tablo 4.5: v=0.5, h =0.05, k = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] i¢in Problem 3’iin niimerik
(ASFY1) ve tam ¢oziimleri

4.2 Kapah Sonlu Fark Yontemi (KSFY1)

(4.0.1) ve (4.0.2) denkleminde U; yerine

U, = Lsz— U

ileri fark yaklasimi, Uy, ve U, yerine sirasiyla

Un+11 _2U;’,l,l+1 _|_Un+1

m— m+1
Uxx = h2
n+1 n+1
= _—

2h
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merkezi fark yaklagimlar yazilir ve

vk

r = ﬁ
k

ro = —
! 2h

alinirsa pargalanmig Burgers denkleminin kapali sonlu fark yaklasimi, m = 1(1)M —

1, n=0(1)N olmak iizere,

—rUpty + (120 Uptt — Ut = Up 4.2.1)
U™+ U U = U5 = Uy (422

olarak elde edilir. Once (4.2.1) denklemi kullanilarak,

n+1/2 ntl/2  nkl/2

—rU, +(1+2r)U, rU, Uy
UV L (L 2ry U Pt =

4.2.3)
—ur P 2ol -l = o

kapal1 denklem sisteminden U,ZH/ 2 bilinmeyenleri hesaplanir daha sonra ayni zaman

adimi i¢in (4.2.2) denklemi kullanilarak

U{’H‘l . r]UIH_I/Z (UE’H-I o U()I’H—l) — U{’H'l/2
n+1/2 n+1/2

UﬁlH_rle (U§+1_Uf+l): U,

(4.2.4)

Uy1 —nUy | (UM _UM—Z)_ Uy |

kapal1 denklem sisteminden problemin aranan U A”jrl bilinmeyen degerleri bulunur. Arzu
edilen zaman seviyesindeki bilinmeyen UA”j“l degerleri elde edilinceye kadar yukaridaki

isleme devam edilir.

54



Niimerik Sonuclar

(3.1.1) Burgers denkleminin (4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen parcalanmis bigimi
(3.1.12) smr ve (3.1.13) baslangic kosullar1 altinda gbz Oniine alinarak Problem 1’in (
4.2.3) ve (4.2.4) kapal1 sonlu fark yaklagimlarindan elde edilen niimerik ¢oziimleri prob-
lemin analitik ¢oziimleri ile birlikte Tablo 4.6 ve Tablo 4.7 de verildi. Tablo4.6 dav =1,
k=0.00001, 77 = 0.1 ve degisik h degerleri i¢in problemin kapali sonlu fark yaklagim ile
elde edilen niimerik ¢oziimleri ile tam c¢oziimleri karsilastirildi. Tablodan 4 nin kiiciilen
degerleri i¢in niimerik ¢coziimiin analitik ¢oziime giderek yaklastig1 goriiliir. 7 = 0.0125,
k =0.00001 ve v =1,0.1,0.01 degerleri i¢in Problem 1’in cesitli # zamanlarinda kapali
sonlu fark coziimleri Tablo 4.7 de verildi. Bu tabloya bakildiginda ilerleyen zamanlarda

niimerik ¢oziimlerin bozulmadig: goriilmektedir.

X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11030 0.10973  0.10959 0.10955 0.10954
0.2 0.21129 0.21017  0.20989 0.20982 0.20979
0.3 0.29407 0.29245  0.29204 0.29194 0.29190
0.4 0.35066 0.34862  0.34811 0.34798 0.34792
0.5 0.37468 0.37237  0.37179 0.37164 0.37158
0.6 0.36223 0.35985  0.35926 0.35911 0.35905
0.7 0.31280 0.31064 0.31010 0.30997 0.30991
0.8 0.23004 0.22838  0.22797 0.22786 0.22782
0.9 0.12190 0.12099  0.12077 0.12071 0.12069
lell; x10° 7.57385 2.03149  0.55535 0.17515
Lrx10° 222684 0.56555  0.15059 0.04688
L.x10% 3.18259 0.80850 0.21594 0.06721

Tablo 4.6: t =0.1, v=1, k= 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik (KSFY1) ve tam ¢oziimleri

55



X t

v=1

v=0.1

v=0.01

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

025 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.50 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.75 04
0.6
0.8
1.0
3.0

0.01358
0.00189
0.00026
0.00004
0.00000
0.01925
0.00267
0.00037
0.00005
0.00000
0.01364
0.00189
0.00026
0.00004
0.00000

0.01357
0.00189
0.00026
0.00004
0.00000
0.01924
0.00267
0.00037
0.00005
0.00000
0.01363
0.00189
0.00026
0.00004
0.00000

0.30891
0.24076
0.19570
0.16259
0.02722
0.56970
0.44728
0.35931
0.29200
0.04023
0.62565
0.48746
0.37414
0.28766
0.02979

0.30889
0.24074
0.19568
0.16256
0.02720
0.56963
0.44721
0.35924
0.29192
0.04020
0.62544
0.48721
0.37392
0.28747
0.02977

0.34193
0.26898
0.22149
0.18820
0.07512
0.66076
0.52945
0.43916
0.37443
0.15018
0.91045
0.76733
0.64744
0.55608
0.22484

0.34191
0.26896
0.22148
0.18819
0.07511
0.66071
0.52942
0.43914
0.37442
0.15018
0.91026
0.76724
0.64740
0.55605
0.22481

Tablo 4.7: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 = 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik

(KSFY1) ve tam ¢oziimleri

(3.1.1) Burgers denkleminin (4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen parcalanmig bigimi
(3.1.12) smir ve (3.1.18) baslangi¢ kosullar1 altinda goz Oniine alinarak Problem 2’nin
KSFY1 ile elde edilen niimerik c¢oziimleri ile tam ¢6ziimii Tablo 4.8 ve Tablo 4.9

da verildi. Elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlere oldukca yakin oldugu

goriilmektedir.

56



X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11367 0.11309  0.11295 0.11291 0.11289
0.2 0.11289 0.21664  0.21636 0.21628 0.21625
0.3 0.30319 0.30153  0.30112 0.30101 0.30097
0.4 0.36166 0.35958  0.35905 0.35892 0.35886
0.5 0.38660 0.38423  0.38364 0.38349 0.38342
0.6 0.37393 0.37149  0.37088 0.37073 0.37066
0.7 0.32306 0.32083  0.32027 0.32013 0.32007
0.8 0.23768 0.23596  0.23553 0.23542 0.23537
0.9 0.12598 0.12504  0.12480 0.12474 0.12472
lell; x10° 7.55127 2.03267  0.55614 0.17541
Lryx10® 228966 0.58359  0.15551 0.04840
L.x103 327480 0.83436  0.22298 0.06938

Tablo 4.8: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik (KSFY1) ve tam

cOziimleri
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X t

v=1

v=0.1

v=0.01

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

025 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.50 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.75 04
0.6
0.8
1.0
3.0

0.01401
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000
0.01986
0.00276
0.00038
0.00005
0.00000
0.01408
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000

0.01400
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000
0.01985
0.00276
0.00038
0.00005
0.00000
0.01407
0.00195
0.00027
0.00004
0.00000

0.31754
0.31754
0.19957
0.19957
0.02778
0.58460
0.58460
0.36748
0.36748
0.04109
0.64584
0.64584
0.38557
0.38557
0.03046

0.31752
0.31752
0.19956
0.19956
0.02776
0.58454
0.58454
0.36740
0.36740
0.04106
0.64562
0.64562
0.38534
0.38534
0.03044

0.36227
0.28205
0.28205
0.19470
0.07614
0.68371
0.54834
0.54834
0.38569
0.15218
0.92062
0.78305
0.78305
0.56934
0.22778

0.36226
0.28204
0.28204
0.19469
0.07613
0.68368
0.54832
0.54832
0.38568
0.15218
0.92050
0.78299
0.78299
0.56932
0.22774

Tablo 4.9: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik

(KSFY1) ve tam ¢oziimleri

Tablo 4.10 da v = 0.5, h = 0.05, k = 0.0001 degerleri i¢in (3.1.1) Burgers denk-
leminin (4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen par¢alanmig bi¢imi (3.1.12) sinir ve (3.1.20) baslangic
kosullar1 altinda goz Oniine alinarak Problem 3’iin farkli # zamanlarinda KSFY1 ile
elde edilen niimerik ¢oziimleri problemin analitik ¢oziimleriyle karsilagtirildi. Tabloya

bakildiginda elde edilen niimerik c¢oziimlerin analitik ¢oziimler ile uyumlu oldugu

goriilmektedir.
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r=1.5 t=3.0 tr=4.5

x  Nimerik  Tam  Niimerik  Tam Niimerik ~ Tam
0.5 0.15330 0.15327 0.06427 0.06426 0.03800 0.03799
1.0 0.26581 0.26577 0.11883 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15511 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26141 0.26142 0.16763 0.16762 0.11340 0.11339
2.5 0.17212 0.17217 0.15629 0.15630 0.11699 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03581 0.03582 0.09130 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01186 0.01186 0.05795 0.05797 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05328 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00697 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00172

Tablo 4.10: v=0.5, h = 0.05, k = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] igin Problem 3’iin niimerik
(KSFY1) ve tam ¢oziimleri

4.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi (CNSFY1)

(4.0.1) ve (4.0.2) denklemlerinde U; yerine

U, Lﬂk_ U
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ileri fark yaklasimi, Uy, ve U, yerine

boal {U,;;t{ “205 UL Un 205 +U:;+1}
XX -
2 h2 h2
1 1
v, o~ 1 Ut _UZLJF Uni1 —Un
* 2 2h 2h

merkezi fark yaklasimlar yazilir ve

v
2h?
k

r = 4_h

alinirsa parcalanmis Burgers denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi, m =

1(1)M—1, n=0(1)N olmak iizere,

—rUM + (L+2n) U —rU T = rUR_ +(1=2r)Up 41U, (43.1)
Uptt+rup (U oty = Up—nUp (Up —Up_) (4.3.2)
olarak elde edilir. Once (4.3.1) denklemi kullanilarak,
—;’U(';H/2 +(1+2r) U{Hl/z — rU;H/2 = rUy+(1=2r)Uj +rUs
U P (L 2n U=l P = U 4 (1 =20 U U
(4.3.3)
U (L2 Ut ot = g+ (1 =20 Uy + U,
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kapal1 denklem sisteminden U,ZH/ 2 bilinmeyenleri hesaplanir daha sonra ayni zaman

adimi i¢in (4.3.2) denklemi kullanilarak

Uln+1+r1U1n+1/2 (U2n+1 _U(;H_l) _ Uln—i-l/z_rlUln-i-l/z <U2n+1/2_U61+1/2>
U£l+1+r1U£1+1/2 (U3n+1 _U1n+1) _ U2n+1/2_r1U2n+1/2 <U3n+1/2_U{1+1/2)

4.3.4)

Uit U O - = o e (0 - 0 )

kapal1 denklem sisteminden problemin aranan U A’f,“ bilinmeyen degerleri bulunur. Arzu
edilen zaman seviyesindeki bilinmeyen UA”j“l degerleri elde edilinceye kadar yukaridaki

isleme devam edilir.

Niimerik Sonuglar

(4.0.1) ve (4.0.2) parcalanmis Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.13) baslangi¢
kosullarina gére gdzoniine alinarak Problem1’ in (4.3.3) ve (4.3.4) Crank-Nicolson sonlu

fark yaklasimlarindan elde edilen niimerik ¢oziimleri Tablo 4.11 ve Tablo 4.12 de ve-

rildi. Tablo 4.11 de Problem 1’in v = 1, k = 0.00001, 7, = 0.1 ve degisik h degerleri i¢in

Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimleri ve tam ¢oziimleri verilerek ||e||, , L2 ve L. normlari
hesaplandi1 ve karsilagtirildi. Tablodan /4’ nin kiiciilen degerleri i¢in niimerik ¢dziimlerin
analitik ¢coziime giderek yaklasti1 agikca goriilmektedir. & = 0.0125,k = 0.00001 ve v
= 1,0.1,0.01 degerleri icin Problem 1’in cesitli # zamanlarinda Crank-Nicolson sonlu

fark c¢oziimleri Tablo 4.12 de verildi. Tablodan agik¢a ilerleyen zamanlarda niimerik

coziimlerin bozulmadig1 goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11029 0.10973  0.10959 0.10955 0.10954
0.2 0.21128 0.21017  0.20989 0.20982 0.20979
0.3 0.29406 0.29244  0.29203 0.29193 0.29190
0.4 0.35064 0.34860  0.34809 0.34797 0.34792
0.5 0.37466 0.37235  0.37177 0.37163 0.37158
0.6 0.36221 0.35984  0.35924 0.35909 0.35905
0.7 0.31279 0.31062  0.31008 0.30995 0.30991
0.8 0.23003  0.22837  0.22795 0.22785 0.22782
0.9 0.12189 0.12099  0.12076 0.12070 0.12069
lell; x10° 7.53142 1.98647  0.50908 0.12826
Lryx10° 221432 055298  0.13801 0.03430
L.x103  3.16433 0.79046  0.19767 0.04897

Tablo 4.11: t =0.1, v=1, k = 0.00001 icin Problem 1’in niimerik (CNSFY1) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01358 0.01357 0.30891 0.30889 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26898 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.19570 0.19568 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07511 0.07511
0.50 0.4 0.01925 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44728 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43916 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37443 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018
0.75 04 0.01364 0.01363 0.62566 0.62544 0.91045 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48746 0.48721 0.76733 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37414 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28766 0.28747 0.55608 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481

Tablo 4.12: v=1,v=0.1,v=0.01, 2 =0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik
(CNSFY1) ve tam ¢oziimleri

Niimerik c¢oziimlerin problemin fiziksel davranislarini ne kadar iyi sergiledigini
gormek icin Sekil 4.3.1 - Sekil 4.3.5 teki grafikler verildi. Niimerik ¢oziimler anali-
tik coziimlere olduk¢a yakin oldugundan her iki ¢oziim egrisinin ayni grafik iizerinde
gosterilmesi durumunda diagramlari ayirtedilemez. Bu grafiklerden de goriildiigii gibi
niimerik ¢oziimler problemin dogru fiziksel yaklasimlarimi sergilemektedir. Ornegin
v <0.01 kiiciik viskosite degerlerinde = 0.6 zamanindan itibaren sag sinira yakin keskin
diistisler baslamaktadir. Burgers denkleminin yapisindan kaynaklanan bu durum Sekil

4.3.3 - Sekil 4.3.5 te goriilmektedir.
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Sekil4.3.1: v=1,k=0.0001 ve h = 0.0125 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zamanlarda
niimerik (CNSFY1) ¢oziimleri

1.0 T
200
09
08f =02
07t
06F
- =04
205
= =06
04f
08
03
02 =10
01t
| | | | | | | | |

0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1.0

Sekil 4.3.2: v=10.1, k = 0.0001 ve & = 0.0125 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zaman-
larda niimerik (CNSFY1) ¢oziimleri
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Sekil 4.3.3: v=0.01, k =0.0001 ve h = 0.0125 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zaman-

larda niimerik (CNSFY1) coziimleri
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Sekil 4.3.4: v=0.005, £k = 0.0001 ve h = 0.005 degerleri i¢cin Problem 1’in farkli zaman-

larda niimerik (CNSFY1) ¢oziimleri
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Sekil 4.3.5: v=0.001, k = 0.0001 ve h = 0.002 degerleri i¢in Problem 1’in farkli zaman-
larda niimerik (CNSFY1) coziimleri

(4.0.1) ve (4.0.2) parcalanmig Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.18) baslangi¢
kosullarina gore gozoniine alinarak Problem 2’ nin CNSFY1 ile elde edilen niimerik
cOziimleri ile tam ¢oziimii Tablo 4.13 ve Tablo 4.14 te verildi. Tablodan elde edilen

niimerik sonuclarin analitik sonuglara yakin oldugu acikca goriilmektedir.

66



X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11367 0.11309  0.11295 0.11291 0.11289
0.2 0.21778 0.21664  0.21635 0.21628 0.21625
0.3 0.30318 0.30153  0.30111 0.30101 0.30097
0.4 0.36165 0.35957  0.35904 0.35891 0.35886
0.5 0.38658 0.38421  0.38362 0.38347 0.38342
0.6 0.37391 0.37147  0.37085 0.37070 0.37066
0.7 0.32303 0.32080  0.32024 0.32010 0.32007
0.8 0.23765 0.23593  0.23550 0.23539 0.23537
0.9 0.12596 0.12502  0.12479 0.12473 0.12472
lell; x10°  7.50209 1.98019  0.50207 0.12057
Lyx10° 227411 0.56797  0.14000 0.03344
L.x103 3.24874 0.81038 0.19883 0.04821

Tablo 4.13: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 icin Problem 2’nin niimerik (CNSFY1) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v=0.01
X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01401 0.01400 0.31754 0.31752 0.36227 0.36226
0.6 0.00195 0.00195 0.317544 0.31752 0.28205 0.28204
0.8 0.00027 0.00027 0.19958 0.19956 0.23046 0.23045
1.0 0.00004 0.00004 0.16562 0.16560 0.19470 0.19469
3.0 0.00000 0.00000 0.02778 0.02776 0.07614 0.07613
0.50 0.4 0.01986 0.01985 0.58460 0.58454 0.68371 0.68368
0.6 0.00276 0.00276 0.58460 0.58454 0.54833 0.54832
0.8 0.00038 0.00038 0.36748 0.36740 0.45373 0.45371
1.0 0.00005 0.00005 0.29843  0.29834 0.38569 0.38568
3.0 0.00000 0.00000 0.04109 0.04106 0.15218 0.15218
0.75 04 0.01407 0.01407 0.64585 0.64562 0.92063 0.92050
0.6 0.00195 0.00195 0.64585 0.64562 0.78305 0.78299
0.8 0.00027 0.00027 0.38557 0.38534 0.66275 0.66272
1.0 0.00004 0.00004 0.29605 0.29586 0.56934 0.56932
3.0 0.00000 0.00000 0.03046 0.03044 0.22777 0.22774

Tablo 4.14: v=1,v=0.1,v=0.01, A= 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik

(CNSFY1) ve tam ¢oziimleri

Tablo 4.15 de v = 0.5, h = 0.05 ve k = 0.0001 degerleri i¢in (4.0.1) ve (4.0.2)
parcalanmis Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.20) baslangi¢ kosullarina gore
gdzOniine alinarak Problem 3’iin farkli # zamanlarinda CNSFY1 ile elde edilen niimerik

sonuglar problemin analitik ¢oziimiiyle karsilastirildi. Tablodan ¢dziimlerin iyi oldugu

acikca goriilmektedir.
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tr=1.5 tr=3.0 tr=4.5

x  Niimerik Tam Niimerik  Tam  Niimerik  Tam
0.5 0.15330 0.15327 0.06427 0.06426 0.03799 0.03799
1.0 0.26581 0.26577 0.11882 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15511 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26141 0.26142 0.16763 0.16762 0.11339 0.11338
2.5 0.172127 0.17217 0.15629 0.15630 0.11698 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03581 0.03582 0.09130 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01187 0.01186 0.05795 0.05798 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05328 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00697 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00172

Tablo 4.15: v=0.5, h = 0.05, k = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] igin Problem 3’iin niimerik
(CNSFY1) ve tam ¢oziimleri

Sekil 4.3.6 ve Sekil 4.3.7 de v =0.5,0.05, kK = 0.0001, & = 0.005, [a,b] = [0, 8]
icin #’nin farkli degerlerinde Problem 3’iin niimerik ve tam c¢oziimlerin grafikleri verildi.
Sekil 4.3.8 de v =0.001, k = 0.01, » = 0.005, [a,b] = [0, 1] i¢in #’nin farkl1 degerlerinde
Problem 3’iin niimerik ¢oziimlerin grafigi verildi. Her iki ¢oziim birbirine olduk¢a yakin

oldugundan problemin her iki ¢6zlimiiniin grafigi ayn1 diagramda verildi.
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Sekil 4.3.6: v =0.5, k = 0.0001, & = 0.05 ve [a,b] = [0,8] degerleri igin Problem 3’iin

farkli zamanlarda niimerik (CNSFY 1) ¢coziimleri
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Sekil 4.3.7: v =10.05, k = 0.0001, » = 0.05 ve [a,b] = [0, 8] degerleri i¢in Problem 3’iin

farklt zamanlarda niimerik (CNSFY1) ¢oziimleri
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Sekil 4.3.8: v =0.001, k =0.01, » = 0.005 ve [a,b] = [0, 1] degerleri i¢in Problem 3’iin

farkli zamanlarda niimerik (CNSFY 1) ¢coziimleri

4.4 Agirhkh Averaj Yaklasiminin Kararhhik Analizi

(4.0.1) ile verilen

parabolik denklem i¢in agirlikli averaj yaklasimi, A € [0, 1] olmak iizere,

Un+1 _ynr

m m

n+1 _Arm+1 n+1 n Ay n (441)
=V {}\’ (Uml 2[]},;; +Um+1) + (1 —}L) <W)}

dir. Bu yaklasim A =0, A = % ve A = 1 igin sirasiyla Agik, Crank-Nicolson ve Ka-
pal1 sonlu fark yaklagimlarina karsilik gelir[3]. Simdi (4.4.1) yaklasimina von Neumann

kararlilik yontemini uygulayalim. Bunun i¢in U, yerine
Ul = P i —/—1
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

E—rvAg (eiBh - 2+eiiBh) =14+rv(l—A) <eiBh — 2+e*’.8h)
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elde edilir. Son esitlikte
P = cosBh —+ isin Ph

Euler formiiliiniin kullanilmasiyla

E—rvA&(2cosPh —2)=1+rv(1— A)(2cosPh —2) (4.4.2)
bulunur.
h
cosPh = 1—2sin? =
oldugundan (4.4.2) den & parametresi

-2 Bh
_ 1 —4rv(1— A)sin” 5~
1 4 4rvhsin? B2

olarak elde edilir.

B A =0ise (4.4.1) yaklasim1 Agik sonlu fark yaklagimina karsilik gelir. Yontemin

kararli olmas i¢in gerek ve yeter sart
gl <1

sart1 r kararlilik parametresinin r < % olmas1 ile miimkiindiir. Boylece Acik sonlu fark

yontemi r < % olmast durumunda kararlidir

B = 1ise (4.4.1) yaklasimi tamamen Kapali sonlu fark yaklagimina karsilik gelir.

YoOntemin kararli olmasi i¢in yine gerek ve yeter sart
El<1

olmasidir. Bu sart her r > 0O i¢in saglanacagindan Kapali sonlu fark yontemi sartsiz

kararlidir.

H)\= % ise (4.4.1) yaklasimi Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimina karsilik gelir.

Yine kararlilik igin gerek ve yeter sart & parametresinin

gl <1
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sartin1 saglamasidir. Bu sart her r > 0 i¢in saglanacagindan Crank-Nicolson sonlu fark

yontemi sartsiz kararhdir.

(4.0.2) ile verilen
U =-UU,

hiperbolik denklem i¢in agirlikli averaj yaklagimi, A € [0, 1] olmak iizere,

Un+1 _ynr

Un+1 _ Untl un _ U"7 (4.4.3)
— _U;ll {}\’( m+1 5 m 1) +(1 _)\’) ( m+12h m 1)}

dir. Bu yaklasim A =0, A = % ve A = 1 igin sirasiyla Agik, Crank-Nicolson ve Ka-
pal1 sonlu fark yontemlerine karsilik gelir[3]. Simdi (4.4.3) yaklagimina von Neumann

kararlilik yontemini uygulayalim. Bunun i¢in U, yerine

Urrr;: eiBmh&n,i: /1

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Eq— —rﬂ?{k& (eiﬁh 3 e—l’Bh) F(1-2) <ei6h _ e—m)}

elde edilir. Son esitlikte
P = cosPh+isinph

Euler formiiliiniin kullanilmasiyla
E(1+2ir UhsinBh) = 1 — (1 —A)2ir U sinh

1 — (1 —A)2irUsinBh

5= (1+2ir,O\sinBh)

elde edilir.

B A = 0ise (4.4.3) yaklasim1 Agik sonlu fark yaklagimina karsilik gelir. Yontemin

kararli olmas i¢in gerek ve yeter sart
gl <1
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olmasidir. von Neumann kararlilik analizi gosteriyor ki, A¢ik sonlu fark yaklasimi her za-

man kararsizdir[63]. Kisim 4.5 te bu sorunu agsmak i¢in Lax-Wendroff metodu kullanildi.

B ) = 1 ise (4.4.3) yaklasimi tamamen Kapali sonlu fark yaklagimina karsilik gelir.

YoOntemin kararli olmasi i¢in yine gerek ve yeter sart
gl <1

olmasidir. Bu sart her r; > 0 i¢in saglanacagindan Kapali sonlu fark yontemi sartsiz
kararhdir.
H= % ise (4.4.3) yaklagimi Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimina karsilik gelir.

Yine kararlilik igin gerek ve yeter sart & parametresinin
gl <1

sartin1 saglamasidir. Bu sart her r; > 0 i¢in saglanacagindan Crank-Nicolson sonlu fark

yontemi sartsiz kararhdir.
4.5 Lax-Wendroff Acik Yontem[3]

(4.0.2) ile verilen,
U =-UU,

denklemini tekrar goz Oniine alalim. (4.0.2) denklemindeki %—g ile carpim durumundaki
U yerine U degeri alimirsa (4.0.2) denklemi operator formunda

0 0

o= Un

(4.5.1)

olarak yazilabilir.

U (X ,tn + k) fonksiyonunun Taylor Seri a¢ilimi, x ,, = mh ve t, = nk (m =

1(1)M —1, n=0(1)N) olmak iizere,

1
U stn+k) = Up ™ = Up + k(U + 5K (Une ) + -
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dir.
(4.5.1)’in yukaridaki Taylor seri agciliminda kullanilmasiyla #’ye gore tiirevler yok

edilirse

A I 5, 04
Up't = Up = kO (U + 5K(0) (Use) - -

bulunur. Bu denklemde &? terimine kadar olan x * e gore tiirevler yerine merkezi fark
yaklagimlar1 yazilirsa ve U= U alinirsa (4.0.2) denkleminin Lax-Wendroff agik yaklagimi

k k>
Uit = Up = 57 UnUnt = Uno) + 5 (Un) (Up o =205+ Upi)

olarak bulunur.
Boylece (4.0.1) ve (4.0.2)’nin Agik sonlu fark yaklasimi m = 1 (1)M — 1, n =
O(1)N olmak iizere,
Urtl = yUr_ 4+ (1-21)US + U, (4.5.2)

k k*
Un'' =Up— 2hUn( mi1— Un )+2hz(U") (Un—1—=2Up +Upyy) (4.5.3)

dir. Burada r = Z—’; dir.

Once (4.5.2) denklemi kullanilarak,

n+1/2

U, = rUy+(1=2r)U;'+rUy
Urt = Ut (1= 2P UR U

(4.5.4)
Uy = Ul o+ (=20 Uy +rUy

acik denklem sisteminden U,ZH/ 2 bilinmeyenleri hesaplanir daha sonra ayn1 zaman adimi
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icin (4.5.3) denklemi kullanilarak

gt = Un+1/2 kUn+1/z<Un+1/z Un+1/2>

2h
k? 2
+2_]/12<Un+1/2> (USL—H/Z 2Un—i—l/z Un+1/2>
1 172k nv1/2 (412 +1/2
vt = ot (U572 — o)
K> (0 n1)2\2 [, )2 nel/2  ontl)2
+53 <U ) (U1 V2 4y )
(4.5.5)
k
Uﬂnjill _ Uﬂtll/z—%UnH/z <UA"4+1/2 _ U;[tlz/z)
k2
+W <U£1t11/2) <Uﬁn4+1/2_2Un+1/2+Un+1/2)

acik denklem sisteminden problemin aranan U A’f,“ bilinmeyen degerleri bulunur. Arzu
edilen zaman seviyesindeki bilinmeyen U, A”jrl degerleri elde edilinceye kadar yukaridaki

prosediire devam edilir.
Niimerik Sonuglar

(4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen parcalanmig Burgers denklemi (3.1.12) sinir ve (3.1.13)
baglangic kosullarina goére gozoniine alinarak problem 1’in (4.5.4) ve ( 4.5.5) Lax-
Wendroff Ac¢ik sonlu fark yaklasimlarindan elde edilen niimerik ¢oziimler Tablo 4.16 ve
Tablo 4.17 de verildi. Tablo 4.16 dav =1, k = 0.00001, 7y = 0.1 ve degisik h degerleri
icin problemin Lax-Wendroff sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile
tam coziimleri karsilastirildi. Tablodan A’nin giderek kiigiilen degerleri i¢in niimerik
cOziimiin analitik ¢coziime giderek yaklastig1 goriiliir. 7 = 0.0125, £ = 0.00001 ve v =
1,0.1,0.01 degerleri icin problem 1’in ¢esitli # zamanlarinda Lax-Wendroff sonlu fark
cOziimleri Tablo 4.17 de verildi. Tabloya bakildiginda ilerleyen zamanlarda problemin

niimerik ¢oziimlerinin analitik ¢oziimlerle iyi bir uyum gosterdigi goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11029 0.10972  0.10958 0.10955 0.10954
0.2 0.21127 0.21016  0.20988 0.20981 0.20979
0.3 0.29405 0.29243  0.29202 0.29192 0.29190
0.4 0.35063 0.34859  0.34808 0.34795 0.34792
0.5 0.37464 0.37233  0.37175 0.37161 0.37158
0.6 0.36219 0.35982  0.35922 0.35908 0.35905
0.7 0.31277 0.31061  0.31007 0.30993 0.30991
0.8 0.23002 0.22835  0.22794 0.22784 0.22782
0.9 0.12188 0.12098  0.12075 0.12070 0.12069
lell; x10° 7.48756  1.93995  0.46126 0.07981
Lryx10° 220138 0.53999  0.12501 0.02132
L.x103  3.14547 0.77181  0.17880 0.03029

Tablo 4.16: t = 0.1, v=1 ve k = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik (LWSFY) ve tam

cOziimleri
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v=1 v=0.1 v =0.01

X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 04 0.01358 0.01357 0.30891 0.30889 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26897 0.26896
0.8 0.00026 0.00026 0.19570 0.19568 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07511 0.07511
0.50 0.4 0.01924 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44728 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43915 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37443 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018
0.75 04 0.01364 0.01363 0.62565 0.62544 0.91045 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48746 0.48721 0.76733 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37414 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28765 0.28747 0.55608 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481

Tablo 4.17: v=1,v=0.1,v=0.01, A= 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 1’in niimerik
(LWSFY) ve tam ¢oziimleri

(3.1.1) Burgers denkleminde (4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen parcalanmis bi¢imi
(3.1.12) sinir ve (3.1.18) baslangi¢ kosullart altinda goz Oniine alinarak Problem 2’ nin
LWSFY1 ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile problemin tam ¢oziimii Tablo 4.18 ve
Tablo 4.19 da verildi. Tablolara bakildiginda elde edilen niimerik sonuglarin analitik

sonuglara yakin oldugu kolayca goriilmektedir.
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X Niimerik Coziim Tam Coziim
h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125
0.1 0.11366 0.11308  0.11294 0.11290 0.11289
0.2 0.21777 0.21663  0.21634 0.21627 0.21625
0.3 0.30316 0.30151  0.30109 0.30099 0.30097
0.4 0.36163 0.35955  0.35902 0.35889 0.35886
0.5 0.38657 0.38420  0.38360 0.38345 0.38342
0.6 0.37389 0.37145  0.37084 0.37069 0.37066
0.7 0.32302 0.32079  0.32023 0.32009 0.32007
0.8 0.23765 0.23593  0.23550 0.23539 0.23538
0.9 0.12596 0.12502  0.12479 0.12473 0.12472
lell; x10° 7.46489 1.94104  0.46196 0.07997
Lryx10® 226338 0.55720 0.12911 0.02203
L.x103  3.23651 0.79591  0.18468 0.03127

Tablo 4.18: t =0.1, v=1 ve k = 0.00001 icin Problem 2’nin niimerik (LWSFY) ve tam

cOziimleri
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X t

v=1

v=0.1

v=0.01

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

Niimerik

Tam

025 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.50 04
0.6
0.8
1.0
3.0
0.75 04
0.6
0.8
1.0
3.0

0.26150
0.26150
0.00027
0.00004
0.00000
0.38345
0.38345
0.00038
0.00005
0.00000
0.28160
0.28160
0.00027
0.00004
0.00000

0.26148
0.26148
0.00027
0.00004
0.00000
0.38342
0.38342
0.00038
0.00005
0.00000
0.28157
0.28157
0.00027
0.00004
0.00000

0.31754
0.24616
0.19957
0.16562
0.02778
0.58460
0.45805
0.36748
0.29843
0.04109
0.64584
0.50293
0.38556
0.29604
0.03046

0.31752
0.24614
0.19956
0.16560
0.02776
0.58454
0.45798
0.36740
0.29834
0.04106
0.64562
0.50268
0.38534
0.29586
0.03044

0.36227
0.28205
0.23046
0.19470
0.07614
0.68370
0.54833
0.45372
0.38568
0.15218
0.92063
0.78305
0.66275
0.56933
0.22777

0.36226
0.28204
0.23045
0.19469
0.07613
0.68368
0.54832
0.45371
0.38568
0.15218
0.92050
0.78299
0.66272
0.56932
0.22774

Tablo 4.19: v=1,v=0.1,v=0.01, A= 0.0125 ve k = 0.00001 i¢in Problem 2’nin niimerik

(LWSFY) ve tam ¢oziimleri

Tablo 4.20 v =0.5, h = 0.05 ve k = 0.0001 degerleri i¢in (3.1.1) Burgers denkle-
minde (4.0.1) ve (4.0.2) ile verilen par¢alanmis bi¢cimi (3.1.12) sinir ve (3.1.20) baslangic
kosullar1 altinda g6z 6niine alinarak problem 3’iin farkli # zamanlarinda LWSFY1 ile elde

edilen niimerik sonuglar problemin analitik ¢6ziimiiyle karsilastirildi. Sonuglarin birbir-

leriyle uyum i¢inde oldugu goriildii.
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tr=1.5 t=3.0 t=4.5

x  Nimerik  Tam  Niimerik  Tam Niimerik ~ Tam
0.5 0.15329 0.15327 0.06427 0.06426 0.03799 0.03799
1.0 0.26580 0.26577 0.11882 0.11880 0.07188 0.07187
1.5 0.30415 0.30412 0.15510 0.15509 0.09794 0.09793
2.0 0.26140 0.26142 0.16763 0.16762 0.11339 0.11339
2.5 0.17213 0.17217 0.15629 0.15630 0.11698 0.11698
3.0 0.08804 0.08807 0.12736 0.12738 0.10948 0.10949
3.5 0.03582 0.03582 0.09130 0.09132 0.09367 0.09369
4.0 0.01186 0.01186 0.05796 0.05797 0.07359 0.07361
4.5 0.00325 0.00325 0.03283 0.03284 0.05329 0.05330
5.0 0.00074 0.00074 0.01673 0.01674 0.03570 0.03572
5.5 0.00014 0.00014 0.00772 0.00772 0.02223 0.02224
6.0 0.00002 0.00002 0.00324 0.00324 0.01290 0.01292
6.5 0.00000 0.00000 0.00124 0.00124 0.00697 0.00702
7.0 0.00000 0.00000 0.00043 0.00043 0.00345 0.00358
7.5 0.00000 0.00000 0.00013 0.00013 0.00139 0.00172

Tablo 4.20: v=0.5, h = 0.05, k = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] igin Problem 3’iin niimerik
(LWSFY) ve tam ¢oziimleri

4.6 Lax-Wendroff Acik Yontemin Kararhhk Analizi

(4.5.2) yaklagiminin kararlilig1 onceki boliimde gosterilmisti. Simdi burada sadece

(4.5.3) yaklagiminin von Neumann kararlilik analizini yapalim. Bunun i¢in U}, yerine
Ut — Bhen /1
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, r| = % olmak iizere,
E=1-— %U (eiBh - e*"ﬁh> + %r%(f/)z(eiﬁh -2+ eiBh)
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elde edilir. Son esitlikte
¢ = cosBh+ isinph

Euler formiiliiniin kullanilmasiyla
& =1—irUsinph—r}(0)*(cosph—1) (4.6.1)
bulunur. Burada cos 4 yerine
cosPh =1 —2sin? BTh
ifadesi kullanilirsa (4.6.1) den & paremetresi
Bh

E=1—irUsinph—2r}(0)?*sin? o

elde edilir. Yontemin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart |E|] < 1 olmasidir. || < 1 ise

0 < [¢* < 1olur.

2
&> = (1 —2r%(0)zsin267h) + (rl(A]sith)2

h = - -
sinf3 2sin — cosS

kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
A h
(r}(0)*—1) sin’ BT <0
bulunur. Béylece yontemin kararli olmasi i¢in r; parametresinin

0§r10§1

esitsizligini saglayacak sekilde olmasi gerekir.
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