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OZET

PARETO DAGILIMINDA ORNEKLEM SECIMININ TAHMIN EDICIYE ETKISI

Seval SAHIN

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dal1
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Fahrettin OZBEY
Kasim 2017, 52 sayfa

Bu calismada, ilk olarak belli bir dagilimdan 6rneklem iiretme yontemleri verildi. Daha sonra
dagilimdan oOrneklem ftretmek i¢in yeni yontemler arastirildi. Sonug¢ olarak; eski ve yeni
yontemler kullanilarak Pareto dagilimindan 6rneklemler tretildi. Bu 6rneklemler kullanilarak,
maksimum olabilirlik yontemi ile parametre tahminleri yapildi. Bu tahmini parametreler
orneklem olusturmak icin kullanilan parametrelerle karsilastirildi ve yeni yontem ile olusturulan

orneklemlerden daha iyi sonuglar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Pareto dagilimi, Tahmin Edici, Orneklem



ABSTRACT

THE EFFECT OF CHOOSING THE SAMPLE ON THE ESTIMATOR IN PARETO
DISTRIBUTION

Seval SAHIN

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Statistic
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Fahrettin OZBEY
November 2017, 52 pages

In this study, firstly, methods of producing samples from a certain distribution were given. After
then, new methods were investigated for generate scattered samples. As a result; samples were
produced from the Pareto distribution using old and new methods. The parameter estimates were
made with the maximum likelihood method using these samples. These estimated parameters
were compared with the parameters used to create the sample and better results were obtained in

the samples created with the new method.

Keywords: Pareto distribution, Estimator, Sample
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TESEKKUR
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1. GIRIS

Ormeklem olusturma ydntemleri incelendiginde temelde iki farkli tiirden drneklem olusturula
bilinir. Bunlarmn ilki bir anakiitleden cesitli yontemler kullanilarak elde edilen 6rneklemlerdir.
Digeri ise bir dagilimin olasilik (yogunluk) fonksiyonu veya dagilim fonksiyonu i¢in parametre
atamalart yapilarak iretilen orneklemlerdir. Literatiirde her iki Orneklem se¢imi icin ¢esitli
yontemler gelistirilmistir.

Tahmin teorisinde yapilan ¢alismalar incelendiginde; genellikle ya yeni tahmin metotlar
gelistirilir ya da yeni dagilimlar olusturularak var olan tahmin yontemleri ile parametre
tahminleri yapilmaktadir. Her iki tiir calismada da ortak olan prensip bir dagilim ele alinir ve bu
dagilimdan yararlanarak 6rneklemler olusturulur.

Bu calismada ilk olarak belli bir dagilimdan 6rneklem {iiretmek i¢in var olan yontemler
incelendi ve yeni yoOntemler arastirilacaktir. Daha sonra eski ve yeni yontemler Pareto
dagiliminda uygulanarak oOrneklemler iiretilecektir. Uretilen bu o6rneklemler kullanarak
maksimum olabilirlik yontemi yardimiyla parametre tahminleri yapilacaktir. Bu tahmini

parametreler 6rneklem olusturmak icin kullanilan parametrelerle karsilastirilacaktir.



1.1. Temel Tanimlar

Tamm 1.1.1 Istatistiksel arastirmalarda incelemeye amacladigimiz birimlerin olusturdugu
topluluga anakiitle denir. Birim ise anakiitleyi olusturan en kii¢iik parcadir. Anakiitle ile ilgili
bilgi toplamak istendiginde tiim birimlerin teker teker incelenmesi gerekmektedir. Bu isleme tam
sayim ad1 verilir.

Anakiitle birim sayis1 fazla ise, tim birimlerin incelenmesi fazla zaman alabilir ve
masrafli olabilir. Arastirmalar gerekli bir fayda elde etmek i¢in yapilirlar ve yapilan her
arastirma belirli bir siirede bitirilebiliyorsa ve arastirmada yapilan masraf faydayi asiyorsa
arastirma yapmanin bir anlami kalmayacaktir. Bu nedenle 6rnekleme teorisi gelistirilmistir.

Bir anakiitleden, anakiitle birim sayisindan daha az sayida birim segilerek, bu birimler
yardimut ile anakiitle parametrelerinin tahmin edilmesi islemlerine 6rnekleme denir. Parametre ise
anakiitleleri birbirinden ayirmaya yarayan ortalama, varyans, oran gibi dlgiilerin genel ifadesidir.

Anakiitleden secilen az sayida birimin olusturdugu topluluk ise 6rnek olarak adlandirilir [1].

Tamim 1.1.2 Gozlemden gozleme degisik degerler alabilen objelere, 6zelliklere ya da durumlara

degisken denir [2].

Tamm 1.1.3 Bir kitlenin belli bir 6zelligini incelemek {izere, kitleden belirli bir kurallara gore
segilen birimler topluluguna orneklem denir. Orneklem kitle birimlerinin gozlenen bir alt

kiimesidir. Bir 6rneklemin tanimlayici sayisal dl¢iisiine 6rneklem istatistigi denir [3].

Tamm.1.1.4 Varyansin incelenmesinde S? &rneklem varyanst (X; — X)? sapmalarin
ortalamasidir. Varyansa bu nedenle ortalamaya gore ikinci moment denir ve m,, ile de gosterilir.
Veri kiimesi i¢in karsilik gelen carpiklik olgiitii (X; — X)3 kiibik sapmalarin ortalamasinin
alinmasiyla bulunur. ms ile gosterilen bu 6lgiiye carpiklik olgiitii denir. Yani X gozlem

degerlerinin ortalamasi olmak {izere

my =— 3L (X; - X)° (1.1)

n—-1

myy = 2 (1.2)

dir.



X1, X3, .., X g6zlem degerleri verilsin. Bu degerlerin aritmetik ortalamasi X ve standart

sapmast S olmak iizere; X;’lere gelen y; = (XiS_X) , 1=1.2, ... n gozlem degerlerine

standartlastirilmis gézlem degerleri denir.

Standartlastirilmis carpiklik lgiitii olarak tanimlanir. m, > 0 ise saga carpik (pozitif arpiklik )
veri kiimesi, m; < 0 ise sola carpik (negatif garpiklik ) veri kiimesi vardir. m; = 0 ise veri
degerleri simetrik dagilim gosterir [3].

Tanim 1.1.5

1 —
my =— Y (X — X)* (1.3)
olmak lzere
' (my)
my == (1.4)

esitligi standartlastirilmis sivrilik 6lgiitiidiir. Normal dagilim icin m, = 3 oldugundan sivrilik
K = m; — 3 biciminde de tamimlamir. K < 0 icin merkeze yakin yerde egri normal dagilim
egrisine gore fazla diizdiir.(basiktir.) Normal dagilim i¢in K = 0 ve K > 0 i¢in merkeze yakin

yerde egri normal dagilim egrisinden daha dar ve yiiksektir [3].

Tamm 1.1.6 Seri degerlerinin aritmetik ortalamadan farklarmin kareli ortalamasia standart

sapma denilir. Standart sapma 6rneklemede S, anakiitlede de o ile gosterilir. Standart sapmanin

karesine varyans adi verilir. Varyans 6rneklemede S * anakiitlede o’ ile ifade edilir [1].

Orneklem igin;

L(Xi—X)?

S = T (15)
2 _ L&Xi=X)?
st == (1.6)

Anakiitle i¢in;

o= ’Z(Xiv—#)z (1.7)



—1)2
0_2 — 2(Xi—u@)

Frekans serilerinde, 6rneklem igin;

5= ’Z(Xi—)?)zfi
n-1

Anakiitle i¢in;

oo [Fxewrs
N

o2 = YXi—w)*fi
N

formilleri kullanilir.

Gruplandirilmis serilerde, 6rneklem i¢in;

5= ’Z(mi—)?)zfi
n—1

2 _ Zlmi=%%r]

n-1

S

Anakiitle i¢in;

o = X(mi—w)?f;
\’ N

2 _ XOm—w)if;
- N

o

formiilleri kullanilir.

(1.8)

(1.9

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Tanmmm 1.1.7 g(x) = x* fonksiyonunun beklenen degerine X rasgele degiskeninin(’a gore

k —ninc1 mertebeden momenti denir. Yani

my = E(x¥)

(1.17)



dir.

X , x; degerlerini p, olasiliklariyla alan kesikli rasgele degisken ise k —ninc1 mertebeden

moment agagidaki gibidir.
my = E(x) = X x"p; (1.18)

X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rasgele degisken ise k —ninct mertebeden
moment agagidaki gibidir.

my = E(x%) = f::x"f(x)dx (1.19)

Kolayca goriiliir ki;

E[(ax)*] = a*E(x*) (1.20)

dir. Ayrica c keyfi bir sabit olmak iizere E[(x — c)*] seklindeki ifadeleri de hesaplayabiliriz [3].

Tamm 1.1.8 E[(x — c)¥] beklenen degerine c¢ noktasina gére k —ninc1 mertebeden moment
denir.
c—my; = E(x) almirsa  E[x — E(x)]* degerine beklenen degere (ortalamaya ) gére k —ninc1

mertebeden moment denir [3].

Tanim 1.1.9 Beklenen degere gére momentlere merkezi momentler denir ve y;, = E[x — E(x)]*
ile gosterilir. c = 0 noktasina gore momentlere adi momentler denir. ilk {ic mertebeden
momentler i¢in;

i =Ex—EX)]=E(x-m)=Ex) -m=m —my =0
uy = E[x — E(x)]* = E[(x — my)?]

= E(x?) - 2mE(x) + my?> = m, — m;?
us = E[x —E(x))° = E[(x — my)°]

= E(x3) — 3mE(x?) + 3m,2E(x) — m,3

=my —3mym, + 3m;*’m; —m;3

=m3 —3mym, + 2m,3 (1.21)

yazilabilir [3].

Tammm 1.1.10 ikinci mertebeden merkezi momente x rastgele degiskeninin varyansi denir.

Varyans genellikle Var(x), ya da 62 x ile gosterilir ve

5



Var(x) = 6% x = m, —m,? (1.22)

2

ifadesi kullanilarak hesaplanir. 6 parametresi, rasgele degiskenin beklenen degeri etrafinda bir

dagilim olgiisiidiir [3].

Tanmmm 1.1.11 E(x) = 0 ve Var(x) = 1 ortalama ve varyansina sahip x rastgele degiskenine
standartlastirilmis rastgele degisken denir.

x, beklenen degeri m, ve varyansi 62 olan bir rasgele degiskense,

y="T (1.23)

(o}

Rasgele degiskeni standartlastirilmis bir rasgele degiskendir. Yani
E(y)=0 (1.24)

Var(y) =1 (1.25)
seklindedir [3].

Tamm 1.1.12 Standart sapmanin beklenen degere orana varyasyon(degisim) kat sayis1 (D.K)
denir. O halde

D.K ==yada D.K =—.100 (1.26)
mq ms
dir. Beklenen deger 1 e esit oldugunda varyasyon katsayisi standart sapmaya esit olur [3].

Tamim 1.1.13 E[|x — E(x)|]* Ifadesi x rasgele ifadesinin k — mc1 mertebeden mutlak merkezli

momenti denir [3].

Tamim 1.1.14 x bir rasgele degisken olsun. h > 0 olmak tizere |[t| < h araliginda her degeri

alan t icin e beklenen degeri x ‘in moment ¢ikaran fonksiyonu olarak tanimlanir.

a) x , f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rasgele degisken olsun. x in moment ¢ikaran

fonksiyonu

mx(t) = E(etx) = ertx f(x) (1.27)

b) x , f(x) olasilik fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele degisken olsun, x in moment ¢ikaran

fonksiyonu



m,(t) = E(e™) = f:j e™f(x)dx (1.28)

e fonksiyonuna MacLaurin serisine actiktan sonra kesikli hal i¢in moment c¢ikaran

fonksiyonunu yeniden yazarsak

2,2 T AT
mx(t)=2l1+tx+t23!c + -+ - +---lf(x)
2 r
=D @+ Y xf () 5y xFC) k  A f) +
=14mytmys ot m S (1.29)

T
elde edilir. Goriildiigi gibi x’in moment ¢ikaran fonksiyonu MacLaurin serisine agiliminda i—' in

katsayist sifira gére r — inci momenttir [3].

Tanim 1.1.15 Ayn1 6zellige sahip birimler toplulugu olarak tanimlanan kitleden, belirlenen bir
ornekleme yontemiyle ayni genislikte segilebilecek tiim oOrneklemlerin olusturdugu uzaya

ornekleme uzay ad1 verilir [4].

Tanmm 1.1.16 Orneklemin c¢ekim siirecinden sonra sira tahmin ediciye gelir. Sonlu kitleden
cekilen oOrneklemden yararlanarak kitlenin ozelliklerini tahmin etmek amaciyla tanimlanan

matematiksel esitlige tahmin edici ad1 verilir [4].

Tanim 1.1.17 Ornekleme uzaymin her bir noktasina gergek say1 baglayan fonksiyona tesadiifi

degiskeni denir [4].

Tammm 1.1.18 Bir tahmin edicinin Orneklem uzayinda aldigi degerlerin gostermis oldugu

dagilima 6rneklem dagilim adi verilir [4].

Tamm 1.1.19 Ac Rolsun. f(x) =||x|| seklinde tanimlanan f : A — R fonksiyonuna tam kisim

fonksiyonu adi verilir. Burada ||x

,Xxsayisindan biiyiik olmayan tam sayilarin en biiyiigiini

gostermektedir. x

, n < xesitsizligini gercekleyen ntamsayilarinin en bilyliglinii gdsterdiginden,

P bir tamsay1 olmak iizere, p <x < p+1esitsizligini saglayan x reel sayilari igin ||x|| = pdir [6].



1.2. Pareto Dagilim

Ustel ve gamma dagilimmin bir karisimi olan Pareto dagilimi ilk olarak Isvigreli ekonomist
Vilfredo Pareto tarafindan ifade edilmistir. Vilfredo Isvigre’nin gelir dagilimimi modellemek igin
Pareto dagilimmi kullandi. O zamandan beri, Pareto dagilimi agir kuyruklu dagilim
modellemesinde yaygin olarak kullanilmistir. Benzer yaklagimla niifus dagilimini, deprem
bliytikliiklerini, orman yangini alanlarini, petrol ve dogal gaz alanlarini modellemek iginde
Pareto dagilimi kullanmaktadir. Pareto dagilimimin birgok uygulamasina ekonomi, biyoloji ve
fizik alanlarinda rastlamak miimkiindiir.

Pareto dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu, sifira gére momenti, ortalamaya gore
momenti, bu momentlerden faydalanarak bu dagilimlarin ortalamasi, varyansi, ¢arpiklik ve

basiklik degerleri verilecektir.

Pareto dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu sirasiyla

asagidaki gibidir.
F(x)=1- (fj
B (1.30)
FfX)=vAx"" x=A,v>0 (1.31)
Pareto dagiliminin sifira gére r — inci momenti;
E(x")= vA
(v-r) (1.32)
seklindedir.
Bu son esitlikte r = 1 yazilirsa Pareto dagiliminin ortalamasi;
vA
H=—
v-l1 (1.33)

seklinde elde edilir.

Pareto dagiliminin ortalamaya gére r — inci momenti;

E(X - ) = 2@(— 1)(1) (vvi.) (1.34)



seklindedir. Bu son esitlikte r = 2 yazilirsa Pareto dagiliminin varyanst;

2
Var(X)z#, v>2
(v-1y(v-2) (1.35)
seklinde elde edilir. (1.34)’de 3.moment hesaplanarak (1.2)’de yerine yazilirsa Pareto

dagiliminin ¢arpiklik degeri;

coo¥tLv=2 o,

v=3\ v (1.36)
seklinde ifade edilir. (1.34)’de 4.moment hesaplanarak (1.4)’de yerine yazilirsa Pareto
dagiliminin basiklik degeri;

_ 3
3(v-2)(3v* +v+2) N

B =
V(V—3)(V—4) (137)

seklinde ifade edilir [5].

1.3. Maksimum Olabilirlik Yontemi

Bu yonteme maksimum benzerlik yontemi adi da verilmektedir. Elimizde farkli anakiitleler ile
tesadiifi olarak alinmis bir 6rnek oldugu diisiinelim. Bu 6rnegin bu anakiitlelerin herbirinden
alinma olasiligr muhtemelen farkli ve bazi anakiitlelerden alinma olasilig1 digerlerine gore daha
yiiksek olacaktir. Bu 6rnek bu anakiitlelerden birinden alinmissa, diger anakiitlelerden c¢ok
secilmis oldugu anakiitleden alinmis olabilir. Ornegin ortalamasi 75 olan bir &rnek oldugu
diisiiniiliirse, bu 6rnek muhtemelen ortalamasi 75 olan bir anakiitleden alinmistir. Diger bir ifade
ile bu ornek ortalamasi 70 veya 80 olan anakiitlelerden ¢ok, ortalamasi 75 olan bir anakiitleden
alinmis olabilir. Bu yaklasim maksimum olabilirlik yonteminin temelini olusturmaktadir.
Konuyu agiklayabilmek igin bir érnek verilirse: Iginde siyah ve beyaz olmak iizere 5’er
top bulunan torbalar oldugunu varsayilirsa, birinci torbada siyah top olmasin, ikinci torbada 1

siyah, {licilincli torbada 2 siyah, dordiincii torbada 3, besinci torbada 4 siyah, altinci torbada 5

siyah top olsun. Bu durumda toplam 6 torba olacaktir. Torbalardaki siyah top sayisini (l) ile

ifade edilir (i =0,12,3, 4,5). Torbalardaki siyah top orani,

o _r 2 .3
Po Py P> 5---175 5

5 5 (1.38)



yani,

pi==
5 (1.39)

olacaktir. Bu olayda 6 farkli p orani olan 6 farkli durum sdézkonusudur. Bunlar1 Qile,

(1.40)

olarak ifade edilir. Bu torbalarin birinden iadeli se¢cimle dort toptan olugan bir 6rnek alindigini ve
bu ornekte siyah top oldugu varsayilir. Bu o6rnek €Q,,0Q,...... ,2;’dan alinmis olabilir.

Hangisinden almmis olabilecegi benzerlik yaklasimi ile agiklanmaktadir. Ornekteki siyah top
orant,

F

_2_075
P=%

(1.41)

olacaktir. Bu 6rnegin bu sonucu gergeklestirme olasiligi en yiiksek torbadan alinmis olabilir.

Birlesik yogunluk fonksiyonu,
f(X]’XZ’X3’X4’X5’P):Hf(Xi’p)
= f(Xl’p)f(Xz’P)f(pr)f(me)f(Xs’p)

_ (px1 ql—Xl Xsz ql—x2 pr3 ql—X3 pr4 ql—X4 Xst ql—Xs)

=p= g = (1.42)

olacaktir.

10



Cizelge 1.1. Torbadaki siyah top sayilari i¢in olasiliklar

P f(X;,p)

0 )@ =0

0,2 (0,2)(0,8)"" =0,0064
0.4 (0,4)°(0,6) =0,0384
0,6 (0,6 (0.4)" =0,0864
0.8 (0.8)(0,2)" =0,1024
1.0 1’(0)"” =0

Torbalar icin olasiliklar Cizelge 1.1° de verilmistir. Goriildiigii gibi en yiiksek olasilik
siyah top orani 0,8 olan 5. torba yani (). i¢in bulunmustur. Bu nedenle bu 6rnek 5. torbadan
alinmis olabilir. Birlesik yogunluk fonksiyonu 0,8 olasilig1 i¢in maksimize olmustur. Yukarida
hesaplanan olasiliklar siral1 gekilis olasiliklaridir. Sirasiz gekilisler i¢in bunlarin CX = C; =4ile
carpilmast gerekir. Ama bu islem sonucu degistirmeyecektir. Dikkat edilirse dagilim binom
dagilimidir.

Maksimum olabilirlik yonteminde benzerlik fonksiyonundan yararlanilir. Benzerlik
fonksiyonu 6rnegin birlesik olasilik dagilim fonksiyonudur. Bu fonksiyonu / ile ifade edilirse n

gbzlem i¢in,

(1.43)

olacaktir. X, X,,...... ,X, bagimsiz ve X ile aym dagilima sahip degiskenler olduklarindan

benzerlik fonksiyonu,

0= f(X)- F(X,)n f(X,) (1.44)

sekline doniistiiriilebilir.

Benzerlik fonksiyonu ile birlesik olasilik dagilim fonksiyonlar1 ayn1 fonksiyonlar olmakla
birlikte yorumlart farklidir. Her iki fonksiyonda da k sayida parametre ve n sayida 6rnek birimi
yer almaktadir. Fakat X ile ifade edilen gozlemleri ile, @ ile ifade edilen parametreler farkli

yorumlanmaktadir. Birlesik olasilik fonksiyonunda X’ler (X,,X,,...... ,X,) degisken,
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parametreler (6,,6,,...... ,0,) ise sabittir. Benzerlik fonksiyonunda ise ornek birimleri ile

tahminciler belirlendiginden X ’ler sabit € ’lar ise degiskendir.
Bu yontemde belirlenen benzerlik fonksiyonunun parametrelere gore birinci tiirevi alinip

sifira esitlenir. Boylece fonksiyonu maksimize edecek formiiller elde edilir. Bu formiiller &

parametrelerinin tahmincileri 0 lerdir. Yapilan bu tiirev alma islemi ile fonksiyon maksimize
edilmis olabilecegi gibi minimize edilmis de olabilir. Bunu belirlemek i¢in ikinci tiirevler
alinarak isaretlerine bakilmalidir.

Bir fonksiyonun kendisi maksimize etmekle logaritmasini maksimize etmek arasinda fark
yoktur. Fonksiyonun logaritmasinin alinarak bunun maksimize edilmesi uygulamada islemleri

kolaylagtiracaktir. Bu nedenle maksimizasyon islemi logaritmik benzerlik fonksiyonu ile

yapilmaktadir. Logaritmik benzerlik fonksiyonunu L ile ifade edilirse,
L=In¢ (1.45)

olacaktir. L’nin saglayacagi kolayliklar verilen Orneklerin incelenmesi ile daha iyi
degerlendirilebilir.
Maksimum olabilirlik yontemi genellikle tutarli ve etkin tahminciler vermektedir. X

tesadiifi degiskeninin beklenen degeri,

E(X)=) pX,=01-p)+1p=p
= (1.46)

olacaktir. Yukaridaki aciklamada 4 birimden olusan bir érnek alinmisti. Ornek birim sayisin1 »

olarak alinip, benzerlik fonksiyonunu belirlenirse,

4 =f(X1)f(X2)f(X3)...f(Xn)

o=[p = p) 0 I 0= p) o [ 0= o) [ = o) [ (- p) ] (1.47)

Carpim halinde olan ifadelerde tabanlar ayni1 oldugundan iisler toplanirsa,

X +X,+ X544 X, (1 _ p)(l—X, J(1=X, )+ (1-X 5 )+ +(1-X,)

l=p

(=p7 (1-p) " (1.48)

olacaktir. Benzerlik fonksiyonunun logaritmasi,
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L=Inl= (ZX,.jlnp +(n—ZXi)ln(l— p)
i=1 i=1 (1.49)
olur. p ’nin tahmincisi belirlenecegine gore logaritmik benzerlik fonksiyonu L’ nin p ’ye gore

kismi tiirevi alinarak sifira esitlenir.

e fi g

(1.50)
Paydalar esitlenerek i¢ler dislar ¢arpimi yapilirsa,
(Z&J(l—ﬁ){n—zx,j(— p)
i=1 _ ’ i=1 ~0
p(1-p)
(30 J0-p[n-3x e 210
i=1 i=l
ZH:XI —ﬁZn:Xi —np+f92n:X =0
i=1 i=1 i=1
y X, -np=0
i=1
(1.51)

A sl
p_—
n

bulunur. Burada n olayin tekrar sayis1 oldugundan 6rnekte 4’tiir. Siyah top sayist li¢ oldugundan,

z X, = 3olacaktir. Bu durumda anakiitle orani,
i=1

p=2=0,75
(1.52)

olarak tahmin edilecektir [7].
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Ornek 1.3.1. Normal dagilmis bir anakiitlenin ortalamasmin tahmincisini maksimum olabilirlik

yontemi ile belirlenirse, normal dagilim iki parametreli bir dagilimdir ve genel ifadesi,

(Xi _!/)2
2062

J(X)= e
oV2r (1.53)

seklindedir. Bu ifadeyi,

F = astyie 2L o)

(1.54)
seklinde yazilabilir. Fonksiyonun logaritmasi alinirsa,
2
In f(X)= —lln(Ziz'O'Z)— [lj(ﬁj
2 2N o (1.55)
benzerlik fonksiyonu,
0= FX) XD, f(X,) (156)
oldugundan bunlarin tek tek logaritmalari i¢in logaritmik benzerlik fonksiyonu,
L=Inl=Inf(X,)+In f(X,)+In f(X,)+...+In f(X,)
L=3Inf(X)
i=1 (1.57)
olacaktir. Burada In f(X)’i yerine koyulursa,
] 1[x,-uT
L=Y|-=In(270%)-=| Z—
5w 2]
n 1 n X ﬂ 2
=——> In(270* )-= i
Snteer)33 %5
I 13 )
=——nln27z0” )= —= Y (X, -
( ) 2 0_2 P ( 1 lu)
= —EID(ZﬂUz)— ! 5 (Xl —/1)2
2075 (1.58)
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- . . 2 . . o . 2 . C e
Dagilimin iki parametresi 4 ve o~ tahmin edileceginden, L’nin ¢ ve o~ ’ye gore birinci

turevleri alinacaktir.

dL I
e 2(X, - u)-1

i=1
dL n 1 1 & >
s R X. —
dlc?) 2 02+20“,§1( 4 (1.59)

Bunlar sirasi ile sifira esitlenirse,

| R N
LSl an=0

i=1

Zn:(Xi _1[‘):0

i=1

n n

X, -> a=0

i=1 i=1

Zn:Xi—n[t:0

i=1

[ ==
n (1.60)

olarak belirlenir. Normal dagilmis bir anakiitle ortalamasinin maksimum olabilirlik yontemi ile

belirlenen tahmincisi 6rnek ortalamasidir. Tkinci kismi tiirevi sifira esitlenirse,

n o1 1 & Y
——-—+ E X —u)=0
2 6% 260 ,-_1( ) (1.61)

Paydalar esitlenip, icler dislar carpimi yapilirsa,

&n+ Y (X, - AY
i=1
26*

6+ Y (X, - i =0
im1
Z(Xi _/})2

6‘2 _ =l

n (1.62)
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elde edilir. Buna gore normal dagilmig bir anakiitlenin varyasinin maksimum olabilirlik yontemi
ile elde edilen tahmincisi &rnek varyansidir. Ornek varyansinin, anakiitle varyansimin sapmasiz
tahmincisi olmadigi bunun yaninda Ornek varyansi anakiitle varyansinin asimtotik etkin

tahmincisidir [7].

1.4. R Program

R dili ilk olarak Yeni Zelanda’ daki Aucland Universitesi Istatistik Boliimii’nden Ross Thaka ve
Robert Gentleman tarafindan yazilmistir. Daha sonra diinyanin ¢esitli yerlerindeki aragtirmacilar
R’yi gelistirmek i¢in bir araya gelmis ve 1997°de bu gruba “R core team” ad1 verilmistir.

R diline, ilk gelistiricileri olan Ross lhaka ve Robert Gentleman tarafindan S diline atifta
bulunarak “R” ismi verilmistir. R dilinin tasarimi1 énemli 6l¢iide Becker, Chamber ve Wilks’in
gelistirdigi S dili le Sussman’in gelistirdigi Scheme dillerinden etkilenmistir. Goriiniim agisindan
S diline benzeyen R, uygulama ve anlamsal yonden Scheme diline yakindir. S-PLUS yaziliminin
akademik ve 6gretim amagh kullanilmasinda lisans ticretlerinin pahali bulunmasi nedeniyle Yeni
Zelanda’l iki adin1 verdikleri programlama dilini gelistirmeye karar vermislerdir.

R dilinin ilk siiriimii “R core team “ tarafindan 29 Subat 2000 tarihinde yaymlanmistir.
Istatistiksel yazilim gelistirme ortami veri manipiilasyonu, hesaplama ve grafik gdsterim icin
tasarlanmistir. Fonksiyonel bir programlama dili olan R istatistik¢iler ve matematikgiler i¢in kod
yazmay1 kolaylastiran fonksiyonlara sahiptir.

R-Project2in web sitesinde yapilan tanima gore R, istatistiksel hesaplamalar ve grafikler
icin bir dil ve ortamdir. R, yaygin olarak kullanilan SPSS, SAS gibi istatistik paket
programlarindan farklidir. R bir istatistik paket program degil istatistiksel yazilim gelistirme
ortamudir.

Avantajlar;
1. Ucretsiz temin edilebilmesi,
2. Nesne yonelimli bir programlama dili olmasi,
3. Farkli amaglar i¢in gelistirilmis paketler eklenerek fonksiyonelliginin arttirilabilmesi,
4. 2-D, 3-D gelismis grafik araglarina sahip olmasi,
5. Analizin nasil yapilmasi gerektigi hakkinda diistindiirmesi,
6. Hizli olmasidir.

Dezavantajlari;

1. Ogrenmesi zor bir programlama dilidir.
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2. Gelismis veri isleme Ozelliklerine sahip olmasimna ragmen bunlarin kullanilabilmesi
Ozellikle dizi ve matris islemlerine hakim olmayi gerektirir.

3. Cok biiyiik veri dosyalar1 ile ¢alismak i¢in uygun degildir. Birka¢ yiiz megabyte’dan daha
bliyiik veri dosyalar1 agilmak istendiginde yetersiz bellek sorunu meydana gelebilir.

4. Ticari bir iiriin olmadig1 i¢in kullaniminda karsilasilan sorunlarin iletilecegi miisteri
destek birimi yoktur.

5. Hata yapmak kolaydir ve tespit edebilmesi zor olabilir.

6. Veriyi islenecek hale getirmek zaman alic1 ve hataya acik bir siirectir [8-9].

1.5. Ornekleme Yontemleri

Ornekleme ydntemlerinin gelistirilmesi ¢ok yeni olmasimna karsin, drnekleme ydntemlerinden
yararlanma ¢ok eskidir. Bununla birlikte, 6rnekleme kurami ¢ok kisa bir siire igerisinde hizla
gelismis ve c¢esitli 0rnekleme yontemleri ortaya koymustur. Boylece 6rnekleme yontemleri genis
bir uygulama alani bulmustur [4-10]. Cok cesitli 6rnekleme yontemleri, 6rnekleme hatasi
hakkinda objektif bir kriterin saglanip saglanamamasi bakimindan iki biiylik bir gruba ayrilirlar
[10].

1. Olasiliksal olmayan 6rnekleme yontemleri

2. Olasiliksal 6rnekleme yontemleri

1.5.1. Olasiliksal Olmayan Ornekleme Yéntemleri

Ornek birimlerinin gelisigiizel olasiliklarla secildigi érnekleme ydntemine olasiliksal olmayan
ornekleme adi verilir. Bu yontemde orneklem birimlerinin herbirinin bir se¢im olasilig1 soz
konusu olmadigindan varyans hesaplanamaz. Yani tahminlerin 6rnekleme hatalar1 ile ilgili
objektif bir Olcli verilemez. Bu nedenle, olasiliksal 6rneklemeye gore daha az basvurulan bir
yontemdir. Tahminlerin duyarhiliklar1 ancak siibjektif olarak yorumlanabilir. Bilimsel
aragtirmalarda bu Ornekleme yontemine basvurulmamakla birlikte uygulama kolayligi olmasi

yoniinden pek ¢ok alanda 6zellikle kamuoyu yoklamalarinda sik sik kullanilmaktadir [4].
Olasiliksal olmayan 6rnekleme yontemlerinin belli baglt {ig tiirti vardir [10].

1. Keyfi 6rnekleme
2. Dilim orneklemesi

3. Kota O6rneklemesi.
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1.5.1.1. Keyfi Ornekleme

Keyfi 6rnekleme yeni bir drnekleme teknigi olmayip esas1 100 yillarca dncesine dayanir. Fakat,
keyfi Orneklemenin is problemlerine uygulanmasi son zamanlarda gelistirilmistir. Keyfi
orneklemede, 6rnegi olusturan birimler olasilik esasina gore se¢ilmezler, se¢imi yapanin arzu ve
diisiincelerine bagh olarak secilirler. Bu nedenle 6rneklemeci, y1ginin her yanindan, yigin1 en iyi
bir sekilde temsil edecegini sandig1 ve kendilerinden gerekli bilgilerin kolayca toplanabilecegi
yeterli sayida birim segimine galisir. Ornege secilen birimlerden elde edilen bilgilerden y1gina
iliskin istatistiklerin tahminsel degerleri hesaplanir. Bu se¢im isi, 6rneklemeciden 6rneklemeciye
degisir. Bir keyfi se¢imin diger bir keyfi se¢ime tercih edilmesi i¢in objektif bir kriter yoktur.
Ornek birimleri keyfi olarak segildiginde, elde edilen sonuglarin giiven sinirlar1 hesaplayacak bir
objektif yontem yoktur. Boyle yontemlerde ornege secilen bir birimin drnege girme olasiligt

bilinmemektedir [10].

1.5.1.2. Dilim Orneklemesi

Kitle ¢cok genis oldugundan 6rneklem birimlerine ulagma maliyeti (para ve zaman yOniinden)
yiiksek ise, keyfi orneklemenin yerine dilim orneklemesi tercih edilir. Genis kitle bir takim
dilimlere ayrilir. Bu dilimlerden kitleyi simgeleyebilecek 6rneklem birimlerinin ¢ekimi
yontemine dilim 6rneklemesi adi verilir [4].

1.5.1.3. Kota Orneklemesi

Kitle, incelenen &zellikleri yoniinden farklilik gdsteren bazi alt gruplara ayrilir. Incelenen
ozelliklerin 6dnem dereceleriyle orantili 6rneklem biriminin ¢ekildigi 6rnekleme yontemine kota
orneklemesi adi verilir.

Kitle ¢ok genis bir alana yayilmis ve birim basina diisen maliyetler arasinda 6nemli bir farklilik
yok ise, kitle incelenecek Ozellikleri yoniinden kolaylikla alt gruplara ayrilabiliyorsa, kota

orneklemesi diger 6rnekleme yontemlerine tercih edilir [4].
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1.5.2. Olasihiksal Ornekleme

Orneklem birimlerinin belirli olasiliklarla c¢ekildigi 6rnekleme ydntemine olasiliksal érnekleme
adr verilir. Olasiliksal 6rnekleme, yigindaki her birime hesaplanabilen ve sifir olmayan bir
secilme olasilig1 taniyan drneklemedir. Orneklem dagiliminin degisim 6lciisii, bir diger deyisle,
varyans yardimiyla parametrenin icinde bulundugu sinirlar tahmin edilir. Iste olasiliksal

orneklemenin yarari bu sinirlarin belirlenebilmesidir [4-10].

1.5.2.1. Cok Asamali Ornekleme

Orneklem birimleri bazi arastirmalarda bir asamada 6rnekleme ¢ekilir. Bu yonteme tek asamali
ornekleme adi verilir. Eger 6rneklem birimleri birden ¢ok asamada ornekleme cekiliyor ise,
asama sayisina gore iki asamali, li¢ asamali, ... adlarin1 alir. Bu yonteme genel olarak c¢ok
asamal1 ornekleme adi verilir. Baz1 arastirmalarda, birinci asamada alinan 6rneklem birimlerinin
icerdikleri kitle birimleri birbirine benzer 6zellik gosterir. Bu durumda o6rneklem biriminin
timiinii incelemek yerine bundan yine bir 6rneklem se¢gmek para, zaman ve emek yoniinden

tasarruf saglayacagi gibi sonucta 6rneklemin kitleyi simgeleme niteligini etkilemez [4].

1.5.2.2. Basit Tesadiifi Ornekleme

Herbir 6rneklem birimine esit secilme olasilifi vererek (segilen birim yerine konularak) ve
secilen birimin bir kez daha Ornekleme alinmadigi yonteme basit tesadiifi drnekleme denir.
Burada herbir 6érneklem birimine esit se¢ilme olasilig1 verilmesinin anlami 6érneklem uzayindan
herbir 6rneklemin esit olasilikla sec¢ilmesi anlamina gelir.

Basit tesadiifi 6rnekleme, 6rnekleme kuraminin kurulmasinda temel teskil etmesi bakimindan

yeri ve Onemi blytiktiir [4].

1.5.2.3. Tabakah Ornekleme

Orneklem birimlerinin herhangi bir 6lgiisiine iligkin birimden birime degisim biiyiik ise, bu
durumda kitle, degiskenligi daha kiigiik alt gruplara ayrilabilir. Boylece kitle varyansi biiyilik
iken, alt gruplarin varyansi daha kiiglik olacaktir. Bu ise, duyarlilikta 6nemli bir kazang saglar.
Kitle herbir kitle birimi bir ve yalniz bir tabakaya ait olacak ve hicbir kitle birimi agikta
kalmayacak; tabaka ici degisim olabildigince kiiclik, tabakalar arasi de8isim oldukga biiyilik
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kalacak sekilde alt gruplara boliinlip orneklemin herbir tabakadan ayri ayri ve birbirinden

bagimsiz olarak ¢ekildigi 6rnekleme yontemine tabakali 6rnekleme adi verilir.

Herbir tabakaya basit tesadiifi 6rnekleme yonteminin uygulandigi tabakali 6rneklemeye tabakali

tesadiifi ornekleme ad1 verilir [4].

1.5.2.4. Sistematik Ornekleme

Kitle birimlerinin diizgiin bir sekilde siralanabildigi varsayilirsa ilk k birimden herhangi birinin
baslangi¢ noktasi olarak alindigi ve bundan sonra gelen her k “mci birimin 6rnekleme segildigi
yonteme sistematik 6rnekleme adi verilir. Sistematik 6rneklem ¢ekimi son derece kolay ve kisa

zamanda gergeklestiginden bazi arastirmalarda tercih edilir [4].
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2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Dagiimlardan Rasgele Say1 Uretilmesi

Bu boliimde diizglin dagilima sahip olmayan rasgele degiskenlerin dagilimlarindan, yani diizgiin
dagilimin disindaki dagilimlardan say1 tiretmek i¢in kullanilan yontemler ele alinacaktir.

2.1.1. Ters Doniisiim Yontemi

F dagilim fonksiyonuna sahip bir X rasgele degiskenin dagilimindan sayi liretmek i¢in en ¢ok

kullanilan yontemlerden biri, F dagilim fonksiyonunun genellestirilmis tersi denen

F:(01)>R

u— F~(u)=inf {x: F(x)>u} @2.1)
fonksiyonuna dayali X =F~ (U )dénﬁsﬁmﬁnﬁ kullanmaktir. Burada U rasgele degiskeni (0,1)

araligi tizerindeki diizgiin dagilima, yani U (0,1)dag111ma sahiptir.

xe{Ff(u):ue(O,l)} icin F(Ff(u))ZLt ve Ff(F(x))Sx

{0 0): F~(u) < = {(,x): F(x) > ue} 2.2)

olmak tzere

P(F(U)<x)=P(U < F(x))= F(x) (2.3)

dir. F _(U ) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F dir, yani F _(U ) doniistimii ile ortaya
cikan rasgele degisken X rasgele degiskeninin kendisidir. X =F _(U )déniisiimii integral
doniigiimii olarak bilinmektedir. U (0,1) diizglin dagilimdan iiretilen sayilar integral doniigimii

sonucunda X rasgele degiskenin dagilimindan {iretilmis sayilar olacaktir. Boylece herhangi bir

X rasgele degiskenin dagilimindan sayr liretme islemi ¢Oziilmiis gibi gériinmektedir, ancak
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buradaki zorluk bazi dagilimlar i¢in F~ genellestirilmis ters fonksiyonunun agik bir ifadesinin

elde edilememesidir. Ornegin X ~ N(0,1)igin,

f(x)=lj‘ezzdz ,xeR
2
© 2.4)

olmak lzere;

Fu)=F"'(u) ,ue(l) (2.5)

dir. F~ (U ) degerleri u ya bagl olarak agik bir sekilde kolayca yazilip hesaplanamamaktadir. X
stirekli bir rasgele degisken oldugunda dagilimin destek kiimesi {izerinde F artan bir fonksiyon

olmakta ve bu durumda yukaridaki doniisim X = F~' (U )bigimini almaktadir. Bu durumda,

X=F 71(U )rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu,

= PlU < F(x)]= F(x) (2.6)

dir. Fdagilm fonksiyonunun F'ters fonksiyonunun degerlerinin hesaplanabilir olmasi

durumunda siirekli bir X rasgele degiskeninin dagilimindan sayi iiretmek igin algoritma

asagidaki gibidir [11].

1. U (O,l) dagilimindan U iiretilir.

2. X = F'(U)hesaplanr.

2.1.1.1. Ters Doniisiimiin Tabular Yaklasimi

Ciftler dizini (F (xl. ), X; )tablo haline getirilir, burada x; < x,,, dir. Siklikla bu durum 6nemli bir

i+1
kurulum zaman1 gerektirir. Asagidaki algoritma, bu ¢iftleri ekleyen pargali dogrusal yaklagimi

F ’ye gevirir [12].

1. F(X,)<U<F(X,,)dan X, bulunur.

22



_ [F(Xi+l)_U]Xi +[U_f(Xi]X
- F(Xm)_F(Xi)

i+l

e geri doniiliir.

2.1.1.2. Ampirik Dagilim Fonksiyonlar

n gozlemleri X,,X,,...,X, ’den dogru ancak bilinmeyen dagilima sahip oldugu varsayilir,
boylece X, < X, <...< X, olarak siralanir. F(X,) =i/nyaklasimini varsayilirsa, ampirik dagilim
fonksiyonunun  kullamldigmi  sdyleyebiliriz. X =F~' (U )iiretirken ampirik  dagilim

fonksiyonunda sabit eklemenin kullanilmasi I/nolasilik ile X = X ;ayarina karsilik gelir [12].

2.1.1.3. Ustel ve Ampirik Dagilimin Birlesimi

X, £X,<...£X, baglangic gozlemleri olup daha sonra ilk n—k gozlemlerine bir parcali
dogrusal dagilim fonksiyonu ve k en biiyiikk gozlemlerinin bir tistel degistirilmis uydurmasidir.

F(0) =0varsayilirsa ve X, =0 tanimlanirsa dagilim fonksiyonu,

F(r) = l'/l’l"'(t—Xi)/[n(XiH_Xi)] for X, <t<X,,, -, -
B _(k/n)e@(—(t—ank)/é’) for t>X, ., i=0,1,...,n .

burada

0= (Xnk /2+ i“(xi X, )j /k.

i=n—k+1

(2.8)

Birlesik dagilimin ortalamasi 1<k <nigin (X, +...X, )/ndir. Bagka bir rutin hesaplama
varyansinin

1 n—k-1 n—k-1 k
3 {22){ +ZXXH1+X”} —[(9+Xn +92] { Zx}
n n

(2.9)

oldugunu da gosterir.
Bu birlesik dagilimindan ters doniisiimii yontemi ile degisken liretmek icin asagidaki

algoritma kullanilir;

1. (O,l) dagilimindan U firetilir.
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2. U>l-k/nise budurumda X =X,  Olog(n(1-U)/k)’e geri doniliir;

3. Aksi durumda V<« nU,I<|V] kurulur ve X=(V-I\X,,-X,)+X,” ya geri

dontliir [12].

2.1.1.4. Ters Doniisiimiin Fonksiyonel Yaklasimlari

F'igin yada F icin kapali form ifadesi olmasa bile, yine de yardimei tablolar kullanilmadan

degerlendirilmesi kolay bir fonksiyonla F'’li yaklastirmak miimkiindiir. Olasilik ve istatistikte

goriilen bir¢ok fonksiyon i¢in yaklasik degerlerin listelerini verir [13-14]. Bir g fonksiyonu i¢in

en yakin tahminler asagida verilen tiirlerden biridir;

1. Sirekli kesir:

g(1) =0, (1),
burada
O.(t)=a;,+b,/10;,,@) i=0,1,...,n—1
i¢in
Q0,0 =a,()
dir.

2. Rasyonel yaklasim:

o a,+at+at’ +..+at"
g\) = B
1+bt+b,t’ +...+bt

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

Bu yaklasim alti ondalik basamakta goreli bir dogruluk derecesine sahiptir ve 0,5 <u <ligin

gecerlidir. Normalin simetrisi U =1-U ve X =—X doniistimleri ile 0 <U <1’e genisletilmesini

saglar [12].
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2.1.2. Kabul-Red Yontemi

X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu f ve aldigi degerler kiimesi D olsun. V
rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ ve aldigi degerlerin kiimesi D olmak tizere

V sayilari kolayca iiretilirse a > 0 sabiti ve Vx € Digin;

fx)<a-g(x) (2.14)

kosulu saglanir. Bu durumda asagidaki algoritma ile olasilik yogunluk fonksiyonu f olan
dagilimdan say1 iiretilebilir.

1. V sayisi olasilik yogunluk fonksiyonu g olan dagilimindan iiretilir.

2.V den bagimsiz olarak U = U (O,I)iiretilir.

U-a-gV)<f (V)ise X =V kabul edilir yani bir X sayisi tiretilmis olur, aksi durumda
reddedilir yani 1.adima gegilir (baska bir ifade ile ¥ =U (0,a- g(V))iiretilir. Y<f(V)ise X
kabul edilir, aksi durumda reddedilir.)

Bu algoritma ile liretilen X sayilari igin,

P(X <x)=P(V <x{Uag(V)< f(V))

P[VSx,Usf(V)j

ag(V)
P[U Sf<V>]
ag(V)
FV)
x| ag()
Idu g(v)dv 1j;f( v
—o 0 — v)dav
T rw - 6115 - jf(v)dv
o] ax(?) ~[fwavr
Idu gvydv a:,
—oq 0

(2.15)

olmak {izere, liretilen sayilar olasilik yogunluk fonksiyonu f olan bir dagilimdandir.
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Olasilik yogunluk fonksiyonu f olan dagilimdan X sayilarini iiretmek i¢in yukaridaki

algoritma asagidaki gibi de yazilabilir [11].

1. Birbirinden bagimsiz olarak V = g ve U = U (0,1) iretilir.

fV)
ag(V)

2. Eger U < ise X =V olur ve X sayisi iiretilir.

2.1.3. Ayrisim Yontemi
Ayrisim yonteminde rasgele sayilar tiretilecek olan dagilimin f olasilik yogunluk fonksiyonu,
kolayca sayilar iiretebilen bazi olasilik yogunluk fonksiyonlarin karmasi olarak yazilmaktadir.

i=L2,...,ni¢in p, > O,Zpi ve g,,8,,.---8, ler olasilik yogunluk fonksiyonlari olmak iizere,

i=1

fx)= Zpi 8i
i=1 (2.16)

oldugunda, f ’nin dagilimindan sayi tiretmek icin algoritma asagidaki gibidir.

1. i=1,2,...,nsayilan sirasiyla p,,p,,..., p,olasiliklar1 ile alan kesikli dagilimdan bir i

sayist Uretilir.

2. Olasilik yogunluk fonksiyonu g.olan dagilimdan bir sayr {iretilir ve bu iiretilen
cikilir(alinir).
Y bir rasgele degisken, D, bu rasgele degiskenin aldig1 degerlerin kiimesi ve ,Y ’nin

olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyonlariin bir {gy 1ye Dy}

ailesi yardimiyla,

F= [ g,(x)h(y)dy

(2.17)
bicimde yazildiginda f ’nin dagilimindan sayi liretmek icin algoritma asagidaki gibidir.
1. Olasilik yogunluk fonksiyonu /4 olan dagilimdan bir Y sayist tiretilir.
2. Olasilik yogunluk fonksiyonu g, olan dagilimdan bir say: iiretilir ve bu iretilen say1
alinir.
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Bu algoritma bir X rasgele degiskenin baska bir Y rasgele degiskenine gore kosullu
dagiliminin bilinmesi ve bu kosullu dagilim ile Y ’nin dagilimindan sayi iiretilebilir olmasinda da

kullanilabilir. Y = yverildiginde X ’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu g veY ’nin marginal

olasilik yogunluk fonksiyonu & olmak {izere X ’in olasilik yogunluk fonksiyonu,

£ =[ glx] y)ay)dy
(2.18)
dir [11].

2.1.4. Bazi Siirekli Dagihmlardan Say1 Uretme

2.1.4.1. Cauchy Dagilim

Cauchy dagilimi «a =1lile simetrik sabit bir dagilim olup Iserbestlik derecesine sahip ¢

dagilimidir. Medyan1 4 ve o 6lgege sahip bir Cauchy dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f=ofllo +[x—ul )|, —0<x<oo (2.19)
dagilim fonksiyonu,
F(x)= ! arctan((x - ,u) 0)+ 1 (2.20)
/4 2
Ters gevirerek tiretme:
[A-3)
X=cotan| 7| U —— | |+ u
2 2.21)

Bu son denklem fiziksel olarak (,u,O') merkezli bir ibrenin déonme hareketiyle X, x
eksenin kesim noktasi olarak ifade edilir. Iki bagimsiz standart normal degiskenin oran1 x =0 ve

o =1lile bir Cauchy degiskeni olur. Bununla birlikte, bu verimli bir liretim yontemi degildir [12].

2.1.4.2. Weibull Dagilim

Weibull dagilimina sahip X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu,
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f(x)= %C(gjc_le[;j , x>0
0

Ay (2.22)
ile verilir (6‘ >0,c> O). Dagilim fonksiyonu,
olmak tizere
. 1
F7'(y)=0(-Log(y)): (2.24)

dir. Ters doniisiim yontemi ile bu dagilimdan say1 iiretilebilir [11].

2.1.4.3. Laplace ve Ustel Kuvvet Dagilimlari

Ustel kuvvet dagilim smifi simetrik bir dagilim bigiminin etkisini incelemek icin elverislidir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu,
f = rexp [aaf" Jor(1+1/a) 025
i¢in

—o<x<w ,a>1ve u=0 (2.26)

dir. o nin gesitli degerleri igin sirasiyla o — o0 ve a =2oldugunda, bu simf (—1/4,1/ ) de
diizglin ve normal 6zel durumlar da igerir. & =1oldugu zaman, bu dagilimdan elde edilen bir
degisken, her biri 1/4 beklentisi olan iki aym dagilimli bagimsiz iistel degiskenin farkiyla ayni
dagilima sahiptir. Bu durumda buna Laplace dagilimi denir. Ustel kuvvet dagilim
(E [X ! ]/E ? [X 2]) nin  ortalama, varyans ve basiklign  0,1(3/a)/ [,Ltzr(l/ a)],ve
1(5/a)(1/ex)/ [F(3/a)2 Jdir. Dagilimi moment eslemesi ile uydurmak basittir. o parametresi

yalnizca basiklik tarafindan belirlenir ve bu nedenle basit bir arama yontemi ile bulunabilir.
Varyans daha sonra #yi belirler. Ustel kuvvet degiskenlerini redderek iiretir [15]. & = 2ise ve

Laplace 1<a <2ise biiyiiklik yogunlugu i¢in normali kullanilir. @ =1veya « =2 déniisiim;
ornegin « =1igin:

1. U iretilir.
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2. U< %ise, X =10g(2U)/,u ’e geri doniiliir, aksi durumda X :—log(2—2U)/,u 'ye geri

dontliir [12].
2.1.4.4. Genellestirilmis Laplace Dagilimi

Genellestirilmis Laplace dagilimina sahip X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

v
1

20r(1+j
a

seklindedir (€ >0, o > 0). Bu dagilimin asagidaki 6zellikleri dikkat ¢ekicidir.

f(x)=

,—00 < X <00 (2.27)

a —oigin X =U(-6,0)
a=2icin X = N0,5> =6%)
a =1li¢in Laplace dagilimi
Bu dagilimdan kabul-red yontemine gore sayi liretmek i¢in g(x)fonksiyonu asagidaki gibi
secilebilir [12].
a 2> 2i¢in g(x)=Normal dagilim

I<a<2igin g(x)=Laplace dagilimi

2.1.4.5. Erlang ve Gama Dagilimlari

Erlang dagilimi Ave kolmak iizere iki parametreye sahiptir. Bir Erlang rasgele degiskeni her
biri I/A beklenti ile birlikte olan k bagimsiz ayn1 dagilimli iistel degiskenlerin toplamidir. Agik

liretme yontemi,

X =—Zk:log(Ui)//1

(2.28)
Hafifletmek icin basitlestirilirse,
X = —log(ﬁUi j//i
i=1 (2.29)
dir. Olasilik yogunluk fonksiyonu,
0<xigin f(x)=Ae™* (Ax)" (k-1)! (2.30)

dagilim fonksiyonu,
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k—1
F(x)=1-Y ™ () /j!
=0 2.31)

dir. Gama dagilimi1 k ’nin sadece bir tam say1 olmasindan ziyade herhangi bir negatif olmayan
gercek say1 olmasini saglayarak elde edilir. Gama dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

0<xigin f(x)=2e ™ (Ax)" /T (k) (2.32)
dir. Sirasiyla ortalama, varyansi k/Ave k/A’dir. k>ligin mod (k—1)/Ave varyansi

ortalamanin karesine esit veya daha azdir. k <1li¢in mod O(burada f(x)sonsuzdur) ve varyansi

ortalamanin karesinden daha biiyiiktiir. Sekil parametresi k olan bir gama degiskeni tiretmek i¢in

basit fakat yavas bir algoritma tanimlanmistir [16]. Bu algoritma

1.m=|_kjve g=k—m

2.7 :—log(ﬁUl)
i=l1

3. q, q—1parametreleriyle beta dagilimindan W rasgele degiskeni iiretilir.
4.Y =logU ve U diizgiin tesadiifi bir sayi tiretilir.
5. X =(Z+WY)/ Atiretilir.

k biiylik oldugunda 2.adim ¢ok sayida diizgiin rasgele degiskenleri gerektirir. k> 2igin en
azindan hizli olan red’e dayali bir algoritma oOnermektedir [17]. Ortalama k=1ve
0= (1+M)/ 26l¢iisti ile Laplace dagilimi beta dagilimini sinirlar. Bu algoritma asagidaki
gibidir.

1. k—1lortalama ve 8 6lgisii ile bir X Laplace degiskeni tiretilir.

2. X <O0ise 1’e gidilir.
3. U dretilir.
4

U <T(X)ise burada;
(x) ‘((965;)1’3 B exp[- x+ (x—(k —1)+ (k ~1Y6+1))/6]

(2.33)
X alinsin, aksi durumda 1’e gidilir [12].
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2.1.4.6. Ki-kare Dagilim

Ki-kare dagilimina sahip bir X rasgele degiskeninin dagiliminin F(a =%, p =2] oldugu

gbzoniine alinarak, rsayisinin degerine gore asagidaki algoritma ile dagilimdan sayi iiretilebilir.

. .. < r a1
Parametresi @ =2olan iistel dagilimdan ‘— tane X, sayilar1 dretilir. Z standart normal

dagilimdan iiretilen say1 olmak tizere,

r/2
1. rgiftsayrise X :ZXI.

i=1

/2]
2. rteksaylise X =Y X, +Z°

i=1

almir [11].

2.1.4.7. F Dagilim

F dagilim, istatistiksel hipotez testinde 6rnegin varyans analizinde 6nemli olan iki parametreli

dagilimdir. Sirasiyla w vev serbestlik dereceleri ile Y, ve Y, ki-kare olmak tizere,
X :(K/W)/(Yz/") (2.34)

dir. Bu durumda w vev parametreleri ile F -dagilimhidir. Olasilik yogunluk fonksiyonu,

(v w)v/ g

K02 (L /w )2 s, (2.35)
N M

flo=
burada ﬂ(a,b) beta fonksiyonudur. Sirasiyla ortalama, varyans ve mod ; (v > 2)igin v/ (v - 2),
(v>4)igin 2v> (V+w— 2)/ lw(v —4)fv-2) J,Ve (v>2)i¢in v(w - 2)/ [W(v + 2)] dir. F degiskeni
tiretmek i¢in bir beta degiskenine dontistiiriiliir.

1. a/2ve b/2parametreleri ile beta dagilimmdan Z ’yi iiretilir.

2. Agik bir notasyon kullanarak F(a,b)=(b/a)Z/(1-Z) ye geri déniiliir [12].
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2.1.4.8. Lojistik Dagihhm

Lojistik dagilima sahip bir X rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim

fonksiyonu,

£ =exp (= [x—a)/b)/[p(1+exp(~[x - a] b)) | (2.36)

F(x)=1/[1+exp(~[x—a]/b)] (2.37)

olmak tizere,

F(U)= a—blog(i—lj
u (2.38)

ile bu daglimda sayi tiretilebilir. Lojistik dagilim bir setin orta aralig1 i¢in asimtotik bir dagilimi
olup bagimsiz aymi dagilimli gozlemlerinin en kiigiigii ve en biiyligliniin ortalamasi olarak

tanimlanmaktadir [12].

2.1.5. Normal Dagihmlardan Say1 Uretme
2.1.5.1. Box-Muller Yontemi

X ~N(0,]),Y ~N(0,l)ve X,Y bagimsiz rasgele degiskenler olup Rve 60,(X,Y) rasgele

vektoriiniin kutupsal koordinatlart olmak iizere,

X =Rcosf

Y =Rsinf

X*+Y? =R’ (2.39)
olup,

X =Rcos @

Y =Rsinf (2.40)

doniisiimiiniin Jakobien matrisi,
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oX oX
p AR 0 —Rsind
s-| o’ R _{cos sin }

oy oY sinf  Rcos@
oR 00 (2.41)

seklinde olup |J | = R olarak bulunur. Buna gore R, >nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

1o

f(r,0)=ire 2, O<r<w,0<27<6
2

(2.42)
dir. D = R? déniisiimii yapildiginda, D,6 min ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
11 ¢
fd,0)=——e?* ,0<d<oo, 0<27<0
27 2 (2.43)

olarak bulunur. D ,parametresi 2 olan tistel dagilimli, 8 = U(0,27) olan diizgiin dagilimdir ve

Dile @bagimsizdir. D ve 6 -nin dagilimlarindan sayi tiretilip

X =+/d cos9 = —2In(U,) cos(27U,)

Y =d sinf = /-2In(U,) sin(22U,) (2.44)

dontisiimleri yapildiginda, yani kutupsal koordinatlardan say1 iiretip dik koordinat sistemine

gecildiginde; X,Y rasgele degiskenlerinin dagilimlardan sayir iretilmis olur. Yukaridaki
dontisim Box-Muller doniisiimii olarak bilinir. Box-Muller doniisiimlerinde (sin&),cos(&)

trigonometrik fonksiyonlar1 kullanildigindan ve bu fonksiyonlar periyodik fonksiyonlar

olduklarindan bu doniisiimlerle normal dagilimdan sayi iiretmek sorun olabilir.

X = N(u,0%)dagilimindan sayr iiretmek i¢in Z =~ N(0,1) dagilimindan say: iiretilir ve

Zo + p doniisii yapilir [11].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bir olasilik yogunluk fonksiyonundan orneklem iiretmek igin ¢esitli yontemler mevcuttur.
Bunlardan baglicalar1 6nceki boliimde bahsedilen Ters doniisiim yontemi, Kabul-red yontemi ve
Ayrisim yontemleridir. Bu boliim de olasilik yogunluk fonksiyonundan 6rneklem iiretmek icin

yeni bir yontem verilecektir. f(x)olasilik yogunluk fonksiyonundan n biiyiikliigiinde bir

orneklem elde etmek i¢in asagidaki yontem kullanilabilir.

Ik olarak érneklemin alt ve {ist smir degerleri belirlenmelidir. Orneklemin alt ve iist sir

degerleri

Ust
[ f(x)dx=0.99 3.1)

Alt
esitligini saglayacak sekilde belirlenir.

[Alt,Ust] kapali aralig1 d-1 tane esit araliga boliiniirse asagidaki sekil elde edilir.

Sekil 3.1. Orneklem araliklar

[x,,xd]kapah araliginda f(x)olasilik yogunluk fonksiyonunun temsili grafigi Sekil 3.2.°de

verilmistir.
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f(x)

Sekil 3.2. Olasilik yogunluk fonksiyonunda araliklar

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun tanim araligt a < x <ooseklinde olsun. a = x, ve

D, = j £ (x)dx i=12,....d -1 (3.2)

olmak lizere i —inci aralikta verilerin % D, ’si bulunur. (3.1) esitliginden

dZ_iDi =0.99 (3.3)

i=1

elde edilir. [xl , X d] kapali araliginda verilen % 99 ’u bulunur. Geriye kalan % 1’lik kisim ise

[x 4 OO)arah ginda bulunur.

Sekil 3.3. Aralik yogunluklari
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Bu durumda 6rneklemin segilecegi araliklar

[x,,x,)= 1-inci aralik
[)c2 , X, ) = 2 -inci aralik

[x3 , Xy ) = 3-iincii aralik

[xdfl X,)= (d —1)-inci aralik

[x ,,00)= d -inci aralik

seklindedir. Bu d tane araliktan toplamda n biiyiikliigiinde bir 6rneklem olusturulacaktir. Bunun
igin 1-inci aralikta |n D,| tane tesadiifi say1 segilir, 2-inci aralikta |n D, |tane tesadiifi say1
d-1

nZDi

i=1

secilir ve boyle devam ederek d -inci aralikta n — tane tesadiifi say1 secilir.

Bu secilen sayilarin birlestirilmesiyle drneklem olusturulur.
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4. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak Pareto dagiliminda parametre tahmini yapmak i¢in maksimum olabilirlik

yontemi aciklanacaktir. Materyal ve yontem boliimiinde bahsedilen metot ele alinarak 6rneklem

olusturulacaktir. Daha sonra Pareto dagiliminin dagilim fonksiyonundan ve parametrelerinden

yararlanarak ters doniisiim yontemiyle Orneklem elde edilecektir. Son olarak da bu iki

orneklemden faydalanilarak maksimum olabilirlik yontemi ile tahmini parametre degerleri

hesaplanacak ve gercek parametrelerle karsilastirilip hangi o6rneklem yontemiyle daha iyi

degerler elde edilecegi karsilastirilacaktir.
Pareto dagilimi iki parametreli bir dagilimdir ve genel ifadesi;

vA

v+l
X

f(x) =
seklindedir. Bu ifadeyi,
f(x) i vivx—(v+l)
seklide yazilabilir. Fonksiyonun logaritmasi alinirsa;
In f(x) :lnv+v1n/1—(v+1)lnx

elde edilir. Bu ifadenin benzerlik fonksiyonu,

L=In¢=Inf(x,)+In f(x,)+......+In f(x,)

L= iln f(x)

seklindedir. Burada Pareto fonksiyonu yerine yazilirsa,

L:Zn:[lnv+vln/1+(v+1)lnxi]

i=1

= nlnv+nvlnl—(v+l)zn:ln(xi)

i=1

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)

4.5)

(4.6)

ifadesi elde edilir. Pareto dagiliminin v ve A parametreleri tahmin edileceginden, L’nin vvel’ya

gore birinci tiirevleri alinacaktir.
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dv v =

aL _nv

di A 4.7

Bunlar sifira esitlenirse

. n

v = n
> (4.8)
) )

ifadeleri elde edilir. Birinci ifade v parametresinin tahmininde kullanilabilir. Fakat n>0ve

v > 0 oldugundan ikinci ifadede bir ¢eliski meydana gelir. 4 ’nin tahmin edicisi olarak;

}At:min(xl,xz,...,xn) (4.9)

ifadesi kullanilmaktadir [18].

Pareto dagiliminda v =2, A =1alinirsa,

2

x (4.10)

f)=

olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyondan faydalanarak » =10 biiyiikliigiinde bir
orneklem olusturulacaktir. Bunun i¢in A =1oldugundan alt simir 1 olarak alinabilir. Burada
orneklemin secilecegi araligin list sinirinin belirlenmesi gerekir. Bunun i¢in asagidaki integrali

ele alalim.

Ust
j f(x)dx =099
1
Ust

1

— 1 =099
7T
= _—(U}vt)z +1=0,99
1
= =-0,01
- (Ust)
>t 1 @.11)
Usp®> 100 '
= Ust=10

Alt smir 1 ve ist smir 10 olarak elde edildi. Aralik genisligi /& =1olarak alinirsa
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orneklemin segilecegi aralik 9 esit pargaya boliiniir. Bu araliklarin yogunluklar1 D, (i =1,2,.. .,9)

yogunluklar1 asagida hesaplanmistir.

Dy Dio

Sekil 4.1. v=2, A =1 ve h =1 i¢in Pareto dagiliminda 6rneklemlerin segilecegi araliklar

1—inci aralik igin

2
Dl:If(x)dx: L 2+1:>% = D, =0,75
1

2—inci aralik i¢in

3
Dzzjf(x)dx=—1 :——+i =D, =0,14
2

(x)

3 —iincii aralik i¢in

4
1 1 1
D,=|f(x)dx=- =-——+— =D, =0,049
T
4 —iincii aralik igin
D —j.f(x)dx— ! 5 1+1 = D, =0,0225
= = = —=— —_ 4: N
. (x)24 25 16

S—inci aralik igin
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(4.13)

(4.14)

(4.15)



6 6
1 1 1
5 *) s (4.16)
6 —wmct aralik igin
[ 1 11
D6:jf(x)dx:—( 7 =—gt3c = De=00074
3 X) s 4.17)
7—inci aralik i¢in
‘ 1 11
D, :jf(x)dx:—( ; =— g = Di=00048
7 X) 1, (4.18)
8—inci aralik i¢in
: 11
b= rwae=— | —- el 0,003
8 *) s (4.19)
9 —uncu aralik igin
10 10
1 1 1
Dg:jf(_x)dx: ( )2§ :—100+a :>D9:O,0011
g x) g (4.20)
10 —uncu aralik igin
2 I T
D =|f(dx=—~| =——F+— =D,;,=001
ljo ()], " 100 4.21)

Her araliktan ||n Di||tane tesadiifi orneklem secilmelidir. Dolayisiyla 1—inci araliktan 7,
2—inci araliktan 1 tane tesadiifi 6rneklem noktas: segilir. Hn DjH <1 ( Jj=3 4,...,9)oldugundan

diger 7 araliktan bu bakis agisiyla eleman se¢ilememektedir. Dolayisiyla (3,9) araliginda tesadiifi
2 tane 0rneklem noktasi segilir.

Araliklardan  segilen tesadiifi Orneklem noktalari sirasiyla 1—inci  araliktan
1,25; 1,64; 1,83; 1,09; 1,03; 1,55; 1,23 olmak tiizere 7 tane, 2—inci araliktan 2,47 olup 1 tane,

geriye kalan kisimdan ise tesadiifi olarak 3,34 ve 4,56 olmak iizere 2 tane drneklem segilir.
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Pareto dagiliminin dagilim fonksiyonu ve ters doniisiim fonksiyonu asagidaki gibidir.

F(x) =1—(ij
X

A

Nl—u

F(u) =
(4.22)

Burada son ifade de Pareto dagiliminin parametreleri v =2, A =1 alinirsa,

1

F'(u)= i
—u

(4.23)
ters dagilim fonksiyonu elde edilir. (0,1) araliginda tesadiifi olarak segilen

0,23;0,8;0,2;0,85;0,57; 0,33; 0,47; 0,63; 0,92; 0,77 noktalart1 fonksiyonda yerine yazilirsa

asagidaki gibi bir 6rneklem olusturulacaktir.

1 1
F'(u) = = F(0,23) = —1,1396
M-u 2[(1-0,23)
F'(u) = ! = F(08) = L 50360
M-u oafa-08)
F'(u) = L F(02) = L 11180
M—u T o2fa-02)
Fl'w) = ! —F*1(085)—;—25819
1-u T afa-085)
Fl'w) = L _ F7(0,57) = ! =1,5249
Ci-u T 3fa-os)
F-l(u)—L—F-l(osa— ! —1.2216
T T2 fa-033)
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F'(u) = %/11__u =F(0,47) = ﬁ =1,3736
Fl(u)=%/11__u—F (0,63) = \/7)—16439
F‘l(u):%/ll__u—F‘l(O92)—\/7)—35355
F‘l(u):%/ll__u—F’l(OW) \/7)—20851

(4.24)

Materyal ve  yontem  boliimiinde  bahsedilen  metotla  elde  edilen
1,25;1,64;1,83;1,09;1,03;1,55;1,23; 247; 3,34; 4,56 Orneklem noktalarina maksimum olabilirlik
yontemi kullanilarak parametre tahmini yapilirsa A =1,03 ve v=1.846693 degeri bulunur. Ters
doniisim  yOntemiyle elde edilen 1,1396; 2,2360; 1,1180; 2,5819; 1,5249; 1,2216;
1,3736;1,6439; 3,5355; 2,0851 6rneklem noktalarina maksimum olabilirlik yontemi kullanilarak
parametre tahmini yaplhrsa/:t =11180vev =2,346298 degerleri bulunur. Bu tahmini degerler
orneklem elde etmek i¢in kullanilan A =1, v = 2 parametreleri ile karsilagtirilirsa yeni yontemle

elde edilen tahminlerin gergek degerlere yakin oldugu goriilebilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boéliimde ilk olarak ters doniisiim yontemi ile materyal ve yontem boliimiinde bahsedilen
metot ayn1 anda ele alinarak 6rneklem iiretme yontemi gelistirildi. Bu yeni yontem esit araliklara
boliinmiis ters doniisiim yontemi olarak adlandirildi. Daha sonra ters doniisiim ve esit araliklara
boliinmiis ters doniisiim yontemleriyle drneklemler iiretilip; bu 6rneklem noktalart kullanilarak
maksimum olabilirlik yontemi ile parametre tahminleri yapildi. Son olarak da tahmini parametre
degerleri ger¢ek parametrelerle karsilastirilip hangi 6rneklem yontemiyle daha iyi degerler elde

edilecegi karsilastirildi.

Ters doniisiim yonteminde ilk olarak (O,l) araliginda tesadiifii noktalar segilir. Bu noktalar
ters dagilim fonksiyonunda yazilarak Orneklem elde edilir. Esit araliklara boliinmiis ters
doniisiim yonteminde ise (0,1) araligi h uzunluguna sahip esit d tane araliga boliniir ve her bir
araliktan tesadiifii olarak ||n h|| tane nokta secilir. Bu noktalar ters dagilim fonksiyonunda
yazilarak Orneklem elde edilir. Simdi bu iki orneklem iiretme metodunu karsilastirmak igin;
R-programi kullanilarak elde edilen Cizelge 5.1. ve Cizelge 5.2.” deki degerler incelenecektir.
Cizelge 5.1. ve Cizelge 5.2.” deki degerleri elde etmek i¢in kullanilan kodlar ekler boliimiinde
verilmistir (Ek 1-3).

Cizelge 5.1.” de ters doniisiim ve esit araliklara boliinmiis ters donilisim yontemleriyle
orneklemler tretilip; bu Orneklem noktalar1 kullanilarak maksimum olabilirlik yontemi ile
parametre tahminleri yapilmistir ve esit araliklara boliinmiis ters doniisiim yontemleriyle {iretilen

orneklemlerle yapilan parametre tahminlerinin 6rneklem {iiretmek i¢in kullanilan parametrelere

daha yakin degerler verdigi gozlenmektedir.
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Cizelge 5.1. Maksimum olabilirlik yontemi ile parametre tahminine 6rneklem iiretme
yonteminin etkisi

Orneklem iiretmek igin Orneklem Orneklem iiretmek igin kullanilan ydntem
kullanilan parametreler Biiytikligi
Ters doniisiim yontemi Esit araliklara boliinmiis ters
A v n doniisiim yontemi( 2 = 0,1)
A D A D
10 1,020823 2,931854 1,032145 2,205037
100 1,008811 1,640817 1,006355 2,026853
2 1000 1,000201 2,059077 1,000673 2,029222
10000 1,000015 2,011633 1,000066 2,001859
| 100000 1,000000 1,998244 1,000001 1,999799
10 1,008685 7,989972 1,003217 5,408494
100 1,001036 5,952521 1,004010 5,167252
5 1000 1,000190 5,243540 1,000089 4,967841
10000 1,000028 4,929686 1,000032 5,024877
100000 1,000010 4,989179 1,000006 4,999461
10 2,073863 1,207943 2,070858 2,425619
100 2,007351 1,877883 2,011478 2,071316
2 1000 2,000371 1,968991 2,000742 2,022839
10000 2,000096 1,980925 2,000155 2,007881
) 100000 2,000020 1,993970 2,000004 1,999913
10 2,018641 6,135338 2,010037 5,476851
100 2,002471 5,351646 2,002954 5,207154
5 1000 2,000388 4,774587 2,000295 4,967445
10000 2,000004 4,989885 2,000002 4,997070
100000 2,000003 5,012237 2,000008 5,000337
10 3,048477 1,632519 3,086142 2,265919
100 3,013201 2,357715 3,012928 1,934013
2 1000 3,000990 1,988550 3,000074 1,990013
10000 3,000351 1,955700 3,000568 2,001215
3 100000 3,000021 1,994644 3,000009 1,999402
10 3,057857 8,823205 3,011835 4,875996
100 3,004627 6,283527 3,012197 5,159949
5 1000 3,000342 4,891518 3,000518 4,989606
10000 3,000047 5,045223 3,000011 5,002419
100000 3,000002 5,013560 3,000001 4,999161

Cizelge 5.2.” de esit araliklara boliinmiis ters doniisiim yonteminde aralik genisligi farkl
degerler alinip 6rneklemler iiretilmistir; bu 6rneklem noktalar1 kullanilarak maksimum olabilirlik
yontemi ile parametre tahminleri yapilmistir ve aralik genisligi azaldikga tiretilen 6rneklemlerle

yapilan parametre tahminlerinin, orneklem tiretmek i¢in kullanilan parametrelere daha yakin

degerler verdigi gbzlenmektedir.
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Cizelge 5.2. Maksimum olabilirlik yontemi ile parametre tahminine aralik boyunun etkisi

Orneklem iiretmek Orneklem | Orneklem iiretmek igin kullanilan yontem: Esit araliklara boliinmiis
icin kullanilan Biiyiikliigti | ters doniigiim yontemi
parametreler
h=0,1 h=0,01 h =0,001
A n 3 Py = =~ 5 =
A v A 4 A D
1000 1,000313 | 2,038003 | 1,000656 | 2,005471 | 1,000047 | 2,000790
10000 1,000028 | 2,006018 | 1,000031 | 2,000131 | 1,000057 | 1,999929
| 100000 1,000003 | 1,997159 | 1,000007 | 2,000532 | 1,000000 | 1,999963
1000 1,000105 | 4,935495 | 1,000051 | 5,009958 | 1,000055 | 4,999189
10000 1,000081 | 5,018903 | 1,000007 | 4,998758 | 1,000017 | 4,999685
100000 1,000002 | 5,005502 | 1,000004 | 4,999464 | 1,000002 | 5,000110
1000 2,001018 | 1,986934 | 2,000963 | 1,998916 | 2,000825 | 2,001696
10000 2,000161 | 2,005036 | 2,000016 | 2,001525 | 2,000131 | 2,000407
) 100000 2,000007 | 2,002185 | 2,000001 | 1,999648 | 2,000007 | 1,999943
1000 2,000254 | 4,969656 | 2,001002 | 5,021775 | 2,000385 | 4,995362
10000 2,000042 | 5,016794 | 2,000024 | 4,999341 | 2,000012 | 5,000384
100000 2,000001 | 5,002851 | 2,000001 | 5,000282 | 2,000005 | 5,000233
1000 3,000210 | 2,013149 | 3,001072 | 1,994974 | 3,000449 | 2,001767
10000 3,000100 | 1,995142 | 3,000585 | 2,001222 | 3,000188 | 1,999559
3 100000 3,000003 | 2,002666 | 3,000011 | 1,999513 | 3,000006 | 1,999931
1000 3,000452 | 4,975532 | 3,000039 | 5,010835 | 3,000578 | 5,003822
10000 3,000117 | 5,006558 | 3,000008 | 4,999479 | 3,000069 | 5,000498
100000 3,000004 | 4,998889 | 3,000020 | 5,000441 | 3,000004 | 4,999950
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EKLER

Ek -1

Pareto dagilimindan ters doniisiim yontemiyle veri liretmek i¢in R programlama kodlart:

Imd <- 3 # lamda skaler parametre

v<-5 # sekil parametresi

n <-100000 # orneklem biiytikliigii

tsd =r unif(n, 0, 1) #(0,1) araliginda n tane tesadiifi say1 liretir
tersdonusum=( (Imd) / ( (1-tsd)*(1/v) ) ) # v ve lamda parametreli Pareto dagilimi i¢in

n tane tesadiifi say1 tiretir
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Ek -2

Pareto dagilimindan esit araliklara boliinmis ters doniisiim yontemiyle veri iiretmek i¢cin R

programlama kodlari:

h <-0.001

Imd <- 3

v<-5

n<-100000

I=0

S=1

A=as.integer((S-I)/h)

U=A+1

Sha=(A*h)+I

sindeg=seq(from = I, to =Sha, length.out =U)

tn=(as.integer(n*h))

orn <- double()

for(iin 1:A)

{

atn=tn

k= sindeg[i]

m= sindeg[i]+h

if (m > 1) {break}

orn <- c¢(orn, runif(atn, k, m))

}

49

# araligin boyu

# lamda skaler parametre

# sekil parametresi

# orneklem biiylkligi

# Oorneklemin alt sinir

# orneklemin ust sinir1

# aralik sayisi

# aralik adeti

# list sinirdan 6nceki deger

# araliklarin siir degerleri

# araliktan secilen say1 adeti



ke= length(orn) # toplamda kagta deger atanmig

kalan = n-k # n Oorneklemi tamamlamak i¢in kagta tane

secim yapilmali
kalana=m # kalanlar icin alt sinir
kalanu=1 # kalanlar i¢in st sinir
orn <- c(orn, runif(kalan, kalana, kalanu))

esitaraliklitersdonusum=((Imd)/((1-orn)*(1/v)))
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Ek -3

Pareto dagilimindan tiretilen 6rneklem i¢in; maksimum olabilirlik yontemi ile parametre tahmini
icin R programlama kodlar1:

pareto.MLE <- function(X)

{

n <- length (X)

m <- min (X)

a <-n/sum ( log(X)-log(m) )

return( c(m,a) )

}

pareto.MLE(esitaraliklitersdonusum)
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