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YEMIN METNIi

Doktora tezi olarak sundugum, “Pearson Dagilimlarinin Ana Tiplerine Ait
Parametre Tahminlerinin Dayaniklilik Kriterleri Uzerinden Kiyaslanmas1” adli
calismanin, tarafimdan, akademik kurallara ve etik degerlere uygun olarak
yazildigmi ve yararlandigim eserlerin kaynakcada gosterilenlerden olustugunu,

bunlara atif yapilarak yararlanilmis oldugunu belirtir ve bunu onurumla dogrularim.
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OZET
Doktora Tezi
Pearson Dagilimlarinin Ana Tiplerine Ait Parametre Tahminlerinin
Dayamiklihk Kriterleri Uzerinden Kiyaslanmasi

Mustafa UNLU

Dokuz Eyliil Universitesi
Sosyal Bilimler Enstitiisii
Ekonometri Anabilim Dal

Ekonometri Programi

Bu calismanin amaci, herhangi bir veri setini tammmlayan bir olasihk
fonksiyonu Dbelirlemede kullamlan Pearson diferansiyel denkleminin
parametrelerini tahminlemede kullanilabilecek alternatif tahminleyicilerin
performanslarimin belirli 6lciilere gore performanslarinin kiyaslanmasidir.

Pearson diferansiyel denkleminin parametrelerinin tanimladig:
dagilimlara Pearson dagilimlar1 adi verilmektedir. Bu dagilhim ailesi icerisinde
ii¢c adet ana tip ve diger gecis tipleri olmak iizere toplamda on ii¢ adet dagihm
bulunmaktadir.

Pearson diferansiyel denklem parametreleri veri seti iizerine herhangi
bir doniisiim yapilmadan, veri setinin ortalamasinin sifira ¢ekilmesi veya veri
setinin modunun sifira cekilmesi seklinde tanimlanan doniisiimler ile elde edilen
tahminleyiciler ile elde edilebilmektedir. Veri setine doniisiim uygulanmasi
halinde tahminlenmesi gereken parametre sayis1 dortten iice indirgenmektedir.

Tanimlanan alternatif tahminleyiciler dayamklh tahminleyiciler simiflar
icerisinde M-tahminleyici simifinda yer almaktadirlar. Bu nedenle performans
kriterleri, bu tahminleyiciler icin yaygin olarak kullamlan hassashk, sapma,
goreli etkinlik ve etki fonksiyonu olarak belirlenmistir.

Alternatif tahminleyicilerin biiyiik ve kiiciik 6rnek performanslarim
kiyaslamak amaciyla Pearson dagihimlarimin ana tipleri olan Tip I, Tip IV ve
Tip VI dagihimlarindan olusan ii¢ anakiitle ele alinmis ve her birinden 50, 100,

200 ve 800 hacimli 10000 adet ornek iadeli olarak secilmistir. Elde edilen



sonuclara gore tiim kriterlerde en iyi olan bir tahminleyicinin olmadig:
goriilmektedir. Baz aliman kritere bagh olarak, tercih edilebilecek olan

tahminleyici degismektedir.

Anahtar Kelimeler: Pearson Diferansiyel Denklemi, Dayamkhhk, Etki

Fonksiyonu, Varyans-Kovaryans Matrisi.



ABSTRACT
Doctoral Thesis

Doctor of Philosophy (PhD)
Comparison of The Parameter Estimations of The Main Types of Pearson
Distributions by Robustness Criteria
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The aim of this study is to compare the performance of alternative
estimators which can be used to estimate the parameters of Pearson differential
equation which is used to determine a probability function that defines any data
set according to certain measures.

The distributions defined by the parameters of Pearson differential
equation are called Pearson distributions. Within this distribution family, there
are thirteen distributions, three main types and other transition types.

Pearson differential equation parameters can be obtained by an
estimator without making any transformation on the data set, or an estimator
obtained by transforming the mean of the data set to zero or an estimator
obtained by transforming converting the mode of the data set to zero. The
number of parameters to be estimated is reduced from four to three if the
transformation to the data set is applied.

The alternative estimators are in the M-estimator class of the robust
estimators classes. For this reason, performance criteria have been determined
as the sensitivity, bias, relative efficiency and influence function commonly used
for these class of estimators.

In order to compare the big and small sample performances of the
alternative estimators, three populations consisting of Type I, Type IV and Type
VI distributions, which are the main types of Pearson distributions, were

Vi



handled and 10000 samples with 50, 100, 200 and 800 volumes were selected
with replacement. According to the results, it is seen that there is no best
estimator in all criteria. Depending on the criterion to be based, the estimator to

be preferred varies.

Keywords: Pearson Differential Equation, Robustness, Influence Function,

Variance-Covariance Matrix.
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GIRIS

Gozleme dayali olarak elde edilen veriler genellikle bir olasilik fonksiyonu ile
ifade edilmek istenmektedir. Bu amagla kullanilan yontemlerden birisi de
parametreleri momentler yontemiyle tahminlenen Pearson diferansiyel denkleminden
elde edilen olasiik yogunluk fonksiyonlaridir. Diferansiyel denklemin
parametrelerinin ortaya ¢ikardigi dagilislara da Pearson Dagilis Ailesi adi
verilmektedir. Bu dagilis ailesi igerisinde ¢esitli ¢arpiklik ve basiklik degerlerine
sahip 13 adet dagilis yer almaktadir. Tip I, Tip IV ve Tip VI dagilis1 olarak
adlandirilan ana tiplerin yani sira gegis tipleri bulunmaktadir. Bunlardan bir tanesi de
Normal dagilistir ve Pearson tarafindan bu dagilisa herhangi bir numara
verilmemistir.

Istatistiksel modellemede asimetrik ve kalin kuyruklu dagilislara olan ihtiyacg,
Pearson Dagilis Ailesi’ne olan ilgiyi arttirmistir. Ozellikle finansal verilerde ortaya
cikan kalin kuyruklu dagilislar icin bu sistem igerisinde yer alan Tip IV dagilis
yaygin bir bicimde kullanilmaktadir. Bunun disinda astrofizik alaninda da Tip IV
dagilis1 kullanilmaktadir (bkz. Wisniewski, 2014).

Daha onceki calismalarda asagida da belirtildigi gibi, Pearson dagilis
ailesindeki bazi dagilislarin (Tip III, Tip VII gibi) tahminleyicilerinin 6zellikleri ele
alinmistir. Buna karsin diferansiyel denklemin tahminleyicilerini bir biitiin olarak ele
alan bir ¢aligma literatiirde yer almamaktadir.

Pearson diferansiyel denkleminin parametre tahminleri momentler
tahminleme yoOntemine dayanmaktadir. Momentlerle tahminleme asamasinda veri
setine yer ve/veya Olcek donlisimi yapilarak ¢ farkli tahminleyici
tanimlanabilmektedir. Bunlar: veri seti ilizerine herhangi bir doniisiim yapilmayan
tahminleyici, veri setinin ortalamasmin sifira ¢ekilmesiyle (yer doniisimii) elde
edilen tahminleyici ve veri setinin modunun sifira ¢ekilmesiyle (yer doniisiimii) elde
edilen tahminleyicilerdir.

Bu c¢alismanin amaci, doniisiim yapilmis verilerden elde edilen moment
tahminleyicilerini dayaniklilik Slgiileri {izerinden incelemek ve bu tahminleyiciler

icin 6zellikle etki fonksiyonlarinin ve varyans-kovaryans matrislerinin elde edilmesi



ve Pearson dagiliglarinin ana tipleri iizerinden farkli 6rnek hacimleri i¢in analiz
edilmesidir.

Pearson dagilis ailesiyle ilgili literatiirde yer alan bazi ¢alismalar asagida
incelenmistir:

Matalas ve Wallis (1973) calismalarinda Pearson Tip III dagilimi igin
momentler yontemi ve maksimum olabilirlik yontemiyle elde edilmis parametre
tahminlerini kiyaslamislardir. Bu dagilistan tiiretilen 25, 50, 100, 250, 500,1000 ve
500000 hacimli orneklerden 10’ar adet tiiretilerek ortalama ve standart sapma
dikkate alinarak kiyaslama yapilmistir. Amacin sadece dagilisa ait parametre tahmini
yapma oldugu durumlarda momentler yonteminin tercih edilmesi gerektigi, amacin
ongdriimleme yapma oldugu durumlarda da maksimum olabilirlik yonteminin tercih
edilmesi gerektigi sonucuna ulasilmistir.

Ashkar ve Bobée (1987) cgalismalarinda log-Pearson Tip III dagilis1 igin
momentler yonteminin dort farkli versiyonunu kiyaslamislardir. Bu tahminleyiciler
sapma, standart sapma ve kok ortalama karesel hata kriterleri {izerinden
degerlendirilmislerdir. Ayrica bu dort yontemden elde edilen tahminler arasindaki ve
ornek momentleri arasindaki korelasyon katsayilart incelenmistir.

Singh ve Singh (1988) calismalarinda log-Pearson Tip III dagilimi igin
alternatif bir tahminleme yontemi olan maksimum entropiyi 6nermislerdir. Tip III
dagilimi i¢in uyum yapilmak istendiginde Once verilere logaritmik donilisiim
uygulanmakta, ardindan da momentler yontemiyle dagilisa uyum yapilmaktadir. Tip
IIT dagilisinin asimetrisi pozitif oldugunda alttan sinir1, negatif oldugunda da {istten
sinir1 bulunmaktadir. Dagilisin bu 6zellikleri dikkate alinarak Onerilen yeni yontem
Amerika’da bulunan bazi nehirlerin sel verileri iizerinden, momentler yontemi ve
maksimum olabilirlik yontemi ile kiyaslanmistir. Degerlendirme kriteri olarak
kullanilan goreli ortalama hata ve goreli mutlak hataya gore oOnerilen yontem
digerlerine tercih edilmistir.

Arora ve Singh (1989) calismalarinda log-Pearson Tip III dagilimi igin
dogrudan momentler yontemi, momentler yontemi, karma momentler yontemi,
maksimum olabilirlik yontemi ve entropi yontemini dayamklilik 6zellikleri
bakimindan kiyaslamiglardir. Karsilagtirma kriteri olarak biiyiik ve kiigiik 6rnekler

tizerinden sapma, standart sapma ve kok ortalama karesel hatayr kullanmislardir.



Elde edilen sonuglara gore dogrudan momentler yontemi ve karma momentler
yonteminin digerlerine gore daha dayanikli oldugu sonucuna ulasilmistir.

Naghavi ve digerleri (1990) c¢alismalarinda Louisiana ve ¢evresindeki
derelere ait verileri kullanarak Tip III dagiliminin parametre tahmininde kullanilan
dogrudan momentler, logaritmik doniisiimli momentler ve karma momentler
yontemlerini karsilastirmislardir. Performans kriteri olarak kok ortalama karesel
sapma ve ortalama mutlak sapma segilerek en dayanikli tahminleyicinin hangisi
oldugu arastirilmistir. Elde edilen sonuglara gore herhangi bir tahminleyicinin
digerlerine gore kesin olarak daha iyi oldugu sdylenememektedir. Veri setinin
carptkligina ve Ornek hacmine baglhh olarak alternatifler arasindan tercih
yapilmaktadir.

Koutrouvelis ve Canavos (1999) ¢alismalarinda Pearson Tip III dagilimi i¢in
momentler yontemi, basitlestirilmis kosullu momentler yontemi ve bu c¢alismada
Onerilen karma momentler yontemini Monte Carlo simiilasyonu ile bu dagilistan
tiiretilen farkli carpiklik degerlerine sahip kiiglik ve biiyiik 6rnek verileri lizerinden
kiyaslamiglardir. Ayrica Onerilen yeni tahminleyicinin varyanslar1 ve kovaryanslar
elde edilerek diger yontemler ile kiyaslanmistir. Tahminleyicilerin dayaniklilik
Ozellikleri sapma ve normalize edilmis kok ortalama karesel hata {izerinden
karsilastirilmistir.

England ve digerleri (2003) ¢alismalarinda log-Pearson Tip III dagilimi i¢in
beklenen momentler algoritmasi ve agriliklandirma prosediirii B17H’yi farkli veriler
tizerinden kiyaslamiglardir. Tahminleyicilerin performanslari sabit esik degerin
asilmasi, sabit degerler ve farkli dagilislardan tiiretilen degerler iizerinden
degerlendirilmistir. Elde edilen sonuglara gore sapma ve ortalama karesel hata
kriterleri bakimindan beklenen momentler algoritmasi daha iyi sonuglar vermistir.

Andreev ve digerleri (2005) c¢alismalarinda blok bootstrap yontemini
kullanarak finansal verilere Pearson sistemi i¢erisinden bir dagilisa uyum yapabilmek
icin kullanilabilecek alternatif bir dagilis se¢im kriteri dnermislerdir. Bu yaklagima
gore D ve A olarak tanimlanan yeni parametreler, diferansiyel parametreleri
tizerinden tahminlenmekte ve aldiklari degerlere gore sistem icerisinden uygun

dagilis belirlenmektedir.



Pearson sistemi icerisinden bir dagilisin tahminlenmesi ile ilgili literatiirde
bir¢ok ¢alisma mevcuttur. Bunlardan bazilari (Nagahara, 1999: 251; Nagahara, 2003:
721, Parrish, 1983: 239) seklinde siralanabilir.

Calismanin ilerleyen kisimlart su sekildedir: Birinci boliimde sirasiyla
Pearson diferansiyel denklemi, bu diferansiyel denklemin parametreleri, sans
degiskeni lizerine tanimlanan doniisiimler ve diferansiyel denklem {iizerine etkileri,
dagilis ailesinin ana tiplerine ait olasilik yogunluk fonksiyonlarinin elde edilisleri
aciklanmustir. Veri setinden elde edilen moment tahminleri kullanilarak, veri setinin
bu dagilis ailesinden hangi dagilisa ait olabilecegini belirleyen, genel kullanima sahip
iki temel kart bu boliimiin sonunda verilmistir.

Calismanin ikinci boélimiinde dayanikli istatistiksel yontemler genel olarak
M, R ve L tahminleyici siniflar1 {izerinden tanitilmis ve bunlarin igerisinden bu
calismada kullanilacak olan M-tahminleyicilere ait dayaniklilik Olgiileri kisaca
tanitilmigtir. Ayrica herhangi iki olasilik dagilisi arasindaki uzakligi Slgmede
kullanilan uzaklik 6lgiileri agiklanmustir.

Ugiincii boliimde 6nce genel hatlartyla momentler tahminleme yontemi
tanitilmis, daha sonra moment tahminleyicilerine ait beklenen deger, varyans ve
kovaryans yapilar1 ele alinmistir. Bu calismanin temellerinden birini olusturan ve
ornek momentlerine ait varyans-kovaryans yapilarim1 tanimlamakta kullanilan
Cramer’in H-teoremi ve bu teorem iizerinden elde edilen sonug, bu boliim icerisinde
yer almaktadir.

Dordiincii boliimde diferansiyel denklem parametreleri bir vektor olarak ifade
edilmis ve bu vektore ait etki fonksiyonu ve varyans-kovaryans matrisleri Cramer’in
H-teoreminden elde edilen sonug tlizerinden elde edilmistir.

Besinci ve son boliimde ise Onceki boliimlerde tanitilan parametre tahmin
vektorlerinin dayaniklilik 6lciileri tizerinden degerlendirmeleri, Pearson dagilislarinin
ana tipleri olan Tip I, Tip IV ve Tip VI dagilislarindan tiiretilen n = 50, n = 100, n =
200 ve n =800 hacimli ve 10000 tekrarli 6rnekler kullanilarak yapilmistir.



BIiRINCI BOLUM
PEARSON DAGILIS AILESI

1.1 DIFERANSIYEL DENKLEM

Karl Pearson tarafindan tanimlanan dagilis sistemi igerisinde yer alan olasilik
yogunluk fonksiyonlari, asagida belirtilen diferansiyel denklemin ¢oziimiinden elde
edilir:

df ~ (x-oa)f
dX ¢ +AX+a,X°

1)

Dagilisin bigimi, diferansiyel denklemin parametrelerine (o, ¢,, 4ve ¢,)

bagli olarak ortaya ¢ikmaktadir (Kendall ve digerleri, 1987: 210). Sistem igerisindeki

tiim dagilislar igin gegerli genel ¢6ziim
(¢ +dx+,X°)df =(x—a) fdx
X" (¢ + X+ X ) df = X" (x—a) fdx

ile elde edilebilir. Bu esitligin, dagilisin tanim arali§inda integralinin alinmasiyla,

[x” (4 +dx+gx°) f }: - T [NgX" +(n+1) X" +(n+2) ,x"* | flx
= T X" fdx—aT x" fdx

esitligi elde edilir. Koseli parantez igerisindeki terim sinir degerlerde sifir
oldugundan (XILrEO x"?f —0 ), momentlerle ilgili doniisiim yapildiginda asagidaki
ifade elde edilir (Kendal, 1943: 137):

n¢01ur']71+[(n +l)¢1—a],ur’1 +[(n+2)¢2 +1]ﬂé+1 =0 .

Bu denklem n=0,1,2,3 igin ¢ozilidiiginde parametrelerin momentler

cinsinden degeri

P, 12 12 1

| A4+ 20’ ~Opspty ¥A3puutotd, ~Busps” —35' s~ pakly (o
814”1ty =64 1" +104” g1y — 324 p15 145 +1845° =104 48, +127

a =



2 12 2. 0. 12 r 12

Sy + A I — 1 s — i + A" — Bt 3)
0 2 ! 2 ’ I ! ! ’ ’ ! ! ! ! !
84’ 145 = 64" 13" + 10447 gty = 328 g 85 +1815° =104, 11, +1215°

r, 3 P, 12 12 1

g = M + Bty 3Py’ + Tpo s~ 2145 =~ s~ Pl
1 - 2 ’ 2 ! 2 ’ ror ’ ’ ’ ’ ’ !
B4 14y — 64" " +1004 puy = 32, g 8 +184° —1044 41, +1215°

At -3 i’ + 2, — 10 1 + 64457 — 2440y + 343 5
¢2 - 2 12 2 ' ( )

814 14y — 644" 15" +10447 1, — 324048, 115 +18413° =101, 11, +12447

Burada X sans degiskeninin dagilisi X ~ P (g, 265,04, 44,)  seklinde
tanimlanabilir. Bu sans degiskeni iizerinde Y =X —pu  seklinde bir doniisiim
yapilmasi durumunda, yeni sans degiskeni Y ~ P(O,,uz,,u3,,u4) olarak ifade

edilebilir. Yapilan doniisiim ile yeni degiskenin ortalamasi, orijine ¢ekilmis olur.
Yeni sans degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunun diferansiyel denklem

parametreleri tizerinden tahminlenebilmesi i¢in kullanilacak yeni tahminleyiciler, bir

onceki adimda g4 =0 alinarak su sekilde elde edilebilir:

3 (3;U22 + /U4)
a=¢ == 3 2 (6)
—184," +1044, 11, =124
M (4/12/14 - 3/432) 0
%o ~1811)° +104,14, _12/132
611, +2 -3’
0, =— Hy T ey — SH (8)

_18/123 +10, 1, _12/u32 l
Burada 4 =E(X -4 )i seklinde tanimlanan ortalamaya gére momentlerdir.

Benzer sekilde Y sans degiskeni i¢cin U =Y —a seklinde yeni bir doniisiim yapilarak,
modu orijinde olan sans degiskeni U elde edilebilir (Kendall ve digerleri, 1987: 212).
Modun sifira ¢ekilmesiyle elde edilecek olan yeni diferansiyel denklem yapisi su
sekildedir:

df uf

TR TR ©)
u A +Au+4u

Bu diferansiyel denklem sisteminin tahminlenmesi gereken 3 parametresi

mevcuttur. Parametre tahminleyicileri asagidaki denklemler ile ifade edilebilir:

ron 12

A —4 + 31" + sy
A =- /13/"3‘1 ﬂ,llulz ﬂ?ﬂz (10)
8uy” =121 14 + A1




(=4 + 113)

A= T (11)
4pu® — 61 + 241

R 4 !3_5 ’ l+ '

=gt (12)
8y 12,00 + 44

Parametrelerin esitlik 6, 7 ve 8 ile verilen orijinal diferansiyel denklem

parametreleri cinsinden esitlikleri asagida verilmistir:

20=¢0+062(1+¢2) ) (13)
A =a(1+24,), (14)
b=, (15)

Esitlik (6), (7), (8) ve (10), (11), (12) ile verilen, sans degiskeni iizerine yer
doniisiimii yapilarak elde edilen diferansiyel denklem parametre tahminleri, (1) nolu
diferansiyel denklemde 4 olan parametre sayisini 3’e indirmektedir.

Sekil 1°de anakiitle ortalamasi negatif olan bir veri setine uygulanan
dontigiimlerin olasilik yogunluk fonksiyonlari tizerindeki etkileri gosterilmistir.
Uygulanan doniisiimler yer doniistimii oldugu i¢in, dagilisin carpikligi ve basiklig

izerinde bir etkisi yoktur. Dagilis saga otelenmistir.
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1.2 ANA TiPLER

Pearson dagilis sistemi ¢, +@x+¢,x° denkleminin koklerinin aldigi degere
gore olusturulmustur. Bu denklemin kokleri —1, <O <1, seklinde reel ve ters isaretli
ise Tip I, —r,<-r,<0 veya 0<r, <r, seklinde reel ve ayni isaretli ise Tip VI ve

kokler karmasik ise Tip IV dagilimi ortaya ¢ikmaktadir (Sehirlioglu ve Diindar,
2014: 20).

1.2.1. Tip I Dagilim

Bolim 1.1°de verilen (1) nolu diferansiyel denklemin paydasi ¢arpanlarina
ayrilip
dinf(x) (x—a)
d  g,(x£n)(x£r,)

biciminde yazilabilir. Burada kokler

= — + \/¢12 — 44, Ve r — —-¢ - \ ¢12 — 44,9,

' 29, 29,

olarak elde edilir. Tip I dagilimi icin genel ¢6ziim asagidaki adimlar izlenerek elde

edilir:

In f (x):ij{i+i}dx

X—I  X—T,
n—a r,+a ..
A== , A =-2 olmak iizere,

L+, L+,

In f (x)=¢i[A1In|x—r1|+A2In|x+r2|]+lnK

Mutlak deger islemi f (X) >0 kosulu dikkate alinarak ¢oziildiiglinde,

A e}
f(X)=K(R—X)% (x+1,)%

yazilabilir. Burada m, =ﬁ ve m, :i olmak tizere Tip I dagiliminin olasilik
2 2

yogunluk fonksiyonu



f(X)=K(r—x)"(x+r,)" (16)
seklindedir. Fonksiyonda yer alan K, integral sabitidir ve

1
B Beta(m, +1,m, +1)(r,—r,

(17)

)ml+m2+1

formiilii ile hesaplanir (Sehirlioglu ve Diindar, 2014: 22).
1.2.2. Tip VI Dagilim

Boliim 1.1°de verilen (1) nolu diferansiyel denklem iizerinde yapilan kismi

kesirler iglemi ile

|nf(x)=¢ij[ A LA }dx

2

elde edilir. Burada A =—2 —2 e A = Lra.gir. Integral islemi aliarak

r
nL-n L-n

In f (x)=¢ﬁln|x—rl|+%ln|x+r2|+lnK

2
f(X)=K(r+x)"(r,+x)™ (18)
olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir. Integral sabiti K

1

K =
Beta(-m,—m, -1, m +1)(r,—1,)

(19)

my+m,+1

formiilii ile hesaplanir (Sehirlioglu ve Diindar, 2014: 108).
1.2.3. Tip IV Dagilimm

Bolim 1.1°de verilen (1) nolu diferansiyel denklemin paydasindaki
¢, + @ x+¢,x° denkleminin koklerinin karmagik oldugu durumda ortaya g¢ikan
dagilis, Tip IV dagilisidir. Denklemin kokleri ,=-r+is ve r,=-r—is olmak

tizere diferansiyel denklem

Ldf(x)_g(( A A, J

f(x) dx ¢

x+r—is)+(x+r+is)

10



—a—r+i a+r)i
sklinde ifade cdilebilir. Burada A =2 tS_1 (3+r)
2is 2 23

ve

_atr+is 1 (a+r)i ~ o
A = s 2 > dir. c—(a+r)/s alinirsa Ai—(1+C|)/2 ve

A = (1—Ci) / 2 olur. Fonksiyonun integrali alinarak,

In f (x):%[Alln|x+r—is|+A2In|x+r+is|]+|nK

F(X) =K (x+1—is)s (x+r+is)é

elde edilir. Bu dagilimin parametreleri v=c/¢, ve m=1/2¢4, olarak ifade edilirse

m =m+ b ve m,=m —% olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda fonksiyon,
x+r—Bj2
X+r+is

f(x)= K[(x+r)2+sz}m(

seklinde olur. Burada 6 = i doniistimil yapildiginda Tip IV dagiliminin olasilik
X+r

yogunluk fonksiyonu

f(x)=K [(x +r) + sz}m gharean? (20)
olarak elde edilir. Integral sabiti K, X+r =stan @ doniisiimii yapilarak
S—2m—1
K= W (21)
exp(;j .[ (cos6) ™" exp(-v6)do

-7/2

formiiliiyle elde edilir (Sehirlioglu ve Diindar, 2014: 89).

1.3 DAGILISLARI TANIMLAYAN KARTLAR

Bir veri setinin ilk dort momenti kullanilarak elde edilen, eksenlerinde

sirasiyla (B,,8,) ve (6,5,) bulunan Pearson ve Craig kartlari bu bélimde

incelenmistir.

11



1.3.1. Pearson Karti

Veri setine uyumlu bir Pearson dagilimi segmek ic¢in kullanilabilecek

araclardan biri Pearson kartidir. Veri setinin ilk dért momenti kullanilarak bir dagilis

belirlenebilmektedir. Bu kartin yatay ekseninde f, = z2/4 ve dikey ekseninde de

B, = u, /12 degerleri yer almaktadir. Pearson dagilis sistemindeki tiim dagilis tipleri

p1 ve fo degerlerine bagh olarak essiz bir sekilde belirlenebilir (Sehirlioglu ve
Diindar, 2014: 33). Pearson kart1 Sekil 2’de verilmistir. Bu kart iizerinde yer alan
imkansiz bolgelerde herhangi bir dagilim ortaya ¢ikmamaktadir. Heterotipik bolge
olarak adlandirilan kisimda ise sekizinci derece ve {lizeri momentleri sonsuz olan

dagilimlar yer almaktadir.
1.3.2. Craig Kart1

Pearson sisteminin igerisinden veri setine uygun bir dagilis segmenin bir

2
Hs

3 )

2

baska yolu da Craig kartidir. Pearson dagilislarinin yer aldigi bu kartin g =

H, B, +3

parametreleri yer almaktadir. Craig yaklasiminda s =0 ve g, =1 oldugundan,

olmak tizere, dikey ekseninde ¢ ve yatay ekseninde S

parametre ¢oziimleri degismektedir.

Bu kart iizerindeki 6 =—1 ekseninin alti imkansiz bolgedir, 6 =0.4’{in
tizerindeki bolge de heterotipik bolge olarak adlandirilmistir. Heterotipik bolgede ilk
sekiz momentinden herhangi biri ya da daha fazlasi sonsuz olan dagiliglar yer
almaktadir. Kart {lizerinde romen rakamlarinin yaninda yer alan B (¢an egrisi
bicimli), J (J-bi¢imli) ve U (U-bigimli) harfleri dagilisin bi¢cimini tanimlamaktadir
(Sehirlioglu ve Diindar, 2014: 40). Craig Kart1 Sekil 3°te verilmistir.

12
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IKINCi BOLUM
DAYANIKLI iSTATISTIKSEL YONTEMLER

Dayanikli istatistik, ideal modellerden sapmalar1 ve bu sapmalarin kullanilan
yontemlerde meydana getirecegi hasarlarla ilgilenmektedir. Nihai amag, modelden
kiiciik sapmalara karsin (ilgilenilen dagilisin varsayilan modelin komsulugunda yer
almasi) hala giivenilir ve etkin yontemler gelistirmektir. Veri analizi bakis agisiyla
dayanikl istatistigin temel amagclari; verilerin ¢ogunluguna en iyi uyum saglayan
yapmin bulunmasi, sapan veri noktalarinin belirlenmesi ve bunlara karsi 6nlem
alinmasi, yiiksek etki noktalarinin belirlenmesidir (Hampel ve digerleri, 1986: 6).

Tiim istatistiksel yontemler dogrudan ya da dolayli olarak bir takim
varsayimlara dayanmaktadir. Genellikle bu varsayimlarin amaci aragtirmacinin veri
analizi ya da modelleme problemleri karsisinda sanilarinin ne oldugunun veya neler
bildiginin sekillendirilmesidir. Ayn1 zamanda ortaya ¢ikan modelin hem teorik hem
de pratik olarak kullanilabilir olmasini amaglar. Genellikle kullanilan modeller
gercegin basitlestirilmis halidir ve yaklasik olarak gecerlidir (Maronna ve digerleri,
2006: 3). En yaygin kullanilan varsayimlardan biri verilerin Normal dagilima sahip
oldugudur. Bu varsayim regresyon analizinde kullanilan klasik yontemler, varyans
analizi ve ¢ok degiskenli istatistiksel analizde bir ¢er¢eve olusturmaktadir.

Genellikle pratikte varsayilan bir normal dagilim modeli (hatalarin normal
dagildigr dogrusal regresyon modeli gibi) verilerin tiimiinii temsil etme anlaminda
yaklasik olarak gecerlidir ve baz1 gozlemler digerlerinden farkli davranis gosterebilir.
Bu tiir gozlemlere sapan gozlem adi verilir. Tek bir sapan gozlem dahi sadece
normallik varsayimi ya da dogrusallik varsayimi altinda optimal olan klasik
yontemler iizerinde oldukg¢a biiylik etkiye sahip olabilir. “Yaklasik olarak normal”
seklinde adlandirilan ve sapan gozlemlere yol acan dagilis merkez kisimda normal,
kuyruklarda ise normale gore daha kalindir (Maronna ve digerleri, 2006: 3).

Klasik modelleme ve veri analizine dayanikli yaklagimin amaci veriler sadece
verilen herhangi bir dagilisa tam olarak uydugunda degil, ayn1 zamanda yaklasik
olarak bir dagilisa uyduklarinda giivenilir parametre tahminleri ve bunlara karsilik
gelen hipotez testleri ve giliven araliklarini olusturacak yontemler tiiretmektir (Huber

ve Ronchetti, 2009: 5).
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Dayanikli yontemler ayrica verilerin ¢ogunluguna en iyi uyumu saglamay1
amaclar. Eger veri setinde sapan gozlem yoksa, dayanikli yontemler klasik
yontemlerle hemen hemen aymi sonuglar1 verir. Veri setinin ¢ogunluguna iyi bir
uyumun sonucu olarak dayanikli yontemler sapan gozlemlerin belirlenmesi agisindan
oldukea giivenilirdir.

Dayanikli istatistiksel yontemler ii¢ tipteki tahminleyicileri incelemektedir.
Bunlar M-tahminleyicileri, L-tahminleyicileri ve R-tahminleyicileridir. Bu

tahminleyici  smiflarim1 agiklamak  igin Xiyeen X ortak  dagilislar

n

X =

o

Pr(X,<X)=F ( 9) olan bagimsiz sans degiskenleri ele alinsin.

Reel degerli fonksiyon p’nun tiirevi ¢=p' olmak tizere, T, =T, (X,,... X,)

seklinde tanimlanan istatistik Z(p( X; =T,)=0 esitligini sagliyor ve ¢(x) i¢in

i<n

yazilabiliyor ise T, tahminleyicisi #’nin maksimum olabilirlik tahminleyicisidir. Bu
durumda T, tahminleyicisi M-tahminleyici sinifinda yer alir (Huber, 1972: 1049). Bu
tiirdeki tahminleyiciler, parametrik tahminleyiciler olarak degerlendirilmektedir.

Siral 6rnekler X, < X, <---< X, ele alinsmn. Bir tahminleyici
To=2 X
1
icin IJ (t)dt=1 kosulunu saglayan bir J fonksiyonu ile bu tahminleyicinin agirlik
0

i/n
fonksiyonu a, = J' J(t)dt ile belirleniyor olsun. Bu durumda T, tahminleyicisi L-
(i1
tahminleyici sinifinda yer alir (Huber, 1972: 1049). Bu tiirdeki tahminleyiciler,
parametrik olmayan tahminleyiciler olarak degerlendirilmektedir.

Dagilim fonksiyonlar sirasiyla F(x) ve F(x—A) olan iki drnek Y,,...,Y, ve
Z,..,Z, i¢in iki Ornekli rank testi ele alinsin. N = 2n olan birlestirilmis 6rnek i¢in

A =0 hipotezine karsin A >0 hipotezi test ediliyor olsun. Test istatistigi

i
W (Y Y ZyyonZy)=)  J V;
( 1 n1=1 n) len (N +1j i
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seklinde tanimlanabilir. Burada birlestirilmis Ornekte en kiigiilk deger Y sans

degiskenine ait ise V., =1, degilse V,=0’dwr. Bu sekilde bir test iizerinden
T,(X,,... X,) seklinde bir tahminleyici
W (X, =T, X, =T = (X, =T, )= (X, =T,)) =0

olarak elde edilebilir. Bu durumda T, tahminleyicisi R-tahminleyici sinifinda yer alir
(Huber, 1972: 1050). Bu tiirdeki tahminleyiciler, dagilistan bagimsiz tahminleyiciler
olarak degerlendirilmektedir.

Bu calismanin konusunu olusturan Pearson diferansiyel denklemi parametre
tahminleri, yukarida tanitilan M-tahminleyicileri sinifinda yer almaktadir. Bu nedenle
boliimiin ilerleyen kisimlarinda M-tahminleyicileri i¢in yaygin olarak kullanilan

dayaniklilik 6lgiilerine yer verilmistir.
2.1. DAYANIKLILIK OLCULERI

Tahminleyicilerin dayaniklilik &zelliklerini belirlemede kullanilan bazi

araclar asagida tanimlanmistir.
2.1.1. Hassashk Egrisi (Sensitivity Curve)

Herhangi bir sans degiskeni X’in gozlenen degerleri X,...,X, olsun. Sapan

gozlem oldugu diistiniilen bir X, noktasinin bu veri setine eklenmesinin herhangi bir

tahminleyici olan @ iizerindeki etkisi

SC=0(X s Xy, %) =0 (X, X, ) (22)
hassaslik egrisi olarak adlandirilir (Maronna ve digerleri, 2006: 51).
Bu egri, veri setine bir gozlemin ilave edilmesi veya veri setindeki bir

gozlemin degerinin degistirilmesi seklinde iki farkli bicimde elde edilebilir. Eger

tahminleyici bir fonksiyonel ise herhangi bir n icin 4, (x,,...,x,)=8(F, ) dir ve

[EETRAM

sC {é((l—ij Fnl+iAXj—é(Fnl)}/rl] (23)
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seklinde ifade edilebilir. Burada Fn.1, X,...,X,; gozlemlerinin ampirik dagilim

fonksiyonudur (Madalla ve Rao, 1997: 546)
2.1.2. Sapma (Bias)

Bilinmeyen parametre &’nin gozlem degerleri X,...,X,’den elde edilen

parametre tahmin degeri én olsun. Bu tahminleyicinin sahip olmasi beklenen

etkinlik, yeterlilik, tutarlilik ve sapmasizlik gibi 06zellikler mevcuttur. Bir
tahminleyici eger sapmasiz ise E(én)ze olmalidir. Bu bakis acgisiyla
tahminleyicinin sapmast,

Bias = E (¢ —9) (24)

seklinde tanimlanabilir (Quenouille, 1956: 354).

2.1.3. Goreli Etkinlik (Relative Efficiency)

Herhangi bir parametre 0’nin alternatif iki sapmasiz tahminleyicisi él ve éz

olsun. Bu tahminleyicilere ait varyanslar da sirasyila Var(él) ve var(éz) olmak

tizere, 6,°nin 6, e goreli etkinligi

eff (0,,6,) = \\:::EZ)) (25)

seklinde tanimlanir (Serfling, 1980: 51).

A A

Sapmasiz tahminleyiciler 6, ve 6, icin goreli etkinlik degeri sadece ve
sadece var (él) > var (92) ise 1’den biiyiiktiir (Wackerly ve digerleri, 2008: 445).

R* uzayinda tanimli ® parametre vektorii icin alternatif iki sapmasiz

tahminleyici vektorleri 61 ve 0, ’nin kovaryans matrisleri X, ve X, olmak iizere bu

tahminleyicilerin asimptotik goreli etkinlikleri
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1k
ARE(é ) )= {%} (26)

olarak tanimlanir (Serfling, 2011: 2).
2.1.4. Etki Fonksiyonu (Influence Function)

Reel say1 uzay1r R’nin tiim olasilik Slgiilerinin bir alt kiimesinde tanimli reel

degerli bir fonksiyonel T ve F ise R’de tanimli bir olasilik dl¢iisii olsun. Herhangi bir

X € R noktast igin kiitlesi 1 olan olasilik dlgiisii de A, ile gosterilsin. Tanimlanan F
ve A, ’in bir birlesimi 0<¢<1l igin (1—5) F+e&A, seklinde ifade edilebilir.

Tahminleyici T’nin F dagilimi altinda etki egrisi,

IC; ¢ (x)=lim{T[(L-¢)F +&5,]-T (F)} /s 27)

seklinde ifade edilir (Hampel, 1974: 383).
Tahminleyici T’nin tanim kiimesinin bir 6rnek uzayindaki tiim sonlu olasilik
oOl¢iilerinin konveks bir alt kiimesi oldugu varsayilsin. Eger G’nin tanim kiimesindeki
tim degerleri i¢in asagidaki kosulu saglayan bir reel a; fonksiyonu mevcut ise T

tanim kiimesinde F dagilisi altinda Gateaux-tiirevlenebilirdir:

T((1- g)F+gG

L - fax @9)
Bu kosul ayn1 zamanda

0

ag[T((l &)F+5G)] =[a(x) (29)

seklinde de ifade edilebilir. Eger A, =G ise a,(x)=IF; . (x) olur. Eger F=G alir

Ve ¢ = 1/ Jn seklinde bir doniistim yapilirsa yukaridaki ifade

T(R)-T(F)
lim (30)
n—e ]7/ Jn
bi¢gimine doniisiir. Elde edilen yeni terim i¢in Taylor agilimi1 yapilirsa,
T(F)=T(F)+[IF c (x)dF, (x)+0, (n**)
+%Zn:IFT’F (x)+0,(n¥?) (31)
i=1

19



elde edilir (Madalla ve Rao, 1997: 544). o, (n™*?) ile ifade edilen terim kiigiik 0
notasyonudur (bkz. Ek 1).

Herhangi bir p-degiskenli dagilis F’nin ortalama vektorii p' :[,ul,...,,up] ve
varyans-kovaryans matrisi ¥ =(o;) (ij = 1...p icin) olsun. Herhangi bir
X' :[Xl,..., Xp] vektorliniin  ortalama vektorii ve varyans-kovaryans matrisi

tizerindeki etkisini gosteren etki fonksiyonlari

#(F)-n(F)

IF(X;p,):IgiLTJ " =X-pn, (32)
F)-X(F
IF(X;Z)=L@M=(X—u)(X—u)T—Z (33)

seklindedir. Burada 0<&<1 olmak iizere, F = (1-&)F+&6, olarak tanimlanan

karma dagilistir (Isogai, 1988:170).

Herhangi bir W =(1-¢)F +&5, , 0<&<1 dagilmi i¢in £'(W) bozuluma
ugramis dagilimin ortalamasi olmak tiizere, orijine gére moment igin

(W) =(1-¢) rl (F)+ex" (34)
ortalamaya gore momentler i¢in de

1 (W)= (1) J [t (W)]OF () + e[ x— o (W)] (3)
yazilabilir. Esitlik (34) ile belirtilen ifade esitlik (35)’te yerine yazilarak

u,(W)=(1=¢) [ [t-p'(F)]dF (t)=z[ x—p/'(F)] dF (t)

+g{(1—5)[x—,u'(F)]}

(36)

ifadesi elde dilebilir (Fiori ve Zenga, 2005: 141).
Esitlik (36) ile genel yapist verilen ortalamaya gore momentin W

dagilimindaki goriintiisiinden hareketle, ortalamaya gore ikinci momentin goriintiisii

(W)= (1-2) {1 (F)+&° [x—at (F) T |+ 2 (10 [ x4 (F)
seklinde elde edilebilir.
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Esitlik (34) ile genel yapist verilen orijine gére momentin W dagilimindaki
gorintiisiinden yararlanilarak, x4, ve wlu g gibi carpim halinde bulunan orijine
gore momentlerin W dagilimindaki goriintiileri sirasiyla

H (W) (W) =(L-e) il (F) i (F) +e (1) i (F)X + & (L-g) 1 (F)x

+&2x°X"
(37)

4 (W ), (W) 5, (W) = (=) (F ) (F) 1 (F)

+8(1 e) [ (F) g (F)X -+ a1l (F) pt, (F )"+ il (F ) rf (F )|
&8 (1=e) g (F)X™ 4 (F) X g (F ) [+ &2
(38)

bigiminde elde edilir.

2.2 iISTATISTIKSEL UZAKLIKLAR

Iki olasilik dagilimi arasindaki uzakligi 6lgmek igin kullanilan bazi mesafe
Olctileri bu kisimda incelenmistir.

Bir metrik (uzaklik) uzayindaki elemanlar arasindaki uzaklik bir reel say: ile
Olgiilebilir olmalidir. Bu amagla M bir kiime, d ise d:MxM —R" seklinde
tanimlanan ve M xM kartezyen ¢arpimini pozitif reel sayilara atayan bir fonksiyon
olmak iizere (M,d) ikilileri ele alinsin. Eger d(X,y) seklinde tanimlanan ifade
X,y € M olan iki nokta arasindaki uzakligi tanimliyorsa, her bir X,y € M i¢in d’nin

asagidaki kosullar1 sagliyor olmasi gerekir:
i. d(x,y)=0=x=y

ii. d(x,y)=d(y.,x).
Bu varsayimlar1 saglayan (M,d) ikililerine yari-metrik uzay denir (Khamsi ve Kirk,
2001: 13). Eger bu varsayimlara ek olarak bir yari-metrik uzay

iii. Her bir x,y,zeM igin, d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen

esitsizligi)

esitsizligini de sagliyorsa (M,d) ikililerine metrik uzay denir (Khamsi ve Kirk, 2001:
14).
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Istatistikte sk kullanilan bazi uzaklik Slgiileri
e Kullback-Leibler uzakligi,
e Hellinger uzaklig,
e Rényi raksakligi,
e Jensen-Shannon 1raksakligi,
e Lévy-Prokhorov metrigi,
e Bhattacharya uzakligi,
e Wasserstein metrigi,
¢ Kolmogorov-Smirnov istatistigi,
e Mahalanobis uzakligi

seklinde siralanabilir. Bu ¢calisma kapsaminda Bhattacharya uzaklig: ile ¢aligilmastir.

2.2.1. Bhattacharya Uzakihg:

Iki olasilik yogunluk fonksiyonu p(x) ve q(X) arasindaki Bhattacharya
katsay1s1

BC:ij(x)q(x)dx (39)

olarak ifade edilir (Dubuisson, 2010: 2). Elde edilen bu katsay1, sifir ile sonsuz
araliginda deger almaktadir. Bu katsayidan hareketle kullanilabilecek mesafe dlciisii

de
DB:—In(BC) (40)
olarak tanimlanan Bhattacharya uzaklhigidir (You ve digerleri, 2008: 50). Bu uzaklik

liggen esitsizligini saglamasa da +1-BC  olarak tanimlanan Hellinger uzakligi
ticgen esitsizligini saglamaktadir (Kailath, 1967: 53).

2.2.2. Hellinger Uzakihg1

Sonlu bir 6rnek uzayi olan ’da tanimli iki olasilik dagilimi P ve Q olsun. P

ve Q’nun Q’daki veri ¢iftleri (p,, p,,..., Py ) Ve (0,,0,,....,qy ) olmak iizere, p, >0,
q, =0, Za p, =1ve za q, =1 esitsizlikleri saglaniyor olsun. Bu durumda P ve Q

arasindaki Hellinger uzakligi
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d (RQ)%%(JDT ~Ja.) (41)

seklinde hesaplanir. Bu uzaklik 0<d} <1 esitsizligini saglamaktadir (Sengar ve

digerleri, 2008: 797).
2.3. ELIPSOID YAKLASIMI

Tek bir degisken ile ilgilenildiginde, bu degiskene ait degiskenlik olgiisii
olarak varyans kullanilabilir. Fakat p adet degisken ele alindiginda degiskenlik
Ol¢iisti olarak varyans-kovaryans matrisi kullanilmalidir. Gozlemlenen degiskenler

tizerinden Ornek varyans-kovaryans matrisi

Su S, S

1p

S, Sy S
S=| . . P
Sip Sep 7t Spp

seklinde elde edilir. Bu matrisin i-inci satir ve k-inc1 stitunundaki elemani ise

1 r v
=] j_l(xji _Xi)(xik _Xk)

ifadesi ile elde edilir. Ornek varynas-kovarynas matrisinin determinantina da
genellestirilmis varyans adi verilir (Johnson ve Wichern, 2014: 123).

Genellestirilmis varyansi yorumlamanin bir yolu, 6rnek ortalama vektorii
etrafindaki yayilimi dikkate almaktir. Bu amacla anakiitle ortalamasi yerine X 6rnek
ortalama vektorii, anakiitle kovaryans matrisi yerine de S ornek varyans-kovaryans

matrisi kullanilarak goézlemlerin X vektoriine olan uzaklig

(x—Y)T S*(x-x)=c? (42)
olarak tanimlanabilir. Bu ifade ile tanimlanan, merkezi X olan bir hiper-elipsoidtir
(Johnson ve Wichern, 2014: 126).
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UCUNCU BOLUM
MOMENTLER VE MOMENT TAHMINLEYICIiLERI

Esitlik (1) ve esitlik (9) ile Pearson diferansiyel denklemlerinin parametre
tahminleri, tekrarli (recursive) moment denklemlerinin moment tahminleme yontemi

ile yapilmaktadir.
3.1. MOMENTLER TAHMINLEME YONTEMIi

Bilinmeyen parametreleri tahminleme kullanilan yontemlerden bir tanesi

momentler tahminleme yontemidir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu f(X|01,...,«9k) olan X,,..., X, sans Ornekleri

n
ele alinsin. Momentler tahminleme yontemine ait tahminleyiciler, ilk k adet 6rnek

momentinin bunlara karsilik gelen k adet populasyon momentine esitlenmesiyle

n

olusturulan denklem sisteminin ¢dziilmesiyle elde edilir. m, :lz X ve
ni=

!

7 :E(Xk) olmak iizere, populasyon momenti x; genellikle u; (6,....6,) ile

gosterilen 6,,...,6, 'nin bir fonksiyonudur. Momentler yontemi tahminleyicileri

((91,...,9~k), asagidaki denklem sisteminde (6,,..,6,) nin (m,..,m,) cinsinden

¢coziimiiyle elde edilir:

m, =44(6,...6,)

m, = (,,....6,)
(Casella ve Berger, 2002: 313).

Pearson diferansiyel denkleminin parametre tahminleyicileri de popiilasyon
parametrelerinin birer fonksiyonu olduklari i¢in momentler tahminleme yontemi ile

tahminlenirler.
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3.2. MOMENTLERIN ORNEK MOMENTLERI

Dagilim fonksiyonu F(X) olan X sans degiskeni i¢in gozlemlenmis n adet
deger X, X,,...,X, olsun. Ornege ait dagilim fonksiyonu F,(x), her bir x, noktasmna

1/n  kadar agirlik verilerek elde edilmektedir. Ornege ait momentler, bu dagilisin

karakteristikleri olarak adlandirilmaktadir (Cramer, 1946: 341). Parametre ve drnek
istatistigi ayrimi yapabilmek i¢in parametreler Yunan harfleriyle ve ornek
istatistikleri de Latin harfleriyle ifade edilecektir. Bu baglamda r-inci moment

istatistigi m/ ve buna karsilik gelen moment parametresi g ile gosterilmek iizere,
1 _ 1 r 43
mp = > x! (43)

ve ortalamaya gore 6rnek momenti

1¢ N
m, =<2 (% —m) (44)

j=1
seklinde ifade edilebilir. Gozlem degerleri X, ’ler birbirinden bagimsiz olduklari igin

ornek momentlerinin beklenen degerlert,
! 1 r r !
E(mr):HZE(x):E(x )=4, (45)
seklinde elde edilir (Kendall, 1943: 205).

Ortalamaya gdore momentler igin orijin sifir noktasinda oldugundan m, =0

olur. Ik terim g6z ardi edilmek iizere,

E(mr):yr+0[lj (46)

n

olarak elde edilebilir (Cramer, 1946: 350). O(lj ile ifade edilen terim biiyiik O
n

notasyonudur (bkz. Ek 1).

Orijine gore 6rnek momentlerinin varyanslari,

Var(m;):n—lz[ny;r +n(n_1)ﬂ'r2]—ﬂ'r2=%(/,z;r —/J'rz) (47)

seklinde iken (Kendall, 1943: 205), ortalamaya gére momentler i¢in
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2, .2, 2
Var (m, ) = A LY ey L Y ) +0 [in (48)
n n

olarak ifade edilebilir (Cramer, 1946: 350). iki orijine gére moment tahminleyicisi

m’ ve m; olmak iizere, bu tahminleyicilerin kovaryanslari;

COVOmﬂnﬁ):E[On;—;é)ﬁm-nﬁ)]=E{[%}:xp_ﬁéj(%zzxr—ﬂ{ﬂ

=%W@—%M) (49)

ile ifade edilebilir (Kendall, 1943: 206). Benzer bir yaklagimla ortalamaya gore iki

moment tahminleyicisi m, ve m_  olmak iizere, bu tahminleyiciler arasindaki

r

kovaryans;

n2

COV(mp, m, ) " Hor — p/up—llun-l - r;up+1/ur—1 —H M, + pr,uzlup_llur_l n O( 1 j (50)
n

seklindedir (Cramer, 1946: 350).
3.3. CRAMER’IiN H-TEOREMIi

Moment tahminleyicilerinin dogrusal fonksiyonlarina ait varyans-kovaryans
yapilar1 arastirilirken, yukarida belirtilen yaklagimlar kullanilabilir. Fakat ilgilenilen
fonksiyon, moment tahminleyicilerinin dogrusal olmayan bir fonksiyonu seklinde
ortaya ¢ikiyorsa (0rnegin; korelasyon katsayisi, carpiklik ve basiklik ol¢iileri gibi),
belirtilen yaklasimlar kullanilamaz. Belirli momentlerin kuvvetlerinin oranlarini
iceren fonksiyonlarin varyans-kovaryans yapilarimin incelenebilmesi igin Cramer

(1946) tarafindan Onerilen yaklasim, asagidaki teorem ile agiklanmistir. Bu teoreme
gore iki merkezi moment tahminleyicisi m, ve m_‘nun bir fonksiyonu H (mv, m p)
ile ifade edilmektedir. Bu fonksiyon m, ve m_‘nun bir fonksiyonu olarak ifade

edilebilecegi gibi x,X,,..., X, ile gdsterilen n adet gozlemin bir fonksiyonu olarak da

ifade edilebilmektedir. Ayrica bu teorem c¢ok boyutlu 6rnek uzaylari i¢in de

gegerlidir (Cramer, 1946: 353).
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Teorem 1: Herhangi bir H fonksiyonu i¢in asagidaki kosullar saglaniyor
olsun:

1) H fonksiyonu m, =z, ve m_ =u noktalarmin bazi komsuluklarinda
stirekli ve m, ile m  noktalarinda birinci ve ikinci dereceden tiirevleri mevcuttur,

2) X ‘nin tim olas1 degerleri i¢in C ve p negatif olmayan sabitler olmak
lizere, [H|<CnP esitsizligi saglanir.

Yukaridaki kosullar altinda sans degiskeni H (mv, m p) ‘nun beklenen deger

Ve varyansi,

E(H):H0+O(1j, (51)

Var(H) :Var(mv)(g_r:jz +2Cov(m,, mp)Ls—;Ji%}Var(mp)L%Jz

P

(52)
seklindedir. Burada H,, H fonksiyonunun m, =4, ve m =u noktalarindaki
degeridir (Cramer, 1946: 354).

Cramer tarafindan elde edilen bu ifade iki degiskenli bir fonksiyonun Taylor
acilimi ile ifade edilebilir. f fonksiyonu, (x,y) = (a,b) noktasi etrafindaki agik aralikta

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu

f(xy)="f (a,b)+%(x—a)+#(y—b)
21} 9*f(a,b) 2
e )

seklinde seri agilimi ile ifade edilebilir (Thomas ve digerleri, 2009: 823). Cramer’in
tanimladig1 H fonksiyonu da benzer yaklagimla iki degiskenli Taylor agilimi ile ifade

edilebilir. Béylece m, = 4, ve m_ = u  noktalarinda H fonksiyonu
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()= o, )+ PO POy
: A
% +26H (;j,vmp)aH (ér;pm )(mv—uv)(m,,—up) N
_+%}’mp)(mp—ﬂp)z |

(53)

olarak ifade edilebilir ve esitligin her iki tarafinin beklenen degeri ve varyansi
alinarak sirasiyla (51) ve (52) nolu esitlikler elde edilebilir.

Gozlemlenen degerlere Pearson dagilis ailesinden bir dagilim i¢in uyum
yapilmak istendiginde, diferansiyel denklemin momentler yontemiyle parametrelerini
tahminlemede kullanilabilecek, sans degiskenlerinin transformasyonuna dayanan
alternatif tahminleyiciler mevcuttur. Bu tahminleyiciler 3 kategoride ele alinabilir.
Bunlar: veriler iizerinde herhangi bir doniisiim yapilmadan orijine gore momentler
tizerinden hareket eden tahminleyiciler, veri setinin ortalamasinin sifira ¢ekilmesiyle
elde edilen ve ortalamaya gore momentleri kullanan tahminleyiciler ve veri setinin
modunun sifira ¢ekilmesiyle elde edilen tahminleyicilerdir. Pearson dagilis
ailesinden bir dagilisa uyum yapilabilmesi i¢in, diferansiyel denklemin
parametrelerinin ~ tamaminin  tahminlenmesi  gerekmektedir. ~ Dolayisiyla
tahminleyicilerin bilesenlerini bireysel olarak incelemek yerine bunlar1 bir
tahminleyici vektori ile ifade ederek bir biitiin olarak incelemek, daha dogru bir
yaklagim olabilecektir.

Belirli bir parametreye ait farkli tahminleyicileri kiyaslamada kullanilan
cesitli performans olgiileri mevcuttur (sapma, SD, MSE, ARE gibi). Bu kriterlerden
ozellikle asimtotik Ozellikleri dikkate alanlar i¢in tahminleyicilerin varyans-
kovaryans yapilarmmin incelenmesi gerekmektedir. Pearson’un tanimladig
diferansiyel denklemin parametre tahminleyicileri, belirli momentlerin kuvvetlerinin
oranlart seklinde ortaya ¢ikmaktadir (bkz. Bolim 1.1.). Tek boyutta yapilacak bir
inceleme icin yukarida belirtilen H fonksiyonuna ait teoremin kullanilmasi yararl

olacaktir. Fakat yukarida da belirtildigi gibi, tahminleyicilerin bilesenlerinin teker
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teker incelenmesi yerine bir vektor olarak ele alinmasi durumunda H teoremi yetersiz
kalmaktadir. ARE gibi tahminleyicilerin varyans-kovaryans yapilarini dikkate alan
bir 6l¢ili icin 2 farkli H fonksiyonu arasindaki kovaryans yapisinin elde edilmesi
gerekmektedir. Bu dogrultuda Cramer (1946)’in H teoreminden faydalanilarak
asagidaki sonug (corollary) elde edilmistir.

Sonu¢: H, ve H, Teorem 1°de verilen kosullari saglayan, m, ile m ’nun

birer fonksiyonu olsun. Bu iki fonksiyon arasindaki kovaryans,

oH, | oH oH, || oH
COV(HPFb):VaranJﬂamjj(amjj+covonwn%)(8mj][amj]
oH, |[ oH oH, || oH
C , Ll —2 |4V s N | Bl 3
+Cov(m, mp)(amp](amvj+ ar(mp){amj{@mpj

(54)

seklinde elde edilebilir. Bu teorem H fonksiyonunun {i¢ ya da daha fazla bilesene

sahip oldugu durumlar i¢in de genellenebilir (bkz. Boliim 4.2.).
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DORDUNCU BOLUM
PEARSON DiFERANSIYEL DENKLEM PARAMETRELERI ICIN
ETKi FONKSiYONU VE VARYANS-KOVARYANS MATRISI

Pearson diferansiyel denklemine ait parametre tahminleyicilerinin, sans
degiskeni iizerine yapilan yer doniisiimiine bagli olarak degisecegi Bolim 1.1°de
belirtilmisti. Bu alternatif tahminleyicilerden ilki

a

0, =% (55)

)
¢,
seklinde ifade edilen ve sans degiskeni iizerine doniisiim yapilmayan tahminleyici,
ikincisi
a
0,=| 9, (56)
2
olarak ifade edilen ve sans degiskeninin ortalamasinin sifira ¢ekilmesiyle elde edilen

tahminleyici ve li¢ilinciisii de

z
0,=| 4 (57)

4
seklinde ifade edilen ve sans degiskeninin modunun sifira ¢ekilmesiyle elde edilen
tahminleyicidir. Boliimiin ilerleyen kisminda bu tahminleyiciler i¢in etki

fonksiyonlar1 ve varyans-kovaryans matrisleri elde edilecektir.

4.1. PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMI PARAMETRE
TAHMINLEYICILERI ICIN ETKi FONKSIYONU

Boliim 1.1°de verilen diferansiyel denklem parametre tahminleyicileri, drnek
momentlerinin dogrusal olmayan fonksiyonlar1 seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Sans

degiskeni  {lizerine  dOniisiim  yapilmayan  tahminleyicinin  bilesenleri

a=f (i), =1 0), =1 (0 08,) Ve
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¢, = (14, 15, 145, 11;) seklinde ifade edilebilir. Bu fonksiyonlar momentlere bagli

olduklart i¢in, ayn1 zamanda sans degiskeninin birer fonksiyonu olarak da ifade
edilebilirler. Buradan hareketle incelenen parametre tahmin vektorlerinin etki
fonksiyonlar1 genel olarak

IF(B,F;X):IJE?M (58)
yapisinda ortaya ¢ikmaktadir.

Esitlik (55) ile ifade edilen tahminleyici icin etki fonksiyonu olusturulmak

istendiginde
F (0,,F )= £-0,(W)L
IF (a,F;x) (59)
IF (¢, F;X)
IF (¢, F;x)
IF (¢,,F;X)

olarak elde edilebilir. Esitlik (59) ile belirtilen etki fonksiyonunun ilk bileseni
_ ’ 3 ' ' 12

IF (a,F; x)—llm [ 1241, (W) 5 (W )+20ﬂ2( ) (W) 4° (W)
e Bl (W) (W)= 6" (W) 457 (W) +107 (W) 41, (W)

O (W) 1’ (W) + 134 (W) sy (W), (W) =8B (W) 15" (W) — 315" (W) s (W)
=324/ (W) (W)yé(W)JrlS,ués(W)—10;1;(W);1;(W)

Lo W) (W) 1240 (F) i (F) +20445 (F) 5 (F) a7 (F) - 94 (F) 15 (F)

+1244% (W) 814 gy — 611" 15" +1044" g1,
3w (F) s (F) 4 (F) =8 (F) ™ (F) = 3¢s” (F) s (F)— s (F ) iy (F),
—32,ul'(F),ué(F),ué(F)+18,u£3(F)—10,u;(F),u;(F)+12,u:;2(F)
seklinde ifade edilebilir. Bu tahminleyici orijine gore momentlerin bir fonksiyonu

oldugu i¢in W dagilisindaki goriintiileri esitlik (34), (37) ve (38) dikkate alinarak elde
edilebilir. Teorik yapist esitlik (58) ile verilen ifade a i¢in asagidaki bigcimde

olusturulabilir:
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1 (944 (F)(1-£)—-9ex][ —ex* - u (F)( l—g)]sm
B [gx 2 )(1 &) [-ex -5 (F)(1-¢)]
[8u(F)(1-¢)- sgx][gx ~w(F)(1-e)] -[ex~ i (F)(1-¢)]

+10[ 4 (F)(1-&)~ex] [ex* — s (F)(1-¢)]

[ex4_u;(F)(l—g)]+[,uj(F)(l g)-ex] [12ex* ~12; (F)(1- (1-9)]

+[ex* - u; (F)(1-£) ][10ex* —104; (F)(1- ) |+ 6[ ex— ﬂl( )(1 &
1

)
+3[gx ,uZ(F)l &) [ex —uts (F)(1-e) [+ [ (F)(1-¢)—ex]
=

(

':6‘ T+18[5X -, (F)(1- gT—lZ[ex ,us( )(1—5)]
[ex- — &) ][ 206x* ~ 20415 (F)(1-¢) |+ [1244(F ) (1- ) -12ex]
[3244(F )( —£)—32¢x |
[ex a5 (F)(1-¢) [ X’ — 455 e] L2 (F)i’(F)
[ex* =, (F)(1-¢) ][ ex°* - ﬂs( ] 80° 14 — 6,07 117 +1007 11,
3 20u (F) i (F)m” (F) -9 (F ) "(F)+13u4(F) i (F) 14 (F)
324 (F) 1, (F) 4 (F ) +18415° (F)

84 (F)a (F) =30 (F) s (F)— 15 (F) 4 (F),

~10p5 (F) e (F)+124 (F)

Bu ifadenin &’a gore tiirevi alinip gerekli iglemler yapilirsa,

5
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"2 (81 —8X)+ 1422 (910 —9X) + 3t — X3 )+ 1% (12,44, —12%°
|F(0£,F;X):—ﬂ3 ( Hy ) ) ( H ) A/uz (/"3 ) H ( Hy )
12 1

o (#=)+ agy (h = X ) = propty (134 —13%) + 36447 g (14 - %)

A
gy (1= X))+ Bty (1 = X ) + 161 (11— X° ) ~13paipty (4~ x*)

A
20 (1~ X*) =202 (45— X° ) = 147415 (2041, — 207

A

r, 13 2 0,0 12 1

A0 (= X) (2t = 20" s + Opups® — 13 palpy + 8pupsi’ + 3474

A A2
)y (102, —10%° ) =544 (1 = X ) = But® (415 = X ) =104 (41 = X'

AZ
”.—24;1;(#; =X ) #1045 (4t = X" ) + 15185 (324 = 32X) + 121157 (15— X)

A2
280 g (g~ )+ 324085 (415~ X° )+ 324405 (413 = X° )+ 1208 1y (115 = X°)

A2
- =204, (4 - x)

A2
(60)

seklinde etki fonksiyonu elde edilir. Burada

2 1 12 12 r, 12

A =8 1ty —64,° p15? + 10044 — 321423 405 + 184057 ~ 100, 44, +12417°

olarak tanimlanmustir.
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Sekil 4: Tip I Dagilimi I¢in o’nin Etki Fonksiyonu

400 —

350 —

Etki fonksiyonu
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Benzer iglemler esitlik (58)’de tanmimlanan etki fonksiyonunun diger

bilesenleri i¢in de uygulanabilir. Boylelikle ¢ icin etki fonksiyonu

IF (4o Fix) = 17 (30, —3%° )~ 4’ (w1 —X“);Bul’uéz (4= X)+ st (- %)
R R e R A S A A T
| (3 =30 )+ 6“1'/‘5”;(%‘?‘ X)+ 2upis (=) (3ﬂiﬂfzﬂéA 4
L s — A+ 3#5#4,22)[#2 (104; -10x*) -544" (1, = %)
B (- x) =104 (4 X4)22A4ﬂ3'(ﬂé —X*)+10u; (4 -x")
s (3244 —32%) +12p4 4 (2— X)z— 240 1 (14— X) + 3208415 (415 = °)
324y (4 - X3)+12ﬂ{2u£2(ﬂ£ ~ XZ?— 20244, (14 =X)

A

(61)
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Etki fonksiyonu

Sekil 5: Tip I Dagilimu Igin ¢¢’in Etki Fonksiyonu

1600 —

1400 —

1200 —

1000

800

600

400

200
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seklinde, ¢, igin benzer islemlerle

157 (202 = 2%° )+ 115 (3 = 3X) + 20137 (s = X ) + 145° (644, — 6" )

IF (¢, F;x)=— A

(=X )t (4 =X ) = (T = TX) + 180 (1= X) = Tatipt (415 = °)
B (41 = %7 + a4 —XS)—M/:!Q(/JL —X*)+ 9 (1, - %)
Y e R XZA)—lﬁﬂl’ﬂéﬂé (4=%)  (6pus —?42#;#;
BB =T + ZM’ﬂéZA+ s’ 14, + ﬂziué)[u; (104 —10x% ) - 5422 (4%
AR S X4):24ﬂ?(ﬂ3' —x*)+10u45 (1, —x")
a4 (3244 = 32X) +12p44 (2 3 X)2—24ﬂ£2ﬂ3’ (44 = X)+324p1; (115 = X°)
 +B2up (1, %) +12M'2ﬂ§2(ﬂ£ - XZA)— 204434, (4~ X)
A

(62)

37



Sekil 6: Tip I Dagilimu Igin ¢;’in Etki Fonksiyonu

-50 —

-150 —

250 —

Etki fonksiyonu

-300 —

-350 —

-400 —

-450 —
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seklinde ve son olarak ¢, igin

F (4, Fix) _ H(20 -2 )18 (4 —XZ)A—4ﬂ{3(,U§ -X) =24 (wi-x')
6 (=X )+ 2005 (4 =X ) = a5 (1044 ~10%) + B’ (11— %)

A
120 (44— %) +10u 5 (415 = X ) +10p40; (415 = X° )+ 6% 41 (11, X°)
A

r 13 1212 r, 12

...—4;4y;A(;4—x)+(4ﬂ3M =3 11? + 244y —fzﬂfﬂéﬂéJfGﬂf—zﬂiﬂé+3ﬂ§2)_“

L (10ﬂz’—10X2)—54ﬂ£2(ﬂ£—XZ)Z—SMS(ﬂé—XS)—l()ul’Z (%)

240415 =X ) + 104 (4 - X4)+A/12£ﬂé (324 -32x) +124441* (44~ %)

2 (4~ ) + 32488, (415 - X/j) +232u{ﬂé (4 =)+ 1207 1 (15 - X°)
A

204 (4-X)
A2

(63)
olarak elde edilebilir.
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Etki fonksiyonu

Sekil 7: Tip I Dagilimu Igin ¢, nin Etki Fonksiyonu

-20 —

-60

-80 [—

=100 —

-120 —

-160 —




Ortalamanin ~ sifirda  oldugu tahminleyici benzer bir yaklasimla,

a=T (w1t tty), 0o="F (1115, 11,) Ve @, = f (1, 115, 11,) olarak ifade edilebilir,
Bu tahminleyici vektoriiniin elemanlar1 ortalamaya goére momentlerin birer
fonksiyonu olduklar1 i¢in etki fonksiyonlarinin elde edilmesinde Esitlik (36)’dan
yararlanilabilir. Momentlerin W dagilimindaki goriintiilerinin elde edilip, F

dagilimindaki goriintiilerinden farklarinin &’a gore tiirevleri alinarak,

15 (30 + 11y {241, (=X + 30X 41y ) + 54155 (11, =X )
(1841,° ~10p1,01, +12112)
TH (—10X4 +4O,usx+10,u4)—10,u4 (yz - Xz)] ~ (3/122 + ,u4)(—X3 + 31, X+ ,us)
(184° ~10p,01, +12417 ) 184," =10, 41, +1247°

IF(a,F;x)=

—Hs [/14 +ApX+6u, (:uz -’ ) - X4]
1844," =101 11, +1211°

(64)

FlonFin)= (4200, =313 ) 24115 (X + 34X+ 11, ) 4+ 54455 (11, = %)

o (:|-8,Uz3 ~104, 4, +1244° )2
—t (—10x* +404,X +10, ) ~ 1041, (11, = X* )] A (—4x* +16,u3x+4,u4)m
(1844,° ~1041,p1, +1242,7 ) 1844,° ~10p1, 1, +12415°
.“—6/13 (—X3 +3,u2X+,ua)+4,u4 (,uz — Xz)—(,u2 —Xz)(4,uz,u4 —3,u§)
18;“23 =10, 44, "'12/132

(65)
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(6;13 =244, +3,u§)[24,u3 (—X3 +3,L12X+,u3)+54,uz2 (,uz — XZ)...
(18,U23 —10u, 14, +121u32 )2
—H (—10x* + 405X +101, ) =10z, (12, — X )] 6y (=X +3u, %X+ 115
(1811,° =101, 11, +12 )2 184,° =104, 41, +12,44°

IF (@, F;x)=

18 (11, =X )= gty (2% +Buux 241, )~ 204, (1, X
1841, 104,44, +12:u32

(66)
bu etki fonksiyonlari elde edilebilir.

Modun sifirda oldugu tahminleyici, A = f (1, 26.,16), A = T (14, 155, 113) ve
A, = (4,145, 455) olarak ifade edilebilir. Bdylelikle sans degiskeninin birer
fonksiyonu olarak bu tahminleyicilerin etki fonksiyonlari ise asagidaki gibidir:

A5 (34 =3%) — g4 (44, = 4 )+ g (4, = X ) a1 (4 X°)

IF (2, F;X) 3
By (1, =X ) = 8uaipts (44— X) N (46" ps + 301" + ptop5)
B B2
[ (122, —12X7 ) = At + 12485 (11 = X) = 2417 (11 = X) + 4%°

BZ
(67)
Burada B =8y,° —121, + 444, seklinde tanimlanmustir.
(86 = aint) (4 = X) = 18] s (4 =) = s + 2 (415 =X ) 4 7|
C
et ) (60— ) -2 o (24— X)-1247 (14— x)+2x° |
C

IF (4, F;x)=

(68)
Burada C =4y® — 6441 + 244 seklinde tanimlanmistir.

(44 =5pqpty + 115 )14 (1225 = X7 ) = Aty + 1285 (11— X) + 4%

IF (4, F;x)= 3
240 (4= x) (54 =5%" )= g+ 50 (14— X) =127 (s~ ) +X°
B B?

(69)
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Etki fonksiyonu

Sekil 8: Tip I Dagilimi I¢in o’min Etki Fonksiyonu

43



Etki fonksiyonu

Sekil 9: Tip I Dagilinu Igin gy’1n Etki Fonksiyonu

2000
1800 —
1800 —
1400 —
1200 —
1000 |
800
600 —
400 —

200 —
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Etki fonksiyonu

Sekil 10: Tip I Dagilinu igin g, nin Etki Fonksiyonu

20 —

-40 —

-60 —

-100 —

-120 —

-180 [—

-200
-10 -8 -6 -4
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Etki fonksiyonu

Sekil 11: Tip I Dagilimi Icin 4y’1n Etki Fonksiyonu




Etki fonksiyonu

Sekil 12: Tip I Dagilimi Icin 4;’in Etki Fonksiyonu

700

600

500

400

300

200

100

-100

-200

10
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Etki fonksiyonu

Sekil 13: Tip I Dagilimi I¢in 1,’nin Etki Fonksiyonu

140

120

100

80

60

40

20

-20

-40
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Yukarida elde edilen etki fonksiyonlar1 incelendiginde, her {i¢ alternatif
tahminleyicinin de etki fonksiyonlarinin sinirsiz oldugu goriilmektedir. Bir tahminleyicinin
dayanikli olup olmadigina dair 6nemli bir veri saglayan etki fonksiyonlar1 agisindan bu
tahminleyiciler arasinda bir fark oldugu sdylenememektedir. Ayrica ¢, ve A, haricindeki
tim tahminleyicilerin etki fonksiyonlarmin fonksiyonel yapilarinin  dagilimdan
etkilenmedikleri goriilebilmektedir (bkz. EK 11). Dagilimin tipi degistik¢e, bir gbzlemin
tahminleyici tizerindeki etkisi degismektedir. Tiim tahminleyiciler igin bir gozlemin etkisi en

az Tip I dagiliminda goriiliirken, en yiiksek etki Tip IV dagiliminda ortaya ¢ikmaktadir.

4.2. PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMI PARAMETRE
TAHMINLEYICILERI iCIN VARYANS-KOVARYANS MATRISLERIi

Boliim 1.1°de tanitilan ve sans degiskeni iizerine yer doniisiimii yapilmasiyla
elde edilen alternatif tahminleyicilerin 6zellikle degiskenliklerini dikkate alan
performans kriterlerinin elde edilmesinde bu tahminleyicilerin varyans-kovaryans
matrislerinin elde edilmesi 6nem tasimaktadir. Bu bakig agisiyla her bir
tahminleyiciye ait varyans-kovaryans matrisleri Boliim 3.3’te verilen Cramer’in H-
teoremi ve bu teoremden elde edilen sonu¢ dikkate alinarak bu boliimde elde
edilecektir.

Esitlik (55) ile verilen tahminleyici vektorii 0y e ait varyans-kovaryans matrisi

Var(a) Cov(a,4) Cov(a.4) Cov(a.é,)
_|Cov(a,¢,) Var(dy) Cov(d,¢) Cov(dyé)

| Cov(ad) Cov(ddi) Var(s) Cov(dig)
Cov(a,d,) Cov(dy¢,) Cov(dg) Var(g,)

olarak ifade edilir. Bu matrisin kosegen elemanlari, Béliim 3.3’te verilen H-teoremi

(70)

ile agsagidaki gibi elde edilir:
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Var (¢4,)=Var (m{)(%j +Var (m; )[Srﬁz’ j +Var (m; )[%j

3

%j +2Cov(m{,m£)(2f12'] %j

om,
[%j+200v(m{,mg)[%j a—@;j
om} om; ) om,
99, || 94, +2Cov(mj,m;) 09, || 0,

om; om; )\ om,

+2Cov(m§,mg)(%j(%]

omy )\ om;

Esitlik (70) ile verilen varyans-kovaryans matrisinin kdsegen disi elemanlari

ise Boliim 3.3’te verilen sonug¢ géz Oniine alinarak asagidaki gibi elde edilir:

Cov(a.4y) :Var(m{)(a—aJ(%}“Co"(ml" mé)[a_“)(%j

om! )\ om] om; )\ om,

om; )\ om/ om; )\ om,

|
+Cov(m, m;)(a—“j(%]+cOv(m;, m;)( O j[%j

! !
om; )\ om,

+Var (m;) Oa | 0¢y +Cov(m;,m;) Oa |[ 94,
om; J\ om; om; )\ om;

+Cov(m;,m;) Oa || O +Var(m;) Oa_ | Oty
om; ) om/ om; )\ om;

+Cov (mj, m;) Oa a—%, +Cov(mj, m;) 60[, 8(/52
am; 8m3 8m3 amz
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covte ¢1):Var(ml,)(a%a (%}c()v(m;,m;)[@_](a@]

+Cov(my,m;)| —

0
Cov(a,¢2):Var(m{)(griz][g—f;]+C0V(m{,mé)(;&}(arﬁﬂ
+Cov(ml',mé)(i—éj(g—ﬁ}rvar(mé)[ oa j
+Cov(m1’,mé)(?—éj(j—ﬁ]+C0V(m{,mé)(;&)[gzﬂ

v 22 2| couo i 2|

+Cov(m1’,m;)[%][g—rﬁj+var(m2)(§%j(szﬂ
+Cov(m;,mg)(§—r:;j 2—&]+Cov(m£,m§)(§g )[Srﬁi]
+Cov(m;,m;)(§—r§2j g—rﬁj+COV(m£,m2)[§$J(2&)
+C0v(m;,m;)£§n2 [2—%]+COV(m§,mi)(§éﬂ§$}
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ot -vro 2 o 4 2
+Cmmm;m»[%%}[%%}*vm(mQ(;ij(gﬁj
roov(mm) Sk | 28 Jrcartmm) 3% ) 2
+Var(mé)(2_2j[%}COV(m{,mL)[ j(
+Cov(m{,mé){%}[%}rvm(mi)(sﬁj(s%
o[ 8] 8o
+Cov(m§,m2)[§rﬁ2) g_rﬁ}c;ov(m;,mi)[gmﬂ(;ﬁﬂ
+Cov(m;,mé)[5a—rﬁz (%}+Cov(mé’m:‘)[§zoj(2fﬁzj

ogy \( o¢ ( ,m»(aoJ[a@]
' o A m,m; :
Cov(¢o,¢1):Var(ml)[a—rmJ(ﬁm1]+Cov on |2
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o G ot )
oo ool

+Cov(m;, mg)(s¢l J[S:;z j+Cov(ml', mé)(;ﬁ?’ J[&m’
+Var(m;)(%}[%]+€ov(m{, m;) gzﬁj(;ﬁf j

(
+Cov(m{,mé){§zl j[gﬁj*vaf(m“(;ﬁzj(grﬁzj
+Cov(m£1m§)[§rﬁ2j %]*C"V(mé’mé)[srﬁlé]@rﬁz)
+Cov(m£,m2)[§rﬁ2) %}mﬁ%m&)[;ﬁﬂ(;ﬁj
+C0v(m§,m£)[§_& (%}Lcov(mé’mg)[;ﬁ'j@_ﬁj

Sans degiskeninin ortalamasinin sifira ¢ekilmesiyle elde edilen tahminleyici
vektori

a
9y = ¢0
?,

seklinde ortaya g¢ikmaktadir. Yapilan doniisiim ile a=¢, oldugu icin, bu iki
bilesenden ¢, tahminleyici vektoriine dahil edilmemistir. Tahminleyici vektoriiniin
boyutu 3x1 oldugu i¢in varyans-kovaryans matrisinin boyutu 3x3’tiir.

Var(a)  Cov(a,p,) Cov(a,q,)
>, =|Cov(a.¢,) Var(g,) Cov(g,.)

(71)
Cov(a,p) Cov(g,) Var(e)

Varyans-kovaryans matrisinin bilesenleri, bir 6nceki tahminleyici vektoriinde oldugu

gibi H-teoreminden ve sonucundan yararlanilarak agagidaki gibi elde edilir.
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Var (a) =Var(mz)(§;‘2 jz +Var(m3)(§—;j2 +Var(m4)[ ani jz

+2Cov(m,, mg)(sg j[%j+2€:ov(m2,m4)(§r: ]
2 3 2

+2Cov(m, m4)(§_J

Var (¢,) :Var(mz)(a% jz +Var(m3)[%]z +Var(m4)(%jz

om,

+ZCov(m2,mg)[2ﬂj[2¢o]+2COV m,.m, (Of/)oj(é’%]
m2 m3

+2Cov(m,,m, ) (a%j(a%J

Var (p,) =Var (mz)[gﬂr +Var(m3)(2%J2 +Var (m4)[2r% jz

m2 3

{33 i 5
m, m m, m,

0 0
+2Cov(m,, m)(ﬁ](ﬁ}
3 4

Esitlik (71) ile verilen varyans-kovaryans matrisinin kdsegen disi elemanlari

ise Boliim 3.3’te verilen sonug¢ goz Oniine alinarak agagidaki gibi elde edilir:

-t 2 2wt 22 2
el
wontnm 5232t 2 32)
) )ron 22

.

+Cov(m;,m,) o0,
om, J{ om,

+Var [

+ Cov
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&

Cov(a,¢,)=Var(m )(

e )
|

m

+Var (m —a [ J+Cov m3)(a %j
om, om,

+Cov(m ( ( ¢2J+Cov ( %]
om om,

+Cov(m [ ( ¢ZJ+COV [ %j
om om,

+Cov(m,,m, ( %j

om,

Cov((pl,(pz)=Vaf(mz)(2—&j£;§§2}+vm( ){2_2](2_2}
+Var(m, )(%}(%J +Cov(m,,m, )(2—&][2_&}
+Cov(m2,m3)(%J(gzzJ+Cov(m2,m )(2& (Z_ﬁ]
+Cov(m2,m4)£§m4j(gzzj+Cov(m3,m )[S—& [%j

0 0
+Cov(m3,m4)(a% (ﬁ%j
4 3

Esitlik (57) ile verilen tahminleyicinin varyans-kovaryans matrisi asagidaki
gibidir:
Var(%)  Cov(4,4) Cov(4y,4,)

Y, =|Cov(4,4) Var(4) Cov(4,4,) (72)
Cov(4,,4,) Cov(4,4,) Var(4,)

Varyans-kovaryans matrisinin bilesenleri, bir 6nceki tahminleyici vektoriinde oldugu

gibi H-teoreminden ve sonucundan yararlanilarak asagidaki gibi elde edilir.
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Var(4,) :Var(m{)[%jz +Var(m;)( O JZ +Vf:1r(mé)[a—m;J

Gml' o, 0
2
' a ! ! —a a
+Val’(m4)(6nﬂ$J +2cov(m11m2)(ar/:?,](am!J
4 ! 2
04, \( 04, % |9
2Cov(m{,m;)| —% || === |+2Cov(mj,m,
+2Cov(m; mS)[am;J(am;} v m“)[amij[ﬁmij

+2Cov(m;, m;)[gm", ](Srﬁ: J+200V(m;,m§)(2$ J(%}
0

4
m; J\ om,

Var (4,) =Var(m{)[%]2 +Var(m;)[%j2 +Var(m§)(a_$Jz

m, 2 8
2
+Var(mg)(2n/1]2, J +2Cov(m{,m;)(%j((§$ j
4 1 2
vacon(mm) 2 | 2 | cacoum,m 2 2
3 ! 4

+2Cov(my, mi)[g/lz, ](222, j+200v(m§,m§)( 512’ J(a_/iz’}
rn2 m4 m2 m3
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Esitlik (72) ile verilen varyans-kovaryans matrisinin kosegen digi elemanlari

ise Boliim 3.3’te verilen sonu¢ géz oniine alinarak asagidaki gibi elde edilir:

Cov( 1) Var () 2 || 2 s confmgm ) 2 | 24
+Cov(m;,m;)(srfzj{g—&}va‘r(mé)(%J(s@

+Cov(m, mé)(grﬁ](s—&}fco"(mﬁ mé)(s—m](snﬂ
wr() 24 2 cotm 2 2
e 2 2 fovar | 2 )
+Cov(m;,mé)(%j g&}cw(m;’mé)(%}(smé)
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Cov( 4y 4,) :Var(m{)[Z—@][gﬂﬁ?}@ov(m{’mé)[%j(g&]
+Cov(m;,m;)[j—@[gﬁj}Var(m;)(;ﬁz ][‘”’Z

+Cov(m, mé)[%}[jﬁ j+Cov(ml', mg)( 5%! J[aﬂ%

+Var(m§)(%}[2ﬁﬁ ]+Cov(ml', m;)
3

Cov 4y ) () 2 | 2 | o m)

om; )\ om; ( '

+Cov(m, m;)[;fé j[g—f;lj +Var(m;)( oh j[g’lz
SR YA

+Var(m;)(%J j

o

3

(
+Cov(m1',mj1)(arf]1:1 2ﬁ?j+var(mi)(§$j(§rﬁzj
+Cov(m§,m§)[%) 2—&]+Cov(m£,m§)(§mé](;ﬁ%)
w2 B - et 35 2
+C0v(m;,m;)[§—rf]1é (griZJjLCOV(mé,mi)[snizj(aﬁj
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Boylelikle Boliim 3.3.°te tanitilan Cramer’in H-Teoremi ve bu teoremden
yararlanilarak olusturulan sonug¢ kullanilarak, her ii¢ tahminleyicinin varyans-

kovaryans matrisleri teorik olarak elde edilmistir.
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BESINCI BOLUM
BENZETIM UYGULAMASI

5.1 ANAKUTLELER

Onceki béliimlerde tanitilan Pearson diferansiyel denkleminin alternatif
moment tahminleyicilerinin belirlenen performans kriterleri altindaki davranislarini
incelemek amaciyla Pearson dagilis ailesi igerisinden 3 farkli dagilis se¢ilmis ve bu
dagilislardan N=1000 adet veri Matlab paket programi igerisinde yer alan “pearsrnd”
komutu kullanilarak tiiretilmistir. Segilen dagiliglar ana tipler olan Tip I, Tip IV ve
Tip VI dagilislanidir. Belirlenen her ii¢ dagilis da B-bicimli olabilmektedir.
Diferansiyel denklemin kokleri r; ve r, olmak iizere bu dagilislara ait olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 ve sans degiskeninin tanim araliklari su sekildedir:

Tip I dagihmi:
f(x)=K(r=x)"(r,+x)™ -1, <X<F,

Tip IV dagilimu:

f(x)= K[(x+ r)2 +sz}m exp(v.arctan§) , o< X <
Tip VI dagilimu:

F()=K(-a) (-n)" . g <x<a

61



Sekil 14: Tip I Doniisiim Yapilmayan Anakiitle (Mavi), Ortalamasi Sifirda Olan Anakiitle (Kirmizi), Modu Sifirda Olan Anakiitle (Yesil).

arijinal
== artalama sifir
mod sifie

Pearson Tip-l Anakiitle Grafikleri

)
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Sekil 15: Tip VI Doniisiim Yapilmayan Anakiitle (Mavi), Ortalamasi Sifirda Olan Anakiitle (Kirmizi), Modu Sifirda Olan Anakiitle (Yesil).

orijinal

Pearson Tip-Vl Anakiitle Grafikleri i
= antalama sifir
med sifr

fixh

Verilar




Sekil 16: Tip IV Déniisiim Yapilmayan Anakiitle (Mavi), Ortalamasi Sifirda Olan Anakiitle (Kirmizi), Modu Sifirda Olan Anakiitle (Yesil).

05 Pearson Tip-IV Anakiitle Grafikleri

arijinal
= antalama sifir
med sifr

0.45 |

VN

0.35 |

03}

Eonas|

Verilar
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5.2 ANAKUTLELERDEN TURETILEN ORNEKLER

Belirlenen bu dagilislarin biiyiik-kiiciik 6rnek performanslarin1 kiyaslamak

amacityla her bir N=1000 elemanli anakiitleden iadeli olarak 10000 adet 6rnek n=50,
n=100, n=200 ve n=800 hacimler i¢in secilmistir. Boylelikle 50x10000, 100x10000,
20010000 ve 800x10000 boyutlu matrisler ile ¢alismistir.

Tablo 1: Anakiitlelere Ait Merkezi Momentler

Tip I Tip VI Tip IV
112 3.8241 0.9868 0.8739
13 7.3677 0.9746 0.7640
12 60.6332 45307 4.1369

Kullanilan anakiitlelerin merkezi moment parametre degerleri Tablo 1’de

verilmistir.

Tablo 2: Anakiitlelere Ait Orijine Gére Momentler

Tip | Tip VI Tip IV
)7 -2.5742 -2.4702 -2.5479
y7A 10.4506 7.0884 7.3657
y7A -39.2223 -21.4099 -22.4562
1y 180.7231 68.2570 72.5329

Kullanilan anakiitlelerin orijine gére moment parametre degerleri Tablo 2’de

verilmistir.
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Tablo 3: Ornek merkezi momentleri

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
E(m,) 3.6029 0.9704 0.8545
E(m,) 6.1534 0.9212 0.7200
E(m,) 52.5905 4.2874 3.8939
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
E(m,) 3.7577 0.9791 0.8634
E(ms) 6.9811 0.9341 0.7386
E(my) 58.0568 4.3078 4.0080
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
E(m,) 3.8031 0.9832 0.8693
E(m3) 7.2678 0.9439 0.7517
E(my) 59.9638 4.3177 4.0641
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
E(m,) 3.8225 0.9887 0.8727
E(ms) 7.3607 0.9719 0.7600
E(m,) 60.5889 4.4839 4.1228

Anakiitlelerden iadeli olarak segilen 10000 Ornege ait Ornek merkezi
momentlerinin beklenen degerleri Tablo 3’te verilmistir. Boliim 3.2°de esitlik (46) ile
verilen beklenen deger yapisi kullanilarak elde edilen bu degerler Tablo 1’de verilen
anakiitle merkezi momentleri ile kiyaslandiginda, n = 200 6rnek hacminden itibaren
ornek momentlerinin anakiitle moment degerine olduk¢a yaklastig1 goriilmektedir.

Ornek momentlerinin sapma degerleri, tiim dagilislar i¢in benzerdir.
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Tablo 4: Ornek momentleri

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
E(ml’) -2.5656 -2.4709 -2.5465
E(mg) 10.2603 7.0962 7.3571
E(mg) -38.6098 -21.4495 -22.4087
E(mg) 176.6533 68.4066 72.3166
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
E(m) -2.5730 -2.4722 -2.5474
E(mg) 10.3997 7.1020 7.3640
E(mg) -39.0675 -21.4831 -22.4475
E(m;) 179.5919 68.5195 72.4917
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
E(m)) -2.5725 -2.4702 -2.5471
E(mg) 10.4452 7.0898 7.3619
E(mg) -39.2102 -21.4320 -22.4420
E(mi) 180.6453 68.2981 72.4825
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
E(ml’) -2.5742 -2.4692 -2.5481
E(m;) 10.4522 7.0879 7.3653
E(mg) -39.2269 -21.4192 -22.4550
E(mg) 180.7753 68.2861 72.5218

Anakiitlelerden iadeli olarak secilen 10000 o6rnege ait ornek orijine gore
momentlerin beklenen degerleri Tablo 4’te verilmistir. Esitlik (45) ile verilen orijine
gore drnek momentlerinin beklenen deger formiiliinden yararlanilarak elde edilen bu
degerler Tablo 2’de verilen anakiitle merkezi momentleri ile kiyaslandiginda,

merkezi 6rnek momentlerinde oldugu gibi n = 200 6rnek hacminden itibaren 6rnek
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momentlerinin anakiitle moment degerine oldukca yaklastigi goriilmektedir. Benzer

sekilde moment tahminlerine ait sapma degerleri tiim dagilimlarda ayn1 yapidadir.

Tablo 5: Ornek Merkezi Momentlerin Varyanslart

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Var(m,) 0.7922 0.0669 0.0633
Var(ms) 18.8420 0.6419 0.5824
Var(my) 1269.8 16.2057 13.1265
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Var(my) 0.4394 0.0335 0.0326
Var(ms) 10.7664 0.3108 0.3081
Var(m,) 738.3362 7.7418 7.0684
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Var(m,) 0.2275 0.0168 0.0165
Var(ms) 5.6660 0.1498 0.1567
Var(m,) 391.9696 3.6291 3.6128
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Var(m,) 0.0575 0.0044 0.0042
Var(ms) 1.4363 0.0420 0.0404
Var(m,) 99.5721 1.0575 0.9391

Tablo 5’te 6rnek merkezi momentlerin varyanslar1 verilmistir. Bolim 3.2°de
esitlik (48) ile verilen varyans formdilii kullanilarak elde edilen sonuglara gore, 6rnek
hacmi ile varyans degeri arasinda dogrusal bir iliski oldugu goriilmiistiir. Ornek
hacmi iki katina c¢iktiginda, varyans degeri yartya inmektedir. Ayrica tim moment
tahminleyicilerinin degiskenliginin en yiiksek oldugu dagilimm Tip I, en diisiik
oldugu dagilimm da Tip IV dagilimi oldugu gériilmektedir. Ozellikle yiiksek

dereceden 6rnek momentleri iizerinde bu fark oldukca fazladir.

68




Tablo 6: Ornek Momentlerin Varyanslari

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Var (m;) 0.0736 0.0198 0.0174
Var(mé) 1.4276 0.3610 0.3638
Var(mé) 43.1330 5.9854 6.9250
Var(mf;) 1038.5 90.3959 123.0671
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Var(ml') 0.0378 0.0099 0.0087
Var (m)) 0.7144 0.1808 0.1826
Var(m;) 21.7584 2.9983 3.4779
Var(mz'l) 518.5276 45.3807 61.8428
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Var(ml') 0.0191 0.0049 0.0044
Var(mé) 0.3577 0.0902 0.0914
Var(mé) 10.9425 1.4932 1.7415
Var(mi) 260.2137 22.5909 30.9869
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Var(ml') 0.0048 0.0012 0.0011
Var (m)) 0.0894 0.0226 0.0228
Var(mé) 2.7363 0.3743 0.4351
Var(mz'l) 65.0013 5.6605 7.7437

Tablo 6’da 6rnek orijine gdére momentlerin varyanslar: verilmistir. Esitlik (47)

ile elde edilen sonuglara gore, ortalamaya gore drnek momentlerinde oldugu gibi,

ornek hacmi ile varyans degeri arasinda dogrusal bir iligki oldugu goriilmiistiir.

Benzer sekilde, 6rnek hacmi iki katina ¢iktiginda varyans degeri yariya inmektedir.

Ornek momentleri dagilim bazli incelendiginde, varyans degerlerinin en diisiik
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oldugu dagilim Tip IV dagilimidir. Ornek momentinin derecesi arttik¢a, varyanslarin

dagilimlar altindaki goriintiisii (o ( F ) ) arasindaki fark da artmaktadir.

Tablo 7: Ornek Merkezi Momentlerin Korelasyonlari

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(mg,ms3) 0.8177 0.8243 0.8162
Corr(my,my,) 0.8544 0.8091 0.8468
Corr(ms,my,) 0.9754 0.9756 0.9671

n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(my,ms) 0.8253 0.8232 0.8183
Corr(mg,my) 0.8571 0.8071 0.8472
Corr(mg,my) 0.9784 0.9748 0.9679

n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(my,mg) 0.8285 0.8247 0.8191
Corr(my,my) 0.8577 0.8103 0.8466
Corr(mz,my) 0.9796 0.9744 0.9683

n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(my,ms3) 0.8294 0.8310 0.8210
Corr(mg,my) 0.8579 0.8127 0.8479
Corr(mgz,my) 0.9800 0.9762 0.9691

Tablo 7°de Ornek merkezi momentler arasindaki korelasyon degerleri
verilmistir. Boliim 3.2°de esitlik (50) ile verilen 6rnek merkezi momentler arasindaki
kovaryans yapisi kullanilarak elde edilen sonuglara gore, 6rnek hacminin korelasyon
degeri iizerinde bir etkisi olmadig1 sdylenebilir. iki 6rnek merkezi moment arasindaki
korelasyon degeri tiim 6rnek hacimlerinde yaklasik aynidir. Dagilimin 6rnek merkezi
momentleri arasindaki korelasyon degeri lizerinde etkisinin olmadig1 sdylenebilir.
Tiim dagilim ve 6rnek hacimlerinde dogrusal iliskinin yonii ve derecesi aynidir.
Ornek momentlerinin dereceleri arttik¢a, aralarindaki dogrusal iliskinin derecesi de

artmaktadir.
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Tablo 8: Ornek Momentlerin Korelasyonlart

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Corr (m;,mj) -0.7583 -0.9259 -0.9222
Corr(m{,m;) 0.8712 0.8947 0.8776
Corr (m;,m}) -0.6585 -0.8283 -0.8002
Corr(my,m;) -0.8789 -0.9829 -0.9819
Corr(m,,mj) 0.9531 0.9590 0.9456
Corr (mj,m; ) -0.8779 -0.9879 -0.9865
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(m;,m; ) -0.7491 -0.9277 -0.9228
Corr(m;,m;) 0.8720 0.8943 0.8777
Corr (m;,m}) -0.6506 -0.8294 -0.8008
Corr(mj,m}) -0.8720 -0.9836 -0.9820
Corr(mj,m;) 0.9531 0.8071 0.9458
Corr (mj,m; ) -0.8705 -0.9885 -0.9867
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(m;,m; ) -0.7457 -0.9284 -0.9263
Corr(m;,m;) 0.8717 0.8941 0.8779
Corr (m;,m}) -0.6479 -0.8299 -0.8010
Corr(my,m;) -0.8720 -0.9840 -0.9819
Corr(mj,m;) 0.9531 0.9590 0.9457
Corr (mj,m; ) -0.8689 -0.9887 -0.9866
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(m;,m; ) -0.7448 -0.9264 -0.9235
Corr(m;,m;) 0.8720 0.8939 0.8781
Corr (m;,m}) -0.6472 -0.8285 -0.8014
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Corr(mj,m;) -0.8693 -0.9835 -0.9820
Corr(mj,mj) 0.9532 0.9591 0.9457
-0.8679 -0.9883 -0.9867

Corr(mj,m;)

Tablo 8’de ornek orijine gore momentler arasindaki korelasyon degerleri

verilmistir. Esitlik (49) kullanilarak elde edilen sonuglara gére merkezi momentlere

benzer olarak, 6rnek hacminin korelasyon degeri lizerinde bir etkisinin olmadigi

soylenebilir. Iki &rnek momentleri arasindaki korelasyon degeri tim &rnek

hacimlerinde yaklasik aynidir. Ornek merkezi momentlerinden farkli olarak, orijine

gore Ornek momentleri arasindaki dogrusal iliskide dagilimin bir etkisi oldugu

sOylenebilir. Genel olarak Tip I dagiliminda 6rnek momentleri arasindaki korelasyon

daha diisiik iken, Tip IV ve Tip VI dagilimlarinda daha yiiksektir.

5.3. ORNEKLERDEN ELDE EDIiLEN BULGULAR

Bolum 5.1°de tanimlanan anakiitlelerden elde edilen ve Bolim 5.2°de bazi

istatistikleri verilen ornekler kullanilarak, Boliim 2’de tanitilan dayanikhilik Slgiileri

tizerinden degerlendirmeler bu kisimda yapilmustir.

Tablo 9: Déniisiim Yapilmayan Tahminleyicinin Bilesenlerinin Varyanslari

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Var(é) 0.3582 0.0828 0.0507
Var(g,) 6.3323 0.6781 0.5182
Var(4) 0.3518 0.4445 0.1142
Var(g,) 0.0141 0.0225 0.0034
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Var(a) 0.2157 0.0432 0.0251
Var(g,) 3.9784 0.3364 0.2574
Var(4,) 0.1787 0.2219 0.0579

72




Var(q?z) 0.0081 0.0116 0.0017
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Var(a) 0.1165 0.0218 0.0125
Var( ¢30 ) 2.1902 0.1671 0.1287
Var( ,/31) 0.0900 0.1073 0.0296
Var( (/;2 ) 0.0043 0.0057 0.0008
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Var(a) 0.0292 0.0053 0.0031
Var( (/;0) 0.5487 0.0421 0.0320
Var(q?l) 0.0223 0.0260 0.0074
Var( ¢32) 0.0011 0.0013 0.0002

Tablo 9’da sans degiskeni iizerine herhangi bir doniisiim tanimlanmayan ve
Esitlik (55) ile tanimlanan parametre tahmin vektoriinin bilesenlerinin bireysel
varyanslar1 verilmistir. Bu varyanslarin her biri, Esitlik (52)’den yararlanilarak elde
edilmistir. Bu bilesenler momentlerin dogrusal fonksiyonu olmamalarina ragmen
tipki 0rnek merkezi ve orijine gére momentlerde oldugu gibi, 6rnek hacmi ile
varyans degerleri arasinda negatif yonlii dogrusal bir iliski mevcuttur. Tiim 6rnek
hacimleri incelendiginde, doniisiim yapilmayan tahminleyicinin tim bilesenlerinin

varyanst Tip IV dagiliminda en kiiciiktiir. Tiim dagilimlar ve tim o6rnek hacimleri
igin bilesenler igerisinde degiskenligi en yiiksek olan ¢30 iken, en diisiik olan ise ¢32

“dir.

Tablo 10: Ortalamasi Sifirda Olan Tahminleyicinin Bilesenlerinin Varyanslari

n=50 Tip 1 Tip VI Tip IV
Var(d) 0.2929 0.0679 0.0516
Var(¢,) 3.0491 0.2202 0.0649
Var(o,) 0.0137 0.0214 0.0036
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
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Var(d) 0.1961 0.0367 0.0265
Var(g,) 2.0073 0.1225 0.0331
Var(p,) 0.0079 0.0116 0.0018
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Var(4) 0.1076 0.0196 0.0135
Var(g,) 1.0888 0.0632 0.0171
Var(p,) 0.0041 0.0057 0.0008
n=800 Tip Tip VI Tip IV
Var(a) 0.0278 0.0048 0.0034
var(g,) 0.2823 0.0148 0.0043
var(g,) 0.0011 0.0013 0.0002

Tablo 10’da sans degiskeninin ortalamasinin sifira ¢ekilmesi ve Esitlik (56)

ile tanimlanan parametre tahmin vektoriiniin bilesenlerinin bireysel varyanslari

verilmistir. Varyans yapilari, Esitlik (52) ile verilen ifade ile elde edilmistir. Bu

bilesenler donilislim yapilmayan tahminleyicide oldugu gibi, momentlerin dogrusal

fonksiyonu olmamalarina ragmen 6rnek hacmi ile varyans degerleri arasinda negatif

yonlii dogrusal bir iliski mevcuttur. Elde edilen sonuglara gore, tahminleyicinin tiim

bilesenleri i¢in degiskenligin en az oldugu dagilim Tip IV dagilimidir. Tahminleyici

icerisindeki fonksiyonlar bireysel olarak ele alindiginda, tiim dagilimlar ve tiim 6rnek

hacimlerinde varyansi en yiiksek olan1 ¢, , en diisiik olani ise ¢, ’dir.

Tablo 11: Modu Sifirda Olan Tahminleyicinin Bilesenlerinin Varyanslari

n=50 Tip 1 Tip VI Tip IV
var( 1) 2.3626 20.4056 29.7875
var(4) 0.5206 148.3669 0.0136
Var(4,) 0.0415 0.0000007 0.00004
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Var( 1) 0.9525 6.6615 0.0538
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Var(4) 0.2353 1.2813 0.0116
Var(4,) 0.0170 0.8928 0.0103
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Var(4,) 0.4902 0.0330 0.0214
Var(4) 0.0778 0.0184 0.0063
Var(4,) 0.0068 0.0078 0.0051
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Var(4,) 0.0917 0.0070 0.0049
Var(4,) 0.0196 0.0035 0.0014
Var(4,) 0.0015 0.0016 0.0012

Tablo 11°de sans degiskeninin modunun sifira ¢ekilmesi ve Esitlik (57) ile
tanimlanan parametre tahmin vektoriiniin bilesenlerinin bireysel varyanslari
verilmistir. Bu bilesenler doniisiim yapilmayan tahminleyicide oldugu gibi,
momentlerin dogrusal fonksiyonu olmamalarina ragmen 6rnek hacmi ile varyans
degerler1 arasinda negatif yonlii dogrusal bir iliski mevcuttur. Diger iki
tahminleyicide oldugu gibi, modu sifirda olan tahminleyicinin bilesenlerinin en
diisiik varyans degeri Tip IV dagilimda ortaya cikmaktadir. Benzer sekilde
tahminleyici igerisindeki fonksiyonlar diger iki tahminleyicide oldugu gibi bireysel
olarak ele alindiginda, n = 50 ornek haricindeki tiim Ornek hacimlerinde ve

dagilimlarda degiskenligi en az olan ﬂ; iken, en yiiksek olan j-o *dir. Tip VI dagiliminin

kiigiik 6rnek hacimlerinde ( n = 50, n = 100) ve Tip IV dagiliminin kiigiik 6rnek hacminde (
n = 50) bu tahminleyicinin bilesenlerine ait varyans degerleri, diger dagilimlar ve ornek
hacimleriyle kiyaslandiginda olduk¢a fazladir. Bu nedenle modu sifirda olan
tahminleyicinin, varyans kriteri g6z 6niine alindiginda belirtilen 6rnek hacmi ve dagilimlarda

tercih edilmemesi daha uygun olabilir.
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Tablo 12: Ortalamasi Sifirda Olan Tahminleyicinin Korelasyonlart

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(o?,gbo) 0.7557 0.7126 0.6530
Corr(é,,) -0.4862 -0.4123 -0.1756
Corr((f)o,gf)z) -0.8447 -0.8563 -0.6847

n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Corr (&, ¢,) 0.7975 0.7379 0.6563
Corr (&,¢,) -0.5735 -0.4607 -0.1760
Corr (¢, 9,) -0.8622 -0.8650 -0.6825

n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Corr (&, ¢,) 0.8089 0.7542 0.6610
Corr (é,¢,) -0.5960 -0.4846 -0.1878
Corr (¢, 9,) -0.8669 -0.8645 -0.6878

n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Corr (&, ¢,) 0.8127 0.7431 0.6640
Corr(a,,) -0.6037 -0.4494 -0.1864
Corr (¢, 9,) -0.8690 -0.8553 -0.6847

Tablo 12’de sans degiskeninin ortalamasinin sifira ¢ekilmesiyle elde edilen
tahminleyicinin bilesenleri arasindaki korelasyon degerleri verilmistir. Tablo
icerisindeki degerler, Boliim 3.3’te verilen sonuctan elde edilen kovaryans
degerlerinin Tablo 10°daki varyanslarin karekoklerinin ¢arpimlarina oranlanmasiyla
elde edilmistir. Elde edilen sonuglar incelendiginde, momentlerin dogrusal olmayan
fonksiyonu seklinde ortaya g¢ikan bu bilesenler arasindaki korelasyon degerlerinin
ornek hacminden bagimsiz oldugu goriilmektedir. Incelenen bu tahminleyicinin

bilesenleri arasindaki dogrusal iliski, tiim dagilimlar ve tiim 6rnek hacimleri i¢in Tip

I ve Tip VI dagilimlari igin benzer yapidadir. Elde edilen sonuglara gére @ ve ¢,
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arasinda pozitif yonlii ve giiglii bir iliski, @ ve ¢ arasinda negatif yonlii zayif bir
iliski ve @, ile ¢, arasinda negatif yonli gigli bir iliski oldugu sdylenebilir.
Belirtilen iliskilerin dereceleri dagilimlara bagli olarak degismektedir. Buna gore

bilesenler arasinda en kuvvetli iligki Tip I dagiliminda ortaya ¢ikarken, en zayif iliski

Tip IV dagiliminda ortaya ¢ikmaktadir.

Tablo 13: Doniisiim Yapilmamig Tahminleyicinin Korelasyonlari

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(o}, Ao) 0.8295 0.6254 0.8391
Corr(d,é) 0.4034 -0.1010 0.5090
Corr ( & Az) -0.4343 -0.4168 -0.1048
Corr( Ao: ) 0.3421 0.5732 0.7473
Corr( ”0, ”2) -0.5823 0.2375 0.1288
Corr((/;l,(}z) 0.5470 0.9300 0.7455

n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(&, *0) 0.8482 0.6276 0.8356
Corr(d,;ﬁl) 0.4082 -0.1338 0.4987
Corr ( é. *2) -0.5034 -0.4481 -0.1062
Corr( Ao: ) 0.3449 0.5422 0.7428
Corr( ”0, ”2) -0.6442 0.1991 0.1326
Corr(é,g@z) 0.4774 0.9292 0.7526

n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(d, Ao) 0.8545 0.6371 0.8332
Corr(d,ﬁl) 0.4058 -0.1317 0.5000
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-0.5310

-0.4523

-0.0932

.03394

0.5312

0.7477

-0.6701

0.1789

0.1518

0.4522

0.9264

0.7605

Tip |

Tip VI

Tip IV

0.8557

0.6458

0.8316

0.4135

-0.0961

0.4963

-0.5324

-0.4259

-0.1864

0.3483

0.5512

0.7414

-0.6710

0.1955

-0.0922

0.4427

0.9237

0.7640




Tablo 13’te sans degiskeni ilizerine herhangi bir donilisiim yapilmayan
tahminleyicinin bilesenleri arasindaki korelasyon degerleri verilmistir. Bolim
3.3’teki sonugtan yararlanilarak elde edilen sonuglar incelendiginde, momentlerin
dogrusal olmayan fonksiyonu seklinde ortaya ¢ikan bu bilesenler arasindaki

korelasyon degerlerinin 6rnek hacminden bagimsiz oldugu goériilmektedir. Bilesenler

arasinda en yiiksek dereceden iliskiye sahip olanlar & ve ;130 iken en diisiik

dereceden 1iligkili olanlar qgo ve ¢?1’dir. Diger tahminleyicilerden farkli olarak
herhangi bir doniislim yapilmayan tahminleyicinin bilesenleri arasindaki
korelasyonun yonii, dagilima bagli olarak degisebilmektedir. Ornegin, ¢30ile éz

arasinda Tip I dagiliminda negatif yonlii iken Tip VI ve Tip IV dagilimlarinda pozitif
yonliidiir. Ayrica bilesenler arasindaki dogrusal iliskinin derecesi de dagilima bagh
olarak degisebilmektedir. Genel olarak en yiiksek dereceden iliski Tip I dagiliminda

goriiliirken, en diisiik dereceden iligki Tip IV dagiliminda goriilmektedir.
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Tablo 14: Modu Sifirda Olan Tahminleyicinin Korelasyonlari

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(ﬁo,ﬁl) 0.7402 -0.9955 0.7446
Corr(io,/@) -0.8162 -0.9956 0.9719
Corr(il,/@) -0.8856 1.0000 0.6038

n=100 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(ﬁo,ﬁl) 0.7394 0.9893 0.7776
Corr(io,/fz) -0.7959 -0.9934 -0.8997
Corr(ﬁi,ﬂ;) -0.8817 -0.9972 -0.7404

n=200 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(io,/il) 0.8228 0.7954 0.7239
Corr(ﬁo,ﬂ;) -0.8528 -0.8680 -0.8673
Corr(ﬁi,ﬂ;) -0.8675 -0.8492 -0.7200

n=800 Tip | Tip VI Tip IV
Corr(io,/il) 0.8033 0.8101 0.7337
Corr(ﬁo,ﬂ;) -0.8199 -0.8733 -0.8655
Corr(ﬁl,/@) -0.8686 -0.8312 -0.7156

Tablo 14’te sans degiskeninin modunun sifira ¢ekilmesiyle elde edilen
tahminleyicinin bilesenleri arasindaki korelasyon degerleri verilmistir. Diger
tahminleyicilerde oldugu gibi, Bolim 3.3’ten verilen sonugtan yararlanilarak elde
edilen sonuglar incelendiginde, momentlerin dogrusal olmayan fonksiyonu seklinde
ortaya ¢ikan bu bilesenler arasindaki korelasyon degerlerinin 6rnek hacminden

bagimsiz oldugu goriilmektedir. Bilesenlerden io ile /fl arasinda pozitif yonli giicli,

A A

Ao ile 4, ve J, ile A, arasinda ise negatif yonlii ve kuvvetli bir dogrusal iliskinin
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mevcut oldugu tim dagilimlar {izerinden goriilebilmektedir. Ozellikle Tip VI
dagilimimin kiiciik 6rnek hacimlerinde bu bilesenler arasinda tam dogrusal iliski
oldugundan, modu sifirda olan tahminleyicinin belirtilen dagilim ve 6rnek hacminde

tercih edilmemesi daha uygun olabilir.

Tablo 15: Tahminleyicilerin Korelasyon Matrislerinin Determinantlar

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
det(z, 0.0055 0.0006 0.0027
det|=, 0.0998 0.0922 0.2310
det|3, 0.0717 7.8201e-08 0.0103
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
det|=, 0.0048 0.0006 0.0027
det|Z, 0.0804 0.0831 0.2302
det(z, 0.0802 0.00007 0.0737
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
det|=, 0.0045 0.0007 0.0026
det|Z, 0.0749 0.0809 0.2255
det[3, 0.0606 0.0653 0.1095
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
det|z, 0.0045 0.0007 0.0026
det|=, 0.0726 0.0856 0.2250
det|z, 0.0722 0.0663 0.1094

Tablo 15°te her ii¢ tipteki tahminleyicinin verilen 6rnek hacimlerindeki

korelasyon matrislerinin determinantlart verilmistir. Tablo 12, Tablo 13 ve Tablo

81




14’te bilesenler arasinda bireysel olarak incelenen korelasyon yapilari bu tabloda

biitin olarak ele alinmigtir. Elde edilen sonuglara gore, korelasyon matrisinin

determinant1 6rnek hacminden bagimsizdir. Tip VI dagiliminin n = 50 6rnek hacmi

haricindeki tiim dagilimlar ve tiim Ornek hacimlerinde doniisiim yapilmayan

tahminleyiciden elde edilen determinant degeri digerlerine gore daha diistiktiir. Her

tic tahminleyici i¢in de korelasyon matrisinin determinantinin en yiiksek oldugu

dagilim Tip IV dagilimidir.

Tablo 16: Tip | Parametre Tahmin Vektorii Ve Orneklere Ait Sapma Vektdrlerinin Normlari

n (A)X/norm(()X —éx) (A)y/norm(ey —éy) 0, /norm(()u —éu)
~3.8969 sl
—7.8696 _613'1002 -3.3517
-0.0471 - -2.0882
50 0.2489 5320 0.2457
0.2428
1.1870 1.7015 0.8968
—3.9066 _1.3446
~3.0089
~7.8260 _5.4541
~1.8390
100 ~0.5473 ~1.3446 0.1550
0.1526 0.1532 '
0.8474 1.0638 0.5610
~3.8532 ~1.2776
~2.9013
~7.5951 _4.9422
~1.3218
~0.7575 ~1.2776 0.0627
200 0.1019 0.0991 '
0.5490 0.5421 0.1016
—3.7664 ~1.194
3.766 943 ~2.9807
~7.1981 —4.5458
800 ~1.2955
~0.8716 ~1.1943
0.0551
0.0624 0.0625
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0.1254 0.1271 0.0177

Tablo 16’da her iki ugtan da sinirli olan Tip I dagilimi i¢in ii¢ tahminleyicinin
verilen 6rnek hacimlerinden 10000 6rnek iizerinden elde edilen ortalama tahmin
vektorleri ve bu tahminlerin anakiitle parametrelerinden farkini tanimlayan fark

vektorlerinin normlar1 verilmistir. Anakiitleden elde edilen parametre vektorleri

a =-3.7396 a=-1.1654
Ao =—2.9964
@, =—7.0784 @, =—4.4259
0, = , 0, = ve 0, =| 4, =-1.2877
¢ =-0.8954 @, =-1.1654 0.0525
¢, =0.0525 @, =0.0525 %

seklindedir. Elde edilen sonuglara gore, tim 6rnek hacimlerinde modun sifirda oldugu
tahminleyiciden elde edilen ortalama vektorlerinin parametre vektoriine daha yakin
oldugu goriilmistiir. Her {ic tahminleyici i¢cin de ©ornek hacmi arttikga sapma

vektoriniin normu azalmaktadir.

Tablo 17: Tip VI parametre tahmin vektorii ve 6rneklere ait sapma vektorlerinin normlari

n (A)X/norm(()X —éx) (A)y/norm(ﬁy —éy) 0, /norm(eu —éu)
~3.3553 0.9660
-2.3180 _2'2426 ~3.7215e + 08
0.4480 0'9960 —4.3968e + 04
50 0.2712 e ~1.1720
0.4048
0.6925 0.3765 33.1934
~3.0816 ~0.6021
2.0454
~2.0326 ~1.3371
~1.0972
100 0.0460 ~0.6021
0.1269
0.1317 0.1298
0.2907 0.1670 0.4583
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-3.0051 0.

3.005 0.5356 0.8012
—2.1299 -1.1335

-0.6043

-0.2776 -0.5356

200 0.0540
0.0519 0.0531
0.1442 0.0829 0.0621
5 9502 -0.4803 -
-2.1747 19871 0'4813
~0479 oootn 0.00003

800 0.0002 ~0.00002 :
0.0343 0.0170 0.0138

Tablo 17°de tek ugtan da siirli olan Tip VI dagilimi i¢in ii¢ tahminleyicinin,
verilen ornek hacimlerinden 10000 6rnek iizerinden elde edilen ortalama tahmin
vektorleri ve bu tahminlerin anakiitle parametrelerinden farkini tanimlayan fark

vektorlerinin normlart verilmistir. Anakiitleden elde edilen parametre vektorleri

o =—0.4236 a =-0.4535 0.7248

_|#h=-00127) o 19,=-00263) 10; _0.4349

| A=0dm22 )T g =0483
4, =-0.0204 ¢, =~0.0204

seklindedir. Elde edilen sonuglara gore, kiigiik 6rnek hacimlerinde ortalamanin sifirda
oldugu tahminleyiciden elde edilen ortalama vektorlerini parametre vektoriine daha
yakin iken Ornek hacmi arttikca modun sifirda oldugu tahminleyici daha kiiciik
sapma degerine sahip oldugu goriilmiistiir. Benzer sekilde 6rnek hacmi ile sapma

vektoriiniin normu arasinda negatif yonlii bir iligski oldugu goériilmektedir.
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Tablo 18: Tip IV Parametre Tahmin Vektdrii Ve Orneklere Ait Sapma Vektdrlerinin

Normlari
n (A)X/norm(()X —ﬁx) (A)y/norm(()y —éy) éu /norm(()u —éu)
~2.9415 ~0.3877
32.5803
-1.6280 —0.9694
-1.7067
50 —0.1308 -0.3877 0.6163
0.0516 0.0485 '
1.1400 1.5617 3.7215e+08
—2.8806 -0.3297
—-0.9199
-1.8137 -0.7917
—0.4394
100 ~0.4729 ~0.3297 01349
-0.0274 —0.0264 '
0.6541 0.4854 2.8521
—2.8555 —0.3090
—-0.6121
-1.8746 -0.7191
—0.2760
—-0.6004 —0.3090 0.0572
200 ~0.0573 0.0572 '
0.3004 0.2488 0.2002
-2.8389 —0.2908
—0.5822
-1.9208 —-0.6629
—0.2458
—0.6963 —0.2908 0.0802
800 0.0795 ~0.0802 e
0.0822 0.0746 0.0572

Tablo 18’de iki ugtan da sinirsiz olan Tip IV dagilimi i¢in li¢ tahminleyicinin,

verilen ornek hacimlerinden 10000 Ornek tizerinden elde edilen ortalama tahmin

vektorleri ve bu tahminlerin anakiitle parametrelerinden farkini tanimlayan fark
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vektorlerinin normlar1 verilmistir. Anakiitleden elde edilen parametre vektorleri

o =-2.8345 o =-0.2866

= -0.5731
_[h=-19872) gy =-06482) % 02372
1 =-07253|" Y |9 =-02866| " 4 =0

2, =—0.0861

¢, =—0.0861 ¢, =—0.0861

seklindedir. Elde edilen sonuglara gore Tip VI dagiliminda oldugu gibi, kii¢iik 6rnek
hacimlerinde ortalamanin sifirda oldugu tahminleyiciden elde edilen ortalama
vektorleri parametre vektoriine daha yakin iken 6rnek hacmi arttikga modun sifirda
oldugu tahminleyici daha kii¢lik sapma degerine sahip oldugu goriilmiistiir. Tim
tahminleyiciler i¢in, 6rnek hacmi arttikca, fark vektoriiniin normunun azaldig

goriilmektedir.

Tablo 19: Tip I Dagilimi igin Olusturulan 10000 Ornekten Elde Edilen Bhattacharya
Uzakliklar1

n Min. Maks. Min. Maks. | Min. Maks.

50 0.1862 | 0.8200 | 0.0051 | 0.1964 | 0.5857 | 3.9875
100 0.2350 | 0.6468 | 0.0049 | 0.1177 | 0.1881 | 3.6515
200 0.2527 | 0.5372 | 0.0049 | 0.0942 |0.3835 | 3.6127
800 0.3096 | 0.4830 |0.0049 | 0.0393 | 0.8544 |3.5610

Tablo 19°da her iki ugtan sinirhi Tip I dagilimindan, belirlenen her bir 6rnek
hacmi i¢in tekrarli 10000 Ornek tizerinden elde edilen olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin, anakiitle olasilik yogunluk fonksiyonu ile arasindaki uzakliklar
verilmistir. Bu uzakliklar Bolim 2.3’te verilen elipsoid yaklasimi kullanilarak elde
edilen siir degerler icerisinde yer alan dagilislar iizerinden Esitlik (39) ve Esitlik
(40) ile tanimlanan Bhattacharya uzakligi kullanilarak elde edilmistir. Tablodaki
sonuglara gore, ortalamanin sifirda oldugu tahminleyiciden elde edilen maksimum
uzaklik degerleri, diger tahminleyicilere gore tiim Ornek hacimleri i¢in daha
disiiktiir. Modun sifirda oldugu tahminleyici i¢in elde edilen sonuglar
incelendiginde, tim 6rnek hacimleri i¢in anakiitleyi tanimlayan dagilima en uzak

olan dagilimin uzaklik degerlerinin benzer oldugu goriilebilmektedir. Her ne kadar
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modu sifira ¢geken doniisiimden elde edilen dagilimlarin tamamini dikkate alarak elde
edilen tahminleyici fark vektoriiniin normu ile ifade edilen kritere gore daha uygun
gibi goriinse de, dagilimlarin anakiitleyi tanimlayan olasilik yogunluk fonksiyonuna

olan bireysel uzakliklar1 bakimindan en az tercih edilebilecek olan tahminleyicidir.

Tablo 20: Tip VI Dagilimi igin olusturulan 10000 6rnekten elde edilen Bhattacharya
Uzakliklan

n Min. Maks. Min. Maks. | Min. Maks.

50 0.0002 0.1806 | 0.00002 | 0.1120 | 0.00005 0.2351
100 0.00005 0.0801 | 0.00001 | 0.1162 | 0.000006 | 0.2264
200 0.000008 | 0.0521 | 0.00001 | 0.0668 | 0.00002 0.1586
800 0.00001 | 0.0115 | 0.00001 | 0.0139 | 0.00002 0.0509

Tablo 20’de tek ugtan sinirhh Tip VI dagilimindan, belirlenen her bir 6rnek
hacmi i¢in tekrarli 10000 O6rnek iizerinden elde edilen olasilik yogunluk
fonksiyonlarmin, anakiitle olasilik yogunluk fonksiyonu ile arasindaki uzakliklar
Esitlik (39) ve Esitlik (40) ile tanimlanan Bhattacharya uzakligi olarak verilmistir.
Bu uzakliklar Boliim 2.3’te verilen elipsoid yaklagimi kullanilarak elde edilen sinir
degerler igerisinde yer alan dagilislar {izerinden elde edilmistir. Tablodaki sonuglara
gore, kiicliik 6rnek hacimlerinde (n = 50 ve n = 100) ortalamanin sifirda oldugu
tahminleyiciden elde edilen dagilislar anakiitleye daha yakinken, biiyiik 6rnek
hacimleri i¢in modun sifirda oldugu tahminleyiciden elde edilen dagilislar daha

yakindir.

Tablo 21: Tip IV Dagilimi igin olusturulan 10000 o6rnekten elde edilen Bhattacharya
Uzakliklar1

e>< ey 0z
n Min. Maks. Min. Maks. Min. Maks.
50 0.00005 0.0533 | 0.000004 0.4251 | 0.00002 0.2554
100 0.00004 0.0299 | 0.000006 1.6522 | 0.00002 0.0442
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200 0.00002 0.0243 | 0.000009 0.0204 | 0.000002 0.0258

800 0.000003 | 0.0067 | 0.0000007 | 0.0058 | 0.0000005 | 0.0144

Tablo 21°de iki uctan da sinirsiz olan Tip IV dagilimindan, belirlenen her bir
ornek hacmi i¢in tekrarli 10000 Ornek iizerinden elde edilen olasilik yogunluk
fonksiyonlarmin, anakiitle olasilik yogunluk fonksiyonu ile arasindaki uzakliklar
verilmigstir. Bu uzakliklar Boliim 2.3’te verilen elipsoid yaklasimi kullanilarak elde
edilen smir degerler icerisinde yer alan dagilislar tizerinden elde edilmistir.
Tablodaki sonuclara goére, tiim Ornek hacimlerinde doniisiim yapilmayan

tahminleyiciden elde edilen dagilislar anakiitleye daha yakindir.

Tablo 22: Tahminleyicilerin ARE Kiyaslamasi

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
I/ 0.4746 0.3361 0.3143
111 0.3605 0.0493 0.6094
/1 0.6932 0.0773 2.4180
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
111 0.3920 0.2783 0.2647
/11 0.3732 0.0832 0.2465
/11 0.9364 0.1998 0.9089
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
I/ 0.3340 0.2310 0.2202
/111 0.4115 0.2685 0.1949
1/ 1.3211 1.2224 0.8495
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
i1 0.2307 0.1630 0.1566
/111 0.3045 0.2140 0.1471
/1 1.4480 1.4378 0.9201

Tablo 22’de alternatif tahminleyicilerin Tip I, Tip IV ve Tip VI

dagilimlarinda, biiyiik ve kiiclik 6rnekler {lizerinden Esitlik (25)’ten yararlanilarak
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asimptotik goreli etkinlikleri kiyaslanmistir. Sans degiskeni {izerine doniisiim
yapilmayan tahminleyici I, ortalamanin sifira ¢ekilmesiyle elde edilen tahminleyici 11
ve modun sifira g¢ekilmesiyle elde edilen tahminleyici III ile gosterilmistir. Elde
edilen sonuglar doniisiim yapilmayan ve ortalamanin sifirda oldugu tahminleyiciler
tizerinden degerlendirildiginde, tiim dagilislarda ve tim Ornek hacimlerinde
ortalamanin sifirda oldugu tahminleyicinin degiskenligi daha azdir. Benzer sekilde
ortalamanin sifirda oldugu ve modun sifirda oldugu tahminleyiciler kiyaslandiginda,
ortalamanin sifirda oldugu tahminleyiciye ait degiskenligin daha diisiik oldugu
goriilmektedir. Modu sifira ¢eken doniisiimle elde edilen tahminleyicinin
degiskenligi, Tip I ve Tip VI dagilimlarinin biiyiik 6rnek hacimleri hari¢ doniisiim

yapilmayan tahminleyiciden daha azdir.

Tablo 23: Tahminleyicilerin Hassaslik Kiyaslamasi (x+3s;)

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.2335 0.4384 0.4563
g”y 0.1048 0.2588 0.2344
o 0.0772 0.1121 0.0951
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0805 0.2712 0.0021
éy 0.0668 0.0456 0.1456
o 0.0435 0.0819 0.0885
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0801 0.4014 0.1283
éy 0.0248 0.0774 0.0671
0 0.0408 0.0686 0.0647
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0023 0.0118 0.0153
éy 0.0118 0.0193 0.0053
) 0.0079 0.0102 0.0088
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Tablo 23’te tahminleyicilerin, veri setine ilave bir gozlem dahil edilmesi

durumuna kars1 ne kadar hassas olduklar1 gosterilmistir. Esitlik (22) ile tanimlanan

hassaslik 6lglimiiniin yapilabilmesi igin her bir veri setine, o veri setine ait standart

sapma degerinin ii¢ kat1 eklenip (Tablo 23) ¢ikarilmistir (Tablo 24). Boylece her bir

ornek hacmi i¢in gdzlem sayisi bir arttirilarak parametre tahmin degerleri elde

edilmistir. Tablo 23’teki sonuglara gore, modun sifirda olugu tahminleyici (Tip 1V

dagiliminin n = 100 6rnek hacmi hari¢) tim dagilimlar ve tiim 6rnek hacimlerinde

dagilisin sag ucuna ilave edilen sapan gozleme karsi en az hassas olan

tahminleyicidir. Ayrica tahminleyiciler ayni o6rnek hacmi i¢in dagilis bazli

incelendiginde, tahminleyiciler her iki ugtan da sinirli olan Tip I dagiliminda,

dagilisin sag ucuna ilave edilen ek bir gézleme kars1 daha az hassastir.

Tablo 24: Tahminleyicilerin Hassaslik Kiyaslamasi (x-3s;)

n=50 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0749 0.0821 0.3048
éy 0.0410 0.0534 0.0644
0 0.0887 0.0658 0.0712
n=100 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0611 0.0775 0.0298
éy 0.0693 0.0522 0.0415
0 0.0594 0.0712 0.0699
n=200 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0540 0.0361 0.1023
g”y 0.0177 0.0252 0.0145
0 0.0634 0.0647 0.0760
n=800 Tip | Tip VI Tip IV
) 0.0068 0.0159 0.0059
éy 0.0033 0.0052 0.0057
) 0.0078 0.0100 0.0115
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Tablo 24’te tahminleyicilerin, dagilisin sol ucuna ilave edilen ek bir gézleme
kars1 olan hassaslik dlgiileri verilmistir. Elde edilen sonuglara gore (Tip I ve Tip IV
dagilimlarinda n = 100 6rnek hacmi hari¢) tiim dagilimlar ve tiim 6rnek hacimlerinde
ortalamanin sifirda oldugu tahminleyici diger tahminleyicilere gore daha az hassastir.
Dagilisa sagdan ilave edilen gozlemin incelendigi duruma benzer olarak burada da
tahminleyiciler dagilis bazli incelendiginde her iki uctan da smirli olan Tip I

dagiliminda tahminleyiciler daha az hassastir.
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SONUC

Bir veri setine ait olasilik fonksiyonunun elde edilmesinde kullanilabilecek
yontemlerden birisi, Karl Pearson tarafindan tanimlanan diferansiyel denklemdir. Bu
diferansiyel denklemin parametreleri momentler tahminleme yontemi ile
belirlenmekte ve bir olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmektedir. Diferansiyel
denklem parametrelerinin ortaya c¢ikardigi dagilislara da Pearson dagilis ailesi
denilmektedir. Dagilis ailesi igerisinde bir ¢cok farkli dagilis (Gama, Beta, Normal
gibi) yer almaktadir.

Pearson tarafindan tanimlanan diferansiyel denkleme ait parametreleri sans
degiskeni ilizerine herhangi bir doniisiim yapmadan tekrarli moment denklemleri
tizerinden tahminlemek miimkiin oldugu gibi ayn1 zamanda sans degiskeni lizerine
tanimlanan yer doniistimleri ile de tahminlemek miimkiindiir. Sans degiskeninin
ortalamasinin sifira ¢ekilmesi seklinde tanimlanan yer doniisiimii ile diferansiyel
denklemin parametre sayist (a = @1 oldugundan) dorten iige indirilmektedir. Benzer
sekilde sans degiskeninin modunun sifira c¢ekilmesi seklinde tanimlanan yer
dontisiimii ile diferansiyel denklemin pay kisminda yer alan mod parametresi sifira
esitlenir ve parametre sayisi iige indirgenir. Bu c¢alisma kapsaminda, yapilan bu
dontistimlerin etkileri arastirilmastir.

Istatistik literatiiriinde énemli bir yeri olan dayamklilik, bir tahminleyici i¢in
onemli kriterlerdendir. Dayanikli tahminleyiciler genel olarak iti¢ smifta yer
almaktadir. Bunlar: M-tahminleyici, L-tahminleyici ve R-tahminleyici sinifidir.
Pearson diferansiyel denkleminin parametre tahminleyicileri de M-tahminleyici
sinifinda yer almaktadir. Bu nedenle yukarida tanitilan tahminleyicilere ait 6zellikler
dayaniklilik kriteri iizerinden degerlendirilmek istendiginde, M-tahminleyiciler igin
kullanilan performans kriterleri dikkate alinmalidir. Bu bakis agisiyla diferansiyel
denklemin alternatif ii¢ tahminleyicisi, hassaslik, sapma, goreli etkinlik gibi kriterler
tizerinden degerlendirilmistir.

Daha onceki ¢aligmalarda herhangi bir Pearson dagilis1 parametreleri i¢in elde
edilen tahminleyiciler bireysel olarak ele alinirken, bu ¢alismada diferansiyel
denklem parametre tahminleyicileri bir vektor olarak ele alinmis ve degerlendirmeler

bu tahminleyici vektorii lizerinden gerceklestirilmistir.
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Tahminleyicilere ait performans kiyaslamasinda kullanilan kriterlerden birisi,
tahminleyicinin degiskenligini bir 6l¢ii olarak kullanan asimptotik goreli etkinliktir.
Tek boyutlu uzayda degiskenlik 6l¢iisii olarak varyans kullanilabilmektedir. Fakat
¢ok boyutlu uzayda calisildiginda degiskenlik Ol¢iisii olarak varyans-kovaryans
matrisleri kullanilmaktadir.

Momentlerin dogrusal fonksiyonlarina ait varyans-kovaryans matrislerinin
elde edilmesinde klasik yontemlerin kullanilmasi yeterli olabilecektir. Fakat Pearson
diferansiyel denkleminin alternatif tahminleyicilerinden her biri, ortalamaya ya da
orijine gore momentlerin dogrusal olmayan birer fonksiyonu olarak ortaya
cikmaktadir. Bu nedenle varyans kovaryans matrisinin bilesenlerininin klasik
yontemlerle elde edilmesi olanaksiz hale gelmektedir. Bu problemin iistesinden
gelebilmek i¢in Cramer tarafindan tanimlanan H-teoremi kullanilmistir. H-teoremi
ile varyans-kovaryans matrsinin kosegen elemanlarini elde etmek miimkiindiir.
Kosegen dist elemanlarin  bulunmasinda ise yetersizdir. Varyans-kovaryans
matrisinin kdsegen dis1 elemanlarini (kovaryanslar) elde edebilmek icin, bu ¢alisma
kapmasinda H-teoreminden elde edilen sonu¢ kullanilmistir. Boylelikle momentlerin
dogrusal olmayan iki fonksiyonu arasindaki kovaryans yapisi elde edilebilmektedir.

Dayaniklilik 6lgiileri i¢erisinde en yaygin kullanima sahip olanlardan birisi de
etki fonksiyonlaridir. Bir tahminleyicinin, veri seti igerisindeki c¢ok kiigiik
degisimlere kars1 tepkisini goOsteren bu fonksiyon genellikle tek boyutlu
tahminleyiciler i¢in incelenmistir. Bu g¢alismada Pearson diferansiyel denklemi
parametre tahminleyicileri ise {i¢ veya dort boyutlu tahminleyiciler seklinde ele
alimmustir.  Alternatif tahminleyiciler i¢in teorik olarak elde edilen etki
fonksiyonlarmin Tip I, Tip IV ve Tip VI dagilimlarindaki goriintiileri ele alinmis ve
elde edilen sonuglara gore bu dagilimlarda tim tahminleyicilerin etki
fonksiyonlarinin smirlt olmadig1 sonucuna ulagilmistir.

Calisma kapsaminda belirlenen kriterler tizerinden alternatif tahminleyicilerin
performans kiyaslamalari, Pearson dagilimlarinin ana tiplerini olusturan Tip I, Tip IV
ve Tip VI dagilimlar tizerinden gerceklestirilmistir. Bu anakiitleler {izerinden biiyiik
ve kiiciik 6rnek performanslarin1 kiyaslamak amaciyla 50, 100, 200 ve 800 hacimli
iadeli 10000’er adet Ornek secilmistir. Tahminleyiciler momentlere bagh

fonksiyonlar olduklar1 i¢in 6ncelikle her bir 6rnek hacmi i¢in anakiitle momentlerinin
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tahminleyicilerinin performanslar1 incelenmistir. Elde edilen sonuglara gore, bir
anakiitle momenti Ornek {izerinden sapmanin minimum olacag sekilde
tahminlenmek istendiginde kullanilacak 6rnek hacmi, incelenen 6rnek hacimleri
icerisinde en az 200 olmalidir. Ornek momentlerine ait degiskenlik 6l¢iisii olarak
varyans ele alinmistir. Beklentilere paralel olarak, o6rnek hacmi arttikca 6rnek
varyansi bu oran kadar azalmaktadir. Dolayisiyla 6rnek hacmi ile 6rnek momentinin
varyansi arasinda negatif yonlii ve dogrusal bir iliski oldugu goriilmiistiir. Benzer
dagilim ve Ornek hacmi i¢in 6rnek merkezi momentlere ait degiskenligin, 6rnek
orijine gdére momentlere gore daha az oldugu goriilmiistir. Ornek momentleri
tizerinden yapilan bir baska degerlendirme de korelasyon yapilarinin elde
edilmesidir. Elde edilen sonuclar degerlendirildiginde yine beklentilere uygun olarak,
korelasyon katsayilarinin 6rnek hacminden bagimsiz oldugu sonucuna ulasilmistir.
Varyans i¢in yapilan degerlendirmelere benzer olarak, orijine gére 6rnek momentleri
arasindaki dogrusal iliskinin 6rnek merkezi momentlere kiyasla daha giiclii oldugu
sOylenebilmektedir.

Calismanin temellerinden birini olusturan H-teoremi ve bu teoremden elde
edilen sonug, tahminleyici vektorlerinin degiskenlik Olclisii olarak kullanilan
varyans-kovaryans matrislerinin elde edilmesinde kullanilmistir. Kullanilan alternatif
tahminleyiciler her ne kadar momentlerin dogrusal olmayan fonksiyonlar: seklinde
ortaya ¢iksalar da, H-teoreminden elde edilen varyans yapilar1 incelendiginde 6rnek
hacmi ile negatif yonlii dogrusal iliskili olduklari goriilmektedir. Benzer sonuglar
korelasyon yapilar1 incelendiginde de ortaya ¢ikmaktadir. Tahminleyici vektorlerinin

bilesenleri agisindan degerlendirme yapildiginda, sans degiskeni {lizerine doniisiim

yapilmayan tahminleyici igerisinde varyans: en diigiikk bilesenin qu , ortalamanin

sifirda oldugu tahminleyici i¢in @, ve modun sifirda oldugu tahminleyici i¢in de ﬂ;

‘nin en diisiik varyansa sahip bilesen oldugu goriilmektedir. Ayrica bu bilesenlere ait
varyanslarin minimum oldugu dagilimin Tip IV dagilimi oldugu sdylenebilir.
H-teoreminin sonucundan yararlanilarak elde edilen tahminleyicilerin
bilesenleri arasindaki korelasyonlar iizerinden hesaplanan korelasyon matrisinin
determinant1 ne kadar biiylikse, degiskenler arasindaki dogrusal iliski o kadar

zayiftir. Bu bakis acisiyla alternatif tahminleyiciler degerlendirildiginde tahminleyici
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vektorlerinin bilesenleri arasindaki en zayif iligki, Tip IV dagiliminda ortaya
cikmaktadir.

Degerlendirme kriteri olarak tahminleyicilerin sapmalar1 baz alindiginda, Tip
I dagiliminda modun sifirda oldugu tahminleyiciye ait sapma degerinin daha diisiik
oldugu soylenebilir. Tip VI dagiliminda n=50 ve n=100 6rnek hacimlerinde en diisiik
sapma ortalamanin sifirda oldugu tahminleyicide iken diger 6rnek hacimlerinde
modun sifirda oldugu tahminleyicidedir. Tip IV dagiliminin n=50 6rnek hacmi i¢in
donilisim yapilmayan tahminleyici, n=100 i¢in ortalamanin sifirda oldugu
tahminleyici ve diger 6rnek hacimlerinde de modun sifirda oldugu tahminleyici
tercih edilebilir.

Bir diger kriter olan asimptotik goreli etkinlik bakimindan bu tahminleyiciler
degerlendirilmis ve ortalamanin sifirda oldugu tahminleyicinin degiskenliginin tiim
dagilis ve tim Ornek hacimlerinde digerlerine gore daha az oldugu sonucuna
ulastlmistir.

Tahminleyicilerin veri setine ilave edilen tek bir gozleme karsi ne kadar
hassas olduklarin1 gésteren hassaslik 6l¢iisii bakimindan degerlendirme yapilabilmesi
i¢cin veri setlerine potansiyel olarak sapan goézlem oldugu diisiiniilen, o veri setinin
kendi standart sapmasmin {i¢ kati ilave edilmistir. Bu ekleme islemi incelenen
dagilislarin farkli sinir degerlere sahip olmalar1 nedeniyle, her bir dagilisin sagindan
ve solundan gergeklestirilmistir. incelenen dagilislardan biri olan ve her iki uctan
siurlt olan Tip I dagilist i¢in beklentiler hem sagdan hem de soldan eklenen ilave
gozleme kars1 tahminleyicilerin diger dagilislara kiyasla daha hassas olmasi yoniinde
iken elde edilen sonuglar incelendiginde, tahminleyicilerin sagdan ilave edilen
gozleme karsi tek uctan sinirli olan Tip VI dagilimina ilave edilen gozleme karsi
daha hassas oldugu goriilmiistiir. Benzer sekilde sagdan ilave edilen gézleme karsi
her iki ugtan da sinirsiz olan Tip IV dagilimi, Tip I dagilimina gore daha hassastir.
Ayrica 0rnek hacmi arttirildiginda, beklentilere uygun olarak, tiim dagilimlar i¢in
ilave gozleme kars1 hassaslik azalmaktadir. Benzer sonuclar ilave gozlem dagilisin
solunda oldugu durum i¢in de gecerlidir. Tahminleyicilere ait hassaslik kiyaslamasi
ornek hacmi ve dagilim sabit tutularak yapildiginda ise kesin bir Oriintli
goriilememektedir. S6z gelimi Tip I dagilimi i¢in tahminleyiciler kiyaslandiginda,

sagdan ilave edilen gozleme karsi en az hassas olan tahminleyici modun sifirda
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oldugu tahminleyici iken ilave gozlem solda oldugunda 6rnek hacmine baglh olarak

bazi durumlarda (n = 50, n = 200)

ortalamanin sifirda oldugu tahminleyici

digerlerine gore daha az hassastir. Tip VI dagiliminda 6rnek hacimleri i¢in sagdan

ilave edilen gozleme karsi en az hassas olan tahminleyici modun sifirda oldugu

tahminleyici iken, ilave gozlem soldan eklendiginde en az hassas olan ortalamanin

sifirda oldugu tahminleyicidir. Tip IV dagilimi i¢in elde edilen sonuglara gore ilave

gozlem sagdan eklendiginde en az hassas olan tahminleyici modun sifirda oldugu

tahminleyici iken, soldan ekleme yapildiginda en az hassas olan tahminleyici

ortalamanin sifirda oldugu tahminleyicidir.

Tablo 25: Genel Degerlendirme

Tip | n=50 n=100 n=200 n=800
Sapma 0, 0, 0, 0,
Uzaklik 0, 0, 0, 0,

ARE 0, 0, 0, 0,

Hassaslik 0,,0, 0, 0,.0, 0,0,
Tip VI n=50 n=100 n=200 n=800

Sapma 0, 0, 0, 0,
Uzaklik 0, 0, 0, 0,

ARE 0, 0, 0, 0,

Hassaslik 0,,0, 0, 0,,0, 0,,0,
Tip IV n=50 n=100 n=200 n=800

Sapma 0, 0, 0, 0,
Uzaklik 0, 0, 0, 0,

ARE 0, 0, 0, 0,

Hassaslik 0,0 0 0,0 0
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Belirlenen kriterlere gore Tip I, Tip VI ve Tip IV dagilimlarinin belirlenen
ornek hacimlerinin hangilerinde hangi tahminleyicinin tercih edilebilecegi Tablo
25’te gosterilmistir. Elde edilen sonuglara gore, herhangi bir tahminleyicinin, tiim
dagilimlar ve o6rnek hacimleri lizerinden digerlerine gore tercih edilebilir oldugu
sOylenememektedir. Genel olarak biiyiik 6rnek hacimlerinde ortalamanin sifirda
oldugu tahminleyici, belirtilen kriterlerin birgogunda diger tahminleyicilere kiyasla
daha tercih edilebilirdir. Bu tahminleyiciler arasinda tercih yapmak isteyen bir
arastirmaci, kararini inceledigi veri setinin dagilimina ve 6rnek hacmine bagli olarak

vermelidir.
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EKLER



Ek 1: Kiigiik ve Biiyiikk O Gosterimi

Kiiciik o Gosterimi

f(x)

Bir f fonksiyonu x — oo igin eger lim ﬂ =0 ise g fonksiyonundan daha
X—>00 g X

kiiglik mertebedendir. Bu durum f =0(g) seklinde ifade edilir ve X — oo igin f’nin

g’den daha yavas arttigin1 ifade eder (Thomas ve digerleri 2009, 426).
Biiyiik O Gosterimi

f (X) ve g (X) , yeterince biiyiik olan X i¢in pozitif iki fonksiyon olsun.
X — oo i¢in eger asagidaki esitsizligi saglayan bir pozitif M tamsayis1 var ise,

) v

9(x)
f fonksiyonu en fazla g’nin mertebesindedir. Bu durum f =0O(g) seklinde ifade

edilir (Thomas ve digerleri 2009, 427).

ek s.1



Ek 2: Tip I Dagilimindan Tiiretilen Dagilimlar

Bu kisimda verilen grafikler, drnek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 lizerindeki gortintiileridir. Kalin nokta ile belirtilen, anakiitle olasilik
yogunluk fonksiyonunun kart {izerindeki yeridir.

Sekil 17: Tip I Dagilimindan n=50 i¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan
Tahminleyici

(4 ({142 D?) (24D))2+3 D)

Sekil 18: Tip I Dagilimindan n=50 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamasi Sifirda Olan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D)) (24D)N(2+3 D)

5

ek s.2



Sekil 19: Tip I Dagilimindan n=50 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D?) (2+4D)(2+3 D)
T

Sekil 20: Tip I Dagilimindan n=100 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Doniisiim Yapilmayan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D) (24D))/(2+3 D)
T

05

06— T —
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Sekil 21: Tip I Dagilimindan n=100 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas1 Sifirda Olan

Tahminleyici

05

06

Sekil 22: Tip I Dagilimindan n=100 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan

Tahminleyici

08

(4 ((1+2 D?) (2+4D)(2+3 D)
T

(4 ((1+2 D) (24D))(2+3 D)
T
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Sekil 23: Tip I Dagilimindan n=200 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Doniisiim Yapilmayan
Tahminleyici

{4 ((1+2 D?) (2+4D))/2+3 D)
T

05

08— T —

Sekil 24: Tip I Dagilimindan n=200 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamasi Sifirda Olan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D)?) (24D))i(2+3 D)
T

05

06— T —
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Sekil 25: Tip I Dagilimindan n=200 i¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan

Tahminleyici

05

06

{4 ((1+2 D?) (2+4D))/2+3 D)
T

Sekil 26: Tip I Dagilimindan n=800 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

01
02
03
04
05

08

(4 ((1+2 DY) (24D))2+3 D)
T
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Sekil 27: Tip I Dagilimindan n=800 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamasi Sifirda Olan
Tahminleyici

{4 ((1+2 D)?) (24D))/(2+3 D)
o4 T T T — 1 T

02—

03l -

04

05

06

Sekil 28: Tip I Dagilimindan n=800 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

{4 ((1+2 D)?) (24D))i{2+3 D)
o4 T T T — 1 T

01—

02—

03 -

04

05

08
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Ek 3: Tip VI Dagilimindan Tiiretilen Dagilimlar

Bu kisimda verilen grafikler, drnek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 lizerindeki goriintiileridir. Kalin nokta ile belirtilen, anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonunun kart {izerindeki yeridir.

Sekil 29: Tip VI Dagilimindan n=50 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

(4 ({142 D?) (24D))2+3 D)

Sekil 30: Tip VI Dagilimindan n=50 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas1 Sifirda Olan

Tahminleyici

(4 ({142 D?) (24D))/2+3 D)
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Sekil 31: Tip VI Dagilimindan n=50 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D) (24D))(2+3 D)
T

Sekil 32: Tip VI Dagilimindan n=100 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D) (24D))(2+3 D)
T
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Sekil 33: Tip VI Dagilimindan n=100 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas1 Sifirda
Olan Tahminleyici

(4 ((1+2 D?) (2+4D)(2+3 D)
T

Sekil 34: Tip VI Dagilimindan n=100 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan

Tahminleyici

(4 ((1+2 D) (24D))(2+3 D)
T

ek s.10



Sekil 35: Tip VI Dagilimindan n=100 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Doniisiim Yapilmayan
Tahminleyici

{4 ((1+2 D?) (2+4D))/2+3 D)
T

05

08—

Sekil 36: Tip VI Dagilimindan n=200 i¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas: Sifirda
Olan Tahminleyici

(4 ((1+2 DY) (24D))2+3 D)
04 =1 T

04 -

05

06—
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Sekil 37: Tip VI Dagilimindan n=200 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

{4 ((1+2 D?) (2+4D))/2+3 D)
T

04 4

05

06 - -

Sekil 38: Tip VI Dagilimindan n=800 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

(4 (142 DY) (24D))i(2+3 D)
T

ozl F. . i

04 -

05

06— — -
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Sekil 39: Tip VI Dagilimindan n=800 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas: Sifirda

Olan Tahminleyici

{4 ((1+2 D?) (2+4D))/2+3 D)
T

o2

03l

0.4

05

08—

Sekil 40: Tip VI Dagilimindan n=800 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan

Tahminleyici

(4 ((1+2 DY) (24D))2+3 D)
T

01—

02

04

05

08—

ek s.13



Ek 4: Tip IV Dagilimindan Tiiretilen Dagilimlar

Bu kisimda verilen grafikler, drnek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 {lizerindeki goriintiileridir. Kalin nokta ile belirtilen, anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonunun kart {izerindeki yeridir.

Sekil 41: Tip IV Dagilimindan n=50 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

(4 (142 D)?) (2+D))/(2+3 D)

Sekil 42: Tip IV Dagilimindan n=50 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas1 Sifirda Olan

Tahminleyici

(4 ((1+2 D)?) (2+D))/(2+3 D)

ek s.14



Sekil 43: Tip IV Dagilimindan n=50 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

(4 (142 D)%) (2+D))(243 D)
I

Sekil 44: Tip IV Dagilimindan n=100 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

(4 ((1+2 D)?) (2+D))/(2+3 D)
T

08 S -
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Sekil 45: Tip 1V Dagilimindan n=100 i¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas: Sifirda
Olan Tahminleyici

(4 (142 D)%) (2+D))(243 D)
I

Sekil 46: Tip 1V Dagilimindan n=100 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

(4 ((1+2 D)?) (2+D))(2+3 D)
T
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Sekil 47: Tip IV Dagilimindan n=200 IginTiiretilen Ornek Dagilislar, Doniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

(4((1+2 D)?) (2¢D))(2#3 D)
I

oz A
03—
04
05

08—

Sekil 48: Tip IV Dagilimindan n=200 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas1 Sifirda

Olan Tahminleyici

(4 ((1+2 D)?) (2+D))(2+3 D)
T

03—

04

05

08 [~
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Sekil 49: Tip IV Dagilimindan n=200 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

04

05

06

(41420 @eD2e3 )

Sekil 50: Tip IV Dagilimindan n=800 iginTiiretilen Ornek Dagilislar, Déniisiim Yapilmayan

Tahminleyici

0.1

-04

05

(4 ((1+2 D)?) (2+D))/(2+3 D)
T
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Sekil 51: Tip IV Dagilimindan n=800 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Ortalamas: Sifirda
Olan Tahminleyici

(4((1+2 0 (‘IOD))M’S D)

01k

020 -

03— -

04

06

Sekil 52: Tip IV Dagilimindan n=800 I¢inTiiretilen Ornek Dagilislar, Modu Sifir Olan
Tahminleyici

(4 ((1+2 n)‘)r(‘zgn))l(zv: D)

04

05

08 -
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Ek 5: Tip | Dagilimindan Tiiretilen Verilere Sagdan Eklenen Ilave Gézlemin Etkisi

Bu kisimda verilen grafikler, drnek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 iizerindeki goriintiileridir. Kirmiz1 nokta ile belirtilen anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonu, mavi ile belirtilen en uzakta yer alan dagilimdir.

Sekil 53: Tip I Dagilimi (n=51), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici

(4 ({142 D?) (24D))2+3 D)

Sekil 54: Tip I Dagilimi (n=51), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici

{4 ({142 D)?) (2+D))#2+3 D)

05

ek s.20



Sekil 55: Tip I Dagilimi (n=51), Modu Sifir Olan Tahminleyici

(4 (1+2 DI’] D)

Sekil 56: Tip I Dagilimi (n=101), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici

{4 ((1+2 D) (24D))2+3 D)
T T —
03— J,/’ —
e
-
/)
sl N
yd
o5 o
“
06— h T o -
1 1 1 1 I T T I I 1
o 1 2 3 “ 5 5 7 8 9 10
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Sekil 57: Tip I Dagilimi (n=101), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici

(4 (1+2 DI’] D)

05—

06— T

Sekil 58: Tip I Dagilimi (n=101), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 59: Tip I Dagilimi (n=201), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 60: Tip I Dagilimi (n=201), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 61: Tip I Dagilimi (n=201), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 62: Tip I Dagilimi (n=801), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 63: Tip I Dagilimi (n=801), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 64: Tip I Dagilimi1 (n=801), Modu Sifir Olan Tahminleyici

04

05

08

(4 ((1+2 D) D)

(4 ((1+2 DY) (24D))2+3 D)
T

ek s.25



Ek 6: Tip VI Dagilimindan Tiiretilen Verilere Sagdan Eklenen Ilave Gézlemin Etkisi

Bu kisimda verilen grafikler, drnek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 tizerindeki gorintiileridir. Kirmiz1 nokta ile belirtilen anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonu, mavi ile belirtilen en uzakta yer alan dagilimdir.

Sekil 65: Tip VI Dagilimi (n=51), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici

(4 (142 D)?) (2+D))/(2+3 D)

Sekil 66: Tip VI Dagilimi (n=51), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 67: Tip VI Dagilimi (n=51), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 68: Tip VI Dagilimi (n=101), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 69: Tip VI Dagilimi (n=101), Ortalamas1 Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 70: Tip VI Dagilimt (n=101), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 71: Tip VI Dagilimi (n=201), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 72: Tip VI Dagilimi (n=201), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 73: Tip VI Dagilimi (n=201), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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T
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Sekil 74: Tip VI Dagilim1 (n=801), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 75: Tip VI Dagilimi (n=801), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 76: Tip VI Dagilimi (n=801), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Ek 7: Tip IV Dagilimindan Tiiretilen Verilere Sagdan Eklenen Ilave Gozlemin Etkisi

Bu kisimda verilen grafikler, ornek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 tizerindeki gorintiileridir. Kirmiz1 nokta ile belirtilen anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonu, mavi ile belirtilen en uzakta yer alan dagilimdir.

Sekil 77: Tip IV Dagilimi (n=51), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici

(4 (142 D)?) (2+D))/(2+3 D)

Sekil 78: Tip IV Dagilimi (n=51), Ortalamasi1 Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 79: Tip IV Dagilimt (n=51), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 80: Tip IV Dagilimi (n=101), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 81: Tip IV Dagilimi (n=101), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 82: Tip IV Dagilimi (n=101), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 83: Tip IV Dagilimi (n=201), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 84: Tip IV Dagilimi (n=201), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 85: Tip IV Dagilimi (n=201), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 86: Tip IV Dagilimi (n=801), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 87: Tip IV Dagilimi (n=801), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 88: Tip IV Dagilimi (n=801), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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(4 (142 D)?) (2+4D))/(2+3 D)

Ek 8: Tip | Dagilimindan Tiiretilen Verilere Soldan Eklenen ilave Gozlemin Etkisi

Bu kisimda verilen grafikler, 6rnek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 iizerindeki goriintiileridir. Kirmiz1 nokta ile belirtilen anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonu, mavi ile belirtilen en uzakta yer alan dagilimdir

Sekil 89: Tip I Dagilimi (n=51), Déniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 90: Tip I Dagilimi (n=51), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 91: Tip I Dagilimi (n=51), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 92: Tip I Dagilimi (n=101), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 93: Tip I Dagilimi (n=101), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 94: Tip I Dagilimi (n=101), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 95: Tip I Dagilimi (n=201), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 96: Tip I Dagilimi (n=201), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 97: Tip I Dagilimi (n=201), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 98: Tip I Dagilimi (n=801), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 99: Tip I Dagilimi (n=801), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 100: Tip I Dagilimi (n=801), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Ek 9: Tip VI Dagilimindan Tiiretilen Verilere Soldan Eklenen flave Gézlemin Etkisi

ek s.44



Bu kisimda verilen grafikler, ornek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 iizerindeki goriintiileridir. Kirmiz1 nokta ile belirtilen anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonu, mavi ile belirtilen en uzakta yer alan dagilimdir

Sekil 101: Tip VI Dagilimi (n=51), Doniistim Yapilmayan Tahminleyici

(4 ({142 D?) (24D))/2+3 D)

Sekil 102: Tip VI Dagilimi (n=51), Ortalamas1 Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 103: Tip VI Dagilimi (n=51), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 104: Tip VI Dagilimi (n=101), Déniisiim Yapilmayan Tahminleyici

{4 (142 D) (24D)(2+3 D)
T

Sekil 105: Tip VI Dagilimi (n=101), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 106: Tip VI Dagilimi (n=101), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 107: Tip VI Dagilimi (n=201), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 108: Tip VI Dagilimi (n=201), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 109: Tip VI Dagilimi (n=201) Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 110: Tip VI Dagilimi (n=801), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 111: Tip VI Dagilimi (n=801), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 112: Tip VI Dagilimi (n=801), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Ek 10: Tip IV Dagilimindan Tiiretilen Verilere Soldan Eklenen flave Gozlemin Etkisi
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Bu kisimda verilen grafikler, ornek verilerinden elde edilen dagilimlarin
Craig kart1 iizerindeki goriintiileridir. Kirmiz1 nokta ile belirtilen anakiitle olasilik

yogunluk fonksiyonu, mavi ile belirtilen en uzakta yer alan dagilimdir

Sekil 113: Tip IV Dagilimi (n=51), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 114: Tip IV Dagilimi (n=51), Ortalamas1 Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 115: Tip IV Dagilimi (n=51), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 116: Tip IV Dagilimi (n=101), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 117: Tip IV Dagilimi (n=101), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 118: Tip IV Dagilimi (n=101), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 119: Tip IV Dagilimi (n=201), Déniistim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 120: Tip IV Dagilimi (n=201), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 121: Tip IV Dagilimi (n=201), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 122: Tip IV Dagilimi (n=801), Doniisiim Yapilmayan Tahminleyici
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Sekil 123: Tip IV Dagilimi (n=801), Ortalamasi Sifir Olan Tahminleyici
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Sekil 124: Tip IV Dagilimi (n=801), Modu Sifir Olan Tahminleyici
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Ek 11: Tahminleyicilerin Etki Fonksiyonlari

Bu kisimda verilen grafikler, kullanilan alternatif tahminleyicilerin incelenen

eksen ise etki fonksiyonunun degerini gostermektedir.

Sekil 125: Tip IV Dagilimi Igin o ’nin Etki Fonksiyonu
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Sekil 127: Tip IV Dagilimi Igin ¢o’1n Etki Fonksiyonu
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Sekil 128: Tip VI Dagilimi Igin ¢o’1n Etki Fonksiyonu

ek s.58



Sekil 129: Tip IV Dagilimi Igin ¢;’in Etki Fonksiyonu
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Sekil 131: Tip IV Dagilimi Igin ¢, nin Etki Fonksiyonu
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Sekil 133: Tip IV Dagilimi Igin ¢y’m Etki Fonksiyonu
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Sekil 135: Tip IV Dagilimi Igin @, nin Etki Fonksiyonu
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Sekil 137: Tip IV Dagilimi Igin 1’1n Etki Fonksiyonu
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Sekil 139: Tip IV Dagilimi I¢in A;’in Etki Fonksiyonu
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Sekil 141: Tip IV Dagilimi I¢in A, nin Etki Fonksiyonu
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