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Ġstatistikte elimizde bulunan veriler gruplandığında bir frekans dağılımı 

belirtir. Bu frekans dağılımı net bir eğri üzerinde çıkabilir, bu eğri 

matematiksel bir eğri olarak gösterilir ise frekans dağılımı kolayca tespit 

edilebilir. Bu frekans dağılımını veren eğriler için en yaygın olarak kullanılan 

on iki farklı eğri tipine sahip olan Pearson Tip eğrilerdir.  

Bu çalıĢmada Pearson Diferansiyel denklemini sağlayan Pearson Tip 

eğrilerinin iliĢkili olduğu ortogonal polinomlar ve bu ortogonal polinomların 

özellikleri incelenmiĢtir. Pearson Diferansiyel denklemini sağlayan fonksiyon 

uygun aralıklar üzerinde ortogonal polinom sistemleri için ağırlık fonksiyonu 

olarak özel önem taĢır. Pearson Tip eğrileri ve polinomlar arasındaki iliĢki ifade 

edilerek, eğrinin büküm noktalarının sayısı ile olan iliĢkisi polinom üzerinden 

kurulmuĢtur. 
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Ġn statistics, the datas on our hands indicate a frequency distribution 

when they are grouped. This frequency distribution can exist on a certain curve. 

Ġf this curve is showed as a mathematical curve, the frequency distribution can 

easily fixed. The most widespread type of curve giving this frequency 

distribution is Pearson type  curves with different twelve types. 

 

Ġn this work, orthogonal polynomials associated with Pearson Type 

curves satisfying Pearson differantial equation as a weight function carry a 

special weight with orthogonal polynomial systems on suitable intervals.By 

expressing relation between Pearson Type curves and polynomials, the relation 

with number of the inflextion point of curves is constituted on the polynomial. 
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G·IR·IŞ

·Istatistikte elimizde bulunan verilerin frekans da¼g¬l¬m¬ net bir e¼gri üz-

erinde ç¬kabilir, bu e¼gri matematiksel bir e¼gri olarak gösterilirse bu frekans da¼g¬l¬m¬

kolayca tespit edilebilir. Bu frekans da¼g¬l¬m¬n¬ veren e¼griler için en yayg¬n olarak

kullan¬lan 12 farkl¬ e¼gri tipine sahip olan Pearson Tipi e¼grilerdir, bu e¼grilerin

denklemlerden nas¬l elde edildi¼gi ve e¼grilerin diferansiyel denklemleri göz önünde

bulundurularak incelendi(Hildebrant,1931 : 393).

12 farkl¬ e¼gri içerisinde Jacobi polinomlar¬n¬ içerenTip I veTip I e¼grisinin

özel bir olay¬ olan Tip II; Hermite polinomlar¬n¬n kullan¬m¬n¬ gerektiren hatan¬n

normal e¼grisi olarak adland¬r¬lan TipVII, Laguerre polinomlar¬n¬ içeren Tip III ile

ili̧skili oldu¼gu görülür(Hildebrant,1931:396).

Karl Pearson taraf¬ndan Pearson diferansiyel denklemi; a0; a1; b0; b1; b2

sabitler olmak üzere;

1

y

dy

dx
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2

ifade edilmi̧stir(Jackson, 1941 : 142).

Pearson diferansiyel denklemi pay¬ birinci dereceden ve paydas¬ ikinci

dereceden bir polinomdur. y = f(x) fonksiyonunun istatistiksel ifadesi Pear-

son diferansiyel denklemini sa¼glayan teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonudur.Bu

fonksiyon uygun aral¬klar üzerinde ortogonal polinom sistemleri için a¼g¬rl¬k fonksiy-

onu olarak özel önem taş¬r (Jackson, 1941 : 147).

Pearson diferansiyel denklemini sa¼glayan olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonunun

ortogonal polinomlar ile ili̧skisi ve bu ortogonal polinomlar¬n çeşitli özellikleri bu

çal¬̧smada incelenmeye çal¬̧s¬ld¬. Pearson diferansiyel denklemindeki sabitler, gö-

zlenmi̧s verilerden elde edilen ilk dört moment �
0;
�
1;
�
2;
�
3
bilinmesi halinde a0;

b0; b1; b2 de¼gerleri Momentler Metodu yard¬m¬ ile bulunur ve ilk dört momentin

bilinmesi ile yer ölçüsü olan aritmetik ortalama, de¼gi̧sim ölçüsü olan varyans, şekil

parametreleri olan bas¬kl¬k ve çarp¬kl¬k de¼gerleri bulunur. a0; b0; b1; b2 sabitlerinin

bilinmesi halinde, Pearson diferansiyel denkleminin paydas¬ndaki polinomun kök-
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lerinin durumuna göre da¼g¬l¬̧s tipleri elde edilir.

Ortogonal polinomlar¬n özel türleri olan Hermitte, Jacobi ve Laguerre

polinomlar¬ için n polinomun derecesini göstermek üzere ve k herhangi bir reel

say¬ olmak üzere Hermite polinomu için k = 0 durumunda P
n
(x), Jacobi ve La-

guerre polinomlar¬ için P
n
(k; x) genel ifadeleri alt¬nda elde edilen rekürans ba¼g¬n-

t¬lar¬na göre incelendi. Pearson diferansiyel denkleminin paydas¬n¬n ve P
n
(k; x)

lerin ortak kökleriyle olan ili̧skisi, bu özel polinomlar¬n kökleriyle olan ili̧skisi

ve elde edilen rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ndan bu özel polinomlar¬n derecesi ve Pearson

diferansiyel denkleminin paydas¬ndaki polinomun derecesi ile ortaya ç¬kan olas¬l¬k

yo¼gunluk fonksiyonunun büküm noktalar¬yla olan ili̧skisinin polinom üzerinden

kurulmas¬ incelenmeye çal¬̧s¬ld¬.
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B·IR·INC·I BÖLÜM

PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·I

1:1:PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·I VE MOMENTLER

METODU

Pearson diferansiyel denklemi Karl Pearson taraf¬ndan

1

y

dy

dx
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2
(1.1)

şeklinde ifade edilmi̧stir.

a0 = a; a1 = 1 için Pearson diferansiyel denklemi;

1

y

dy

dx
=

x+ a

b0 + b1x+ b2x2

dir.

Teorik yo¼gunluk fonksiyonu f(x) olmak üzere;

df(x)

dx
=

(x+ a)f(x)

b0 + b1x+ b2x2

dir.

Pearson diferansiyel denklemi df(x)
dx

= 0 olmas¬ durumu x = �a iken

gerçekleşir ve f(x) fonksiyonuna tek modludur denir, f(x) fonksiyon 0�a eşit

olmas¬ durumundad¬r ve x şans de¼gi̧skeninin s¬n¬r noktalar¬nda fonksiyon ve x

ekseni aras¬nda düz bir temas olmas¬ istenir, bu durumda f(x) = 0 olmas¬ du-

rumu ihmal edilir. Pearson diferansiyel denkleminin genel çözümü elde edilirken

gözlenmi̧s verilerden elde edilen ilk dört momentin bilinmesi halinde a; b0; b1; b2

momentler cinsinden ifade edilir ve Pearson diferansiyel denklemi çözülür. Pear-

son diferansiyel denklemineMomentler Metodu yöntemi kullan¬larak sabitler ifade

edildi . Parametre de¼gerleri ile belirli bir tipi ili̧skilendirmek için diferansiyel

denklemin parametrelerini ilgili tipin parametrelerine göre ifade etmek gerek-

lidir,. Pearson bunu gerçekleştirmek için Momentler Metodunu kullanm¬̧st¬r.
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(b0+b1x+b2x
2) dy
dx
= (x�a)y şeklindeki diferansiyel denkleminin x şans de¼gi̧skenin

s¬n¬rlar¬ r ve s olmak üzere momentler metodu uygulan¬r, denklemin her iki taraf¬

xn ile çarp¬l¬r,Pearson diferansiyel denkleminin integrali al¬n¬r(Dündar,2012:3).

Eşitli¼gin sol taraf¬
sR

r

xn(b0+ b1x+ b2x
2) dy
dx
ve sa¼g taraf¬

sR

r

xn(x�a)f(x)dx

ifadelerinin integrallenmesi ile eşitli¼gin sa¼g taraf¬
sR

r

xn(x�a)f(x)dx = �
0

n+1�a�
0

n

ve sol taraf¬ ise �nb0�
0

n�1 � (n+ 1)b1�
0

n � (n+ 2)�
0

n+1 elde edilir.

Eşitli¼gin iki taraf¬ndan elde edilen de¼gerler yaz¬ld¬¼g¬nda

�nb0�
0

n�1 � (n+ 1)b1�
0

n � (n+ 2)b2�
0

n+1 = �
0

n+1 � a�
0

n (1.2)

oldu¼gu görülür.n = 0; 1; 2; 3 için yukar¬daki elde edilen denklemden ilk dört mo-

mentin var oldu¼gu kabulü ile (1:2) denkleminden aşa¼g¬daki de¼gerler elde edilir;

Bu denklem sisteminde a; b0;b1; b2�yi elde etmek için lineer do¼grusal den-

klem sistemlerinin matrisler ile çözümü uygulan¬r. Bu kurala göre a; b0;b1; b2;

a = �
20�

02

1 �
0

2�
0

3 + 13�
0

1�
0

2�
0

4 � 12�
03

1 �
0

4 � 9�
0

1�
03

2 � 8�
0

1�
0
2

3 � 3�
0
2

2 �
0

3 � �
0

3�
0

4

18�
03

2 � 6�
02

1 �
02

2 � 10�
0

2�
0

4 � 32�
0

1�
0

2�
0

3 + 10�
02

2 �
0

4 + 8�
03

1 �
0

3 + 12�
02

3

;

b0 = �
4�

0
2

2 �
0

4 � 3�
0

2�
0
2

3 � �
0

1�
0

3�
0

4 � 3�
02

1 �
0

2�
0

4 + 4�
02

1 �
0
2

3 � �
0

1�
0
2

2 �
0

3

18�
03

2 � 6�
02

1 �
02

2 � 10�
0

2�
0

4 � 32�
0

1�
0

2�
0

3 + 10�
02

2 �
0

4 + 8�
03

1 �
0

3 + 12�
02

3

;

b1 = �
(8�

02

1 �
0

2�
0

3 + 7�
0

1�
0

2�
0

4 � 6�
03

1 �
0

4 � 3�
0

1�
03

2 � 2�
0

1�
0
2

3 � 3�
0
2

2 �
0

3 � �
0

3�
0

4)

18�
03

2 � 6�
02

1 �
02

2 � 10�
0

2�
0

4 � 32�
0

1�
0

2�
0

3 + 10�
02

2 �
0

4 + 8�
03

1 �
0

3 + 12�
02

3

;

b2 = �
3�

0
2

3 + 6�
03

2 + 4�
03

1 �
0

3 + 2�
02

1 �
0

4 � 3�
02

1 �
0
2

2 � 10�
0

1�
0

2�
0

3 � 2�
0

2�
0

4

18�
03

2 � 6�
02

1 �
02

2 � 10�
0

2�
0

4 � 32�
0

1�
0

2�
0

3 + 10�
02

2 �
0

4 + 8�
03

1 �
0

3 + 12�
02

3

Pearson da¼g¬l¬̧s sistemindeki da¼g¬l¬̧s tiplerini diferansiyel denklemin pay-

das¬ndaki fonksiyonun köklerine göre tan¬mlam¬̧st¬r. Fonksiyonun iki köke sahip

oldu¼gu durumlar ana tipleri tan¬mlamaktad¬r;

� Kökler reel ve farkl¬ i̧saretli ise Tip I

� Kökler reel ve ayn¬ i̧saretli iseler Tip V I

� Kökler karmaş¬k ise Tip IV (Dündar, 2012 : 7).

Geriye kalan da¼g¬l¬̧s tiplerini Pearson geçi̧s tipleri olarak ifade etmi̧stir,
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Pearson da¼g¬l¬m¬n¬n belirlenmesinde gözlenmi̧s verilerden elde edilen ilk dört

momentin bilgisi alt¬nda belirlenmesi gerekli olan diferansiyel denklem parame-

trelerinin say¬s¬ ve Pearson diferansiyel denkleminin paydas¬ndaki polinomun kök-

lerinin ald¬¼g¬ de¼gerlere göre da¼g¬l¬̧s tipleri

b0 6= 0; b1 = 0; b2 = 0! Normal da¼g¬l¬m,

b0 6= 0; b1 6= 0; b2 = 0! Tip III; X

b0 6= 0; b1 = 0; b2 6= 0! Tip II; V II,

b0 6= 0; b1 6= 0; b2 6= 0! Tip I; IV , V; V I; V III; IX; XI; XII:

şeklindedir (Dündar, 2012 : 11):

Paydada karesel bir fonksiyonunun yer ald¬¼g¬ b2 6= 0 için genel çözüm,

df(x)

dx
=

(x� a)f(x)

b0 + b1x+ b2x2

=
(x� a)f(x)

b2(
b0

b2
+ b1

b2
x+ x2)

=
(x� a)f(x)

b2(x� r1)(x� r2)

dir.

Köklerin parametreler cinsinden ifadeleri;

5



r1;2 = �
b1 �

p
b2
1
� 4b0b2

2b2
df(x)

dx
=

(x� a)f(x)

b2(x� r1)(x� r2)

f(x) = y

dy

dx
=

(x� a)y

b2(x� r1)(x� r2)

1

y

dy

dx
=

(x� a)

b2(x� r1)(x� r2)
R
d ln y =

R (x� a)

b2(x� r1)(x� r2)
dx

=
1

b2

R (x� b1)

(x� r1)(x� r2)
dx

ve

ln y =
1

b2

R � A1

(x� r1)
+

A2

(x� r2)

�
dx

=
1

b2

R �A1 (x� r2) + A2(x� r1)
(x� r1) (x� r2)

�
dx

=
1

b2

R � (x� b1)

(x� r1) (x� r2)

�
dx

dir.

A1 =
r1�b1
r1�r2

; A2 =
b1�r2
r1�r2

: Burada x > r1 ! jx� r1j = x � r1;x < r2 !

jx� r2j = r2 � x olup A1; A2 ve b2 de¼gerleri yerine yaz¬larak

y = K(x� r1)
A1

b2 (x� r2)
A2

b2

m1 =
A1

b2

m2 =
A2

b2

y = K(x� r1)
m1(x� r2)

m2

bulunur (Dündar, 2012 : 13).Köklerin reel kök, kompleks kök olmas¬ ya da kök-
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lerin ayn¬ veya farkl¬ i̧saretli olmas¬ durumlar¬na göre çözümler elde edilir.

1:2. PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·I VE ORTOGONAL

POL·INOMLAR ·ILE ·IL·IŞK·IS·I

u = (u1;u2; u3) ve v = (v1; v2; v3); R3�te iki vektör olsun. ·Iki vektörün

skalar çarp¬m¬, vektörlerin herbirinin büyüklü¼güne ba¼gl¬ oldu¼gu gibi, vektörler

aras¬ndaki � aç¬s¬n¬n de¼gerine de ba¼gl¬d¬r. Örne¼gin

u:v = hu; vi =
3P

i=1

ui:vi = juj jvj cos �

� = 0� durumunda çarp¬m¬n de¼geri maksimum ve � = 90� oldu¼gunda çarp¬m s¬f¬r

olur (Ayd¬n ve di¼gerleri, 2005 : 418).

Vektörlerin birbirlerine dik olmalar¬ fonksiyonlar içinde geçerlidir. Her-

hangi bir a � x � b aral¬¼g¬nda tarif edilmi̧s sonsuz say¬da sürekli fonksiyondan

oluşan f'n(x)g ; n = 1; 2; 3; ::: ailesinden al¬nan herhangi iki fonksiyon, [a; b] ar-

al¬¼g¬nda bir r(x) fonksiyonuna göre ortogonal ise;

h'm(x)'n(x)i =
bR

a

'm(x)'n(x)r(x)dx = 0; m 6= n

=
bR

a

'n(x)'n(x)r(x)dx = 1

dir.

f'n(x)g ; n = 1; 2; 3; ::: ailesine a � x � b aral¬¼g¬nda r(x) fonksiyonuna

göre bir ortogonal set ad¬ verilir. f'n(x)g ; n = 1; 2; 3; ::: fonksiyonlar¬n¬n herbiri,

bir a � x � b aral¬¼g¬nda r(x) fonksiyonuna göre normalize olmuş ortogonal

fonksiyonlar ise f'n(x)g ailesine ortonormal set denir(Ayd¬n ve di¼gerleri, 2005 :

418).

Pearson diferansiyel denklemini sa¼glayan Hermite, Jacobi ve Laguerre

polinomlar¬ ortogonallik şartlar¬n¬ sa¼glar,bu polinomlar¬n rekürans ba¼g¬nt¬lar¬,

ortonormal fonksiyonlar cinsinden seriye aç¬l¬m¬, diferansiyel denklemlerle olan

ili̧skisi alt başl¬klarda incelenecektir.
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1:2:1: Hermite Polinomu

Hermite polinomu; (�1;1) aral¬¼g¬ üzerinde ortogonaldir, a¼g¬rl¬k fonksiy-

onu �(x) = e�
x
2

2 �dir. Pearson diferansiyel denkleminde teorik olas¬l¬k yo¼gun-

luk fonksiyonunu sa¼glayan a¼g¬rl¬k fonksiyonu �(x)�in n: dereceden türevi �(n)(x)

olarak ifade edilir. n: dereceden Hermite polinomunun gösterimi;

Hn(x) = (�1)
ne

x
2

2

dn�(x)

dxn

şeklindedir.

Hermite polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonu olan e�
x
2

2 �nin ard¬̧s¬k türevleri;

�
0

(x) = �x:e�
x
2

2 ;

�
00

(x) = (x2 � 1):e�
x
2

2 ;

�
000

(x) = (�x3 + 3x):e�
x
2

2

bulunur.

n . dereceden türev; �(n)(x) = (�1)nHn(x):e
�
x
2

2 ifadesidir. Elde edilen

ard¬̧s¬k türevlerin bilgisi alt¬nda n: dereceden bir Hermite polinomunun n:dereceden

türevi al¬nm¬̧s olan a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile olan gösterimi; Hn(x) = (�1)
n:e

x
2

2 :
dn�(x)
dxn

şeklindedir veya bu ifade

�(n)(x) = (�1)nHn(x):e
�
x
2

2 (1.3)

şeklinde de gösterilebilir. (1:3) ifadesinin tekrar türevinin al¬nmas¬ ile

�(n+1)(x) = (�1)n+1[x:Hn(x)�H
0

n(x)]e
�
x
2

2 (1.4)

denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 176).

(1:4) denkleminde x:Hn(x) � H
0

n(x) ifadesi (n + 1): dereceden bir poli-

nomdur. x:Hn(x) �H
0

n(x) ile yeniden ifade edilerek, n: dereceden Hermite poli-

nomunun türevinin al¬nmas¬ ile
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H
0

n
(x) = (�1)n(x:e

x
2

2 �(n)(x) + e
x
2

2 �(n+1)(x))

elde edilir ve bu elde edilen türev H
n+1(x) = x:Hn(x) �H

0

n
(x) ifadesinde yerine

koyulmas¬ ile

H
n+1(x) = x:H

n
(x)�H

0

n
(x)

= x:(�1)n:�(n)(x)�
h
(�1)n

h
x:e

x
2

2 �(n)(x) + e
x
2

2 �(n+1)(x)
ii

H
n+1(x) = (�1)

n+1e
x
2

2 �(n+1)(x) (1.5)

elde edilir.

Hermite polinomlar¬ için (�1;1) aral¬¼g¬nda

� m � n için

�� m < n durumu ortogonallik ,

���m = n durumu polinomlar¬n normalize olma durumunu ifade eder. Hermite

polinomunun ortonormal olma durumu

I =
1R

�1

H
m
(x):H

n
(x):�(x)dx

=
1R

�1

H
m
(x):(�1)n:e

x
2

2 �(n)(x)e�
x
2

2 dx

= (�1)n:
1R

�1

H
m
(x):�(n)(x)dx

integrali ile incelenir. m: dereceden bir Hermite polinomunun n: dereceden a¼g¬rl¬k

fonksiyonu olan çarp¬m¬n¬n integrali k¬smi integrasyon ile

I = (�1)n:(H
m
(x):�n�1(x)�

1R

�1

�n�1(x):H
0

m
(x)dx)

şeklinde bulunur.

I eşitli¼ginin tekrar integralinin al¬nmas¬ ile
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I = (�1)n+2
1R

�1

�n�2(x):H
00

m
(x)dx)

elde edilir ve m. dereceden integral al¬nmas¬ ile

I = (�1)n+m
1R

�1

Hm

m
(x):�(n�m)(x)dx

bul¬unur (Jackson, 1941 : 177).

n � m > 0 ise birden fazla k¬smi integrasyon uygulan¬r. H
m
(x); m:

Dereceden bir polinom olmas¬ sebebiyleHm

m
(x) bir sabittir dolay¬s¬ylaHm+1

m
(x) =

0� d¬r. Hm

m
(x) ile �n�m(x)�in basit integrasyonu uygulan¬r ve ifade

I = (�1)n+m:
1R

�1

c:�n�m(x)dx

= 0

sonucu ile Hermite polinom ailesinden al¬nan birbirinden farkl¬ herhangi iki poli-

nomun ortogonallik şart¬ sa¼glad¬¼g¬ görülür. Di¼ger bir ifadeyle (n�m) > 0 durumu

için H
m
(x) ve H

n
(x) Pearson diferansiyel denklemini sa¼glayan a¼g¬rl¬k fonks¬yonu

�(x) = e�
x
2

2 �e göre (�1;1) aral¬¼g¬nda diktir (Jackson, 1941 : 177).

Hermite polinomlar¬n¬n her birinin normunun 1�e eşit olmas¬ için polino-

mun normalize çarpan¬ bulunur. m = n durumu normalize edilmi̧s durumu

I =
1R

�1

H
n
(x):H

n
(x):e�

x
2

2 dx

=
1R

�1

H
n
(x):(�1)ne

x
2

2 �(n)(x)e�
x
2

2 dx

=
1R

�1

(�1)n:H
n
(x):�(n)(x)dx

şeklindedir.

K¬smi integrasyon ile;
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I = (�1)n
�
Hn(x)�

(n�1)(x) j1�1 �
1R

�1
�(n�1)(x):H

0

n
(x)dx

�

= (�1)n+1
1R

�1
�(n�1)(x):H

0

n
(x)dx

n defa ard¬̧s¬k integralin al¬nmas¬ ile

I = (�1)n+n
1R

�1
�(n�n)(x):Hn

n
(x)dx

=
1R

�1
�(x):Hn

n
(x)dx

bulunur.

Hn(x) = (�1)ne
x
2

2 �n(x); �(x) = e�
x
2

2 ; Hn

n
(x) = sabit ifadeleri göz önüne

al¬n¬rsa

I =
1R

�1
�(x):Hn

n
(x)dx

= n!
1R

�1
e�

x
2

2 dx

= n!
p
2�

elde edilen normalize çarpan¬d¬r. Normalize edilmi̧s Hermite polinomlar¬ hn =

Hnp
n!
p
2�
ile gösterilir (Jackson, 1941 : 178). Hermite polinomlar¬ ortonormal b¬r

fonksiyon ailesidir .

Her biri a � x � b aral¬¼g¬nda sürekli olan 'n(x) ortonormal fonksiyonlar
ailesini göz önüne al¬ns¬n. Bir ortonormal fonksiyona birim fonksiyon gözü ile

bak¬labildi¼ginden, herhangi bir a � x � b aral¬¼g¬da sürekli bir f(x) fonksiyonu;

f(x) =
1P

n=1

cn'n(x); (n = 1; 2; 3; :::)

şeklinde ifade edilebilir. Burada cn katsay¬lar¬ n = 1; 2; 3::: bulunmas¬ gereken
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say¬lard¬r. k herhangi bir say¬ olmak üzere eşitli¼gin her iki taraf¬ 'k(x) ortonor-

mal fonksiyonu ile çarp¬larak f(x):'
k
(x) =

1P

n=1

cn:'n(x)'k(x) olur ve fonksiyonun

aral¬¼g¬ üzerinde integrali

bR

a

f(x):'
k
(x)dx =

bR

a

�
1P

n=1

cn'n(x):'k(x)dx

�

=
1P

n=1

bR

a

cn'n(x):'k(x)dx

=
1P

n=1

cn

bR

a

'
n
(x):'

k
(x)dx

dir. Bu ifadenin bilgisi alt¬nda n = k durumu için

bR

a

f(x):'
k
(x)dx =

1P

n=1

cn

bR

a

'
n
(x):'

k
(x)dx

bR

a

f(x):'
k
(x)dx = c1:

bR

a

'1(x):'k(x)dx+ :::+ ck
bR

a

'
k
(x):'

k
(x)dx+ :::

= 0 + 0 + :::+ ck:1 + :::+ 0 + :::

bR

a

f(x):'
k
(x)dx = ck n = 1; 2; 3; ::::; k; ::: (1.6)

(1:6) formulünün arac¬l¬¼g¬ ile katsay¬lar elde edilir (Ayd¬n ve di¼gerleri, 2005 : 428).

Hermite polinomunun normalize edilmi̧s ifadesi hk(x) =
1p
k!
p
2�

Hk(x) ve

a¼g¬rl¬k fonksiyonu �(x) = e�
x
2

2 dir. Hermite polinomlar¬n¬n seri aç¬l¬mlar¬ndaki

katsay¬lar;

ck =
1R

�1
f(x):

Hk(x)p
k!
p
2�
:e�

x
2

2 dx (1.7)

şeklinde bulunur (Jackson, 1941 : 178).

Yukar¬da gösterildi¼gi gibi (1:6) formülünün bilgisi alt¬nda Hermite poli-

nomlar¬ için uygulanmas¬yla katsay¬lar (1:7) formulü ile elde edilir. Bu serilere

Gram-Charlier Serileri ad¬ verilir (Jackson, 1941 : 179).
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Hermite polinomlar¬ için rekürans ba¼g¬nt¬lar¬; a¼g¬rl¬k fonksiyonunun türevi

ile Hermite polinomlar¬ aras¬ndaki ili̧skiler aşa¼g¬daki gibi elde edilir. Hermite

polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonunun birinci türevi ile kendisinin x ile çarp¬m¬n¬n

toplam¬ (1:8) denklemini verir.

�(x) = e�
x
2

2 ; �
0

(x) = �x:e�
x
2

2 olmak üzere

�
0

(x) + x:�(x) = 0

�x:e�
x
2

2 + x:e
x
2

2 = 0 (1.8)

(1:8) denkleminin tekrar türevinin al¬nmas¬ ile

�e�
x
2

2 + x2:e�
x
2

2 � x2:e�
x
2

2 + e�
x
2

2 = 0 (1.9)

denklemi elde edilir, (1:9) denkleminin tekrar türevinin al¬nmas¬ ile

�
000

(x) + x:�
00

(x) + 2:�
0

(x) = 0 (1.10)

elde edilir.Bu i̧slemin n kez türevlerinin al¬nmas¬ ile genel bir eşitlik olan

�(n+1)(x) + x:�(n)(x) + n:�(n�1)(x) = 0 (1.11)

elde edilir.(1:4) denkleminden faydan¬lmas¬ ile �(n)(x) = (�1)ne�
x
2

2 :H
n
(x) ve

�(n�1)(x) = (�1)n�1:e�
x
2

2 :H
n�1(x) denklemlerini eşitlik (1:11)� de yerine koyul-

mas¬ ile

2

4 (�1)n+1

(x:H
n
(x)�H

0

n
(x))

3

5 :e�
x
2

2 +x:(�1)n:e�
x
2

2 :H
n
(x)+n:(�1)n�1:e�

x
2

2 H
n�1(x) = 0

(1.12)

ve bu ifadenin düzenlenmi̧s hali olan, üç ard¬̧s¬k Hermite polinomunun rekürans

ili̧skisini gösteren
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[H
n+1(x)� x:Hn(x) + n:Hn�1(x)] = 0 (1.13)

denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 179).

h
n
(x) =

H
n
(x)

p
n!
p
2�
;

h
n
(x):

q
n!
p
2� = H

n
(x);

h
n+1(x):(n+ 1)!

p
2�)

1

2 = H
n+1(x);

h
n�1(x)((n� 1)!

p
2�)

1

2 = H
n�1(x)

ifadelerinin (1:13) denkleminde yaz¬lmas¬ ile normalize edilmi̧s Hermite polinom-

lar¬n¬n rekürans ili̧skisinin gösterimi olan

(n+ 1)
1

2h
n+1(x)� x:hn(x) + n

1

2h
n�1(x) = 0 (1.14)

denklemi bulunur. (1:14) denkleminin bilgisinden faydan¬larak elde edilen (n+1):

dereceden Hermite polinomuna kaŗs¬l¬k gelen eşitlik (x:H
n
(x)�H 0

n
(x)) = H

n+1(x)

ve (1:13) rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬n denkliklerinden istifade edilmesi ile

(x:H
n
(x)�H

0

n
(x)) = x:H

n
(x)� nH

n�1(x)

�H
0

n
(x) = �nH

0

n�1(x)

ve bu ifadeden

H
0

n
(x) = nH

n�1(x)

ili̧skisi elde edilir. H
0

n
(x) = nH

n�1(x) denklemini n = n+ 1 için gösterimi

H
0

n+1(x) = (n+ 1):Hn(x)

dir. Bu elde eldilen denklem H
0

n+1(x) = (n+ 1):Hn(x) ifadesi
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(1:13) denkleminin türevlenmesiyle ortaya ç¬kan

H
0

n+1(x)� x:H
0

n
(x)�H

n
(x) +H

00

n
(x) = 0

ifadesinde kullan¬larak

(n+ 1):H
n
(x)� xH

0

n
(x)�H

n
(x) +H

00

n
(x) = 0

sonucu bulunur.

Bu ifadenin düzenlenmesi ile

H
00

n
(x)� x:H

0

n
(x) + n:H

n
(x) = 0 (1.15)

elde edilir. (1:15) ba¼g¬nt¬s¬; Hermite polinomunun ikinci dereceden, birinci derece-

den türevi ve kendisi ile ifade edilmi̧s rekürans ili̧skisini gösterir (Jackson, 1941 :

180).

Yukar¬da elde edilen rekürans ili̧skileri kullan¬larak Hermite polinom-

lar¬n¬n tek ve çift indisli de¼gerleri için x = 0 durumundaki de¼gerler ve Hermite

polinomlar¬ aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir.

x = 0 için 1:13 denkleminde ifade edildi¼ginde

[H
n+1(x)� x:Hn(x) + n:Hn�1(x)] = 0

[H
n+1(0)� 0:Hn(0) + n:Hn�1(0)] = 0

H
n+1(0) = �n:H

n�1(0)

elde edilir (Jackson, 1941 : 180).

Hermite polinomu k = 1 için

H2(x) = 1:e
x
2

2 (x2 � 1):e�
x
2

2

H2(0) = (�1)
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k = 2 için

H4(x) = 1:e
x
2

2
:

h�
3� 3x2

�
e�

x
2

2 + (3x� x3)(�x:e�
x
2

2 )
i

H4(0) = 3

bulunur. Hermite polinomlar¬n¬n çift indisli derecelerinin sabit terimlerinin k =

0; 1; 2; 3; ::: içinH2k(0) = (�1)
k:1:3:5:7::: genel ifadesiyle gösterilir(Jackson, 1941 :

180). Hermite polinomlar¬n¬n tek indisli polinomlar¬n¬n sabit terimlerinin s¬f¬r

ve çift indisli polinomlar¬n¬n ise negatif ve pozitif sabit terimlere sahip oldugu

görülür.

Aşa¼g¬da hermite polinomlar¬n¬n ilk üç tanesinin polinomsal ifadesi aç¬larak

ifade edilmi̧stir:

Hn(x) = (�1)
n:e

x

2 :(e�
x

2 )n;

H0(x) = 1;

H1(x) = x;

H2(x) = (x
2
� 1)

ve

H3(x) = (x
3
� 3x)

elde edilir(Jackson, 1941 : 181).

A¼g¬rl¬k fonksiyonu olan �(x)
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�
0

(x)

�(x)
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2

=
(e�

x
2

2 )
0

e�
x
2

2

= �x

Pearson Diferansiyel denklemini sa¼glar (Jackson, 1941 : 181).

b1 = b2 = a0 = 0; b0 = 1; a1 = �1; ve Pn(x); n: Dereceden bir polinomun

genel ifadesini göstermek üzere ;

(b0+b1x+b2x
2)P

00

n
(x)+[(b1 + a0) + (2b2 + a1)x]P

:
0

n
(x)�[b2n(n+ 1) + a1n]Pn(x) = 0

(1.16)

dir (Jackson, 1941 : 164).

A¼g¬rl¬k fonksiyonu ile elde edilen ikinci dereceden diferansiyel denkle-

mindeki sabit katsay¬lar¬ (1:16) denkleminde normalize edilmi̧s Hermite polinomu

gösterimi alt¬nda

h
00

n
(x)� x:h

0

n
(x) + nh

n
(x) = 0

ikinci dereceden diferansiyel denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 180).

1:2:2: Laguerre Polinomu

Laguerre polinomu (0;1) aral¬¼g¬nda ortogonaldir, Laguerre polinomunun

a¼g¬rl¬k fonksiyonu � > �1 olmak üzere �(x) = x�:e�x �dir. n: dereceden a¼g¬rl¬k

fonksiyonu �
n
(x) = x�+n:e�x ile ifade edilir, n. dereceden a¼g¬rl¬k fonksiyonunun

n:dereceden türevi EK 1�de ifade edilen Leibniz formülü yard¬m¬yla;

�(n)
n
(x) = (�1)nx�e�x

0

@ xn +
�
n

1

�
(� + n):xn�1 +

�
n

2

�
(� + n)(� + n� 1)xn�2

+:::+ (� + n)(� + n� 1):::�:x0

1

A

bulunur. Elde edilen türev sonucunda �n
n
(x), xn�in katsay¬s¬ olarak (�1)n ve
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x�:e�x�in çarp¬m¬ ile n:dereceden bir polinomun çarp¬m¬ oldu¼gu görülür. n:dereceden

polinomsal k¬s¬m L�
n
(x) ile gösterilmek üzere n:dereceden türevi al¬nm¬̧s a¼g¬rl¬k

fonksiyonu �(n)
n
(x):(�1)n:x��:ex = L�

n
(x) şeklini al¬r ve

L�
n
(x) = (�1)n:x��:ex

dn

dxn
(x�+n:e�x)

ile gösterilen polinomlara Laguerre polinomu denir ve Laguerre polinomunun

aç¬k ifadesi

L�
n
(x) = (�1)nx��ex�n

n
(x)

= (�1)2n:x0:e0:(xn +

�
n

1

�
(� + n)xn�1 +

�
n

2

�
(� + n) (� + n� 1) xn�2

+:::+

�
n

n

�
(� + n) (� + n� 1) :::�:x0)

= xn +

�
n

1

�
(� + n)xn�1 + :::+ (� + n) (� + n� 1) :::�:x0

dir, n: dereceden Laguerre polinomunun başkatsay¬s¬ 1�dir(Jackson, 1941:184).

n: dereceden a¼g¬rl¬k fonks¬yonunun n den daha düşük dereceli türevleri

EK 1 elde edilen leibnitz formülünün uygulanmas¬ ile

�n�1
n
(x) = x�+1:e�x

0

@ �xn�1 +
�
n�1
1

�
(� + n) xn�2

+:::�
�
n�1
n�1

�
(� + n) :: (� + 1)

1

A

elde edilir.

x = 1 durumunda, x�+n:e�x için ortaya ç¬kan belirsizli¼gi EK 2�de in-

celenen durumda 0�a eşit oldu¼gu bilgisinden faydan¬larak x = 0 ve x = 1 için

� > �1 faktörünü göz önünde bulundurularak

�n�1
n
(x) = 0

elde edilir.

Laguerre polinomunun ortogonallik ve normalize şartlar¬n¬n incelenmesi

durumunda;
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1R

0

x�:e�x:L
m
(x):L

n
(x)dx = (�1)n

1R

0

L
m
(x):�(n)

n
(x)dx

I = (�1)n
1R

0

L
m
(x):�(n)

n
(x)dx

ve bu elde edilen ifadeye k¬smi integrasyon uygulanmas¬yla

I = (�1)n
�
L
m
(x)�n�1

n
(x) j10 �

1R

0

L
m
(x):�n�1

n
(x)dx

�

= (�1)n+1
1R

0

L
0

m
(x):�n�1

n
(x)dx

bulunur.

�n�1
n
(1) = 0 ve �n�1

n
(0) = 0 bilgisinden faydan¬lmas¬ ile

L�
m
(x) = xm �

�
m

1

�
(� +m) xm�1 + :::+ (� +m) (� +m� 1) :::�:1

L�
m
(0) = (� +m) (� +m� 1) :::�

L�
m
(1) = (�1)m (1)�� e1�m

m
(1�+n:e�1)

= 0

elde edilir.

�n
n
(x) = x�+n:e�x �

�
n

1

�
(� + n) x�+n�1:e�x + :::+ (� + n) :::�:x�:e�x

�n
n
(1) = 0

yukar¬da elde edilen bilgiler alt¬nda I denklemi yukar¬da elde edilen bilgiler ile

I = (�1)n
�
L
m
(1):�n�1

n
(1)� L

m
(0):�n�1

n
(0)�

1R

0

�n�1
n
(x):L

0

m
(x)dx

�

= (�1)n+1:
1R

0

�n�1
n
(x):L

0

m
(x)dx

19



tekrar k¬smi integrasyon ile

I = (�1)n+2
�
L
0

m
(x):�n�2

n
(x) j10 �

1R

0

�n�2
n
(x):L

00

m
(x)dx

�

bulunur. O halde

L
0

m
(x) = m:xm�1 �

�
m

1

�
(� +m) (m� 1) xm�2

+:::�

�
m

m� 1

�
(� +m) (� +m� 1) ::: (� + 1)

ve

L
0

m
(0) = �

�
m

m� 1

�
(� +m) : (� +m� 1) ::: (� + 1)

ifadeleri k¬smi integrasyonda yerine yaz¬l¬rsa

I = (�1)n+1:

�
(m:0 + :::+ 0� 0)�

1R

0

�n�2
n
(x):L

00

m
(x)dx

�

= (�1)n+1:

�
�
1R

0

�n�2
n
(x):L

00

m
(x)dx:)

�

= (�1)n+2:
1R

0

�n�2
n
(x):L

00

m
(x)dx

bulunur. I denkleminin m kez k¬smi integrali al¬nmaya devam edildi¼ginde

I = (�1)n+m
1R

0

�(n�m)
n

(x):Lm
m
(x)dx

elde edilir. m: dereceden bir polinomun (m + 1): dereceden türevi s¬f¬rd¬r ve

L
m
(x) = xm, L

0

m
(x) = m:xm�1 ve devam eden türevlerinde m. dereceden La-

guerre polinomunun m: dereceden türevi Lm
m
(x) = m! bilgisi alt¬nda

I = (�1)n+m:
1R

0

�(n�m)
n

(x):(L
m
(x))(m)dx (1.17)

denklemi elde edilir (Jackson,1941 : 185).
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n > m ise ; Lm+1
m

(x) = 0 olmas¬ sebebiyle k¬smi integrasyonla I = 0

sonucunu verir. Daha sonra

I = (�1)n+m
1R

0

m!�n�m
n

(x)dx

= 0

elde edilir.

Elde edilen I denkleminin sonucu olan s¬f¬r de¼geri ile L
m
(x) ve L

n
(x)

polinomlar¬n¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonu x�:e�x için ortogonaldir sonucuna var¬l¬r (Jack-

son, 1941 : 185).

*m = n için Laguerre polinomlar¬n¬n normalize durumu ;

I =
1R

0

x�:e�x:L
n
(x):L

n
(x):dx

=
1R

0

x�:e�x:(�1)n:x��:ex:�n
n
(x)L

n
(x)dx

=
1R

0

(�1)n:�n
n
(x)L

n
(x)dx

I denklemine n kez k¬smi integrasyon uygulanmas¬ ile

I = (�1)2n:
1R

0

�
n
(x):Ln

n
(x)dx

=
1R

0

�
n
(x):Ln

n
(x)dx

elde edilir. Bu ifadede bulunan n: dereceden Laguere polinomu ve n. dereceden

türevi aşa¼g¬daki gibi gösterilir:

L
n
(x) = xn �

�
n

1

�
(� + n) :xn�1 + ::::+ (� + n) (� + n� 1) :::�:x0
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Ln
n
(x) = n:(n� 1):::1 = n!

I = n!
1R

0

�
n
(x)dx = n!:

1R

0

x�+n:e�xdx

n: dereceden Laguerre polinomunun büyüklü¼günü verir ve EK 3�te ifade

edilen gama fonksiyonu ile I denklemi tekrar ifade edildi¼ginde

I = n!� (� + n+ 1)

ile gösterilir ve normalize edilmi̧s Laguerre polinomunun {n(x) ile gösterimi

{n(x) =
Ln(x)p

n!�(�+n+1)
şeklindedir (Jackson, 1941 : 185).

Normalize edilmi̧s Laguerre polinomunun seri aç¬l¬m¬ndaki ck katsay¬lar¬;

1R

0

f(x):�(x):
Lk(x)p

k!� (� + k + 1)
:dx = ck:

1R

0

�(x):
Lk(x):Lk(x)

k!� (� + k + 1)
dx

1R

0

f(x):�(x):
Lk(x)p

k!� (� + k + 1)
:dx = ck::1

�(x) = x�:e�x olmak üzere ,

ck =
1

p
k!� (� + k + 1)

1R

0

x�:e�xf(x):Lk(x)dx (1.18)

(1:18) denklemi elde edilir (Jackson, 1941 : 186) .

Laguerre polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonu �(x) = x�:e�x Pearson diferan-

siyel denklemini sa¼glar.

�
0

(x)

�(x)
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2
(1.19)

=
�� x
x

elde edilir. a0 = �; a1 = �1; b0 = b2 = 0; b1 = 1; (1:19) A¼g¬rl¬k fonksiyonu ile elde
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edilen ikinci dereceden diferansiyel denklemindeki sabit katsay¬lar¬ (1:16) nolu

denklemde yaz¬lmas¬ ile

x:L
00

n
(x) + (� + 1� x)L

0

n
(x) + nLn(x) = 0 (1.20)

ikinci dereceden Laguerre polinomunun diferansiyel denklemi

elde edilir(Jackson,1941 : 186).

x:Pn(x) =
an

an+1
Pn+1(x) + cnn:Pn(x) +

an�1

an
Pn�1(x) (1.21)

cnn =
bn

an
�
bn+1

an+1

(1:21) denklemi ile ortogonal polinomlar aras¬ndaki rekürans ba¼g¬nt¬s¬

elde edilir( Jackson, 1941:157). (1:21) denklemindeki polinomlar normalize edilmi̧s

polinomlard¬r. Polinomun derecesi n çift oldu¼gu varsay¬m¬ alt¬nda an; {n(x) nor-

malize edilmi̧s polinomunun başkatsay¬s¬n¬ göstermek üzere an =
1p

n!�(�+n+1)
ve

bn ise ; x
n�1�in katsay¬s¬ �n(�+n)p

n!�(�+n+1)
dir(Jackson, 1941 : 186).

EK 1�de gösterilen n:dereceden Laguerre polinomu;

Ln(x) = (�1)nxn � (�1)n(� + n):xn�1 + (�1)n
�
n

2

�
(� + n)(� + n� 1)xn�2

+::::+ (�1)n
�
n

n

�
(� + n)(� + n� 1):::�

şeklinde elde edilir.

Pn(x) = ak:x
k + bkx

k�1 + :::
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c
nn

=
b
n

a
n

�
b
n+1

a
n+1

=

�
�
n: (� + n)
p
d
n

:
p
d
n

�
�

 

�
(n+ 1):(� + n+ 1)

p
d
n+1p

d
n+1

!

= � + 2n+ 1

elde edilir(Jackson, 1941 : 186).

(n + 1): dereceden Laguerre Polinomu için a
n+1; bn+1 de¼gerleri EK 1�de

verilen Leibniz formülünden faydan¬larak yap¬lan aç¬l¬m,

L
n+1(x) = x

n+1 �
�
n+ 1

1

�
(� + n+ 1) xn + :::� (� + n+ 1) :::�:x�

ve

a
n+1 =

1
p
(n+ 1)!� (� + n+ 2)

b
n+1 = �

(n+ 1) (� + n+ 1)
p
(n+ 1)!� (� + n+ 2)

{
n
=

L
n
(x)

p
n!(n+ 1)!� (� + n+ 1)

de¼gerleri göz önünde tutularak;

a
n
=

1
p
n!� (� + n+ 1)

a
n+1 =

1
p
(n+ 1)!� (� + n+ 2)

a
n�1 =

�1
p
(n� 1)!� (� + n)
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ve (n� 1): dereceden EK 1�de elde edilen

L
n�1(x) = x

n�1 �

�
n� 1

1

�
(� + n� 1) xn�2 + :::� (� + n� 1) (� + n� 2) ::�

aç¬l¬m¬ndan ve

a
n�1 =

1
p
(n� 1)!� (� + n)

k¬smi integrasyonun I denklemine uygulanmas¬ ile

I = (�1)n+1
�
L
n+1(x)�

n

n+1(x) j
1

0 �
1R

0

�n
n+1(x)L

0

n+1(x)dx

�

= (�1)n+2
1R

0

�n
n+1(x)L

0

n+1(x)dx

ve (n+ 1) kez ard¬̧s¬k integrallenme i̧sleminin devam¬nda

I = (�1)2n+2
1R

0

�
n+1(x)L

n+1

n+1(x)dx

L
n+1(x) = x

n+1

L
n+1

n+1(x) = (n+ 1)!

(n + 1): dereceden Laguerre polinomunun büyüklü¼gü elde edilir. Elde edilen

bilgiler (1:21) denkleminde yaz¬lmas¬ ilex:L
n
(x) = L

n+1(x)+(� + 2n+ 1)Ln(x)+

n (� + n)L
n�1(x) elde edilir ve ifadenin düzenlenmesi ile

L
n+1(x)� (x� �� 2n� 1)Ln(x) + n (� + n)Ln�1(x)

(n + 1):; n: ve (n � 1): dereceden Laguerre polinomlar¬ndan oluşan rekürans

ili̧skisi elde edilir(Jackson, 1941 : 186).Di¼ger bir rekürans ili̧skisi olan L
n
(x) ve
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L
0

n
(x) polinomlar¬na ba¼gl¬ olan ili̧ski şu şekildedir.

Ln+1(x) = (�1)n+1x��:ex:�n+1
n+1(x)

= (�1)n+1x��:ex:
dn+1

dxn+1
(x�+n+1:e�x)

(n + 1):dereceden Laguerre polinomunda bulunan parantezin içindeki

ifadeyi x ve x�+n:e�x�in çarp¬m¬ olarak ele al¬nmas¬ ile EK 1�de Leibniz formülü

kullan¬lmas¬ ile

�n+1
n+1(x) = x:

dn+1

dxn+1
(x�+n:e�x) + (n+ 1):

dn

dxn
(x�+n:e�x)

dn+1

dxn+1
(x�+n+1:e�x) = x:

dn+1

dxn+1
(x�+n:e�x) + (n+ 1):

dn

dxn
(x�+n:e�x)

elde edilir.

Ln(x) = (�1)n:x��:ex: d
n

dxn
(x�+n:e�x);n: dereceden Laguerre polinomun-

dan a¼g¬rl¬k fonksiyonun çekilmesi ile elde edilen

dn

dxn
(x�+n:e�x) = Ln(x):(�1)

n:x�:e�x

ve

d

dx

�
dn

dxn

�
x�+n:e�x

��
=
d

dx

�
Ln(x):(�1)

nx�:e�x
�
=
dn+1

dxn+1
(x�+n:e�x)

eşitliklerinden faydan¬lmas¬ ile

dn+1

dxn+1
(x�+n+1:e�x) = x:

d

dx

�
(�1)nx�:e�xLn(x)

�
+ (n+ 1):(�1)n:x�e�xLn(x)

(�1)n+1:x�:e�x:Ln+1(x) = (�1)n:x�:e�x:
h
(� + n+ 1� x)Ln(x) + xL

0

n
(x)
i

Ln+1(x) = (x� �� n� 1)Ln(x)� xL
0

n
(x)
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Ln+1(x) = (x� �� n� 1)Ln(x)� xL
0

n(x) (1.22)

(1:22) eşitli¼gi ile (n + 1): dereceden Laguerre polinomu; n: dereceden Laguerre

polinomu ve türeviyle ili̧skili rekürans ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir(Jackson,1941 : 187).

1:2:3 Jacobi Polinomu

Jacobi polinomunun ortogonallik alan¬ (�1; 1)�dir ve � > �1; � > �1 ol-

mak üzere reel say¬lard¬r ve a¼g¬rl¬k fonksiyonu; �(x) = (1�x)�: (1 + x)
�(Jackson,

1941 : 166). Jacobi polinomlar¬ Jn (x; �; �) ile ifade edilir.

Rodrigues formulü

Pn(x) =
1

2n:n!

dn

dxn

�
x2 � 1

�n

gibi ifade edilmi̧stir(Jackson,1941 : 57).

2n dereceli polinomun n: türevi olan formülün sa¼g k¬sm¬, n: dereceden

bir polinomu ifade eder. Bu polinom (1� x2) y
00

� 2xy
0

+ n:(n + 1)y = 0 olan

diferansiyel denklemin çözümünü sa¼glar.

z = (x2 � 1)nolmak üzere ;

z
0

= 2nx((x2 � 1)n�1

Dolay¬s¬yla ;

z � (x2 � 1)n = 0

z
0

� 2xn(x2 � 1)n�1: = 0

z
0

� 2xn
z

(x2 � 1)
= 0

(x2 � 1)z
0

� 2xnz = 0

(x2 � 1)z
0

� 2xnz = 0 (1.23)
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(1:23) denklemin ard¬̧s¬k türevleri al¬narak (k + 1) kez diferansiyellenmesi ile

0 = (x2 � 1)z
00

� (2n� 2)xz
0

� 2nz

0 = (x2 � 1)z
000

� (2n� 4)xz
00

� (4n� 2)z
0

= 0

0 = (x2 � 1)zk+2 � (2n� 2k � 2)xzk+1 � [2n+ (2n� 2) + :::+ (2n� 2k)]zk

elde edilir. k = n için

(x2 � 1)zn+2 + 2xzn+1 � [2n+ (2n� 2) + (2n� 4) + :::+ 0] zn = 0

denkleminde [2n+ (2n� 2) + (2n� 4) + ::::+ 0] = n:(n+1)�dir ve ve bu ifadeyi

denklemde yerine koyulmas¬ ile

(x2 � 1)zn+2 + 2xzn+1 � n(n+ 1)zn = 0

elde edilir. y = d
n
z

dxn
olmas¬ sebebiyle ve (x2 � 1)zn+2 + 2xzn+1 � n(n + 1)zn = 0

diferansiyel denklemi (�1) ile çarp¬larak ifade

(1� x2 )y
00

� 2xy
0

+ n:(n+ 1)y = 0

ifadesine dönüşür. Sonuç olarak d
n
z

dxn
= K:Pn(x) şeklinde bir ifade elde edilir. K;

d
n
z

dxn
içindeki başkatsay¬lar; 2n:(2n� 1)::(n + 1)�dir. Buna ra¼gmen Pn(x) içindeki

xn�in katsay¬s¬
1:3:5:7:::::::(2n�1)

2:3:4::::::::n
= 1:3:5:7:::::::(2n�1)

n!
� ye göre

1:3:5 : : : : : : (2n� 1)=n!�dir.Bunun sonucu olarak ; K = 2n=1:3:5:::::::(2n) = 2n:n!

�dir.

Pn(x) =
1

2n:n!
d
n(x2�1)n

dxn
ifadesinde yerine koyulmas¬ ile;

z = (x2 � 1)n

Pn(x) =
1

K

dnz

dxn
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. Bu elde edilen polinomlar ilk dört Legendre polinomudur ,Legendre polinom-

lar¬ Rodrigues formülünden elde edilir ve genel ortogonal polinom ifadesi ile ifade

edilmi̧s gösterimi;

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 � 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 � 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 � 30x2 + 3)

�dir.Legendre polinomlar¬n¬n genelleştirilmi̧s hali Jacobi

polinomlar¬n¬ verir(Jackson,1941 : 46).

Legendre polinomu üzerinden inceleme devam¬nda g(x); h(x) fonksiyonlar

ve �n(x) = g(x):h(x); g(x) = (1� x)
�+n; h(x) = (1 + x)�+n olmak üzere Leibniz

formulü yard¬m¬yla; �; � tamsay¬ de¼gil ; �1 < x < 1 için g(x) ve h(x)�i reel ve

pozitif yapmas¬ için seçilir. Sonucun n: türevi Leibniz formülü ile ;

�n(x) = (1� x)�+n:(1 + x)�+n

�nn(x) =
�
(1� x)�+n:(1 + x)�+n

�(n)

=
�
(1� x)�+n

�(n)
:(1 + x)�+n + n:

�
(1� x)�+n

�(n�1)
:((1 + x)�+n)

0

+
n:(n� 1)

2!
((1� x)�+n)(n�2)((1 + x)�+n)

00

+:::+ ((1� x)�+n)((1 + x)�+n)(n)

�nn(x) = g
(n)(x)h(x)+n:g(n�1)(x)h

0

(x)+
n(n� 1)

2!
g(n�2)(x):h

00

(x)+:::+g(x):h(n)(x)
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0 � j � n için g(i)(x); (1�x)�+n�i = (1�x)�(1�x)n�i�nin sürekli bir çarpan¬d¬r

şöyle ki;

g(i)(x) =
�
(1� x)�+n�i

�(i)

�
(1� x)�+n

�0
= (� + n):(1� x)�+n�1:(�1)

�
(1� x)�+n

�00
= (� + n):(� + n� 1)(1� x)�+n�2

g(i)(x) ifadesi (� + n� i) :dereceden polinoma kaŗs¬l¬k gelen bir polinom �

ve n �ye ba¼gl¬ sabit k olmak üzere g(i)(x) ifadesi ;(1� x)�(1� x)n�i �nin sabit bir

k kat¬ oldu¼gu görülür.

h(n�i)(x); (1 + x)�(1 + x)i cinsinden ifade edildi¼ginde

h(n�i)(x) = ((1 + x)�+n)(n�i)

((1 + x)�+n)
0

= (� + n) (1 + x)�+n�1

((1 + x)�+n)
00

= (� + n) (� + n� 1) (1 + x)�+n�2

((1 + x)�+n)
000

= (� + n) (� + n� 1) (� + n� 2) (1 + x)�+n�3 = t:(1 + x)�+n�3

t; � ve n�ye ba¼gl¬ sabitlerdir, dolay¬s¬yla h(n�i)(x) = t:(1+x)�+n�n+i; h(n�i)(x); (1+

x) polinomunun (� + i). dereceden bir polinomudur. h(n�i)(x); görüldü¼gü gibi

h(n�i)(x) = t:(1 + x)(�+i) ; (1 + x)� :(1 + x)i �nin bir kat¬d¬r.

�nn(x) = g
(n)(x)h(x)+n:g(n�1)(x)h

0

(x)+
n(n� 1)

2!
g(n�2)(x):h

00

(x)+:::+g(x):h(n)(x)
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0 � j � n için

g(n)(x) = (� + n) (� + n� 1) ::: (� + n� i� 1) (1� x)�

h(x) = (1 + x)�+n

h
0

(x) = (� + n) (1 + x)�+n�1

h
00

(x) = (� + n) (� + n� 1) (1 + x)�+n�2

Ve n:dereceden türevi olan h(x) fonksiyonu;

hn(x) = (� + n) (� + n� 1) : (� + 1) (1 + x)

�nn(x) = (� + n) (� + n� 1) :: (� + 1) (1� x)�(1 + x)�+n + ::

:+ (1� x)�+n (� + n) (� + n� 1) ::: (� + 1) (1 + x)�

= k:(1� x)�(1 + x)�+n + ::::::+ t(1� x)�+n:(1 + x)�

�nn(x) = k:(1� x)
�(1 + x)�:(1 + x)n + ::+

�
n

i

�
g(i)(x)h(n�1)(x) + ::+ g(x):h(n)(x)

(1.24)

elde edilir (Jackson,1941 : 167).

Elde edilen (1:24) denklemi g(i)(x) ve h(n�i)(x)�in hesaplanmas¬n¬n amac¬;

Leibniz formülüne göre �n(x)�in n: türevinin aç¬l¬m¬nda ve binom aç¬l¬m¬ndan

gelen g(i)(x) ve h(n�i)(x) de¼gerlerinin yerine koyabilmek ve gelecek katsay¬lar

hakk¬nda �kir edinebilmektir.Dolay¬s¬yla �nn(x) en fazla n: dereceden bir polinom

ile bu çarp¬m¬n sonucu olan (1 � x)�(1 + x)��ye sahiptir.yn(x) ile bu polinomu

ifade edilmesi ile;

31



�nn(x) = (1� x)
�(1 + x)�:yn(x)

ifadesine dönüşür.

yn(x) = (1�x)
��(1+x)�� dn

dxn

�
(1� x)�+n (1 + x)�+n

�
;yn(x);

(�1)n

2n:n!
ile çarp¬larak

ve Jacobi polinomunu J
(�;�)
n (x) gösterimi ile

Jn(x; �; �) =
(�1)n

2nn!
:(1� x)��(1 + x)��

dn

dxn

�
(1� x)�+n (1 + x)�+n

�

elde edilir, � = � = 0 için Legendre polinomlar¬ için Rodrigues formülünün

genelleştirilmesidir(Jackson, 1941 : 167).

�(k)n (x); k < n için ;

�n(x) = (1� x)
�+n:(1 + x)�+n

�
0

n(x) = (1� x)
�+n�1(1 + x)�+n�1 (� � �� x� � �� x (�� 2n� �))

n = 2 için Leibniz formülü ile aç¬l¬m¬ EK 1� de belirtildi¼gi üzere

�
00

n(x) = (1� x)�+n(� + n)(� + n� 1)(1 + x)�+n�2

�2: (� + n) :(1� x)�+n�1:(� + n)(1 + x)�+n�1

+(1 + x)�+n: (� + n) : (� + n� 1) :(1� x)�+n�2

�
000

n (x); ::; �
k
n(x) için yukar¬daki ilk iki türev aç¬l¬m¬ndan da görülece¼gi üzere

�kn(x) ; (1� x)
�+n�k ve (1 + x)�+n�k çarp¬mlar¬na sahip oldu¼gu görülür.� > �1;

� > �1 olmas¬ sebebiyle �+n�k � �+1 > 0; �+n�k � �+1> 0; �kn(x);x = �1

için yok olur (Jackson, 1941 : 167). Bu durumu k = 2 için gösterimi aşa¼g¬daki

gibidir;

32



�
00

n(x) = (1� x)�+n(� + n)(� + n� 1)(1 + x)�+n�2

�2: (� + n) :(1� x)�+n�1:(� + n)(1 + x)�+n�1

+(1 + x)�+n: (� + n) : (� + n� 1) :(1� x)�+n�2

x = 1 için;

�
00

n(1) = 0

x = �1 için,

�
00

n(�1) = 0

Ortogonallik şartlar¬n¬n incelenmesi ise;

I =
+1R

�1

(1� x)�(1 + x)�ym(x):yn(x)dx

yn(x) = (1� x)
��(1 + x)��

dn

dxn

�
(1� x)�+n (1 + x)�+n

�

I =
+1R

�1

(1� x)�(1 + x)�ym(x):(1� x)
��(1 + x)��

dn

dxn

�
(1� x)�+n (1 + x)�+n

�
dx

=
+1R

�1

ym(x):�
(n)
n (x)dx

I denklemi k¬smi integrasyon ile

I = ym(x):�
n�1
n (x) j+1

�1 �1:
1R

�1

�n�1n (x):y
0

m(x)dx

�(n�1)n (1) = 0
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�(n�1)n (�1) = 0

x = �10de

�(n)n (x) = 0

I = 0� 1:
1R

�1

�n�1n (x):y
0

m(x)dx

u = y
0

m(x); du = y
00

m(x)dx; �
n�1
n (x)dx = dv; �n�2n (x) = v;

I = �(y
0

m(x)�
n�2
n (x) j+1

�1 �
1R

�1

�n�2n (x):y
00

m(x)dx)

I = 0 + (�1)2:
1R

�1

�n�2n (x):y
00

m(x)dx bu sürecin m ard¬̧s¬k türevi ile

I = (�1)m
+1R

�1

y(m)m (x)�n�mn (x)dx

elde edilir. m < n ise daha fazla k¬smi integrasyon ile

I = (�1)m+1
+1R

�1

y(m+1)m (x)�(n�m�1)n (x)dx = 0

ym; en fazla m: Dereceden bir polinom olmas¬ sebebiyle y
(m+1)
m (x) = 0

�d¬r, I = 0 elde edilir ve bunun sonucu olarak ym(x) ve yn(x); (1 � x)
�(1 + x)�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir(Jackson,1941 : 168).

m = n için normalize durum;

I =
+1R

�1

(1� x)�(1 + x)�yn(x)yn(x)dx

=
+1R

�1

(1� x)�(1 + x)�yn(x)(1� x)
��(1 + x)���(n)n (x)dx

=
+1R

�1

yn(x)�
(n)
n (x)dx
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I denkleminin k¬smi integrasyonuna devam edilmesi ile

I = yn(x)�
(n�1)
n (x) j+1

�1 �1:
1R

�1

�n�1n (x):y
0

n(x)dx

elde edilir. �n�1n (1) = 0; �n�1n (�1) = 0; x = �10de; �nn(x) = 0 bilgileri alt¬nda n

kez integrallenme i̧slemine devam edilmesi ile I =
1R

�1

�n(x):y
n
n(x)dx elde edilir ve

bu ifade için ynn(x) inceleme alt¬na al¬nmas¬ ile

yn(x) = (1� x)��:(1 + x)��:
dn

dxn

�
(1� x)�+n (1 + x)�+n

�

= (1� x)��:(1 + x)��:
dn

dxn
(((�1) (x� 1))�+n : (1 + x)�+n)

= (1� x)��:(1 + x)��:
dn

dxn
(�1)

�+n

(x� 1)�+n: (1 + x)�+n)

= (�1)��(x� 1)��(1 + x)��(�1)�+n:
dn

dxn

�
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

�

yn(x) = (�1)
��(x� 1)��(1 + x)��(�1)�+n:

dn

dxn

�
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

�

dn

dxn

�
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

�

dn

dxn

�
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

�
ifadesi aşa¼g¬daki gibi incelenmi̧stir:

(x � 1)�+n: (1 + x)�+n 2n dereceli denklemin n: dereceden türevi ; n:

dereceden xn ve xn �in katsay¬s¬ ba¼gl¬ bir sonuç olaca¼g¬ için yn(x) ifadesinde

n�den daha düşük dereceli polinomlar¬n türevleri s¬f¬r de¼gerini almalar¬ sebebiyle

en yüksek dereceli polinom al¬narak türev uygulan¬r.

�
x�+n:x�+n

�(n)
= (x�+�+2n)(n)

1:t�urevi; (� + � + 2n) :x�+�+2n�1
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2:t�urevi; (� + � + 2n) (� + � + 2n� 1) :x�+�+2n�2

ve devam eden n ard¬̧s¬k türevle elde edilen n:dereceden türevi; �n,x
�+�+n �nin

katsay¬s¬n¬ göstermek üzere

(� + � + 2n) (� + � + 2n� 1) ::::: (� + � + n+ 1) x�+�+n = �nx
�+�+n

şeklinde ifade edilir.(x� 1)�+n(x+1)�+n ifadesini x�+�+2n ile bölünüp çarp¬lmas¬

ile çarp¬m de¼gerinde bir de¼gi̧siklik olmamas¬ sebebiyle;

(x� 1)�+n(x+ 1)�+n =
x�+�+2n

x�+n:x�+n
:(x� 1)�+n(x+ 1)�+n

= x�+�+2n:

�
x� 1

x

��+n

:

�
x+ 1

x

��+n

= x�+�+2n:

�
1�

1

x

��+n

:

�
1 +

1

x

��+n

elde edilen ifadedeki son iki çarp¬m¬

(x� 1)�+n(x+ 1)�+n = x�+�+2n:

�
1�

1

x

��+n

:

�
1 +

1

x

��+n

için binomial teorem ile aç¬ld¬¼g¬nda ;

(a)

�
1�

1

x

��+n
= 1+(� + n) :

�
�
1

x

�
+
(� + n) (� + n� 1)

2!
:
1

x2
+ ::+

�
�
1

x

��+n

(b)

�
1 +

1

x

��+n
= 1 + (� + n) :

�
1

x

�
+
(� + n) (� + n� 1)

2!
:
1

x2
+ :::+

�
1

x

��+n

ifadeleri denklemde yerine koyulmas¬ ile
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(x� 1)�+n(x+ 1)�+n = x�+�+2n:

�
1�

1

x

��+n

:

�
1 +

1

x

��+n

= x�+�+2n:

�
1 +

� � �

x
+ :::

�

elde edilir.

dn

dxn

h
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

i
=

�
x�+�+2n + (� � �) x�+�+2n�1 + :::

�(n)

= (� + � + 2n) (� + � + 2n� 1) ::

::: (� + � + n+ 1) x�+�+n

+(� � �) (� + � + 2n� 1) :

: (� + � + n) :x�+�+n�1 + :::::

�n = (� + � + 2n) (� + � + 2n� 1) ::: (� + � + n+ 1)

�n = (� � �) (� + � + 2n� 1) ::: (� + � + n)

ve dn

dxn

h
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

i
ifadesini �n ve �n ile gösterilmesi ile

dn

dxn

h
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

i
= �nx

�+�+n + �n:x
�+�+n�1 + :::

�n = (� + � + 2n) (� + � + 2n� 1) ::: (� + � + n+ 1)

�n = (� � �) (� + � + 2n� 1) ::: (� + � + n)

denklikleri ile elde edilen ifadeyi

yn(x) = (�1)
n(x�1)��(x+1)�� dn

dxn

h
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

i
ifadesinin denklemin
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her iki taraf¬n¬da x���� ile çarp¬l¬p bölünmesi ile

yn(x) = (�1)n(x� 1)��(x+ 1)��
dn

dxn

h
(x� 1)�+n: (1 + x)�+n

i

= (�1)n:(x)����
�
1�

1

x

�
��

:

�
1 +

1

x

�
��

:x�+�:
�
�nx

n + �n:x
n�1 + ::::

�

= (�1)n:

�
1�

1

x

�
��

:

�
1 +

1

x

�
��

:�nx
n + �n:x

n�1

= (�1)n:
�
1 +

�

x
+ :::

��
1�

�

x
+ :::

��
�nx

n + �n:x
n�1 + ::::

�

= �n:x
n + �n:x

n�1 + ::::::

xn ve xn�1�in katsay¬lar¬ s¬ras¬ ile;�n = (�1)
n�n ve �n = (�1)

n [�n + (�� �)�n]

göstermek üzere ;

yn(x) =
�
(�1)n:�n:x

n + (�1)n�nx
n�1 + :::

� �
1 +

�

x
+ :::

��
1�

�

x
+ :::

�

=
�
(�1)n:�n:x

n + (�1)n�nx
n�1 + :::

��
1�

�

x
+ :::+

�

x
�
��

x2
+ :::

�

=

0

BBBBBB
@

(�1)n:�n:x
n
� (�1)n:�n:�:x

n�1 + ::::+ (�1)n:�n:�:x
n�1

�(�1)n�n:�:�:x
n�2 + ::

::+ (�1)n�nx
n�1

� (�1)n�n:�:x
n�2 + ::

::+ (�1)n�n�x
n�2

� (�1)n�n��x
n�3 + ::::::

1

CCCCCC
A

�n = (�1)
n:�n

�n = (�1)
n: [�n + (�� �)�n]

geçi̧si

yn(x) = �nx
n + �nx

n�1 + :::
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�n = (�1)n:�n

= (�1)n ((� + � + 2n) ::: (� + � + n+ 1))

�n = (�1)n(: [�n + (�� �)�n]

= (�1)n (�� �)n (� + � + 2n� 1) ::: (� + � + n+ 1)

ve gama fonksiyonunun tan¬m¬n¬n faydan¬lmas¬ ile

�n = (�1)n ((� + � + 2n) ::: (� + � + n+ 1))

�n = (�1)n (�� �)n (� + � + 2n� 1) :: (� + � + n+ 1)

�n = (�1)n
� (� + � + 2n+ 1)

� (� + � + n+ 1)

� = � durumunda �n = (�1)
n (�� �)n (� + � + 2n� 1) :: (2� + n+ 1))

ifadesi �n = 0 olur. n = 0 için tüm �; � için y0(x) = 1 �dir.Elde edilen ifadelerle

tekrar ifade edilirse y
(n)
n (x) = �n:n! ifadesinde denklemde yerine koyulmas¬ ile

I = (�1)n
+1R

�1

�n(x):y
(n)
n (x)dx

= (�1)n
+1R

�1

�n(x):�n:n!dx

ifadesine dönüşür(Jackson, 1941 : 169).

+1R

�1

(1� x)�(1 + x)� [yn(x)]
2
dx = I

I = (�1)n:n!:�n:
+1R

�1

�n(x)dx

ve elde edilen bu I denkleminde bulunan
+1R

�1

�n(x)dx =
+1R

�1

(1�x)�+n(1+x)�+ndx

ifadesi aşa¼g¬daki gibi incelenmesi ;
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t =
1

2
(1 + x)

1� t =
1� x

2

dx = 2dt ve bilgileri ile

+1R

�1

�n(x)dx =
+1R

�1

(1� x)�+n(1 + x)�+ndx

=
+1R

�1

(2:(1� t))�+n(2t)
�+n

2dx

= 2�+�+2n+1
1R

0

t
�+n

:(1� t)
�+n

dt

elde edilir(Jackson,1941 : 171).

Elde edilen ifadede aşa¼g¬daki dönüşümlerin uygulanmas¬ ve ;

+1R

�1

�n(x)dx = 2�+�+2n+1
� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

� (� + � + 2n+ 2)

= 2�+�+2n+1
1R

�1

t
�+n

:(1� t)
�+n

dt

elde edilir.Bu denklem I = (�1)nn!�n
+1R

�1

�n(x)dx denkleminde ifade edilmesi ile

I = (�1)nn!�n:2
�+�+2n+1� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

� (� + � + 2n+ 2)

�n = (�1)
n:
�(�+�+2n+1)
�(�+�+n+1)

I = (�1)nn!�n
+1R

�1

�n(x)dx

= (�1)2n:n!:2�+�+2n+1:
� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

(� + � + 2n+ 1)� (� + � + n+ 1) � (� + � + 2n+ 1)
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I denkleminin Gama fonksiyonu cinsinden ifadesi elde edilir.

Jacobi Polinomu Jn(x; �; �) ;

Jn(x; �; �) =
(�1)n

2n:n!
(1� x)�� (1 + x)��

dn

dxn
(�n(x))

=
(�1)n

2n:n!
:yn(x)

ve Jn(x; �; �) polinomunun normalize edilmi̧s hali;

�n =
(�1)n

2n:n!

+1R

�1

(1� x)� (1 + x)� :
(�1)n

2n:n!
: (yn(x))

2
dx

=
1

22n:(n!)2

+1R

�1

(1� x)� (1 + x)� : (yn(x))
2
dx

I =
+1R

�1

(1� x)� (1 + x)� : (yn(x))
2
dx bilgisi ile �n ifadesinde kullan¬lmas¬ ile �n =

I
22n:(n!)2

şekline dönüşür (Jackson, 1941 : 172). I denkleminin Gama fonksiyonu

cinsinden ifadesi olan I = n!2�+�+2n+1 �(�+n+1)�(�+n+1)
(�+�+2n+1)�(�+�+n+1)

tekrar �n ifadesinde

yaz¬lmas¬ ile

�n =
2
�+�+1

n!
:

� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

�(� + � + n+ 1) (� + � + 2n+ 1)

elde edilir.�n �in karekökü Jacobi polinomumun m = n için ortogonal oldu¼gu

aral¬kta normalize çarpan¬n¬ veren de¼gerdir (Jackson, 1941 : 172).

Jacobi polinomlar¬n¬n seri aç¬l¬m¬ndaki katsay¬lar¬

ck =
1
p
�k

+1R

�1

(1� x)� (1 + x)� :f(x):Jk(x; �; �)dx (1.25)

(1:25) formülünden katsay¬lar elde edilir(Jackson, 1941 : 172).

Jacobi Polinomlar¬ için rekürans ili̧skisi,ortogonal polinomlar için rekürans

formulünden faydalan¬larak aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir.

Jn(x; �; �) =
(�1)n

2n:n!
yn(x)
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yn(x) = (1� x)�� (1 + x)
�� dn

dxn
(�n(x)); �n(x) = (1� x)�+n:(1 + x)�+n olmak

üzere normalize edilmi̧s Jacobi Polinomunu ; jn(x; �; �) =
1p
�n
Jn(x; �; �) ifadesi

ile gösterilmek üzere

jn(x; �; �) =
1
p
�n
Jn(x; �; �)

�n =
2
�+�+1

n!
:

� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

�(� + � + n+ 1)� (� + � + 2n+ 1)

jn(x; �; �) =
1
p
�n
:
(�1)n

2n:n!
yn(x)

jn(x; �; �) =
1
p
�n
:
(�1)n

2n:n!
:
�
�n:x

n + �nx
n�1 + ::

�

�n = (�1)n�n

�n = (�1)n [�n + (�� �)�n]

bilgileri ile Pn(x)�in normalize edilmi̧s şeklinde bulunan x
n ve xn�1 �in katsay¬lar¬

an ve bn ile gösterilmek üzere;

�n = (�1)n
� (� + � + 2n+ 1)

� (� + � + n+ 1)

�n = (�1)n (�� �)n
� (� + � + 2n)

� (� + � + n+ 1)

an =
(�1)n�np
�n2nn!

bn =
(�1)n�np
�n2nn!

Yukar¬da ifade edilen katsay¬lar¬n içinde gerekli olan ifadelerin aç¬l¬m¬n¬n aşa¼g¬da

incelenmesi ile

1.

:
�n

�n+1
= �

(� + � + n+ 1)

(� + � + 2n+ 2) (� + � + 2n+ 1)
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2.

:
an

an+1
=

(�1)n�np
�n2nn!

p
�n+12

n+1(n+ 1)!

(�1)n+1�n+1

= �2(n+ 1):
�
�n+1

�n

�1=2
:
�n

�n+1

3.

bn

an
=

(�1)n�np
�n2nn!

p
�n2

nn!

(�1)n�n

=
�n
�n

=
(�� �)n

(� + � + 2n)

elde edilir(Jackson,1941 : 173).Rekürans ba¼g¬nt¬s¬;

xpn(x) =
an

an+1
pn+1(x) + cnnpn(x) +

an�1

an
pn�1(x) (1.26)

denklemi ile gösterilir(Jackson,1941 : 157). Bu ifadede yer alan cnn;
bn
an
� bn+1

an+1
=

cnn ve formülde gerekli olan ifadelerin elde edilmesi aşa¼g¬daki gibidir:

bn+1 =
(�1)n+1�n+1p
�n+12n+1(n+ 1)!

p
�n+12

n+1(n+ 1)!

(�1)n+1:an+1

=
�n+1

an+1

=
(�� �) (n+ 1)
(� + � + 2n+ 2)

bn

an
�
bn+1

an+1
=

�2 � �2

(� + � + 2n+ 2) (� + � + 2n)

an�1

an
=

�
�n

�n�1

�
2n

(�1)�1
�n�1

�n

an�1
an

ifadesinde bulunan
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�
�n�1

�n
= �

(� + � + n)

(� + � + 2n) (� + � + 2n� 1)

��n =
2(�+�+1)

n!

� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

� (� + � + n+ 1) (� + � + 2n+ 1)

��n�1 =
2(�+�+1)

(n� 1)!

� (� + n) � (� + n)

� (� + � + n) (� + � + 2n� 1)

�
�n

�n�1
= (�1)

� (� + � + 2n+ 1) � (� + � + n+ 2)

� (� + � + n+ 1) � (� + � + 2n+ 3)

�n =
(�1)n� (� + � + 2n+ 1)

� (� + � + n+ 1)

�n+1 = (�1)n+1
� (� + � + 2n+ 3)

� (� + � + n+ 2)

�n

�n+1
= (�1)

(� + � + n+ 1)

(� + � + 2n+ 2) (� + � + 2n+ 1)

�n+1 =
2(�+�+1)

(n+ 1)!

� (� + n+ 2) � (� + n+ 2)

(� + � + n+ 2) (� + � + 2n+ 3)

�n =
2(�+�+1)

n!

� (� + n+ 1) � (� + n+ 1)

� (� + � + n+ 1) (� + � + 2n+ 1)

�n+1

�n
=

1

n

(� + n+ 1) (� + n+ 1) (� + � + 2n+ 1)

(� + � + n+ 1) (� + � + 2n+ 3)

�n

�n�1
=

1

n

(� + n) (� + n) (� + � + 2n� 1)

(� + � + n) (� + � + 2n+ 1)

Bulunan de¼gerler (1:26) denkleminde ifade edilmesi ile

xpn(x) =
an

an+1
pn+1(x) + cnnpn(x) +

an�1

an
pn�1(x)

= �2(n+ 1)
�n

�n+1

�
�n+1

�n

�1=2
pn+1(x)

+

�
�2 � �2

�

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 2)
pn(x)

+
an�1

an
pn�1(x)
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x
Pn(x)

(�n)
1=2

=
an

an+1

Pn+1(x)

(�n+1)
1=2
+ cnn

Pn(x)

(�n)
1=2
+
an�1

an

Pn�1(x)

(�n�1)
1=2

x
Pn(x)

(�n)
1=2

= (�2)(n+ 1)
�n

�n+1

(�n+1)
1=2

(�n)
1=2

Pn+1(x)

(�n+1)
1=2
+

�
�2 � �2

�

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 2)

Pn(x)

(�n)
1=2

+
an�1

an

Pn�1(x)

(�n�1)
1=2

an�1 =
(�1)n�1�n�1

2n�1(n� 1)!�n�1
1=2

an =
(�1)n�n
2nn!(�n)

1=2

an�1

an
=

�
(�1)

�n�1

�n
2n(�n)

1=2 (� + � + 2n� 1) (n� 1)!� (� + � + n)

� (� + n) � (� + n) 2�+�+1

�

rekürans denkleminin tekrar düzenlenmesi ile,

x
Pn(x)

(�n)
1=2

= (�2)(n+ 1)
Pn+1(x)

(�n+1)
1=2
+

�
�2 � �2

�

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 2)

Pn(x)

(�n)
1=2

+
an�1

an

Pn�1(x)

(�n�1)
1=2

�
an�1

an

Pn�1(x)

(�n�1)
1=2
=

2: (� + n) (� + n)

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 1)

Pn�1(x)

(�n)
1=2

elde edilir.Tüm sadeleştirilmelerin yap¬lmas¬ ile Jacobi polinomlar¬ için (1:26)

denkleminin ifade etti¼gi rekürans formülü
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xPn(x) = (�2)(n+ 1)
�n

�n+1
Pn+1(x) +

�
�2 � �2

�

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 2)
Pn(x)

+
2 (� + n) (� + n)

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 1)
Pn�1(x)

= 2:(n+ 1)
(� + � + n+ 1)

(� + � + 2n+ 2) (� + � + 2n+ 1)
Pn+1(x)

+

�
�2 � �2

�

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 2)
Pn(x)

+
2 (� + n) (� + n)

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 1)
Pn�1(x)

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 1) (� + � + 2n+ 2) x:Pn(x) = 2:(n+ 1)
0

@ � + �

+n+ 1

1

A

0

@ � + �

+2n

1

APn+1(x)

+
�
�2 � �2

�
0

@ � + �+

2n+ 1

1

APn(x)

+2. (� + n) (� + n)
0

@ � + �

+2n+ 2

1

APn�1(x)

elde edilir.Yukar¬da yap¬lan i̧slemlerin aç¬klamas¬ aşa¼g¬dad¬r.

an; bn katsay¬lar¬ ile k¬yasland¬¼g¬nda; Pn(x)�in katsay¬lar¬n¬ tutan s¬ras¬yla

(�1)n �n
(2n:n!)

ve (�1)n �
n

(2n:n!)
;

an =
(�1)n�n

2n:n!�1=2n

;

bn =
(�1)n�n

2n:n!�1=2n
;
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�n

�n+1
=

(� + � + n+ 1)

(� + � + 2n+ 1) (� + � + 2n+ 2)

an

an+1
= �2(n+ 1)

�
�n+1

�n

�1=2

bn

an
=
�n
�n
=

(�� �)n

(� + � + 2n)

bn

an
�
bn+1

an+1
=

�
�2 � �2

�

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 2)

Bu de¼gerler rekürans formülü ile yer de¼gi̧stirebilir: k = n+1, n; n�1 için

normalize edilmi̧s Jacobi polinomu olan
Jk(x;�;�)

�
1=2
k

ile jk(x) �in yer de¼gi̧stirilmesiyle,

bu formül;

(� + � + 2n) (� + � + 2n+ 1) (� + � + 2n+ 2) x:Jn(x; �; �) = 2:(n+ 1)
0

@ � + �

+n+ 1

1

A

0

@ � + �

+2n

1

A :

Jn+1(x; �; �)

+
�
�2 � �2

�
0

@ � + �+

2n+ 1

1

A

Jn(x; �; �) +

2: (� + n)

(� + n)

(� + � + 2n+ 2)

Jn�1(x; �; �)
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şeklinde de ifade edilebilir(Jackson,1941 : 173).

Jacobi polinomlar¬n¬n diferansiyel denklemlerle olan ili̧skisi Pearson difer-

ansiyel denklemini a¼g¬rl¬k fonksiyonu sa¼glad¬¼g¬ gerçe¼ginden faydan¬larak Jacobi

polinomu için bulunan diferansiyel denklem aşa¼g¬da belirtilen (1:27) denklemi ile

ifade edilmi̧stir.

Bulunan de¼gerler (1:27) denkleminde ifade edilmesi ile

2

666
4

b0

+b1x

+b2x
2

3

777
5
P

00

n
(x) +

2

666666
4

b1

+a0

+(2b2

+a1)x

3

777777
5

P :
0

n
(x)�

2

666
4

b2n

(n+ 1)

+a1n

3

777
5
P
n
(x) = 0 (1.27)

�
1� x2

�
J
00

n
(x; �; �)+

2

4 � � �

�(� + � + 2)x

3

5 J
0

n
(x; �; �)+n

2

4 � + �

+n+ 1

3

5 J
n
(x; �; �) = 0

ikinci dereceden diferansiyel denklemi elde edilir(Jackson; 1941 : 174).
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·IK·INC·I BÖLÜM

PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·I VE ·IL·IŞK·IL·I

POL·INOMLAR

2:1:PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·IN·I SA¼GLAYAN

E¼GR·ILER VE ·IL·IŞK·IL·I POL·INOMLAR

·Istatistikte elimizde bulunan veriler grupland¬¼g¬nda bir frekans da¼g¬l¬m¬

belirtir Bu frekans da¼g¬l¬m¬ net bir e¼gri üzerinde ç¬kabilir,

bu e¼gri matematiksel bir e¼gri olarak gösterilirse bir denklem kurulabilir ve bu

frekans da¼g¬l¬m¬ kolayca tespit edilebilir ve bu frekans da¼g¬l¬m¬n¬ veren e¼griler

için en yayg¬n olarak kullan¬lan 12 farkl¬ e¼gri tipine sahip olan Pearson Tipi

e¼grilerdir(Hildebrant, 1931 : 393).

(1:1) denklemi ile ifade edilen Pearson Diferansiyel denklemini sa¼glayan

12 farkl¬ e¼gri tipi vard¬r ve bu e¼grilerin denklemleri ve onlardan elde edilen

diferansiyel denklemler aşa¼g¬daki gibidir:

1:

y = y0

�
1 +

x

a

�va �
1�

x

b

�vb

dy

dx
= va:

�
1 +

x

a

�va�1
:
1

a
:
�
1�

x

b

�vb
y0 +

�
1 +

x

a

�va
vb
�
1�

x

b

�vb�1
:

�
�
1

b

�
:y0

= v:y0

�
1 + x

a

�va
:
�
1� x

b

�vb
�
1 + x

a

�
:
�
1� x

b

� :
� (ax+ bx)

ab

=
vyx(a+ b)

(a+ x) (x� b)
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2:

y = y0

�
1�

x2

a2

�
m

dy

dx
= m:

�
1�

x2

a2

�
m�1

:
�2x

a2
:y0

=
�2mx

a2
:

a2

(a2 � x2)
:y

=
�2mxy

(a2 � x2)

3:

y = y0

�
1 +

x

a

�
va

:e�vx

dy

dx
=

�
1 +

x

a

�
va�1

:e�vx:y0:
�va
a
�

�
1 +

x

a

�
v
�

=
�vx

a+ x
:y

4:

y = y0

�
1 +

x2

a2

��m
:e�v: arctan

x

a

dy

dx
= y0

2

4
(�m):

�
1 + x

2

a
2

�
�m�1

:
�
2x

a
2

�
:e�v: arctan

x

a

+
�
1 + x

2

a
2

�
�m

:
�
�

av

a
2+x2

�
:e�v: arctan

x

a

3

5

�v: arctan x
a
= u olmas¬ sebebiyle

dy

dx
= y0

"�
1 +

x2

a2

��m�1
:e�v: arctan

x

a

�
�
2mx

a2
+

�
1 +

x2

a2

�
:

�
�

av

a2 + x2

��#

= y:

�
�2mx� av

a2 + x2

�
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5:

y = y0:x
�h:e�v=x

dy

dx
= �h:x�h�1:e�v=xy0 + x

�h:(v:x�2:e�v=x)y0

= y0:x
�h:e�v=x

�
�
h

x
+
v

x2

�

= y:

�
v � hx

x2

�

6:

y = y0:(x� a)
q:x�h

dy

dx
= y0:q:(x� a)

q�1:x�h + y0(x� a)
q:(�h).x�h�1

= y0(x� a)
q:x�h

�
�

a

x� a
+
�h

x

�

= y:

�
ha+ (a� h)x

x2 � ax

�

7:

y = y0:e
�

x
2

2�2

dy

dx
= �y0

x2

�2
:e
�

x
2

2�2

= �
x2

�2
:y

8:

y = y0

�
1 +

x

a

�
�m

dy

dx
= �m:y0:

�
1 +

x

a

�
�m�1

:
1

a

= �
m

a+ x
y
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9:

y = y0

�
1 +

x

a

�
m

dy

dx
= m:y0:

�
1 +

x

a

�
m�1

:
1

a

=
my

a+ x

10:

y =
n

�
e�

x

�

dy

dx
=

n

�
(�
1

�
e�

x

� )

= �
1

�
y

11:

y = y0:x
�m

dy

dx
= �m:y0:x

�m�1

= �
m

x
y

12:

y = y0

�
a1 + x

a2 � x

�
p

dy

dx
=

h:(a1 + a2 + 2x)

(a1 + x):(a2 + x)
y
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Tablo1: PearsonTip, Denklem Ve Pearson Diferansiyel Denklemi

T _Ip I y = y0
�
1 + x

a

�va �
1� x

b

�vb dy
dx
= vyx(a+b)

(a+x)(x�b)
y

T ipII y = y0

�
1� x2

a2

�m
dy
dx
= �2mxy

(a2�x2)

TipIII y = y0
�
1 + x

a

�va
:e�vx dy

dx
= �vx

a+x
:y

T ipIV y = y0

�
1 + x2

a2

��m
:e�v: arctan

x

a

dy
dx
= y:

�
�2mx�av
a2+x2

�

TipV y = y0:x
�h:e�v=x dy

dx
= y:

�
v�hx
x2

�

T _IpV I y = y0:(x� a)
q:x�h dy

dx
= y:

�
ha+(a�h)x
x2�ax

�

TipV II y = y0:e
�

x
2

2�2
dy
dx
= �x2

�2
:y

T ipV III y = y0
�
1 + x

a

��m dy
dx
= � m

a+x
y

T ipIX y = y0
�
1 + x

a

�m dy
dx
= my

a+x

TipX y = n
�
e�

x

�

dy
dx
= � 1

�
y

T ipXI y = y0:x
�m dy

dx
= � 1

�
y

T ipXII y = y0

�
a1+x
a2�x

�p
dy
dx
= h:(a1+a2+2x)

(a1+x):(a2+x)
y

: Kaynak :Hildebrant; 1931 : 393

şeklindedir(Hildebrant,1931 : 380).

Hatan¬n normal e¼grisi olarak kullan¬lan e¼griler TipIII ve TipV II`dir

(Hildebrant, 1931 : 380). Romanovsky, hatan¬n normal e¼grisi Hermite poli-

nomlar¬n¬n kullan¬m¬n¬ gerektirdi¼gi gibi; Pearson, Jacobi Polinomlar¬n¬ içeren

TipI ve TipI�in özel bir olay¬ olan TipII�yi buldu, TipIII, Laguerre polino-

munu içerir(Hildebrant, 1931 : 396).TipIV e¼grisinin genelleştirilmesinde � =

arctan(x=a) olmak üzere; Pn(m;x) = (a2 + x2)
m
ev�: d

n

dxn

h
(a2 + x2)

�m+n
:e�v�

i

polinomu kullan¬l¬r. Pn(m;x) = (a
2 + x2)

m
ev�: d

n

dxn

h
(a2 + x2)

�m+n
:e�v�

i
; �(x) =

(a2 + x2)
�m
e�v arctanx=a; �n(x) = (a

2 + x2)
�m+n

e�v arctanx=a ve

�
0

(x)

�(x)
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2

bilgisi ile

�
0

(x) = (a2 + x2)�m�1:e�v arctanx=a:(�2mx� va)

53



�
0

(x)

�(x)
=
(�2mx� va)

(a2 + x2)

a0 = �va; a1 = �2m; b0 = a
2; b1 = 0; b2 = 1 elde edilir. 1:27 denkleminde ifade

edilmesi ile

(a2 + x2)P
00

n (x) + [�va+ (2� 2m)x]P
0

n(x)� [n(n+ 1)� 2mn]Pn(x) = 0

·Ifadesi elde edilir(Hildebrant, 1931 : 397).

TipV e¼grisinin genelleştirilmesinde Pn(h; x) = xh:e
v

x

dn

dxn

�
x�h+2ne�

v

x

�

polinomu kullan¬l¬r ve a¼g¬rl¬k fonksiyonu �(x) = x�h:e�
v

x ;

�
0

(x) = e�
v

x :x�h�1:(�h+
v

x
)

�
0

(x)

�(x)
=
�hx+ v

x2

a0 = v; a1 = �h; b0 = 0; b1 = 0; b2 = 1

(x2)P
00

n (x) + [v + (2� h)x]P
:0

n (x)� [n(n+ 1� h)]Pn(x) = 0

elde edilir, ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glar(Hildebrant, 1931 : 380).

TipV I e¼grisinin genelleştirilmesinde Romanovsky;

Pn(�h; q; x) = (x� a)
�q:xh: d

n

dxn

�
(x� a)q+n:x�h+n

�
elde etmi̧stir ve

Pn(�h; q; x) = (x� a)�q:xh:
dn

dxn

�
(x� a)q+n:x�h+n

�

�(x) = (x� a)q:x�h

�n(x) = (x� a)q+n:x�h

�
0

(x) = (x� a)q:x�h
�

q

x� a
+
�h

x

�

�
0

(x)

�(x)
=

x(q � h) + ha

x2 � ax
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b0 = 0; b1 = �a; b2 = 1; a0 = ha; a1 = q � h

x:(x� a)P
00

n (x)+ [(1� h)(x� a) + (q + 1)x]P
0

n(x)� [n(n+ 1 + q � h)]Pn(x) = 0

·Ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glar(Hildebrant,1931 : 396).

Romanavsky y = A0u0+A1u1+A2u2+ ::: şeklinde u0; u1;u2; ::: x
0e ba¼gl¬

bir fonksiyon ve A0; A1;A2; ::: sabiti göstermek üzere Tip I � II � III ve TipV II

e¼grilerini sonsuz serilerle ifade etmi̧stir.

TipI e¼grisi y = y0
�
1 + x

a

�va �
1� x

b

�vb
için � > �1; � > �1 a ve b herhangi

bir sabit olmak üzere u0 = (a + x)
�(b � x)�0d¬r. Bu fonksiyon (�a; b) aral¬¼g¬nda

sürekli ve tan¬ml¬d¬r(Romanovsky,1924 : 107)

uk = Dk(a+ x)�+k(b� x)�+k; (k = 1; 2; 3:::)

uk = u0�k

(� + i)k = (� + i) (� + i+ 1) ::: (� + k)

(� + h)k = (� + h) (� + h+ 1) ::: (� + h)

�k = (� + 1)k (b� x)
k �

k

1
(� + 2) (� + k)k (b� x)

k�1 (a+ x) + :::+

(�1)k(� + 1)k(a+ x)
k

�k;Jacobi polinomlar¬d¬r.Ortogonal ve normalize durumu

bR

�a

u0:�k:�hdx = 0; h 6= k

bR

�a

u0:�k:�hdx = Jk; h = k

sa¼glar(Romanovsky,1924 : 108) Ayr¬nt¬l¬ çözümü b�ol�um 1:2:3 te ele al¬nm¬̧st¬r.

h = k durumu için k kez k¬smi integrasyondan sonra z = a+x
a+b

dönüşümü

ile (�a; b) den (0; 1) aral¬¼g¬nda
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Jk =
bR

�a

u0:�k:�hdx

= (�1)k:Dk:�k

bR

�a

(a+ x)�+k (b� x)�+k dx

= (�1)k:Dk:�kJ
0

k

J
0

k =
bR

�a

(a+ x)�+k (b� x)�+k dx

= (a+ b)�+�+2k+1
1R

0

z�+k (1� z)�+k dz

= (a+ b)�+�+2k+1B (� + k + 1; � + k + 1)

= (a+ b)�+�+2k+1 :
� (� + k + 1) � (� + k + 1)

� (� + � + 2k + 2)

gama fonksiyonun � (x+ 1) = x� (x) özelli¼ginden faydan¬lmas¬ ile

� (� + k + 1) = (�)k � (�) ; � (� + k + 1) = (�)k � (�) ;

J
0

k = (a+ b)�+�+2k+1 :
� (� + k + 1) � (� + k + 1)

� (� + � + 2k + 2)

= (a+ b)�+�+2k+1 :
(�)k (�)k � (�) � (�)

(� + �)
2k+1 � (� + �)

Jk = (�1)
k:Dk:�kJ

0

k jacobi polinomunun

(�1)k:Dk:�k = k! (� + � + k + 1)2k

ifadesinde

�k = k! (� + � + k + 1)2k (a+ b)
�+�+2k+1

:
(�)k (�)k
(� + �)

2k+1

ile ifade edilirse

Jk = �k
� (�) � (�)

� (� + �)

elde edilir(Romanovsky,1924 : 109).
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y = A0u0 + A1u1 + A2u2 + ::: serisi sa¼g k¬sm¬ndaki terimler (�a; b) ar-

al¬¼g¬nda yak¬nsak olsun ve k¬saca y =
1P

h=0

Ahuh gösterilmek üzere

.�0 = 1; �1; �2; :::: polinomlar¬n¬n herhangi biri ile terim terime çarp¬l¬p (�a; b)

aral¬¼g¬nda integrali al¬nd¬¼g¬nda

y =
1P

h=0

Ahuh

Sk =
bR

�a

y�kdx

bR

�a

y�kdx =
bR

�a

�k

1P

h=0

Ahuhdx

=
1P

h=0

Ah

bR

�a

u0�h�kdx

Sk = AkJk

Ak =
Sk

Jk
; (k = 0; 1; 2; :::)

Ak;katsay¬lar¬ bulunur.S0 =
bR

�a

ydx0tir: Bu bilgiler alt¬nda;

y = A0u0 + A1u1 + A2u2 + :::

y =
S0

J0
u0 +

S1

J1
u1 +

S2

J2
u2 + :::::

Jk = �k
�(�)�(�)
�(�+�)

; eşitlikte yerinde ifade edildi¼ginde

y =
S0

�0

� (� + �)

� (�) � (�)
u0 +

S1

�1

� (� + �)

� (�) � (�)
u1 + :::

y =
S0

�0

� (� + �)

� (�) � (�)
u0

�
1 +

�0

�1

S1

S0
�1 +

�0

�2

S2

S0
�2 + :::

�

elde edilir(Romanovsky,1924 : 110).

Bu serinin ilk terimi y = S0
�0

�(�+�)
�(�)�(�)

u0 verilen y fonksiyonu için bir

yaklaş¬m olarak ili̧skilendirilir.
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�0 = (a+ b)�+�+1:
�:�

(� + �) (� + � + 1)

y =
S0

�0

� (� + �)

� (�) � (�)
u0

=
S0

(a+ b)�+�+1:

(� + �) (� + � + 1)

�:�

� (� + �)

� (�) � (�)
(a+ x)�:(b� x)�

=
S0

(a+ b)�+�+1:
:
� (� + � + 2)

� (� + 1) � (� + 1)
(a+ x)�:(b� x)�

�
a
= �

b
= v olsun.y fonksiyonunun sa¼g taraf¬n¬ b�; a� ile çarp¬l¬p bölünmesi ile

y =
S0

(a+ b)�+�+1:
:
� (� + � + 2)

� (� + 1) � (� + 1)
a�b�(

a+ x

a
)�:(

b� x

b
)�

=
S0

(a+ b)(a+ b)�+�:
:
� (� + � + 2)

� (� + 1) � (� + 1)

��
v

����
v

��
(1 +

x

a
)�:(1�

x

b
)�

=
S0

(a+ b) (�+�)
�+�

v
�+� :

:
� (� + � + 2)

� (� + 1) � (� + 1)
:
��:��

v�+�
:(1 +

x

a
)�:(1�

x

b
)�

=
S0

(a+ b)

��:��

(� + �)�+�
� (� + � + 2)

� (� + 1) � (� + 1)
(1 +

x

a
)�:(1�

x

b
)�

y0 =
S0

(a+b)
��:��

(�+�)�+�
�(�+�+2)

�(�+1)�(�+1)
olmak üzere

y = y0(1 +
x

a
)�:(1�

x

b
)�

elde edilir.

�

a
=

�

b
= v

y = y0(1 +
x

a
)�:(1�

x

b
)�

y = y0(1 +
x

a
)av:(1�

x

b
)bv

Bu ifade TipI e¼grisinin frekans denklemini temsil eder(Romanovsky,1924 : 111).
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�
1� x2

�
y
00

+ 2 [�� � � (� + �) x] y
0

+ n [n� 1 + 2 (� + �)] y = 0

ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glar (Fujiwara, 1925 : 1)

2:2: PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·IN·IN POL·INOMSAL

·IFADES·I

1

y

dy

dx
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2

Pearson diferansiyel denkleminin pay¬ birinci dereceden ve paydas¬ ikinci

dereceden bir polinomdur. Pay N ve paydan¬n D ile gösterimi aşa¼g¬da ifade

edildi¼gi gibidir.

1

y

dy

dx
=
N

D

Teorem 2:1 :dy
dx
= N

D
y�nin bir çözümü ise, Dn

y

dny

dxn
en fazla n:dereceden bir

polinomdur(Hildebrant, 1931 : 399).

·Ispat:n = 1 için pay birinci dereceden bir polinom olan N ifadesini P1(x) oldu¼gu

aç¬kt¬r ; D: dy
dx
= Ny; 1

y
D dy

dx
= P1(x) için sa¼glar. D:

dy

dx
= Ny ifadesinin diferan-

siyellenmesi ile D: d
2y

dx2
+D

0 dy

dx
= N: dy

dx
+N

0

y elde edilir. ·Ifadenin D ile çarp¬lmas¬

durumunda ;

D2
d2y

dx2
+D:D

0 dy

dx
= N:D:

dy

dx
+N

0

Dy (2.1)

ifadesine dönüşür. D: dy
dx
= Ny ifadesi (2:1) eşitli¼ginde yerine koyulmas¬ ile den-

klem D2 d
2y

dx2
+D

0

Ny = N:N:y +N
0

Dy şeklini al¬r ve y parantezine al¬narak;

D2
d2y

dx2
=
�
N2

�ND
0

+N
0

D
�
y ( 2.2)

elde edilir.
�
N2

�ND
0

+N
0

D
�
ikinci dereceden bir polinomdur . D

0

lineer, N
0

sabit, D = b0 + b1x+ b2x
2; N = a0 + a1x;N

0

= a
1
�dir.
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Yukaridaki belirtilen de¼gerler ile (2:2) denkleminde gösterilmi̧s şekli

aşa¼g¬daki eşitlikte ifade edilmi̧stir.

D2
d2y

dx2
=

2

4

0

@ a20 � a0b1 + a0b1 + x(2a0a1

�2a0b2 � a1b1 � 2a1b2 + a1b1

1

Ax+ (a21 + a1b2)x
2

3

5 y

D
0

; lineer; N
0

sabit ve
�
N2 �ND

0

+N
0

D
�
ikinci dereceden bir polinom oldu¼gu

aç¬kt¬r ve n için bu ifadenin genelleştirilmi̧s şekli; N; D ve türevlerine ba¼gl¬ olarak

n:dereceden bir polinoma kaŗs¬l¬k gelir ve Dn: d
ny

dxn
= Pn(x)y şeklinde ifade edilir.

m � n için Dn: d
ny

dxn
= Pn(x)y eşitli¼ginin diferansiyellenmesi ile

nDn�1D
0 dny

dxn
+Dn d

n+1

dxn+1
y = Pn(x)

dy

dx
+
dPn(x)

dx
y

elde edilir ve denklemin her iki taraf¬n¬n D ile çarp¬lmas¬ ile;

nDnD
0 dny

dxn
+Dn+1 d

n+1

dxn+1
y = DPn(x)

dy

dx
+D

dPn(x)

dx
y (2.3)

ifadesine dönüşür ve bu eşitlik dy

dx
= N

D
y ve Dn: d

ny

dxn
= Pn(x)y eşitliklerinin

faydan¬lmas¬ ile yeniden düzenlendi¼ginde

Dn+1 d
n+1y

dxn+1
= D:Pn(x):

dy

dx
� nDnD

0 dny

dxn
+D:

dPn(x)

dx
y

Pn+1(x)y = D:Pn(x)
N

D
y � nD

0

Pn(x)y +D:
dPn(x)

dx
y

=

�
NPn(x)y � nD

0

Pn(x)y +D:
dPn(x)

dx
y

�

= y

�
Pn(x)

h
N � nD

0

i
+D:

dPn(x)

dx

�

Pn+1(x) = Pn(x)
h
N � nD

0

i
+D:

dPn(x)

dx
(2.4)

elde edilir: (2:4) eşitli¼gi ile bir rekürans ba¼g¬nt¬s¬d¬r ve (n+ 1): dereceden polino-

mun , n: dereceden polinom ve onun ilk türevinin birleşimi ile elde edilebilece¼gini
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gösterir (Hildebrant,1931 : 400).

Hermite, Legendre, Laguerre ve Jacobi polinomlar¬ ortogonal polinom-

lar¬n özel türleridir. �; ��n¬n varl¬¼g¬ sebeb¬yle ortaya ç¬kan k, Jacobi ve Laguerre

polinomlar¬ için ortogonal polinomlar¬n gösterimi Pn(k; x) ile ifade edilir. Pn(k; x)

ile Pn(x) aras¬ndaki fark Pn(x) �te teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonks¬yonu y = f(x)

olarak al¬n¬r, Pn(k; x) lerde ise k herhangi bir reel say¬ olmak üzere Dky lerden

oluşur ve bu y = f(x) için Pearson diferansiyel denklemini sa¼glayan durumlar,

u = Dky ler içinde sa¼glan¬r.

Teorem 2.2: y; dy
dx
= N

D
y0nin bir çözümü ise; 1

y
Dn�k dn

dxn
(Dky) ,x en fazla n.

dereceden bir polinom olmak üzere Pn(k; x)
0in bir polinomudur.k = n ise 1

y
dn

dxn
(Dny);

en fazla n. dereceden bir polinomdur(Hildebrant,1931:401).

·Ispat: dy

dx
ifadesinde y = f(x) yerine u = Dky için

d

dx
(Dky) = kDk�1D

0

y +Dk:
dy

dx

ve dy

dx
= N

D
y denklemde yerine koyulur

d

dx
(Dky) = Dk�1y(k:D

0

+N)

= Dk:y

�
N + kD

0

D

�

du

dx
=

�
N + kD

0

D

�
:u

1

u

du

dx
=
N + kD

0

D

elde edilir. Payda bulunan N + kD
0

birinci dereceden bir polinomu ifade eder

ve payda ise D ikinci dereceden bir polinomu ifade eder,dolay¬s¬ ile 1

u
du
dx
�

N
D
ve

Pearson diferansiyel denkleminin özelliklerini sa¼glar. Genel olarak n: dereceden

ortogonal polinomlar¬n di¼ger gösterimi
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Dn
dny

dxn
= Pn(x)y

Pn(x) =
1

y
Dn
dny

dxn

ile gösterilir. f(x) = Dky

Pn(k; x) =
1

Dky
:Dn:

dn(Dky)

dxn

=
1

y
:Dn�k:

dn(Dky)

dxn

·Ile ifade edilir. (2:4) denklemi ile ifade edilen rekürans ili̧skisinin Pn(k; x) �ler için

gösterimi aşa¼g¬da gösterilmi̧stir.

Pn(k; x) =
1

y
:Dn�k:

dn(Dky)

dxn

/P
n
(k + 1; x) =

1

Dk+1y
Dn:

dn(Dk+1y)

dxn

=
1

y
:Dn�k�1

dn

dxn
(Dk+1y)

y:Pn(k + 1; x) = Dn�k�1:
dn

dxn
(Dk+1y)

(y:Pn(k + 1; x))
0

= (n� k � 1):Dn�k�2:D
0

:
dn

dxn
Dk+1y +Dn�k�1:

dn+1

dxn+1
:Dk+1y

elde edilir. Bu ifade

(y:Pn(k + 1; x))
0

= Pn(k + 1; x):
dy

dx
+
dPn(k + 1; x)

dx
:y (2.5)

ve (2:5) denklemi denktir .(2:4) ve (2:5) eşitliklerinin sa¼g k¬s¬mlar¬ brbirine

eşitlenerek ve her iki taraf¬n¬n D ile çarp¬lmas¬ ile,
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(n� k � 1)Dn�k�1:D
0

:
dn

dxn
(Dk+1y) +Dn�k d

n+1

dxn+1
(Dk+1y) =

Pn(k + 1; x):

D:
N

D
y

+D:

dPn(k + 1; x)

dx
:y

(n� k � 1)D
0

yPn(k + 1; x) + yPn+1(k + 1; x) = y

0

BBBBBBBBB
@

N

Pn(k + 1; x)

+

D:

dPn(k+1;x)
dx

1

CCCCCCCCC
A

y:
�
(n� k � 1)D

0

Pn(k + 1; x) + Pn+1(k + 1; x)
�
= y

0

BBB
@

(N:

Pn(k + 1; x)

+D:dPn(k+1;x)
dx

)

1

CCC
A

Pn+1(k + 1; x) =
h
N + (k � n+ 1)D

0

i
Pn(k + 1; x) +D:

dPn(k + 1; x)

dx
(2.6)

elde edilir (Hildebrant,1931 : 401).(2:6) denklemi ile Pn+1(k+1; x)�ler için rekürans

ili̧skisini gösterir ve bu ili̧ski; (n+ 1). dereceden polinom , n: dereceden polinom

ve n: dereceden polinomun türeviyle elde edilebilir.

k = n için (2:6) denklemi

Pn+1(n+ 1; x) =
h
N +D

0

i
Pn(n+ 1; x) +D:

dPn(n+ 1; x)

dx
(2.7)

(2:7) ile ifade edilir(Hildebrant,1931 : 401).

Laguerre ve Jacobi polinomlar¬ ; (2:6) denklemini , (2:4) denklemi ise

Hermite polinomlar¬n¬ sa¼glar. N = a0+ a1x birinci dereceden bir polinom olmas¬

sebebiyle ve dy

dx
= N

D
y P1(x) i sa¼glar;D

000

= 0; N
00

= 0 de¼gerleri göz önünde
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bulundurulmas¬ ile (2:4) rekürans ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlan¬larak

N

D
=

1

y

dy

dx

P1(x) � D
1

y

dy

dx

� D
1

y

N

D
y

P1(x) � N

P2(x) = P1(x)(N �D
0

) +D:
dP1(x)

dx

= N(N �D
0

) +D:N
0

= N2
�ND

0

+N
0

D

P3(x) = P2(x)(N � 2D
0

) +D:
dP2(x)

dx

= (N2
�ND

0

+N
0

D)(N � 2D
0

) +D:
d

dx
(N2

�ND
0

+N
0

D)

= N3
� 3N2D

0

+ 3NN
0

D
0

+ 2N(D
0

)2 � 2N
0

D
0

D �NDD
00

P4(x) = P3(x)(N � 3D
0

) +D:
dP3(x)

dx

=
�
N3

� 3N2D
0

+ 3NN
0

D
0

+ 2N(D
0

)2 � 2N
0

D
0

D �NDD
00

��
N � 3D

0

�

+D:
d

dx

�
N3

� 3N2D
0

+ 3NN
0

D
0

+ 2N(D
0

)2 � 2N
0

D
0

D �NDD
00

�

=
�
N3

� 3N2D
0

+ 3NN
0

D
0

+ 2N(D
0

)2 � 2N
0

D
0

D �NDD
00

��
N � 3D

0

�

+D:

0

BBB
@

3N2N
0

� 6NN
0

D
0

� 3N2D
00

+ 3(N
0

)2D

+3NN
00

D + 3NN
0

D
0

+ 2N
0

(D
0

)2 + 4ND
0

D
00

� 2N
00

D
0

D

�2N
0

D
00

D � 2N
0

(D
0

)2 �N
0

DD
00

�ND
0

D
00

�NDD
00

1

CCC
A

P4(x) = N4
� 6N3D

0

+ 6N2N
0

D + 11N2(D
0

)2

�14NN
0

DD
0

� 4N2DD
00

� 6N(D
0

)3 + 6N
0

D(D
0

)2

+6NDD
0

D
00

+ 3(N
0

)2D2
� 3N

0

D2D
00
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Pearson difreansiyel denkleminin polinomsal ili̧skisini gösteren ilk 4 polinom N

ve D�ye ba¼gl¬ olarak ifadesi elde edilmi̧stir(Hildebrant,1931 : 402).

Pearson Diferansiyel denkleminin pay N ve payda D0ye ba¼gl¬ genel

gösterimi EK 1 de ifade edilen Leibniz formülü kullan¬larak elde edilen rekürans

ili̧skisi aşa¼g¬daki gibidir:

dy

dx
=

N

D
y

D:
dy

dx
= Ny

Pearson diferansiyel denkleminin sol ve sa¼g k¬sm¬n¬n EK 1 �de ifade edilen Leibniz

formulü ile aç¬lm¬̧s ifadesi s¬ras¬yla

D:
dn+1y

dxn+1
+

�
n

1

�
D

0 dny

dxn
+

�
n

2

�
D

00 dn�1y

dxn�1

N
dny

dxn
+

�
n

1

�
N

0 dn�1y

dxn�1

dir ve bu denklemleri D: dy
dx
= Ny�de yerine koyulmas¬ ile

(D:
dy

dx
)(n) = (Ny)(n)

D:
dn+1y

dxn+1
+ nD

0 dny

dxn
+
n(n� 1)

2!
D

00 dn�1y

dxn�1
= N:

dny

dxn
+ nN

0 dn�1y

dxn�1

ve bu ifadenin her iki taraf¬n¬da Dn ile çarp¬l¬p¬ düzenlenmesi ile

Dn+1:
dn+1y

dxn+1
+Dn(nD

0

�N)
dny

dxn
+Dn

�
n(n� 1)

2!
D

00

� nN
0

�
dn�1y

dxn�1
= 0

sonucuna ulaş¬l¬r. Pn(x) =
1
y
Dn d

ny

dxn
�den Dn: d

ny

dxn
= y:Pn(x) oldu¼gu görülür. Bu

ifade n = n � 1 için ifade edildi¼ginde ; Dn�1 dn�1y
dxn�1

= yPn�1(x) ifadesinin

Dn+1: d
n+1y

dxn+1
+ Dn(nD

0

� N) d
ny

dxn
+ Dn

h
n(n�1)
2!

D
00

� nN
0

i
dn�1y

dxn�1
= 0 ifadesinde
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gösterilmesi

y

�
Pn+1(x) + (nD

0

�N)Pn(x) + nD

�
(n� 1)

2!
D

00

�N
0

�
Pn�1(x)

�
= 0

ve.ifadenin y ile bölünmesi ile (n + 1): dereceden polinomun n ve (n � 1):

dereceden rekürans ili̧skisi (2:8) denklemi ile ifade edilir.

�
Pn+1(x) + (nD

0

�N)Pn(x) + nD

�
(n� 1)

2!
D

00

�N
0

�
Pn�1(x)

�
= 0 (2.8)

elde edilir(Hildebrant,1931 : 403). (2:4) ve (2:8) denklemi birbirlerine eşit den-

klemlerdir ve dolay¬s¬ ile n
h
N

0

�
(n�1)
2
D

00

i
DPn�1(x) = D:

dPn(x)
dx

� dir ve böylece

dPn(x)

dx
= (n):

�
N

0

�
(n� 1)

2
D

00

�
Pn�1(x) (2.9)

eşitli¼gi ile yeni bir n ve (n � 1): �den polinomlara ba¼gl¬ rekürans ili̧skisi elde

edilmi̧s olur veya (2:9) rekürans ili̧skisi (n + 1): dereceden polinomun türevi baz

al¬narak yeniden

dPn+1(x)

dx
= (n+ 1)

�
N

0

�
(n)

2
D

00

�
Pn(x)

elde edilir(Hildebrant, 1931 : 404).

D = b0+ b1x+ b2x
2; D

0

= b1+2b2x;D
00

= 2b2; N = a0+ a1x;N
0

= a1; N
00

= 0

dPn+1(x)

dx
= (n+ 1) (a1 � nb2)Pn(x) (2.10)

(2:10) eşitli¼gi ile (n + 1): dereceden polinomun n: dereceden polinomla olan

rekürans ili̧skisini gösteren denklem ifade edilmi̧s olur. 2:2 bölümünde ,baz¬ kay-

naklarda Hermite Polinomlar¬n¬ �(x) = e�x
2

için n: dereceden

Hn(x) = (�1)
nex

2 dne�x
2

dxn

66



ile ifade edilmi̧stir ve incelemeler bu gösterime göre yap¬lm¬̧st¬r.

EK 4 �de elde edilen dHn(x)
dx

= 2nHn�1(x) ifadesi ve Hn+1(x)�2xHn(x)+

2nHn�1(x) = 0 rekürans ili̧skisinden faydan¬lmas¬ ile elde edilecek eşitlik aşa¼g¬daki

gibidir.

Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x) = 0

Hn+1(x) = 2xHn(x)� 2nHn�1(x)

Hn+1(x) = 2xHn(x)�H
0

n
(x)

�Hn+1(x) = �2xHn(x) +H
0

n
(x)

'n+1(x) = (�1)n+1:Hn+1(x)e
�x

2

'n+1(x) = (�1)n
h
�2xe�x

2

Hn(x) + e
�x

2

H
0

n
(x)
i

elde edilir.

n = n� 2 için 'n�1(x) = (�1)n�1e�x
2

Hn�1(x)�dir.

'n+1(x) + 2x'n(x) + 2n'n�1(x) = 0
h
(�1)n+1Hn+1(x)e

�x
2

i
+ 2x:(�1)ne�x

2

:Hn(x) + 2n(�1)
n�1Hn�1(x) = 0

[Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x)] e
�x

2

= 0

[Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x)] = 0

elde edilir(Hildebrant,1931 : 395).

�(x) = e�x
2

için yukar¬da [Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x)] = 0;

(n + 1):; (n): ve (n � 1). dereceden rekürans formulü ile Hn+1(x) = 2xHn(x) �

H
0

n
(x) ifadeleri eşittir. Hn+1(x) = 2xHn(x) � H

0

n
(x) ve

[Hn+1(x)� 2xHn(x) + 2nHn�1(x)] = 0 eşitliklerinin (n + 1): ve (n):dereceden

Hermite polinomlar¬n¬n katsay¬lar¬ eşit olmas¬ sebebiyle geriye kalan

H
0

n
(x) = 2nHn�1(x) olmas¬n¬ gerektirir. (2:4) denkleminin diferansiyellenmesi
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ile;

P
0

n+1(x) + (nD
00

�N
0

)Pn(x) + (nD
0

�N)P
0

n
(x)�D

0

P
0

n
(x)�D:P

00

n
(x) = 0

elde edilir(Hildebrant,1931 : 404)

.P
0

n+1(x)+ (nD
00

�N
0

)Pn(x)+ (nD
0

�N)P
0

n
(x)�D

0

P
0

n
(x)�D:P

00

n
(x) = 0

denkleminde; (2:9) denkleminin n = n+1 için ifadesi ile gösterimi olan dPn+1(x)
dx

=

(n+ 1):
�
N

0

�
n

2
D

00
�
Pn(x) yerinde ifade edilmesi ile ,

(n+ 1)

2

4 N
0

�
n

2
D

00

3

5Pn(x) +

2

4 nD
00

�N
0

3

5Pn(x) + P
0

n
(x)

2

4 nD
0

�N �D
0

3

5� dP
00

n
(x) = 0

DP
00

n
(x) +

2

4 N

�(n� 1)D
0

3

5P
0

n
(x)� n

2

4 N
0

�
(n�1)D

00

2

3

5Pn(x) = 0

ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glayan ili̧ski

elde edilir(Hildebrant:1931 : 404).

Hermite polinomlar¬ ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glar ve

Hn+1(x) � 2xHn(x) + H
0

n
(x) = 0 in diferansiyellenmesi ile

H
0

n+1(x) � 2Hn(x) � 2xH
0

n
(x) + H

00

n
(x) = 0 elde edilir ve H

0

n+1(x) = 2(n +

1)Hn(x) eşitli¼ginden faydalan¬lmas¬ ileH
0

n+1(x)�2xHn(x)�2xH
0

n
(x)+H

00

n
(x) = 0

denkleminde yerine koyulmas¬ ile

H
0

n+1(x)� 2Hn(x)� 2xH
0

n
(x) +H

00

n
(x) = 0

H
00

n
(x)� 2xH

0

n
(x) + (2n)Hn(x) = 0

elde edilir(Hildebrant, 1931 : 395). Elde edilen denklemi;

DP
00

n
(x) +

h
N � (n� 1)D

0

i
P

0

n
(x)� n

�
N

0

�
(n� 1)D

00

2

�
Pn(x) = 0
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ikinci dereceden diferansiyel denklemi Pn(x)� ler için ifade edilir, Pn(k; x)�ler için

ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glayan denklemin elde edilmesinde ilk

önce Pn(x)�ler için bulunan 2:4 denklemini ve Pn(k; x)�ler için sa¼glanan (2:6)

denkleminden faydalan¬lmas¬ ile ;

d

dx
Dky =

N

D
Dky

D
d

dx
Dky = NDky

eşitli¼ginin EK 1�de Leibniz formülünün kullan¬lmas¬ ile s¬ras¬yla

D:
dn+1

dxn+1
Dky +

�
n

1

�
D

0 dn

dxn
Dky +

�
n

2

�
D

00 dn�1

dxn�1
Dky

ve

N:
dn

dxn
Dky +

�
n

1

�
dn�1

dxn�1
Dky

elde edilir. N: d
n

dxn
Dky+

�
n

1

�
dn�1

dxn�1
Dky denkleminin Dn ile çarp¬lmas¬ ile bu ifadeler

D d
dx
Dky = NDky eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬ ile NDn d

nDky

dxn
+ nDnN

0 dn�1

dxn�1
Dk

Dn+1 d
n+1

dxn+1
Dky + nDnD

0 dn

dxn
Dky +

n:(n� 1)

2
DnD

00 dn�1

dxn�1
Dky = NDnd

nDky

dxn

+nDnN
0

dn�1

dxn�1
Dk

elde edilir ve bu eşitlik

Pn(k; x) =
1

Dky
Dn d

n

dxn
Dky

Pn�1(k; x) =
1

Dky
Dn�1 d

n�1

dxn�1
Dky

Pn+1(k; x) =
1

Dky
Dn+1 d

n+1

dxn+1
Dky
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bilgileri gözününde tutulmas¬ ile

DkyPn+1(k; x) + nD
0

DkyPn(k; x) +
n(n� 1)

2
:D:D

00

Pn�1(k; x):D
ky = NDky

Pn(k; x)

+nD

N
0

Dky

Pn�1(k; x)

Dky parantezine al¬narak gerekli sadeleştirmeler yap¬ld¬ktan sonra

Pn+1(k; x) + (nD
0

�N)Pn(k; x) + n

�
(n� 1)

2
D

00

�N
0

�
DPn�1(k; x) = 0 (2.11)

(2:11) elde edilir.(2:6) denkleminden

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:

dPn(k; x)

dx

bu ifade k = k + 1 için ifade edildi¼ginde

Pn+1(k + 1; x) =
h
N + (k + 1� n)D

0

i
Pn(k + 1; x) +D:

dPn(k + 1; x)

dx

elde edilir(Hildebrant,1931 : 401).

(2:11) ve Pn+1(k; x) =
�
N + (k � n)D

0
�
Pn(k; x) + D:

dPn(k;x)
dx

eşitli¼ginde

Pn+1(k; x) için denklemlerin eşitlenmesi ile

D:
dPn(k; x)

dx
= �kD

0

Pn(k; x) + n:

�
N

0

�
(n� 1)

2
D

00

�
:DPn�1(k; x)

elde edilir ve elde edilen bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ D parantezine al¬narak

sadeleştirilmesi ile

70



dPn(k; x)

dx
= �kD

0 1

D
Pn(k; x) + n

�
N

0

�
(n� 1)

2
D

00

�
Pn�1(k; x) (2.12)

elde edilir.(2:6) denkleminin diferansiyelenmesi ile

P
0

n+1(k; x) =
�
N

0

+ kD
00

� nD
00

�
Pn(k; x) + (N + kD

0

� nD
0

+D
0

)P
0

n(k; x)(2.13)

+P
00

n (k; x)D

elde edilir. (2:9)dPn(k;x)
dx

= n

h
N

0

�
(n�1)
2
D

00

i
Pn�1(x) denkleminin bilgisi alt¬nda

Pn(k; x)�ler için eşitlik şöyledir:

N+kD
0

� N;N
0

+kD
00

� N
0

;
dPn(k;x)

dx
= n

h�
N

0

+ kD
00
�
�

(n�1)
2
D

00

i
Pn�1(k; x)

eşitli¼gini n+ 1 için yaz¬l¬rsa;

dPn+1(k; x)

dx
= (n+ 1)

��
N

0

+ kD
00

�
�
nD

00

2

�
Pn(k; x) (2.14)

elde edilir.

(2:13) ve (2:14) denklemlerinde P
0

n+1(k; x) ifadesi çekilerek eşitlenmesi ile

(n+ 1)

��
N

0

+ kD
00

�
�
nD

00

2

�
Pn(k; x) =

�
N

0

+ kD
00

� nD
00

�
Pn(k; x)

+(N + kD
0

� nD
0

+D
0

)P
0

n(k; x)

+P
00

n (k; x)D

D:P
00

n (k; x) +

2

4 N

� (n� k � 1)D
0

3

5P
0

n(k; x)� n

2

4 N
0

�
(n�2k�1)

2
D

00

3

5Pn(k; x) = 0

(2.15)

elde edilir(Hildebrant, 1931 : 404). Pn(k; x)�ler için ikinci dereceden diferansiyel

denklem elde edilir. (2:15) denklemi k = n için ifade edilmesi ile
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D:P
00

n (n; x) +
�
N +D

0

�
P

0

n(n; x)� n

�
N

0

+
(n+ 1)

2
D

00

�
Pn(n; x) = 0 (2.16)

ikinci dereceden diferansiyel denklemi elde edilir(Hildebrant, 1931 : 405). (2:16)

Legendre polinomlar¬ için de kullan¬l¬r.

Pn(x) =
1

2n:n!
dn(x2�1)n

dxn
; dy
dx
= 0:y

(x2�1)
; N = 0; N

0

= 0; D = (x2 � 1); D
0

=

2x;D
00

= 2; D
000

= 0

(x2 � 1)P
00

n (n; x) + 2xP
0

n(n; x)� n(n+ 1)Pn(n; x) = 0 (2.17)

elde edilir(Hildebrant, 1931 : 406).

(2:8) denklemi ile ifade edilen rekürans ili̧skisi Pn(k; x)�ler için ifadesi

aşa¼g¬daki gibidir.

dDky

dx
= kDk�1D

0

y +Dky
0

= k:Dk�1:D
0

y +DkN

D
y

= Dk�1y
h
kD

0

+N
i

ifadesine dönüşür. ·Ikinci dereceden türevi ve daha yüksek türevleri,

d2Dky

dx2
=
d

dx
Dk�1y

h
kD

0

+N
i
+
h
kD

00

+N
0

i
Dk�1y

N = a0 + a1x;N
0

= a1; N
00

= 0

d3Dky

dx3
=

d2

dx2
Dk�1y

h
kD

0

+N
i
+
d

dx
Dk�1y

h
kD

00

+N
0

i

+
h
kD

000

+N
000

i
Dk�1y +

h
kD

00

+N
0

i d
dx
Dk�1y

D = b0 + b1x+ b2x
2; D

0

= b1 + 2b2x;D
00

= 2b2; D
000

= 0
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d3Dky

dx3
=
d2

dx2
Dk�1y

h
kD

0

+N
i
+ 2

h
kD

00

+N
0

i d
dx
Dk�1y + 0

d4Dky

dx4
=
d3

dx3
Dk�1y

h
kD

0

+N
i
+ 3

h
kD

00

+N
0

i d2

dx2
Dk�1y

Bu türevlerden yola ç¬k¬larak ifadenin n+ 1 kez türevlenmi̧s durumu,

dn+1

dxn+1
(Dky) =

h
N + kD

0

i dn

dxn
Dk�1y + n

h
kD

00

+N
0

i dn�1

dxn�1
Dk�1y

k = k + 1 için

dn+1

dxn+1
(Dk+1y) =

h
N + (k + 1)D

0

i dn

dxn
Dky + n

h
(k + 1)D

00

+N
0

i dn�1

dxn�1
Dky

(2.18)

(2:18) denkleminin her iki taraf¬ denkleminin her iki taraf¬n¬ Dn�k ile çarp¬lmas¬

ile;

Dn�k
dn+1

dxn+1
(Dk+1y) =

h
N + (k + 1)D

0

i
Dn�k

dn

dxn
Dky

+n
h
(k + 1)D

00

+N
0

i
Dn�k

dn�1

dxn�1
Dky

elde edilir.

Pn(k; x) =
1

Dky
Dn

dn

dxn
Dky

Pn+1(k + 1; x) =
1

Dk+1y
Dn+1

dn+1

dxn+1
Dk+1y

Pn�1(k; x) =
1

Dky
Dn�1

dn�1

dxn�1
Dky

Bilgileri kullan¬lmas¬ ile (2:18) eşitli¼ginden
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Pn+1(k + 1; x) =
h
N + (k + 1)D

0

i
Pn(k; x) + n

h
N

0

+ (k + 1)D
00
i
D:Pn�1(k; x)

(2.19)

(n+1): Dereceden polinomun n: ve (n�1): Dereceden polinomlara ba¼gl¬ rekürans

ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir. (2:19) rekürans ili̧skisi k = n için

Pn+1(n+ 1; x) =
h
N + (n+ 1)D

0

i
Pn(n; x) + n

h
N

0

+ (n+ 1)D
00

i
D:Pn�1(n; x)

(2.20)

Pn+1(n + 1; x); Pn(n; x); Pn�1(n; x) polinomlar¬n¬ içeren rekürans ili̧skisi elde

edilir(Hildebrant, 1931 : 407). (2:4) eşitli¼gini Pn(k; x) �ler için gösterimi şu şek-

ildedir, (2:9) denkleminde N + kD
0

� N;N
0

+ kD
00

� N
0

dPn(k; x)

dx
= n

��
N

0

+ kD
00

�
�
(n� 1)

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

n = k için,

dPn(n; x)

dx
= n

�
N

0

+D
00

:

�
1 + n

2

��
Pn�1(n; x)

Pn�1(n; x) =
1

n
�
N

0 +D00

:
�
1+n
2

�� dPn(n; x)
dx

(2.21)

elde edilen (2:21) denklemi (2:20) denkleminde yerine ifade edilmesi ile;

Pn+1(n+ 1; x) =
h
N + (n+ 1)D

0

i
Pn(n; x) + n

h
N

0

+ (n+ 1)D
00

i
DPn�1(n; x)

=
h
N + (n+ 1)D

0

i
Pn(n; x) +

N
0

+ (n+ 1)D
00

N
0 + (n+1

2
)D00

:D:
dPn(n; x)

dx

rekürans ili̧skisi elde edilir(Hildebrant, 1931 : 408).

Özet olarak bu bölümde Pn(x) ve Pn(k; x) polinomlar¬n¬n rekürans ili̧sk-

ileri incelendi. Pn(x)�ler için (2:4) denklemi olan Pn+1(x) = Pn(x)
�
N � nD

0
�
+

D:
dPn(n;x)

dx
rekürans ba¼g¬nt¬s¬ Pn(k; x)�ler için (2:22) denklemi olan Pn+1(n+1; x) =
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�
N + (n+ 1)D

0
�
Pn(n; x) +

N
0

+(n+1)D
00

N
0
+(n+1

2
)D

00 :D:
dPn(n;x)

dx
;

Ard¬̧s¬k iki polinomun rekürans ili̧skisi Pn(x)�ler için, (2:9) denklemi olan

dPn(x)

dx
= n

�
N

0

�
(n� 1)

2
D

00

�
Pn�1(x)

;Pn(k; x)�ler için ,

dPn(k; x)

dx
= n:

�
(N

0

+ kD
00

)�
(n� 1)

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

;

(n+1): ; n: ve (n� 1): dereceden polinomlar¬ içeren rekürans ili̧skisi Pn(x)�ler

için(2:8) denklemi olan

�
Pn+1(x) + (nD

0

�N)Pn(x) + nD

�
(n� 1)

2!
D

00

�N
0

�
Pn�1(x)

�
= 0

Pn(k; x)�ler için;

Pn+1(k + 1; x) =
�
N + (k + 1)D

0
�
Pn(k; x) + n

�
N + (k + 1)D

0
�
D:Pn�1(k; x)

ili̧skileri ifade edildi ve bu ili̧skileri sa¼glayan ortogonal polinomlar üzerinde

incelendi.
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2:3:Pn(k;x) VE D�N·IN ORTAK KÖKLER·IYLE ·IL·IŞK·IL·I

TEOREMLER

1

y

dy

dx
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2
�
N

D

Pearson Diferansiyel denkleminde E.Hildebrant ortak köklere sahip

olmayan s¬ras¬yla N ve D, x0in s¬ras¬yla birinci ve ikinci derecelerini aşmayan

Pearson diferansiyel denklem çözümleriyle ili̧skili Pn(k; x) genel polinom sistemi-

nin varl¬¼g¬n¬ kurdu.(Beale,1937 : 206).

Bu bölümde Pn(k; x)�ler için elde edilen dört ana rekürans ba¼g¬nt¬s¬ ile

Pn(k; x) ve Pearson diferansiyel denkleminin paydas¬n¬ ifade eden D�nin ortak

kökleriyle olan ili̧skileri teoremler alt¬nda incelenmeye çal¬̧s¬ld¬. Öncelikle bu dört

ana ba¼g¬nt¬n¬n ilk üç tanesinin Bölüm2.2�de elde edilen rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬n

yard¬m¬ ile gösterimi aşa¼g¬da ifade edilir.

Bölüm 2.2 �de elde edilen (2:6) rekürans denklemini k + 1 yerine k için

denklem yeniden ifade edildi¼ginde;

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x) (2.23)

ifadesi elde edilir(Beale, 1937 : 207).(2:23) bu bölümde incelenecek dört ana

ba¼g¬nt¬n¬n ilkidir:(2:9) denklemi olan dPn(x)
dx

= n
h
N

0

�
(n�1)
2
D

00

i
Pn�1(x) ve

1
y

dy

dx
= N

D
eşitli¼gi Pearson diferansiyel denklemini sa¼glar ve herhangi bir k reel

say¬s¬ için teor¬k olas¬l¬k yo¼gunluk fonks¬yonu olan Dky�de Pearson diferansiyel

denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬ önceki bölümlerde ifade edilmi̧sti. Dolay¬s¬ ile;

d(Dky)

dx
= k:Dk�1:D

0

y +Dk:
dy

dx
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;

u = Dky;
du

dx
=

�
N + kD

0

D

�
u;

1

u

du

dx
=

N

D
+ k

D
0

D

Bu ifadede 1
y

dy

dx
= N

D
yerine koyulmas¬ ile 1

u
du
dx
= N

D
+ kD

0

D
�

N
D
. Bu

bilgiler alt¬nda dPn(x)
dx

= n
h
N

0

�
(n�1)
2
D

00

i
Pn�1(x) ,N + kD

0

� N;N
0

+ kD
00

� N

elde edilir ve (n+ 1). Dereceden polinom için denklem ifade edildi¼ginde

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x) (2.24)

ikinci ana ba¼g¬nt¬ elde edilir(Beale,1937 : 207). (2:24) denklemi ile (n + 1):

dereceden polinomun türevi; n :dereceden polinom ile ifadesi elde edilir. (2:23)

denkleminde dPn(k;x)
dx

= n
h�
N

0

+ kD
00
�
�

(n�1)
2
D

00

i
Pn�1(k; x) bilgisi yerinde ifade

edildi¼ginde (2:23) denklemi

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) + n:D:

�
N

0

+
2k � n+ 1

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

(2.25)

dönüşür ve (n+ 1): polinomun ; n: ve (n� 1): dereceden polinomlarla di¼ger bir

ili̧skisi elde edilir(Beale, 1937 : 207). Elde edilen (2:23),(2:24) ve(2:25) ba¼g¬nt¬lar¬

D ve Pn(k; x)�lerin ortak kökleriyle olan ili̧skili teoremlerde kullan¬lacakt¬r.

Lemma : Pn(x); n:dereceden bir polinom olmak üzere

Pn(x)veP
0

n(x); (x � �)
m�nin bir çarpan¬n¬ içeriyorsa; m < n ise Pn(x) ; (x �

�)m+1�in bir çarpan¬n¬ içerir(Beale,1937 : 207).

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

diferansiyellenmesi ve P
0

n(k; x)�i elimine edilmesi ile
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P
00

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

00

+
(2k � n)

2
D

000

�
Pn(k; x) (2.26)

+(n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
P

0

n(k; x)

elde edilir.

N = a0+a1x;N
0

= a1; N
00

= 0;D = b0+b1x+b2x
2; D

0

= b1+2b2x;D
00

=

2b2; D
000

= 0 de¼gerleri göz önünde tutulmas¬ ile (2:27) denklemi

P
00

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
P

0

n(k; x) (2.27)

elde edilir.(2:27) denkleminde P
0

n(k; x) yerine

dPn(k;x)
dx

=
h
n:N

0

+D
00

�
2nk�n2+n

2

�i
Pn�1(k; x) ifadesi yerine koyulmas¬ ile

P
00

n+1(k; x) = (n+ 1):n:

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
:

�
N

00

+
(2k � n+ 1)

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

elde edilir.

P
000

n+1(k; x) = (n+ 1):n:

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
:

�
N

0

+
(2k � n+ 1)

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

+(n+ 1):n:

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

� �
N

00

+
D

000

(2k � n+ 1)

2

�

Pn�1(k; x) + n:(n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
:

�
N

0

+
(2k � n+ 1)

2
D

00

�
P

0

n�1(k; x)

Bu ifadede N = a0 + a1x; N
0

= a1; N
00

= 0; D = b0 + b1x + b2x
2;

D
0

= b1 + 2b2x; D
00

= 2b2; D
000

= 0

P
000

n+1(k; x) = (n+ 1):n:

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
:

�
N

0

+
(2k � n+ 1)

2
D

00

�
P

0

n�1(k; x)
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elde edilmesi ile (n + 1): dereceden polinomun üçüncü dereceden türevini N; D

ve N �nin ve D�nin türevlerine ba¼gl¬ olarak elde edildi ve ifadeyi bu yukar¬daki

elde edilen türevlerden genel bir ifade elde etmek istenirse (n + 1): dereceden

polinomun q: türevi;

P
(q)
n+1(k; x) =

q�1Q

i=0

(n+1�i)
�
N

0

+
2k � n+ i

2
D

00

�
Pn�q+1(k; x); q = 1; 2; ; ; ; ; (n+1)

(2.28)

elde edilir(Beale,1937 : 207).

q = 2 için (2:28) denklemi

P
(2)
n+1(k; x) =

1Q

i=0

(n+ 1� i)
�
N

0

+
2k � n+ i

2
D

00

�
Pn�2+1(k; x)

= n:(n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

� �
N

0

+
(2k � n+ 1)

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

ile sa¼glad¬¼g¬ görülür.

Teorem 2.3: D; bir tam kare ise; D
0

, n = 0; 1; 2; : : : :: Pn+1(k; x)�nin bir çarpan¬

de¼gildir(Beale,1937 : 207).

·Ispat: D bir tam kare ise; D = (x� a)2 şeklinde yaz¬labilir. D = (x� a)2 )

D
0

= 2: (x� a) �dir. Dolay¬s¬ ile D0

= 2
p
D şeklinde ifade edilmek üzere varsay-

al¬m ki D
0

, Pn+1(k; x)�in birçarpan¬ olsun. D
0

; (2:23) denklemi olan Pn+1(k; x) =
�
N + (k � n)D0

�
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x) ve Pn+1(k; x) = D
0

:

h
b+ D:P

0

n
(k;x)

D
0

i
ifadesi

ile incelenmesi ile ; b ifadesi b =

h

N+(k�n)D
0
i

Pn(k;x)

D
ile gösterilmek üzere

D:P
0

n(k; x) = D
0

:t şeklinde yaz¬labilmelidir. D tam kare ise ve D = (x� a)2

şeklinde yaz¬labiliyor ise ;

Pn+1(k; x) = D
0

:

�
b+

D:P
0

n(k; x)

D
0

�

D
0

= 2
p
D;

(D
0

)2

4
= D;
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Pn+1(k; x) = D
0

:

"

b+

�
D

0
�2

4

P
0

n(k; x)

D
0

#

= D
0

:

�
b+

D
0

4
:P

0

n(k; x)

�

şeklinde yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla incelemede D
0

�nün Pn(k; x)�in çarp¬m¬ olup olmad¬¼g¬

hakk¬nda D
0

4
katsay¬s¬ sebebiyle net bir şey söylenemez.

Fakat D
0

:b =
�
N + (k � n)D0

�
Pn(k; x)�e incelenir ise ya D

0

ya P
0

n(k; x)
0in ya da

�
N + (k � n)D0

�
nün bir çarpan¬d¬r. ·Ilk önce D

0

;
�
N + (k � n)D0

�
�nün çarpan¬

olup olmad¬¼g¬n¬ incelenmesi ile ; e¼ger D
0

,
�
N + (k � n)D0

�
�nin çarpan¬ ise ;

h

N+(k�n)D
0
i

D
0 = N

D
0 +

(k�n)D
0

D
0 bu ifadede N

D
0 k¬sm¬nda D

0

�nün N 0ninde bir çarpan¬

oldu¼guna götürür. D
0

= 2
p
D�ye eşittir.N �yi ,2

p
D:a

2
p
D
= N

D
0 şeklinde yaz¬labilir.

Dolay¬s¬yla N = 2
p
Da = D

0

:a olur ve bu bilgiden N �nin D ile ortak çarpana

sahip oldu¼gunu gösterir fakat bu durum D
0

,ortak çarpan¬na sahip olmayan D ve

N hipotezi üzerindeki 1
y

dy

dx
= N

D
�nin aksine N �nin bir çarpan¬ oldu¼gunu ima eder.

Dolay¬s¬ ile Pearson diferans¬yel denklem¬nde N ve D ortak çarpanlara sahip ol-

mayan hipoteze ters düşer .Böylece ;D
0

,
�
N + (k � n)D0

�
�nün bir çarpan¬ de¼gildir

ispat¬n baş¬ndaD
0

�nün ya
�
N + (k � n)D0

�
ya da Pn(k; x)�in bir çarpan¬ olaca¼g¬n¬

inceleme alt¬nda idi, D
0

�yü Pn(k; x)�in bir çarpan¬ olarak yaz¬l¬p yaz¬lamayaca¼g¬n¬

incelenmesi şu şekildedir;

Pn(k; x)�te n = 1için, P1(k; x) = N + kD
0

�dür. P1(k; x) = D
0

:a şeklinde

yaz¬labilir mi bu durum P1(k; x) = D
0

:

�
N

D
0 + k

�
;N
D
; ortak çarpanlara sahip ol-

mayan N ve D hipotezine kaŗs¬ ç¬kaca¼g¬ndan n = 1 için , P1(k; x); D
0

parantezine

al¬nan n = 1; 2; 3:::de¼gerleri için incelenme ;
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Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

P1(k; x) =
h
N + kD

0

i
P0(k; x) +D:P

0

0(k; x)

P0(k; x) =
1

Dky
:D0:

d0Dky

dx0

= 1

P
0

0(k; x) = 0

P1(k; x) =
h
N + kD

0

i

P
0

1(k; x) = N
0

+ kD
00

P2(k; x) =
h
N + (k � 1)D

0

i h
N + kD

0

i
+D:

h
N

0

+ kD
00

i

Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬ndaP2(k; x) için D mükemmel kare oldu¼gu için incelemeyi
�
N + (k � 1)D

0
�
ve
�
N + kD

0
�
için incelenir. D

0 �nün çarpan¬ olabilmesi olay¬

imkans¬zd¬r.

N

D
0 �ler

N+(k�1)D
0

D
0 = N

D
0 + (k � 1) bu durum N ve D ortak çarpanlara sahip

olmayan hipoteze ayk¬r¬d¬r; N+kD
0

D
0 = N

D
0 + k dolay¬s¬yla bu durumda N ve

D ortak çarpanlara sahip olmayan hipoteze ayk¬r¬ olmas¬ sebebiyle P3(k; x) =
�
N + (k � 2)D

0
�
P2(k; x)+D:P

0

2(k; x) P3(k; x) içinde durumu inceleme ;
N+(k�2)D

0

D
0 =

N

D
0 +(k�2) bu ifadeden de görülüyorki bahsedilen hipoteze ters ; dolay¬s¬yla e¼ger

D mükemmel kare ise D
0

, genel bir ifade içinde yaz¬lacak olur ise n = 0; 1; 2; : : : ::

için Pn+1(k; x)�lerin de çarpan¬ olamaz(Beale,1937 : 207).

Özet olarak ; D
0

, Pn+1(k; x) bir çarpan¬ oldu¼gunda

Pn+1(k; x) =
�
N + (k � n)D

0
�
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x) den D
0

ya Pn(k; x) �in yada
�
N + (k � n)D

0
�
�nün bir çarpan¬d¬r. Fakat D

0

,ortak köklere sahip olmayan D

ve N �nin aksine D
0

�nün N 0nin bir çarpan¬ olmas¬n¬ ima etmesi sebebiyle D
0

,
�
N + (k � n)D

0
�
�nün bir çarpan¬ olamaz. Bu yüzden ; D

0

,Pn �in bir çarpan¬d¬r

ve nihayetinde P1�in bir çarpan¬ olmas¬ muhakemesinin tekrar¬ ile bu durumun

olmayaca¼g¬ aşikard¬r(Beale,1937 : 207).

Teorem 2.4 : D = (�1x+ �1) (�2x+ �2) ; D tam kare bir ifade olmamak üzere

.E¼ger � _Ix+ � _I , i = 1 veya 2; Pn�in bir çarpan¬ ise (� _Ix+ � _I)
q ; Pn+q�1�inde bir
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çarpan¬d¬r(Beale,1937 : 207).

·Ispat:

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

# #

= (� _Ix+ � _I) (� _Ix+ � _I)

= b: (� _Ix+ � _I)

şeklinde (� _Ix+ � _I) parantezine al¬nmas¬ ile

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

:

D, Pn(k; x)�in bir çarpan¬ oldu¼gundan (2:24) ifadesindenD�nin P
0

n+1(k; x)

�in bir çarpan¬ oldu¼gu görülür. Lemma bilgisi alt¬nda Pn+1(k; x) ve P
0

n+1(k; x);

(� _Ix+ � _I)�yi içerirse Pn+1(k; x) �de (� _Ix+ � _I)
2�yi içerir. Sonuç olarak; hem

(�1x+ �1) hem de (�2x+ �2); Pn�in çarpanlar¬ ise ,Dq �da

Pn+q�1�in bir çarpan¬d¬r(Beale, 1937 : 207).

Teorem 2.5: D , tam kare olmamak üzere, (� _Ix+ � _I);i = 1 veya 2, (� _Ix+ � _I)�

den daha yüksek dereceli olmayan ve Pn+1(k; x)�in bir çarpan¬ ise ;

(� _Ix+ � _I) ,
�
N + (k � n)D

0
�
�nün bir çarpan¬d¬r(Beale, 1937 : 207).

·Ispat: D = (�1x+ �1) (�2x+ �2) ; i = 1veya 2; (2:23) ili̧skisi Pn+1ve D �nin bir

çarpan¬ olan (� _Ix+ � _I) ya
�
N + (k � n)D

0
�
�nün ya da Pn(k; x)�in bir çarpan¬d¬r.

Teorem 2:4 bilgisi alt¬nda ,

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

# # #

(� _Ix+ � _I) = (� _Ix+ � _I) (� _Ix+ � _I)
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(� _Ix+ � _I)�nin Pn(k; x) �in bir çarpan¬ olmas¬ durumunda (2:24)�den görülece¼gi

üzere (� _Ix+ � _I)�nin P
0

n+1(k; x)�nde bir çarpan¬ oldu¼gu anlam¬na gelir. Pn+1(k; x)

ve P
0

n+1(k; x)�nün çarpanlar¬ (� _Ix+ � _I)� ise Teorem-2�ye göre (� _Ix+ � _I)
2�

de Pn+1(k; x) �in bir çarpan¬ olmas¬n¬ gerektirir fakat bu durum varsay¬lan hipoteze

göre ayk¬r¬d¬r. Bu yüzden (� _Ix+ � _I), Pn(k; x)�in bir çarpan¬ olamaz. Bu yüzden

(� _Ix+ � _I) ;
�
N + (k � n)D

0
�
�nün bir çarpan¬d¬r(Beale, 1937 : 207).

Sonuç: (�1x+ �1) (�2x+ �2);(�1;�2 6= 0) ; Pn+1�in bir çarpan¬ ise ve (�1x+ �1)

ya da (�2x+ �2)�den daha yüksek dereceli olmayan bir kuvveti Pn+1(x)�te içer-

iliyor ise ;
�
N + (k � n)D

0
�
� 0; teorem 2.5 �ten ;

�
N + (k � n)D

0
�
;

�
N + (k � n)D

0
�

�yü ima eden çarpan olarak

(�1x+ �1) (�2x+ �2)�yi içerir(Beale, 1937 : 208).

Teorem 2.6: (� _Ix+ � _I)
q ve (� _Ix+ � _I) �den daha yüksek dereceli olmayan ;

Pn+q�1�in bir çarpan¬ ise ; (� _Ix+ � _I)
q ve (� _Ix+ � _I) �den daha yüksek dereceli

olmayan Pn�in bir çarpan¬d¬r(Beale; 1937 : 208):

·Ispat: Pn+q�1 = (� _Ix+ � _I)
q
#n�1�in #n�1 � a; (n� 1)�e küçük yada daha küçük

dereceli ve (� _Ix+ � _I)�yi içermeyen bir polinom olsun. Pn+q�1 = (� _Ix+ � _I)
q
#n�1

�nin (q � 1): türevi Leibniz Teoremi ile aç¬l¬m¬ EK 1 � de gösterildi¼gi gibi

P
(q�1)
n+q�1 = (� _Ix+ � _I)

q d
q�1�n�1

dxq�1
+

�
q � 1

1

�
:q: (� _Ix+ � _I)

q�1
:�i:

dq�2�n�1

dxq�2
+ :

:::+ �n�1:� _I :q! (� _Ix+ � _I)

elde edilir. (� _Ix+ � _I) ; P
(q�1)
n+q�1�in bir çarpan¬ oldu¼gu görülür. ·Ifadenin genelleştir-

ilmesi ile;

P
(q�1)
n+q�1 =

q�1P

i=0

�
q � 1

i

�
:
di (� _Ix+ � _I)

q

dxi
:
dq�1�i�n�1

dxq�1�i
(2.29)

elde edilir. (2:28) denklemini (q � 1): türevi için ifade yaz¬lmas¬ ile bu sonuçlar;
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Pn+q�1(k; x) =
1

Dky
Dn+q�1:

dn+q�1Dky

dxn+q�1

dPn(k; x)

dx
= n

��
N

0

+ kD
00

�
�
(n� 1)D

00

2

�
Pn�1(k; x)

n+ q � 1icin;

dPn+q�1(k; x)

dx
= (n+ q � 1)

��
N

0

+ kD
00

�
�
(n+ q � 2)

2
D

00

�
Pn+q�2(k; x)

(n+ q � 1): dereceden polinomun ikinci dereceden türevi ise;

P
00

n+q�1(k; x) = (n+ q � 1)

��
N

00

+ kD
000

�
�
(n+ q � 2)

2
D

000

�
Pn+q�2(k; x)

+(n+ q � 1)

��
N

0

+ kD
00

�
�
(n+ q � 2)

2
D

00

�
P

0

n+q�2(k; x)

N
00

= 0 ve D
000

= 0 olmas¬ sebebiyle

P
00

n+q�1(k; x) = (n+ q � 1)

�
N

0

+
(2k � n� q + 2)

2
D

00

�
P

0

n+q�2(k; x)

denkleminde
dPn(k;x)

dx
= n:

h�
N

0

+ kD
00
�
�

(n�1)
2
D

00

i
Pn�1(k; x) denkleminin bilgisi

alt¬nda n+ q � 2 için

dPn+q�2(k; x)

dx
= (n+ q � 2)

��
N

0

+ kD
00

�
�
(n+ q � 3)

2
D

00

�
Pn+q�3(k; x)

ifadesinin yerine koyulmas¬ ile

P
00

n+q�1(k; x) = (n+ q � 1)(n+ q � 2)

�
N

0

+
(2k � n� q + 2)

2
D

00

�

��
N

0

+ kD
00

�
+
(n+ q � 3)

2
D

00

�
Pn+q�3(k; x)
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elde edilir. ·Ifadeyi genel bir şekilde yazmak istersek (q + 1) kez diferansiyel-

lendi¼ginde ;

P
(q�1)
n+q�1 =

q�2Q

i=0

(n+ q � 1� i)

�
N

0

+
(2k � n� q + i+ 2)

2
D

00

�
Pn(k; x)

P
(q�1)
n+q�1 =

q�1P

i=0

�
q�1
i

�
di(�ix+�i)

q

dxi
:
dq�1�i�n�1
dxq�1�i

�den görülüyor ki (�ix+ �i) ; P
(q�1)
n+q�1�nin

bir çarpan¬d¬r. (�ix+ �i) �den daha yüksek dereceli olmayan bir çarpand¬r.

P
(q�1)
n+q�1 =

q�2Q

i=0

(n+ q � 1� i)
h
N

0

+ (2k�n�q+i+2)
2

D
00

i
Pn(k; x) ifadesinde görülece¼gi

üzere P
(q�1)
n+q�1; (n+ q� 1� i) ve

h
N

0

+ (2k�n�q+i+2)
2

D
00

i
sabit oldu¼gu için sabit bir

katsay¬ ile n:dereceden bir polinomun çarp¬m¬na eşit oldu¼gu görülür.

(n+ q � 1� i)
h
N

0

+ (2k�n�q+i+2)
2

D
00

i
�y¬ c gibi sabit bir katsay¬ya kaŗs¬l¬k

geldi¼gi için (�ix+ �i) ve (�ix+ �i) �den daha yüksek dereceli olmayan Pn�inde

bir çarpan¬ oldu¼gu P
(q�1)
n+q�1 =

q�2Q

i=0

(n+ q � 1� i)
h
N

0

+ (2k�n�q+i+2)
2

D
00

i
Pn(k; x)�den

görülür(Beale, 1937 : 208).

Sonuç-1: P
(q�1)
n+q�1 =

q�2Q

i=0

(n+ q � 1� i)
h
N

0

+ (2k�n�q+i+2)
2

D
00

i
Pn(k; x)�den

biliniyor ki (�ix+ �i) ve (�ix+ �i)�den daha yüksek dereceli olmayan Pn�in

çarpan¬d¬r. (2:23) denkleminin bilgisi alt¬nda bu ifadeden

Pn(k; x) =
h
N + (k � n+ 1)D

0

i
Pn�1(k; x) +D:P

0

n�1(k; x)

�tir.

P
(q�1)
n+q�1 =

q�2Q

i=0

(n+ q � 1� i)

�
N

0

+
(2k � n� q + i+ 2)

2
D

00

�
Pn(k; x)`

den (�ix+ �i) ve (�ix+ �i) �den daha yüksek dereceli olmayan (�ix+ �i) ;

Pn(k; x) �in bir çarpan¬ ise teorem 2.5 ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda (�ix+ �i) ;
�
N + (k � n+ 1)D

0
�
;�nün bir çarpan¬d¬r(Beale, 1937 : 208).

Sonuç-2: Dq = (�1x+ �1)
q
: (�2x+ �2)

q
; (�1; �2 6= 0) ; (�1x+ �1) veya

(�2x+ �2) �den daha yüksek dereceli olmayan

Pn+q�1 �in bir çarpan¬ ise ; P
(q�1)
n+q�1; = a:Pn(k; x) idi.
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Pn(k; x) =
�
N + (k � n+ 1)D

0
�
Pn�1(k; x) + D:Pn�1(k; x)

0tir.Pn(k; x);(�ix+ �i)

�den daha yüksek dereceli olmayan (�ix+ �i) �ler çarpan¬ ise;

(�1x+ �1) : (�2x+ �2) ; (�1; �2 6= 0) ;Pn+1 �in bir çarpan¬ ve (�1x+ �1) ya da

(�2x+ �2) �den daha yüksek dereceli olmayan bir kuvveti Pn+1(x)�te içeriliyor ise

;
�
N + (k � n)D

0
�
� 0; teorem 2.5 �ten

�
N + (k � n)D

0
�
;
�
N + (k � n)D

0
�
�yü

ima eden çarpan olarak (�1x+ �1) : (�2x+ �2)�yi içerir bilgisi alt¬nda ve ; N +

(k� n+ 1)D
0

� 0 ve N + (k� n+ 1)D
0

; (�1x+ �1) : (�2x+ �2)�yi çarpan olarak

içerir(Beale; 1937 : 208):

Lemma-2: D, mükemmel kare de¼gil. (�ix+ �i)�yi çarpan olarak içeren N +

sD
0

�yi sa¼glayan tek bir �s� de¼geri vard¬r(Beale, 1937 : 208)..

Teorem 2.7: D, mükemmel kare de¼gil . D = (�1x+ �1) : (�2x+ �2) olacak şek-

ilde ifade edilebilsin.
�
N + (k � n)D

0
�
,çarpan olarak (�ix+ �i) i = 1; 2 içerirse

; Pn+1, (�ix+ �i) ve (�ix+ �i)�den daha yüksek dereceli olmayan (�ix+ �i)�yi

içerir(Beale, 1937:208).

·Ispat: D = (�1x+ �1) : (�2x+ �2) olmak üzere;

Pn+1(k; x) =
�
N + (k � n)D

0
�
Pn(k; x) +DP

0

n(k; x); Pn ve D; �ix + �
0

iyi

içerdi¼ginden ; Pn+1 �inde bir çarpan¬d¬r. Böylece; Pn+1 çarpan olarak en az birinci

dereceden bir �ix + �i �yi içerir. E¼ger Pn+1 çarpan olarak �ix + �i �den daha

yüksek bir çarpan¬ içerirse ; Lemma-1 ¬̧s¬¼g¬ alt¬nda, Pn; n: dereceden bir polinom

Pn ve P
0

n ,m < n için (x� �)m çarpan¬n¬ içerirse; Pn, (x� �)
m+1 çarpan¬n¬

içerir, bu lemma alt¬nda Pn ve P
0

n , en az birinci dereceden �ix + �i�yi içerirse;

Pn �de en az ikinci dereceden (�ix+ �i)
2�ni içerir.Teorem 2.6� da (�ix+ �i)

q ve

�ix + �i�den daha yüksek dereceli olmayan Pn+q�1�in bir çarpan¬ ise (�ix+ �i)

ve (�ix+ �i)�den daha yüksek dereceli olmayan Pn�in bir çarpan¬d¬r bilgisinden

faydan¬larak bu ifadenin Sonuç-1 Pn(k; x) =
�
N + (k � n+ 1)D

0
�
Pn�1(k; x) +

D:P
0

n�1(k; x); (�ix+ �i) ve (�ix+ �i)�den daha yüksek dereceli olmayan Pn�in bir

çarpan¬ ise Teorem 2.5 bilgisi alt¬nda (�ix+ �i)�de
�
N + (k � n+ 1)D

0
�
�nün bir

çarpan¬d¬r. (n�1) < n oldu¼gu için n1 < n için,(�ix+ �i) ;
�
N + (k � n1)D

0
�
�nün

çarpan¬d¬r(Beale,1937 : 208) .
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Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) + DP

0

n(k; x)

# = # # # #

(�ix+ �i) = (�ix+ �i) (�ix+ �i) (�ix+ �i) (�ix+ �i)

(�ix+ �i)
2 = (�ix+ �i) (�ix+ �i) (�ix+ �i)

Pn ve P
0

n ; en az birinci dereceden bulunuyorsa ; (�ix+ �i)�yi Pn en az

(�ix+ �i)
2�yi içerir.

Pn(k; x) =
h
N + (k � n+ 1)D

0

i
Pn�1(k; x) + DPn�1(k; x)

# = # # #

(�ix+ �i)
2 = (�ix+ �i) (�ix+ �i) (�ix+ �i)

n1 < n için
�
N + (k � n+ 1)D

0
�
; (�ix+ �i)�yide içerir. Dolay¬s¬ ile Lemma-2 �de

ifade edilen tek bir s de¼geri olmas¬ durumuna ters düşer.

Teorem 2.8: D mükemmel kare de¼gil, yani Pn+1 � 0; Pn � 0 ise bu durum ya

m � n için
�
N + (k �m)D

0
�
� 0 ya da m� nin iki de¼geri vard¬r öyle ki (m1;m2)

,N+(k�m1)D
0

, N+(k�m2)D
0

;m1;m2 � n s¬ras¬yla (�1x+ �1) ve (�2x+ �2)�yi

çarpan olarak içerir(Beale,1937 : 209).

·Ispat:Pn+1(k; x) =
�
N + (k � n)D

0
�
Pn(k; x) +DP

0

n(k; x); Pn+1 � 0 için

0 =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

Pn sabit bir de¼ger ise P
0

n = 0�d¬r.Dolay¬s¬yla yukar¬daki ifade;

h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:0 = 0

h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) = 0
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olmas¬n¬ gerektirir. P
n
sabit de¼gilse ;

h
N + (k � n)D

0

i
P
n
(k; x) +D:P

0

n
(k; x) = 0

P
0

n
= �

�
N + (k � n)D

0
�
P
n
(k; x)

D

olmal¬d¬r(Beale, 1937 : 209).

Teorem 2.9: N � sabit, D lineer ise , n = 1; 2; 3; : : : için tüm n = 1; 2; 3; ::

P
n
�ler sabitlerdir.Çünkü N � sabit; N

0

= 0; D = b0 + b1x ise D
0

= b1�dir, D
00

=

0�d¬r(Beale, 1937 : 208).

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
2k � n

2
D

00

�
P
n
(k; x)

P0(k; x) = 1; P1(k; x) = N + kD
0

) P1(k; x) = N + kb1 )sabit P
0

n+1(k; x) = 0

�d¬r. Dolay¬s¬yla türevi s¬f¬r ise kendisi sabit olan polinomlar¬ verir .
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM

JACOB·I POL·INOMUNU SA¼GLAYAN

Pn(k; x) �LER·IN KÖKLER·IYLE OLAN ·IL·IŞK·IS·IN·IN KURULMASI

3.1.Pn(k;x)
0 ·IN KÖKLER·IYLE OLAN ·IL·IŞK·IS·I

Pearson diferansiyel denklemini sa¼glayan Pn(k; x)�lerin özel türü olan Ja-

cobi polinomlar¬n¬n kökleriyle olan ili̧skisi (2:23), (2:24); (2:25) rekürans ba¼g¬n-

t¬lar¬ ile incelenir,

1

y

dy

dx
=

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2
�
N

D

Pearson Diferansiyel denkleminde; N , birinci dereceden bir polinom ; D,

ikinci dereceden bir polinom , N ve D ortak çarpanlara sahip olmamas¬ koşulu

alt¬nda, Pn(k; x)�ler �; �� ya ba¼gl¬ olarak ortaya ç¬kan k �lar¬n varl¬¼g¬ için aşa¼g¬daki

ifadeler söylenebilir;

i) n ; polinomun derecesini gösterir ve en fazla n = 1; 2; : : : :; k+1�e kadar gidebilir.

ii) k;Pn(k; x) �lerin teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonks¬yonu olan D
ky�ler için D�nin

üssünü gösterir.Polinomun kökleri , k de¼gerine ba¼gl¬d¬r.

Jacobi polinomunun kökleri ile olan ili̧skisi incelenirken

Jn(x; �; �) = x
1��:(1� x)1��:

dn

dxn
(xn+��1:(1� x)n+��1)�; ��R

ele al¬nd¬.(Lawton, 1932 : 442) Pearson diferansiyel denkleminin s¬ras¬yla pay ve

paydas¬ olan N ve D ;

Pn(k; x) =
1

Dky
:Dn:

dnDky

dxn
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k = n için;

Pn(n; x) =
1

Dny
:Dn:

dnDny

dxn
;

Dny = xn+��1:(1� x)n+��1;

= (xn:(1� x)n) :x��1:(1� x)��1;

y = x��1:(1� x)��1;

D = x:(1� x);

D(0) = D(1) = 0; D
0

= 2x

D = x:(1 � x) Jacobi polinomunun paydas¬d¬r ve Pearson diferansiyel denklemi

b0 + b1x+ b2x
2 için b0 = 0; b1 = 1; b2 = �1 �dir.. Pay N için

Pn(k; x) =
1

Dky
:Dn:d

nDky

dxn

P1(1; x) =
1

Dy
:D:
dDy

dxn

=
1

y
:(Dy

0

+D
0

y) � N

=
1

x��1:(1� x)��1
:
d

dx
(x�:(1� x)�)

d
dx
(x�:(1� x)�) ifadesinin incelenmesi ve

d

dx
(x�:(1� x)�) = �:x��1:(1� x)� � x�:�:(1� x)��1

= x��1:(1� x)��1 (�:(1� x)� x�)

elde edilen d
dx
(x�:(1� x)�)�i P1(1; x)�de yerinde ifade edilmesi ile ;
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P1(1; x) =
1

x��1:(1� x)��1
d

dx
(x�:(1� x)�)

=
1

x��1:(1� x)��1
x��1:(1� x)��1 [� (1� x)� x�]

= � (1� x)� x�

= � + (�� � �)x

� + (�� � �)x � N elde edilir. 1
y

dy

dx
= N

D
Pearson Diferansiyel denkleminde

D � x:(1 � x); x = 0 ve x = 1 noktas¬ payday¬ s¬f¬rlayan noktalar olan kritik

noktalard¬r.Jacobi polinomunun a¼g¬rl¬k fonks¬yonu �(x) = x��1:(1 � x)��1 ve

daha önceki bölümlerde aç¬kland¬¼g¬ üzere a¼g¬rl¬k fonksiyonu Pearson diferansiyel

denklemi sa¼glar;

�
0

(x)

�(x)
=

x��1:(1� x)��1: [(�� 1) x�1 � (� � 1) (1� x)�1]

x��1:(1� x)��1

=
(�� 1)

x
�
(� � 1)

1� x
�

a0 + a1x

b0 + b1x+ b2x2

a0 = (�� 1) ; a1 = 2� �� �; b0 = 0; b1 = 1; b2 = �1;

x:(1�x)J
00

n(x; �; �)+ (�� (� + �) x) J
0

n(x; �; �)+n:

2

4 n� 1

+� + �

3

5 Jn(x; �; �) = 0

ikinci dereceden diferansiyel denklem elde edilir.

�; � > 0 koşulu alt¬nda ikinci dereceden diferansiyel denklemi sa¼glar.

J
00

n(x; �; �)

x:(1� x)
+
(�� (� + �) x)

x:(1� x)
J
0

n(x; �; �) +
n:(n� 1 + � + �)

x:(1� x)
Jn(x; �; �) = 0

(2.30)

Bütün polinom fonksiyonlar her yerde analitiktir, fakat yukar¬daki ifadeye

¬̧s¬kl¬k etmesi aç¬s¬ndan f(x) ve g(x) fonksiyonlar olmak üzere f(x)
g(x)

şeklindeki

bütün fonksiyonlar paydada bulunan fonks¬yonun s¬f¬r yapmayan her x de¼geri
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için analitiktir(Ayd¬n ve di¼gerleri,2005 : 189).

Jacobi Polinomunda, x eksenini bölen D�nin kökleri x = 0 ve x = 1 pay-

day¬ s¬f¬rlayan de¼gerler olmas¬ sebebiyle (�1; 0) ; (0; 1) ; (1;1) aral¬klar¬ üzerinde

Jacobi Polinomunun gerçel kökleri incelenir.Pn(k; x)�lerdeki polinomun derecesi

olan n�ler en fazla k + 1�e kadar gidebilir. Pn(k; x) ifadesindeki Jn(x; �; �) için k

de¼gerleri k � 0 olacak şekilde tamsay¬lard¬r Pi(k; x); i: dereceden polinom için:

i; polinomun derecesini i = n ve i en fazla k + 1 � e kadar gidebilir.

k; polinomun köklerinde incelenen duruma göre �; � de¼gerlerini etkileyen

tam say¬lard¬r.Jacobi polinomlar¬n¬n kökleri incelenirken k1; k2; k3 ile çeşitlendirildi.

Pi(k; x) = 0 için , i = 1; 2; : : : ::; k + 1, k = 0; 1; 2; : : : : : : : : : :j = 1; 2; ::; i:

�i;k;j polinomun köklerini ifade eder ve j; polinomun kök s¬ras¬n¬ gösterir Örne¼gin

�2;k;;j; ikinci dereceden polinomun kökleridir ve polinomun k de¼gerlerine ba¼gl¬

olarak incelenen aral¬¼ga göre kökler de¼ger al¬r ve j = 1; 2 �dir,ikinci dereceden

polinomun köklerini s¬ras¬yla �2;k;1; �2;k;2 ile ifade edilir.

P1(k; x) = N + kD
0

, P1(k; x) = 0 için �1;k;1 ;

P1(k; x) = N + kD
0

= � + k � x(� + � + 2k)

= 0

P1(k; x)�in kökü olan �1;k;1 = �+k
�+�+2k

incelen aral¬ktaki k de¼gerlerine göre de¼gerler

al¬r.

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

(2:23) ve (2:24) eşitliklerinden
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� =

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�

= �� � �� 2k + n;

n = 1; 2; :; k

� =
h
N + (k � n)D

0

i

x=0

= � + k � n

� =
h
N + (k � n)D

0

i

x=1

= �� � (k � n)

elde edilir(Beale, 1937 : 210). D�yi s¬f¬r yapan de¼gerler x = 0 ve x = 1 için

s¬ras¬yla �; � de¼gerleridir, �; �; k polinomla ili̧skili sabitlerdir. Al¬nan k de¼gerler-

ine göre i̧saret de¼gi̧simleri � ve � de¼gerleri Pn(k; x)�lerin katsay¬lar¬ olarak gelen

sabitlerdir ve � ve � de¼gerlerinin i̧saret durumlar¬ndan polinom ve türevinin i̧sareti

tespit edilir ve ��da incelenen polinomun türevinin i̧sareti hakk¬nda bilgi verir.

Jacob¬ pol¬nomunda ; � ve � �n¬n olas¬ de¼gerleriyle ili̧skili iki durum ince-

lenir. � ve � negatif olmas¬ durumunda Jacob¬ polinomunun türeten fonks¬yonu

Beta fonks¬yonu olmas¬ ve Beta fonks¬yonunun pozitif tan¬ml¬ bir fonks¬yon olmas¬

sebebiyle � ve � �y¬ pozitif yapan k de¼gerleri düşünülür.Pn(k; x) � Jk+1(x; �; �);

n = 1; 2; : : : ; (k+1) ili̧skisi dikkate al¬nmas¬ ile aşa¼g¬da � ve � �n¬n baz¬ koşullar¬

alt¬ndaki durumlar incelenir.

� < 0; � < 0; j�j < j�j ve �; �; � + � tam say¬ de¼gil. ��y¬ pozitif yapan

k de¼geri k1 , ��y¬ pozitif yapan k de¼geri k2, (� + � + 2k) < 0 şart¬n¬ sa¼glayan k

de¼geri k3 olmak üzere 0 � k1 � k3 � k2 şartlar¬ alt¬nda
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Durum-1: 0 � k < k1 ve � > 0; � < 0; � > 0; 0 < �1;k;1 < 1 ve P
0

1 > 0

ise Jk+1(x; �; �) ; (0; 1) aral¬¼g¬ üzerinde
(1)k+(�1)k

2
tane köke sahiptir ve bu kökler

gerçel köklerdir(Beale, 1937 : 211).

·Ispat: P1(k; x)�in tek kökü olan �1;k;1;0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬nda oldu¼gu durumda

varsay¬lm¬̧st¬r.

P1(k; x) = N + kD
0

= � (� + � + 2k) + � + k

= P
0

1(k; x):x+ � + k

�1;k;1 =
�+k

�+�+2k
; x = �1;k;1için

P1(k; �1;k;1) = P
0

1(k; �1;k;1)�1;k;1 + � + k

= (� (� + � + 2k)) :

�
� + k

(� + � + 2k)

�
+ � + k

= 0

x < �1;k;1 ve x > �1;k;1 için P1(k; x)�in durumu

P1(k; x) = xP
0

1(k; x) + � + k

P1(k; x < �1;k;1) =

�
x <

� + k

(� + � + 2k)

�
(� (� + � + 2k)) :+ � + k

P1(k; x) = xP
0

1(k; x) + � + k

P
0

1 > 0; 0 � k < k1

1) x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0 , bu durumun incelenmesi, x < �1;k;1 için

0 � k < k1; �+ k < 0;
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P1(k; x) = x:P
0

1(k; x) + � + k

= x:P
0

1(k; x) + (< 0)

P
0

1 > 0; 0 < �1;k;1 < 1; 0 � k � k1 aral¬¼g¬nda � + k < 0 olmas¬ sebebiyle

bu şartlara uygun olan �1;k;1 = 0:5 için P
0

1 = 6 > 0 ,P1(k; x) = 6x � 3 gibi

düşünülmesi ile x < �1;k;1 için 1=3 < 0:5 için

6x� 3 = 6:(1=3)� 3

= �1 < 0

�d¬r.

Bu incelemeler sonucunda

2)x > �1;k;1 için 0 � k < k1 aral¬¼g¬nda P1(k; x) > 0 durumu:

0 � k < k1 aral¬¼g¬nda P
0

1(k; x) > 0 ,� + k < 0; P1(k; x) = x:P
0

1(k; x) +

� + k,P1(k; x) = 6x � 3 ;�1;k;1 =
1

2
; 1 > 1

2
için P1(k; x) > 0 şart¬n¬ sa¼glar.Sonuç

olarak ; x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0 ve x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0 �d¬r.

Pn+1(k; x) =
�
N + (k � n)D

0
�
Pn(k; x) + D:P

0

n(k; x) ba¼g¬nt¬s¬ndan

P1(k; �1;k;1) = 0�d¬r. Payda D(x) = x:(1 � x) , x = �1;k;1 için 0 < �1;k;1 < 1

aral¬¼g¬nda olmas¬ sebebiyle

D (�1;k;1) = �1;k;1:(1� �1;k;1)

= (> 0):(> 0)

= (> 0)

D (�1;k;1) > 0 elde edilir.0 � k � k1 aral¬¼g¬nda P
0

1 > 0; D (�1;k;1) > 0;

P1(k; �1;k;1) = 0 bilgilerini gözönünde bulundurulmas¬ ile ;
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Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +DP

0

n(k; x)

P2(k; x) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; x) +D:P

0

1(k; x)

ve ·Ifadenin x = �1;k;1 için yaz¬lmas¬ ile ;

P2(k; �1;k;1) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; �1;k;1) +D:P

0

1(k; �1;k;1)

elde edilen ifadede yukar¬da bilgileri yerinde gösterilmesi ile

P2(k; �1;k;1) =
h
N + (k � 1)D

0

i
:0 + (> 0):(> 0)

= 0 + (> 0)

= (> 0)

P2(k; �1;k;1) > 0 elde edilir.

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
2k � n

2
D

00

�
Pn(k; x)

P
0

2(k; x) = 2:

�
N

0

+
2k � 1

2
D

00

�
P1(k; x)

� =

�
N

0

+
2k � n

2
D

00

�

=

�
N

0

+
2k � 1

2
D

00

�

= � (� + � + 2k) + 1

= P
0

1(k; x) + 1

P
0

1(k; x); � > 0;
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P
0

2
(k; x) = 2:

�
N

0

+
2k � 1

2
D

00

�
P1(k; x)

= 2:�:P1(k; x)

x = �1;k;1 için P1(k; �1;k;1) olmak üzere;

P
0

2
(k; �1;k;1) = 2:�:P1(k; �1;k;1)

= 2:�:0

= 0

P
0

2
(k; �1;k;1) = 0 elde edilir. x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0

P
0

2
(k; x) = 2:�:P1(k; x)

= 2:(> 0):(< 0)

= (< 0)

x < �1;k;1 için P
0

2
(k; x) < 0 elde edilir .x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0 bilgisi ile

0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬nda � > 0 olmas¬ sebebiyle

P
0

2
(k; x) = 2:�:P1(k; x)

= 2:(> 0):(> 0)

= (> 0)

elde edilir.

Yukar¬da elde edilen sonuçlar x = �1;k;1 için P1(k; x) = 0 ve x < �1;k;1x >

�1;k;1, P1(k; x)�in i̧saretiyle ili̧skili yorumlardan ve � �n¬n i̧saretiyle ili̧skili bilgiler-

den elde edilir.
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Böylece

P2(k; x) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; x) +D:P

0

1
(k; x)

için

�x = �1;k;1 için P1(k; �1;k;1 ) = 0, D (�1;k;1 ) > 0 idi.P
0

1
(k; x) > 0 idi.

P2(k; �1;k;1 ) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; �1;k;1 ) +D:P

0

1
(k; �1;k;1 )

= 0 + (> 0):(> 0)

= (> 0)

�x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0 ve x < �1;k;1 için P2(k; x)�i incelenmesi ise ;

0 < �1;k;1 < 1aral¬¼g¬n¬ göz önünde tutulmas¬ ile x < �1;k;1 için x = 0 de¼geri için

P2(k; x) �in durumu x < �1;k;1 durumu,

P2(k; x) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; x) +D:P

0

1
(k; x)

h
N + (k � 1)D

0

i

x=0
= �

� < 0, 0 � k � k1 ve x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0;x = 0 için; D(x) = x:(1 � x);

D(0) = 0

P2(k; x) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; x) +D:P

0

1
(k; x)

P2(k; 0) =
h
N + (k � 1)D

0

i

x=0
P1(k; 0) +D:P

0

1
(k; 0)

= �:P1(k; 0) + 0

= (< 0):(< 0) + 0

= (> 0)

elde edilir. x = 0 de¼geri x < �1;k;1 için P2(k; x) > 0 oldu¼gunu gösterilmesi için
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ele al¬n¬r. x = 0 de¼geri �1;k;1 �den küçük alt s¬n¬rlar¬n en büyük de¼geri olan de¼ger

olarak ele al¬narak P2(k; x)�in i̧sareti hakk¬nda bilgi verir..

�0 < �1;k;1 < 1, x > �1;k;1 için P2(k; x)�in i̧sareti hakk¬nda bilgi edinebilmesi için

üst s¬n¬rlar¬n en küçük de¼geri x = 1 de¼geri için inceleme şu şekildedir:
�
N + (k � 1)D

0
�
x=1

= �; � > 0; 0 � k � k1 ve x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0 �d¬r.

x = 1 için P2(k; 1); D(x) = x:(1�x); D(1) = 0 için elde edilir, bu sebeple

hiçbir gerçel köke sahip de¼gildir. P
0

n+1(k; x) = (n + 1):
h
N

0

+ (2k�n)
2
D

00

i
Pn(k; x)

ili̧skisinden faydan¬lmas¬ ile n = 2 için

P
0

3(k; x) = 3:

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
P2(k; x)

= 3:�:P2(k; x)

P2(k; x)�in tüm x�ler için P2(k; x) > 0 bilgisi alt¬nda;

P
0

3(k; x) = 3:�:P2(k; x)

= 3:(> 0):(> 0)

= (> 0)

Dolay¬s¬yla P
0

3(k; x) > 0�d¬r. P3(k; x);polinomunun (0; 1) aral¬¼g¬ içinde bir

kökünün olup olmad¬¼g¬ hakk¬nda incelemeyi uç de¼gerler olan 0 ve 1 de¼gerlerinde

i̧saret durumlar¬n¬ incelenmesi aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir.

x = 0 için P3(k; 0) < 0 ; x = 1 için
�
N + (k � 2)D

0
�
x=1

= � ve

D(x) = x:(1� x) olmak üzere D(1) = 0

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

P3(k; 1) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=1
P2(k; 1) +D:P

0

2(k; 1)
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�
N + (k � 2)D

0
�
x=1

= � olmak üzere;

P3(k; 1) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=1
P2(k; 1) +D:P

0

2(k; 1)

= �:P2(k; 1) + 0:P
0

2(k; 1)

= (> 0):(> 0) + 0

= (> 0)

Aral¬¼g¬n uç de¼gerlerindeki x = 0 ve x = 1 de¼gerleri için P3(k; 0) < 0

ve P3(k; 1) > 0 olmas¬ sebebiyle 0 < �3;k;1 < 1 aral¬¼g¬nda tek bir gerçel kök

olan �3;k;1�i gösterir. P3 �ten P4�e geçi̧steki muhakemeler , P1 �den P2�ye geçi̧steki

durumla ayn¬d¬r. Bu yöntemin devam ettirilmesi ile ;

P4(k; x) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=0
:P3(k; x) +D:P

0

3(k; x)

P
0

3(k; x) > 0 elde edilen bilgileri ¬̧s¬¼g¬nda x = �3;k;1 için D(x) = x:(1 � x),

0 < �3;k;1 < 1 için D > 0,

P4(k; x) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=0
:P3(k; x) +D:P

0

3(k; x)

P4(k; �3;k;1) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=0
:P3(k; �3;k;1) +D:P

0

3(k; �3;k;1)

= �:0 + (> 0):(> 0)

= (> 0)

0 < �3;k;1 < 1 için

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
2k � n

2
D

00

�
:Pn(k; x)

P
0

4(k; x) = 4:�:P3(k; x)

0 � k � k1 için her zaman � > 0;
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1)Al¬nan k�lar 0 � k � k1 aral¬¼g¬nda x < �3;k;1 için P3(k; x) < 0;

P
0

4
(k; x) = 4:�:P3(k; x)

= 4:(> 0):(< 0)

= (< 0)

2)Al¬nan k �lar 0 � k � k1 aral¬¼g¬nda x > �3;k;1 için P3(k; x) < 0;

P
0

4
(k; x) = 4:�:P3(k; x)

= 4:(> 0):(> 0)

= (> 0)

3)Al¬nan k�lar 0 � k � k1 aral¬¼g¬nda x = �3;k;1 için P3(k; x) = 0;

P
0

4
(k; x) = 4:�:P3(k; x)

= 4:(> 0):0

= 0

x = �3;k;1 için P3(k; x)�in i̧saretiyle ili̧skili yorumlardan P2(k; x) için

izlenilen yönteme göre, 0 < �3;k;1 < 1; x < �3;k;1 için x = 0 olmak üzere
�
N + (k � 3)D

0
�
x=0

: = �; � < 0; 0 � k � k1 ve x < �3;k;1 için P3(k; x) < 0 için,

D = x:(1� x), D(0) = 0;

P4(k; 0) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=0
P3(k; 0) +D:P

0

3
(k; 0)

= (< 0):(< 0) + 0:(> 0)

= (> 0)
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P4(k; 0), 0 < �3;k;1 < 1�ler göz önünde bulundurulmas¬ ile x < �3;k;1 �ler için

P4(k; 0) > 0 �d¬r.

0 < �3;k;1 < 1, x > �3;k;1 için x = 1 olsun.
�
N + (k � 3)D

0
�
x=1

= �;

� > 0; 0 � k � k1 ve x > �3;k;1 için P3(k; x) > 0,D(1) = 0;

P4(k; 1) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=1
P3(k; 1) +D:P

0

3(k; 1)

= (> 0):(> 0) + 0:P
0

3(k; 1)

= (> 0)

P4(k; �3;k;1) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=0;1
P3(k; �3;k;1) +D:P

0

3(k; �3;k;1)

P
0

3(k; �3;k;1) > 0; D(�3;k;1) > 0

P4(k; �3;k;1) =
h
N + (k � 3)D

0

i

x=0;1
:0 + (> 0):(> 0)

= (> 0)

Bu yüzden 0 < �3;k;1 < 1 aral¬¼g¬ndaki köklerin bulundu¼gu aral¬klar¬n iki

uç noktas¬ olan x = 1 ve x = 0�da P4(k; x) > 0 oldu¼gu di¼ger bir ifadeyle i̧saret

de¼gi̧stirmedi¼gi görülür, tüm gerçel x�ler için P4(k; x) > 0�d¬r ve hiçbir gerçel köke

sahip de¼gildir.

Pn(k; x) � Jk+1(x; �; �); n = 1; 2; :::::::; k+1�ler için k çift ise yani Jacob¬

pol¬nomonun tek dereceli polinom olma durumunda (0; 1) aral¬¼g¬ üzerinde tek

gerçel kök vard¬r, k tek ise yani Jacobi polinomu derecesi çift say¬ olanlar ifade

edilen aral¬kta hiçbir gerçel köke sahip de¼gildir(Beale, 1937 : 211).
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Elde edilen polinomlar¬n i̧saret bilgileriyle k lar 0 � k � k1 aral¬¼g¬nda

olmak üzere özet yorum aşa¼g¬daki gibidir;

1) P1(k; x) = 0 için �1;k;1 =
�+k

�+�+2k
ve kökler 0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬ndad¬r k�n¬n

0 � k � k1 de¼gerleri ile bulunmaktad¬r, P
0

1 > 0 �d¬r.

2) 0 < �1;k;1 < 1 ve x = �1;k;1, x < �1;k;1,x > �1;k;1 için P2(k; x) > 0 oldu¼gu ve

bu bilgiler ve ikinci dereceden elde edilen polinomun türevinin i̧saretiyle ili̧skili

bilgiler:

� 0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬ndaki �1;k;1�lerden küçük olan x�ler di¼ger bir ifadeyle

(�1; 0] aral¬¼g¬na dahil olan x < �1;k;1 için P
0

2 < 0 ;

� 0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬ndaki �1;k;1�lerden büyük olan x
0ler di¼ger bir ifadeyle

[1;1) aral¬¼g¬na dahil olan x > �1;k;1 için P
0

2 > 0;

� 0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬ndaki x = �1;k;1 için di¼ger bir ifadeyle0 < x < 1 için

P
0

2(�1;k;1) = 0 �d¬r.

·Ikinci dereceden Jacobi polinomu P1(k; x)�in kökü olan �1;k;1 kökü baz

al¬narak 0 < �1;k;1 < 1 ve k�lar 0 � k � k1 olmak üzere incelenen şartlar alt¬nda

ikinci dereceden Jacobi polinomunu x eksen¬n¬ kesmez ve bu aral¬kta hiçbir gerçel

kökü yoktur.

3)P
0

3(k; x) > 0 , aral¬¼g¬n uç de¼gerlerindeki x = 0 ve x = 1 de¼gerleri için P3(k; 0) <

0 ve P3(k; 1) > 0 olmas¬ sebebiyle 0 < �3;k;1 < 1 aral¬¼g¬nda tek bir gerçel kök olan

�3;k;1 vard¬r. P1(k; x)�teki şartlar aynen sa¼glanmaktad¬r.

4)�3;k;1 kökü baz al¬narak P
0

4(k; x) için

� x < �3;k;1 için al¬nan x�ler (�1; 0] ve 0 < �3;k;1 < 1 için P
0

4(k; x) < 0;

�x > �3;k;1 için al¬nan x�ler [1;1) ve 0 < �3;k;1 < 1 için P
0

4(k; x) > 0;

�x = �3;k;1 için 0 < �3;k;1 < 1 olmak üzere P
0

4(k; x) = 0

P4(k; x) > 0 oldu¼gu görüldü.Bu bilgilere dayanarak, x eksen¬n¬ kesen bir kökün

varl¬¼g¬ndan söz edilemez(Beale, 1937 : 211).

Durum-2:·Incelenen k� lar, k1 < k � k3, k = k1 + q; q = 1; 2; ::::::::; k3 � k1;

n = 1; 2; ::::; q�1 için � > 0; � > 0; n = q; q+1; :::; q+k1 için � < 0; � > 0; �1;k;1 <

0; P
0

1(k; x) > 0�d¬r. Jk1+q+1(x; �; �), (�1; 0) içinde q farkl¬ köke sahiptir ve (0; 1)

aral¬¼g¬ içinde ise (1)k+(�1)k

2
tane köke sahiptir ve

bunlar gerçel köklerdir(Beale, 1937 : 211).
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·Ispat: n = 1; 2; ::::::::; q dizisi için �; �; � üzerindeki şartlar � > 0; � > 0; � > 0

durum-2 �de verilmi̧stir. P1(k; x) = 0 için elde edilen �1;k;1�ler �1;k;1 < 0, (�1; 0)

aral¬¼g¬na düşen kökler üzerinde inceleme yap¬l¬r. P
0

1(k; x) > 0 koşulu alt¬nda

�x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0, x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0�d¬r şöyle ki; P
0

1(k; x) > 0

ve k1 < k � k3 aral¬¼g¬nda � + k > 0 olmas¬ sebebiyle

P1(k; x) = N + kD
0

= (�� � �)x+ � + k:(1� 2x)

= (�� � �� 2k)x+ � + k

= x:P
0

1(k; x) + � + k

= (> 0):x+ (> 0)

x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0,x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0 �d¬r. Örne¼gin P1(k; x) =

3x + 3 olmak üzere P
0

1(k; x) > 0 ve � + k > 0.3x + 3 = 0; �1;k;1 = �1;�2 <

�1; x = �2 için 3x + 3 = �3 < 0; 0 > �1 için 3x + 3 = 3 > 0:x < �1;k;1 için

P1(k; x) < 0; x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0 oldu¼gu görülür.P2(k; x) için , �1;k;1 < 0

olmas¬ sebebiyle

D(�1;k;1 ) = �1;k;1 : (1� �1;k;1 )

= (< 0):(> 0)

= (< 0)

D(�1;k;1 ) < 0 ve P
0

1(k; x) > 0 bilgisi ile

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

P2(k; x) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; x) +D:P

0

1(k; x)

x = �1;k;1 için P1(k; �1;k;1 ) = 0,D (�1;k;1 ) < 0 ve P
0

1(k; x) > 0
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P2(k; �1;k;1 ) =
h
N + (k � 1)D

0

i
P1(k; �1;k;1 ) +D:P

0

1(k; �1;k;1 )

=
h
N + (k � 1)D

0

i
:0 + (< 0):(> 0)

= (< 0)

P2(k; �1;k;1 ) < 0 oldu¼gu görülür.

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

P
0

2(k; �1;k;1 ) = 2:�:P1(k; �1;k;1 )

= 2:�:0

= 0

x < �1;k;1 için P1(k; x) < 0; � > 0 bilgileri alt¬nda;

P
0

2(k; x) = 2:�:P1(k; x)

= 2:(> 0):(< 0)

= (< 0)

x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0; � > 0,

P
0

2(k; x) = 2:�:P1(k; x)

= 2:(> 0):(> 0)

= (> 0)
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Şekil 1: �1;k;1 in konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

Şekil 2: �1;k;1� e göre �2;k;i �lerin konumu; i = 1; 2

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

�P2(k; �1;k;1 )

�P
0

2
(k; �1;k;1 ) = 0

�x < �1;k;1 ) P
0

2
(k; x) < 0

�x > �1;k;1 ) P
0

2
(k; x) > 0

jP2(k;�1)j = 1 olmas¬ sebebiyle en solda bulunan iki gerçel köke sahiptir ve

�2;k;1 , (�1; 0) aral¬¼g¬ içindedir (Beale, 1937 : 211).

Şekildende görülece¼gi üzere �2;k;2 ,(�1;k;1 ; 0) içinde oldu¼gu görülür . Şek-

ilde P2(k; 0) > 0� d¬r, çünkü P2(k; x) için k1 < k � k3 aral¬¼g¬nda n = 1; 2; :; q � 1
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için � > 0, x = 0 de¼gerinde 0 > �1;k;1 yani x > �1;k;1 için P1(k; x) > 0 idi ve

x = 0 için D(x) = x:(1� x) ,D(0) = 0

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

P2(k; 0) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=0
P1(k; 0) +D:P

0

1(k; x)

= �:P1(k; 0) + 0:P
0

1(k; x)

= (> 0):(> 0)

= (> 0)

elde edilir.

Bu yöntemin devam¬ ile n+1 = 1; 2; :; q�ya kadar Pq(k; x); (�1; 0) içinde

q köke sahiptir ve P
0

q(k; �q;k;1) < 0�d¬r ve şekildende görülece¼gi üzere x = �2;k;1 <

�1;k;1�dir ve x < �1;k;1�ler için P
0

2(k; x) < 0 elde edilmi̧s bilgisi ¬̧s¬¼g¬nda x = �2;k;1 <

�1;k;1 için P
0

2(k; �2;k;1) < 0�dir.

n = q + 1; q + 2; :::; q + k1 dereceli polinomlar için durum -2 �de � >

0; � < 0; � > 0 koşullar¬ alt¬nda q: dereceden polinomun q kökü vard¬r ve

i = 1; 2; :::; q ve bu kökler negatiftir di¼ger bir ifadeyle �1 < �q;k;i < 0�dad¬r ve

bu köklerin türevleri olan P
0

q(k; �q;k;1) < 0; i = 1; 2; : : : :; q için s¬ras¬yla negatif ve

pozitif oldu¼gudur.q�nun çift yada tek olma varsay¬m¬ ile q�nun tek ve polinomun

tek indisli köklerinin türevleri negatif, çift indisli köklerinin türevleri pozitif ise ;

P
0

q(k; �q;k;1) < 0; :::P
0

q(k; �q;k;q) < 0 ve x < �q;k;1 için Pq(k; x) > 0 ve

x > �q;k;q için Pq(k; x) < 0 varsay¬m¬ alt¬nda;

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

Pq+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=0
Pq(k; x) +D:P

0

q(k; x)

Pq+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=1
Pq(k; x) +D:P

0

q(k; x)

(q + 1): dereceden polinomun Pq(k; x)�in kökleri olan i = 1; 2; : : : :; q için q tane
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kök olan �q;k;i�lere göre;

Pq+1(k; �q;k;i) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=1
Pq(k; �q;k;i) +D:P

0

q(k; �q;k;i)

i = 1; 2:; q; i = 1 ve �1 < �q;k;i < 0 için D (�q;k;i) = (�q;k;i) : (1� �q;k;i),

D (�q;k;i) < 0 ve tek dereceli köklerde P
0

q(k; �q;k;1) < 0 varsay¬m¬ alt¬nda hareket

edilmesi ile bu bilgiler alt¬nda

Pq+1(k; �q;k;1) =
h
N + (k � q)D

0

i
Pq(k; �q;k;1) +D (�q;k;1) :P

0

q(k; �q;k;1)

=
h
N + (k � q)D

0

i
:0 + (< 0):(< 0)

= (> 0)

çift indisli köklerdeP
0

q(k; �q;k;2) kabülü alt¬nda;

Pq+1(k; �q;k;2) =
h
N + (k � q)D

0

i
Pq(k; �q;k;2) +D (�q;k;2) :P

0

q(k; �q;k;2)

=
h
N + (k � q)D

0

i
:0 + (< 0):(> 0)

= (< 0)

Bu şekilde i̧sleme devam edilmesi ile;

Pq+1(k; �q;k;1) > 0

Pq+1(k; �q;k;2) < 0

Pq+1(k; �q;k;3) > 0

:

:

:

Pq+1(k; �q;k;q) > 0
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elde edilir. Pq+1(k; �q;k;i)�ler s¬ras¬yla i = 1; 2 : : : ; q için yukar¬da ifade edildi¼gi gibi

q�nun tek oldu¼gu varsay¬m¬ alt¬nda ele al¬n¬r. Görüldü¼gü üzere Pq(k; x)�lerin kök-

leri olan �q;k;i�lere göre (q+1): Dereceden polinom olan Pq+1(k; x)�lerin �q;k;i�lere

göre i̧saretleri, konumlar¬ hakk¬nda bilgi verir. Şekildende görülece¼gi üzere �q;k;i�ler

Pq+1(k; x)�in q � 1 tane kökü ile ayr¬l¬r.

Şekil 3: �q+1;k;i lerin �q;k;i lere göre konumlar¬

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

Pq+1(k; �q;k;1) > 0 ve

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k;x)

P
0

q+1(k; x) = (q + 1):�:Pq(k; x)

� > 0 ve x < �q;k;1 için Pq(k; x) > 0 ve x < �q;k;1 için;

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

P
0

q+1(k; x) = (q + 1):�:Pq(k; x)

= (> 0):(> 0):(> 0)

= (> 0)

x = �q;k;1 için P
0

q+1(k; �q;k;1) = 0�d¬r.
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Özet olarak ; x < �q;k;1 için P
0

q+1(k; x) = (> 0); x < �q;k;1 ;için Pq(k; x) >

0; x < �q;k;1 için P
0

q+1(k; x) > 0; x = �q;k;1 için P
0

q+1(k; �q;k;1) = 0�d¬r.Bu bilgiler

alt¬nda;

Şekil 4: �q+1;k;1 in �q;k;1 e göre konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

Pq+1(k; x)�in ilk kökü olan �q+1;k;1 şekildende görülece¼gi üzere (�1; �q;k;1 )

içine düşen aral¬¼g¬n içinde yer al¬r.Şu ana kadar yap¬lan varsay¬mlar q�nun tek say¬

olmas¬ durumunda incelendi .

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

Pq+1(k; �q;k;q ) =
h
N + (k � q)D

0

i
Pq(k; �q;k;q ) +D:P

0

q(k; �q;k;q )

�q;k;q < 0 olmas¬ sebebiyle D(�q;k;q ) = �q;k;q :(1 � �q;k;q ) ) D < 0 ve

P
0

q(k; �q;k;q ) < 0. Dolay¬s¬yla;

Pq+1(k; �q;k;q ) =
h
N + (k � q)D

0

i
Pq(k; �q;k;q ) +D:P

0

q(k; �q;k;q )

=
h
N + (k � q)D

0

i
:0 + (> 0):(< 0)

= (> 0)

bilgisi ile
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P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

P
0

q+1(k; �q;k;q) = (q + 1):�:Pq(k; �q;k;q)

= (> 0):(> 0):0

= 0

x > �q;k;q için P
0

q+1(k; x) < 0�d¬r. Bu biligiler alt¬nda

Şekil 5: Pq+1(k; 0) ¬n ve �q+1;k;q+1 in konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

(�1; 0) içindeki Pq+1(k; x)�in q tane kökünün yerleri hakk¬nda bilgi elde edilir.

x > �q;k;q�lar için Pq+1(k; x)�in durumu için x = 0 ,x > �q;k;q için di¼ger bir ifadeyle

x = 0 > �q;k;q

Pq+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=0
Pq(k; x) +D:P

0

q(k; x)

Pq+1(k; 0) = �:Pq(k; 0) + 0:P
0

q(k; 0)

= (< 0):Pq(k; 0)

Pq+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i

x=1
Pq(k; x) +D:P

0

q(k; x)

Pq+1(k; 1) = �:Pq(k; 1) + 0:P
0

q(k; 1)

= (> 0) :Pq(k; 1)

111



Şekilden de görülece¼gi üzere (�1; 0) içinde Pq+1(k; x)�in q tane köke

sahiptir, (q + 1): kök (0; 1)aral¬¼g¬ndad¬r ve bu aral¬kta bir kök varl¬¼g¬ndan

bahsedilebilmesi için Pq+1(k; 0) > 0 ve Pq+1(k; 1) < 0 olmal¬d¬r.

Şekil 6: �q+1;k;i �lerin konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

Şekildende görüldü¼gü üzere Pq+1(k; x)�in (�1; 0) üzerinde q kökü vard¬r,

(0; 1) aral¬¼g¬ üzerinde bir tane kökü vard¬r.Pq+1(k; x)�ten Pq+2(k; x)�e geçerken

benzer şekilde ;

Pq+2(k; x) =
h
N + (k � q � 1)D

0

i

x=0
Pq+1(k; x) +D:P

0

q+1(k; x)

Pq+2(k; x) =
h
N + (k � q � 1)D

0

i

x=1
Pq+1(k; x) +D:P

0

q+1(k; x)

x = �q+1;k;1 için �q+1;k;1 < 0 ve D (�q+1;k;1) < 0 Şekil 11�den görülece¼gi üzere

P 0q+1(k; �q+1;k;1) > 0

Pq+2(k; �q+1;k;1) =
h
N + (k � q � 1)D

0

i

x=0
Pq+1(k; �q+1;k;1)

+D:P
0

q+1(k; �q+1;k;1)

=
h
N + (k � q � 1)D

0

i

x=0
:0 + (< 0):(> 0)

= (< 0)

� > 0; x < �q+1;k;1 için Pq+1(k; x) < 0
0d{r:
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P
0

q+2(k; x) = (q + 2)�Pq+1(k; x)

= (> 0):(> 0):(< 0)

= (< 0)

x < �q+1;k;1 için P
0

q+2(k; x) < 0�d¬r.

Şekil 7: �q+2;k;i lerin �q+1;k;i lere göre konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

x < �q+1;k;1 için Pq+1(k; x) < 0; x < �q+1;k;1 için P
0

q+2(k; x) < 0; x = �q+1;k;1 için

�q+1;k;1 < 0) D < 0

P
0

q+2(k; �q+1;k;1) = (q + 2)�Pq+1(k; �q+1;k;1)

= (q + 2):�:0

= (0)

Bu bilgiler alt¬nda şekil 7 �den de görülece¼gi üzere �q+2;k;1; (�1; �q+1;k;1)

içine düşen aral¬kta yer al¬r. x = �q+1;k;2 için ,�q+1;k;2 < 0 ,D (�q+1;k;2) < 0;

Pq+2(k; �q+1;k;2) =
h
N + (k � q � 1)D

0

i
Pq+1(k; �q+1;k;2) +D:P

0

q+1(k; �q+1;k;2)

=
h
N + (k � q � 1)D

0

i
:0 +D:P

0

q+1(k; �q+1;k;2)

Şekilden de görülece¼gi üzere P
0

q+1(k; �q+1;k;2) < 0
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Pq+2(k; �q+1;k;2) = 0 + (< 0)(< 0)

= (> 0)

x = �q+1;k;2 için � > 0 ;

P
0

q+2(k; �q+1;k;2) = (q + 2)�Pq+1(k; �q+1;k;2)

= (q + 2)(> 0):0

= 0

x < �q+1;k;2 için

P
0

q+2(k; x) = (q + 2)�Pq+1(k; x)

Şekilden de görülece¼gi üzere (1) nolu k¬s¬m x < �q+1;k;2 için Pq+1(k; x) > 0�d¬r

ve � > 0 ;

P
0

q+2(k; x) = (q + 2)�Pq+1(k; x)

= (> 0):(> 0):(> 0)

= (> 0)

Bu bilgiler alt¬nda �q+2;k;2�nin varl¬¼g¬ndan söz edilir. Şekil 7 �de aç¬kça

görülmektedir.

x = �q+1;k;3 için �q+1;k;3 < 0; D (�q+1;k;3) < 0

Pq+2(k; �q+1;k;3) = 0 +D:P
0

q+1(k; �q+1;k;3)

= D:P
0

q+1(k; �q+1;k;3)
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Şekil 7�den görülece¼gi üzere P
0

q+1(k; �q+1;k;3) > 0

Pq+2(k; �q+1;k;3) = (< 0):(> 0)

= (< 0)

Bu şekilde i̧slem devam ettirilmesi ile; Pq+2(k; �q+1;k;q�1) = 0+D:P
0

q+1(k; �q+1;k;q�1)

şekil 7�den görülece¼gi üzere ; P
0

q+1(k; �q+1;k;q�1) ve bu bilgi alt¬nda

Pq+2(k; �q+1;k;q�1) = 0 +D:P
0

q+1(k; �q+1;k;q�1)

= (< 0):(< 0)

= (> 0)

önem teşkil eden nokta x = �q+1;k;q�dir. x = �q+1;k;q için incelemeler şu şekildedir;

�q+1;k;q < 0; D < 0

Pq+2(k; �q+1;k;q) =
h
N + (k � q � 1)D

0

i
Pq+1(k; �q+1;k;q)

+D:P
0

q+1(k; �q+1;k;q)

=
h
N + (k � q � 1)D

0

i
:0 + (< 0):P

0

q+1(k; �q+1;k;q)

Şekil 7 �den görülece¼gi üzere P
0

q+1(k; �q+1;k;q) > 0�d¬r ve

Pq+2(k; �q+1;k;q) = (< 0):(> 0)

= (< 0)

115



P
0

q+2(k; �q+1;k;q) = (q + 2)�Pq+1(k; �q+1;k;q)

= 0

x = �q+1;k;q+1 için �q+1;k;q+1 � (0; 1), �q+1;k;q+1 > 0 olmas¬ sebebiyle

D (�q+1;k;q+1) > 0 �d¬r ve x > �q;k;q için P
0

q+1(k; x) < 0 bilgisi alt¬nda x =

�q+1;k;q+1 için �q+1;k;q+1 > �q;k;q; P
0

q+1(k; �q+1;k;q+1) < 0
0d¬r ve

Pq+2(k; �q+1;k;q+1) =
h
N + (k � q � 1)D

0

i
Pq+1(k; �q+1;k;q+1)

+D:P
0

q+1(k; �q+1;k;q+1)

=
h
N + (k � q � 1)D

0

i
:0 + (> 0):(< 0)

= (< 0)

elde ediilir.

x > �q+1;k;q+1 için P
0

q+2(k; x) şu şekilde elde edilir. � > 0, x > �q+1;k;q+1

P
0

q+2(k; x) = (q + 2)�Pq+1(k; x)

= (> 0):(> 0):(< 0)

= (< 0)

x > �q+1;k;q+1 için P
0

q+2(k; x) < 0 �d¬r.
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Şekil 8 : Pq+2;k;q+1�nin �q+1;k;q+1deki konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

Şekil-9 : �q+2;k;q nun konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.

Pq+2(k; �q+1;k;q�1) > 0 ve Pq+2(k; �q+1;k;q) < 0 olmas¬ burada �q+2;k;i�nin

bir kökünün varl¬¼g¬n¬ ortaya koyar. Dolay¬s¬ ile �q+2;k;i kökleri �q+1;k;q ile �q+1;k;1

aras¬nda q�1 köke sahiptir ve (�1; �q+1;k;1) içinde �q+2;k;1�i bulundurmak üzere

Pq+2(k; x) toplam q köke sahiptir. Bu metod devam edildi¼ginde k1 çift ise (0; 1)

aral¬¼g¬nda bir kök ve (�1; 0) içinde q farkl¬ köke sahip olacakt¬r. Pq+k1+1 �

Jk1+q+1 .Bir başka ifadeyle kök say¬s¬ polinomun derecesine ba¼gl¬ de¼gil, k1 �e ba¼gl¬

olan k1çift ise q + 1 ,tek ise q köke sahiptir(Beale, 1937:212)..
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Şekil-10 : �q+2;k;i lerin �q+1;k;ilere göre konumu

: Kaynak : Çal¬̧sma yazar taraf¬ndan oluşturulmuştur.
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3:2:PEARSON D·IFERANS·IYEL DENKLEM·I SA¼GLAYAN

Pn(k;x)
0LER·IN BÜKÜMNOKTALARININ SAYISI VE POL·INOMUN

DERECES·IYLE OLAN ·IL·IŞK·IS·IN·IN KURULMASI

Teorem 3.1:y = f(x), der(G(x)) � 1 olmak üzere; df(X)
dX

= f(X):X
G(X)

; f(x) olas¬l¬k

yo¼gunluk fonks¬yonunun büküm noktalar¬n¬n say¬s¬ G(X)�in derecesini geçemez

(Dündar, 2012 : 23).

·Ispat:

df(X)

dX
=

f(X):X

G(X)

d2f(X)

dX2
=

h
f(X) +X:df(X)

dX

i
G(X)�G

0

(X):f(X):X

[G(X)]2

d2f(X)

dX2
=

h
f(X) +X:f(X)X

G(X)

i
G(X)�G

0

(X):f(X):X

[G(X)]2

=
f(X)

[G(X)]2
:
�
X2

�X:G
0

(X) +G(X)
�

d2f(X)
dX2 = 0; f(X)

[G(X)]2
.
�
X2 �X:G

0

(X) +G(X)
�
= 0;

�
X2 �X:G

0

(X) +G(X)
�
=

0; G(X)�in do¼grusal ya da sabit oldu¼gu durumlar hariç yukar¬daki denklemin

derecesi G(X)0in derecesi ile ayn¬d¬r:

Pearson diferans¬yel denklemini sa¼glayan Pn(k; x) için q: türev formülü;

P
(q)
n+1(k; x) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i)

�
N

0

+
2k � n+ i

2
D

00

�
Pn�q+1(k; x) q = 1; :; (n+ 1)

(2.28)

q = 1 için

P
(1)
n+1(k; x) =

0Q

i=0

(n+ 1� 0)

�
N

0

+
2k � n

2
D

00

�
Pn(k; x) .. q = 1; 2; ; ; ; (n+ 1)

k = n ve Jacobi polinomu N
0

= (�� � �) ve D
00

= �2 için;
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P
0

n+1(n; x) = (n+ 1):
h
(�� � �) +

n

2
(�2)

i
Pn(n; x)

= (n+ 1): [�� � �� n]Pn(n; x)

elde edilir ve bu ifadenin tekrar türevinin al¬nmas¬ ile;

P
00

n+1(n; x) = (n+ 1): [�� � �� n] :P
0

n
(n; x)

P
0

n
(n; x) için ifadeyi (2:28) Denkleminde n yerine n � 1 ve k = n için

q = 1 ve i = 0 için

P
0

n
(n; x) =

1�1Q

i=0

(n� 1 + 1� 0):

�
N

0

+
2n� (n� 1)

2
D

00

�
Pn�1�1+1(n; x)

= n:

�
N

0

+
n+ 1

2
D

00

�
Pn�1(n; x)

= n:

�
(�� � �) +

n+ 1

2
(�2)

�
Pn�1(n; x)

= n: [�� � �� n� 1]Pn�1(n; x)

elde edilir. Bu ifade P
00

n+1(n; x) = (n+ 1): [�� � �� n]P
0

n
(n; x)�de ifade edilmesi

ile;

P
00

n+1(n; x) = (n+ 1): [�� � �� n]P
0

n
(n; x)

= (n+ 1) [� + � + n] :n: [� + � + n+ 1] :Pn�1(n; x)

elde edilir. (n + 1):dereceden polinomun büküm noktalar¬ (n � 1). Derece-

den polinomun kökleriyle ili̧skilidir. Pn(n � q; x) � Jn(x; � � q + 1; � � q + 1)

(Beale,1937 : 220).
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P
n
(k; x) � J

n
(x; �; �)

P
n
(n� q; x) � J

n
(x; �� q + 1; � � q + 1)

P
00

n+1(n; x) = (n+ 1) [� + � + n] :n: [� + � + n+ 1] :P
n�1(n; x)

ifadesinin Jacobi polinomu için gösterimi şu şekildedir;

q = 2 ,iki kez türev al¬nmas¬ sebebiyle ;

P
n
(n� q; x) � J

n
(x; �� q + 1; � � q + 1)

P
n�1(n� q; x) � J

n�1(x; �� 1 + 1; � � 1 + 1)

P
00

n+1(n; x) = (n+ 1) [� + � + n] :n: [� + � + n+ 1] :P
n�1(n; x)

J
00

n+1(x; �; �) = (n+ 1) [� + � + n] :n: [� + � + n+ 1] :J
n�1(x; � + 2; � + 2)

J
00

n+1(x; �; �) = 0 için (n+ 1) [� + � + n] :n: [� + � + n+ 1] : Jn�1(x; � +

2; �+2) = 0 için [� + � + n] [� + � + n+ 1] 6= 0 olmas¬ şart¬yla J
n+1(x; �; �)�n¬n

büküm noktalar¬ , J
n�1(x; �; �)�in tek dereceli köklerindedir, Jacobi polinom-

lar¬n¬n reel köklerinin say¬s¬ n: dereceden bir polinomun dercesi olan n�ye eşit

olmad¬¼g¬ yani reel olmayan köklere de sahip oldu¼gu durumlar vard¬r ve bu durum-

lar � ve ��n¬n varl¬¼g¬ndan etk¬lenmektedir (Beale,1937 : 220).Dolay¬s¬yla polino-

mun derecesini bulabilmek için (2:28) ba¼g¬nt¬s¬n¬n kullan¬lmas¬ ile Jn+1(x; �; �) =

P
n+1(n; x) olmas¬ sebebiyle (2:28) ba¼g¬nt¬s¬nda n = k için ve Jacobi polinomlar¬

için bulunan bu ba¼g¬nt¬ için gerekli de¼gerler olan N
0

= �� � �;D
00

= (�2)

q = 1; 2; ; ; (n+ 1) olmak üzere
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P
(q)
n+1(k; x) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i)

�
N

0

+
2k � n+ i

2
D

00

�
Pn�q+1(k; x)

P
(q)
n+1(n; x) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i)

�
N

0

+
2n� n+ i

2
D

00

�
Pn�q+1(n; x)

J
(q)
n+1(x; �; �) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i)

�
N

0

+
2n� n+ i

2
D

00

�
Jn�q+1(x; �; �)

=
q�1Q

i=0

(n+ 1� i) [�� � �� n� i] Jn�q+1(x; �; �)

Jn�q+1(x; �; �) � Pn�q+1(n; x)

elde edilen J
(q)
n+1(x; �; �) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i) [�� � �� n� i] Jn�q+1(x; �; �) denkle-

minden �; ��n¬n durumuna ba¼gl¬ olarak polinomun derecesiyle ili̧skisinin durumu

incelenmi̧stir:

i) � + � tam say¬ de¼gil ise;

Jn+1(x; �; �)�n¬n derecesi n = 0; 1; 2; :::: için n+1�dir.q = 0; 1; 2; :; (n+1);

J
(q)
n+1(x; �; �)�nun s¬f¬ra eşit olmas¬ için ;

J
(q)
n+1(x; �; �) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i) [�� � �� n� i] Jn�q+1(x; �; �)

Jn�q+1(x; �; �) � Pn�q+1(n; x)

J
(q)
n+1(x; �; �) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i) [�� � �� n� i]Pn�q+1(n; x)

ifadesinde ya [�� � �� n� i] ya da Pn�q+1(n; x) s¬f¬ra eşit olmal¬d¬r. ·Ilk olarak

Pn�q+1(n; x)�in s¬f¬ra eşit olup olmad¬¼g¬ durumunun incelenmesi aşa¼g¬daki gibidir;

� + � tam say¬ olmamak üzere;

P1(n; x) � N + nD
0

P1(n; x) = (�� � �� 2n)x+ � + n

(�� � � �� 2n)x+ � + n 6= 0
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olmas¬ sebebiyle Bölüm-2 Teorem 2.8�n¬n bilgisi alt¬nda P�(n; x) � 0; � > 0; � �

n+1 bu ifadede (� = �)�nin ��nün bir ilk de¼geri vard¬r, bu durum için P�(n; x) = 0

fakat P��1(n; x) 6= 0 durumunun aç¬klanmas¬ , Teorem 2.8�de Pearson Diferansiyel

denkleminin paydas¬ olan D tam kare de¼gil ve Pn+1 = 0; Pn 6= 0 ise bu durum

ya m � n için
�
N + (k �m)D

0
�
� 0 ya da m(m1;m2) olacak şekilde m�nin iki

de¼geri vard¬r öyle ki
�
N + (k �m1)D

0
�
� 0;

�
N + (k �m2)D

0
�
� 0; �1x + �1 ve

�2x+ �2; (m1;m2 � n)�yi çarp¬m olarak içerir şöyle ki; Pn+1 � 0 ise m � n için

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n
(k; x)

0 =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n
(k; x)

Pn(k; x) sabit ise P
0

n
(k; x) = 0�d¬r, dolay¬s¬yla

0 =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n
(k; x)

0 =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:0

h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) = 0

Pn(k; x) sabit de¼gil ise

0 =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n
(k; x)

P
0

n
(k; x) =

�
N + (k � n)D

0
�
Pn(k; x)

D

bunun sonucu olarak teoremin uygulanmas¬ ile; p � � için

P�+1(n; x) =
h
N + (n� �)D

0

i
P�(n; x) +D:P

0

�
(n; x)

P�+1(n; x) = 0,P�(n; x) 6= 0 durumunda;P�(n; x) sabit olmas¬ ve P�(n; x) 6=
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sabit durumunu teorem 6 �dan hareketle incelenir.

P
�+1(n; x) =

h
N + (n� �)D

0

i
P
�
(n; x) +D:P

0

�
(n; x)

denklemini

P
�
(n; x) sabit olmas¬ durumunda P

0

�
(n; x) = 0�d¬r ve

P
�+1(n; x) =

h
N + (n� �)D

0

i
P
�
(n; x) +D:0

0 =
h
N + (n� �)D

0

i
P
�
(n; x)

P
�
(n; x); sabit p � � için

�
N + (n� p)D

0
�
� 0 olmas¬n¬ gerektirir. Dolay¬s¬yla

Jacobi Polinomunun da N = (�� � �) x + �;D(x) = x:(1 � x); D
0

(x) = 1 � 2x

de¼gerlerini

h
N + (n� p)D

0

i
= (�� � �) x+ � + (n� p)(1� 2x)

(�� � �� 2(n� p)) x+ � + n� p = 0 olmas¬n¬ gerektirir.

P
�+1(n; x) =

h
N + (n� �)D

0

i
P
�
(n; x) +D:P

0

�
(n; x)

0 =
h
N + (n� �)D

0

i
P
�
(n; x) +D:P

0

�
(n; x)

P
0

�
(n; x) = �

�
N + (n� �)D

0
�
P
�
(n; x)

D

p � �

P
0

�
(n; x) = �

�
N + (n� p)D

0
�
P
�
(n; x)

D

Jacobi polinomunda D = x:(1 � x) oldu¼guna göre �1x + �1 = x; �2x +
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�2 = 1 � x olmal¬d¬r.
�
N + (n� p)D

0
�
= (�� � �� 2(n� p)) x + � + n � p

ifadesinde �+� tamsay¬ olmamas¬ sebebiyle (�� � �� 2(n� p)) 6= 0�d¬r, çünkü

x = p�n��

(�����2(n�p))
dolay¬s¬ ile N+(n�p)D

0

6= 0�d¬r bu yüzden öyle p(p1;p2) olmal¬

ki teorem 2.8�e göre hareketle;
�
N + (n� p1)D

0
�
= (�� � �� 2(n� p1)) x+ �+

n� p1; x0in bir çarpan¬ olabilmesi için � + n� p1 olmal¬ dolay¬s¬ ile � = p1 � n

olmas¬n¬ gerektirir. p1 ve n , tam say¬ oldu¼guna göre ��n¬nda tam say¬ olmas¬n¬

gerektirir,
�
N + (n� p2)D

0
�
= (�� � �� 2(n� p2)) x+ �+ n� p2 için (1� x)�i

çarpan olarak içerir ifadesini kullanabilmesi için �+n�p2 parantezine al¬nmas¬ ile;
�
N + (n� p2)D

0
�
= �+n� p2

h
1� (�+n�p2)+(�+n�p2)

�+n�p2

i
ifadedende görüldü¼gü gibi

(1�x)�i çarpan olarak içerebilmesi için (� + n� p2) = 0 olmal¬d¬r, (� + n� p2) =

0 olmas¬ ; n ve p2 tamsay¬ oldu¼guna göre ��n¬nda tamsay¬ olmas¬n¬ gerektirir , �

ve � hipotezinin aksine � + � tamsay¬d¬r. Bu yüzden ;

J
(q)
n+1(x; �; �) =

q�1Q

i=0

(n+ 1� i) (�� � �� n� i)Pn�q+1(k; x)

n = 0; 1; 2; :

q = 0; 1; 2; ::; (n+ 1)

Bu denklem içinde Pn�q+1(k; x) = 0 de¼gildir dolay¬s¬yla bu denklemde n+1 ile q

yerde¼gi̧stirilmesi ile;

J
(n+1)
n+1 (x; �; �) =

nQ

i=0

(n+ 1� i) (�� � �� n� i)P0(n; x)

n = 0; 1; 2; :

q = 0; 1; 2; :::::; (n+ 1)

J
(n+1)
n+1 (x; �; �) 6= 0

ve Jn+1�in derecesi kesinlikle (n+ 1)�dir (Beale, 1937 : 221).

ii) �+� > 0 ise n = 0; 1; 2; : : : : : : :: için Jn+1in derecesi ; (n+1)�dir(Beale,

1937 : 221).
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J
(n+1)
n+1 (x; �; �) =

nQ

i=0

(n+ 1� i) (�� � �� n� i)P0(n; x)

= (n+ 1)n:(n� 1):::(n+ 1� n): (�� � �� n) (�� � �� n� 1) :

: (�� � �� 2n)P0(n; x)

= (n+ 1)!(�1)n+1: (� + � + n) (� + � + n+ 1) ::

:: (� + � + 2n)P0(n; x)

n � 0; � + � > 0 olmas¬ sebebiyle J
(n+1)
n+1 (x; �; �) 6= 0�d¬r ve

Jn+1�de (�� � �� n� i)�nin hiçbir çarpan¬ yok olamaz, dolay¬s¬yla Jn+1�in dere-

cesi (n+ 1)�dir.

iii) � + � = 0 ise n = 1; 2; 3 olmas¬ sebebiyle

J
(n+1)
n+1 (x; �; �) = (n+ 1)!(�1)n: (� + � + n) ::::: (� + � + 2n)P0(n; x)

= (n+ 1)!(�1)n:n:(n+ 1):::(2n):1

J
(n+1)
n+1 (x; �; �) 6= 0�d¬r ve

J1(x; �; �) = x1��:(1� x)1��:
d(x�:(1� x)�)

dx

= x1��:(1� x)1��:
�
�:x��1:(1� x)� � x�:�:(1� x)��1

�

= �(1� x)� x�

= �� x(� + �)

(� + �) = 0; J1(x; �; �) = �; dolay¬s¬yla n = 0 için sa¼glamaz, n =

1; 2; :: ile başlamas¬ ve (� + �) = 0 olmas¬ sebebiyle J1(x; �; �) = ��d¬r .n =

1; 2; 3; :::; J1(x; �; �) = � sabit olmas¬ sebebiyle n + 1 = 2� den başlayarak uygu-

lan¬r ve (� + �) = 0 için n = 1; 2; : : : ::olmak üzere J
(n+1)
n+1 (x; �; �); (n + 1):

derecedendir(Beale, 1937 : 221).

Pn(k; x)�ler için büküm noktalar¬n¬n say¬s¬n¬ ve derecelerinin nas¬l elde
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edildi¼gi konusunda genel bilgi verildi ve Jacobi polinomlar¬ için ayr¬nt¬l¬ bir şek-

ilde incelendi, Jacobi polinomu � ve � parametreleri sahip olmas¬ sebebiyle bu

polinom üzerinde incelenmeye çal¬̧s¬ld¬ tek parametreye sahip olan Pn(k; x)�lere

örnek olan Laguerre polinomlar¬ için ve k = 0 için genel olarak Pearson difer-

ansiyel denklemini sa¼glayan Pn(0; x) � Pn(x)�leri sa¼glayan polinomlar olan Her-

mitte polinomlar¬ için büküm noktalar¬ ve dereceleriyle ilgili incelemeler aşa¼g¬daki

gibidir.

Laguerre polinomu ; Ln(x; �; �) = x
1��:ex:

d
n[e�x:xn+��1]

dxn
; n = 0; 1; 2; ::::::::,

�, gerçel bir say¬d¬r(Beale,1937 : 221).A¼g¬rl¬k fonksiyonu Laguerre polinomunun

bu gösterimi için �(x) = e�x:x��1�dir ve n. dereceden a¼g¬rl¬k fonks¬yonu ise

�(n)(x) = e�x:x�+n�1 �dir. Laguerre polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonu olan teorik

olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonun türeteni EK 3�de bahsedilmi̧s olan gama fonksiy-

onudur. Laguerre Polinomu ;

Pn(k; x) =
1

Dky
:Dn:

dnDky

dxn

Pn(n; x) =
1

Dny
:Dn:

dnDny

dxn

Dny = xn:x��1:e�x; D = x;D
0

= 1;P1(k; x) = N + kD
0

; N + kD
0

� N; k = 1;

P1(1; x) = x1��:ex:
d(e�x:x�)

dx

= x1��:ex:(�:x��1:e�x � e�x:x�)

= �� x

N = (�x+ �) ; D = x; n = k + 10dir(Beale,1937 : 221)

Laguerre polinomlar¬n¬n gerçel köklerinin yeri bu bilgiler alt¬nda önceden

bahsedilen � ve paya ba¼gl¬ olarak Laguerre polinomunda payda D(x) = x olmas¬

sebebiyle paydan¬n kritik noktas¬ x = 0 de¼geridir bu sebeple köklerin konumunu

(�1; 0) ve (0;1) aral¬¼g¬nda incelenir ve ard¬̧s¬k dereceli polinomlar¬n kökleriyle

hakk¬nda bilgi için önceden bahsedilen (2:23) ve (2:24) ile ifade edilmi̧s rekürans;
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ili̧skilerinden faydan¬larak gerçel köklerin yeri hakk¬nda bilgi edinilir(Beals,1937 :

221).

Laguerre polinomunda tek kritik nokta x = 0 noktas¬ oldu¼gu için buna

ba¼gl¬ olarak sadece � = N + (k � n)D
0

ve � = N
0

+ (2k�n)
2
D

00

elde edilen ve

N = (�x+ �) ve D = x,N
0

= �1; D
0

= 1; D
00

= 0 oldu¼gu için

� =
h
N + (k � n)D

0

i

x=0

= � + k � n

� = N
0

+
(2k � n)

2
D

00

= �1

P1(k; x) = N + kD
0

= �x+ � + k

P
0

1(k; x) = �1

Laguerre polinomunda � = 1; 2; :::::; (n+ 1) için P�(n; x) 6= 0 olmak üzere;

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

N
0

= �1; D
0

= 1; D
00

= 0; n+ 1 = �; k = n için ;

P
0

�(n; x) = �:

�
�1 +

2n� (�� 1)

2
:0

�
P��1(n; x)

= ��:P��1(n; x)

elde edilir.E¼ger P�(n; x) = 0 ise P
0

�(n; x)�den di¼ger bir ifadeyle P��1(n; x)�te

P��1(n; x) � P
0

�(n; x) � 0�d¬r. Bu sonuçlar¬n devam ettirilmesi ile ; P1(n; x) � 0

elde edilir.

P
(q)
n+1(k; x) =

q�1Q

i=0

(n+1� i):
�
N

0

+ 2k�n+i
2

D
00
�
Pn�q+1(k; x) ifadesinde q = n+1

ve Laguerre polinomu için N
0

= �1,D
0

= 1; D
00

= 0; D = x de¼gerlerini yerinde

ifade edildi¼ginde ;
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P
(n+1)
n+1 (k; x) =

nQ

i=0

(n+ 1� i)

�
(�1) +

2k � n+ i

2
:0

�
Pn�n�1+1(k; x)

=
nQ

i=0

�(n+ 1� i):P0(k; x)

elde edilir.k = n; P0(n; x) = 1 olmas¬ sebebiyle L
(n+1)
n+1 (x; �) = (�1)n+1:(n +

1)!�dir ve (n + 1). dereceden bir polinomun (n + 1). türevi s¬f¬r¬nc¬ dereceden

bir polinom yani bir sabit verdi¼gi görülmesi sebebiyle Ln+1,(n+1): dereceden bir

polinomdur(Beale,1937 : 222).

Laguerre polinomlar¬n¬n büküm noktalar¬n¬n say¬s¬ ; (2:28) denklemi ile

q = 2 için

P
(2)
n+1(k; x) =

1Q

i=0

(n+ 1� i):

�
N

0

+
2n� n+ i

2
D

00

�
Pn�q+1(k; x)

P
(2)
n+1(n; x) = (n+ 1):n:(�1):Pn�1(n; x)

Pn(n� q; x) = Ln(x; �� q + 1)

Pn(n� q; x) = Ln(x; �� 2)

L
00

n+1(x; �) = (n + 1):n:(�1)Ln�1(x; � + 2) elde edilmesi ile bu bilgi-

den anlaş¬laca¼g¬ üzere (n + 1). dereceden Laguerre polinomunun gerçel köklerin

say¬s¬ (n � 1): Dereceden polinom olan Laguerre polinomunun gerçel köklerinin

say¬s¬na ba¼gl¬d¬r(Beale,1937 : 222).

Pn(k; x) ile Pearson diferans¬yel denklemini sa¼glayan özel polinomlar¬n

genel ifadesi gösterildi.

k = 0 için ; Pn(0; x) � Pn(x)

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x)

=
h
N � nD

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(x)
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P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x)

P
0

n+1(0; x) = (n+ 1):
h
N

0

�
n

2
D

00

i
Pn(0; x)

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) + n:D:

�
N

0

+
2k � n+ 1

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

Pn+1(0; x) =
h
N � nD

0

i
Pn(0; x) + n:D:

�
N

0

�
n� 1

2
D

00

�
Pn�1(0; x)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬n tümü Pn(x)�ler içinde sa¼glan¬r(Beale, 1937 : 222). Pn(x)

in köklerine ili̧skin bilgileri veren baz¬ teoremler aşa¼g¬da incelenmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.2:Tüm x0ler için N lineer ve D(x) > 0 olsun ve N
0

�
m

2
D

00

< 0

;m = 1; 2; 3; ::::::::::::oldu¼gunu varsayal¬m.Pn ; Pn+1�in köklerinden ay¬ran n farkl¬

gerçel köke sahiptir(Beale ,1937 : 222).

·Ispat:i = 1; 2; : : : :; n için Pn�in kökleri �n;i ile gösterilmek üzere ; �n;i < �n;i+1

( �2;1 < �2;2) gibi. Farzedelim ki N
0

> 0 olsun bu ifade eder ki x�in katsay¬s¬

pozitiftir. Lineer olan N; �1;1 tek köküne sahiptir.

P1 � N1 olmas¬ sebebiyle yani lineer olan N �yi ;ax + b gibi düşünülmesi

ile ve N
0

> 0 olmas¬d¬r ; N
0

1 � a > 0;P1 � N1 � ax + b dolay¬s¬yla P1(x) = 0

için �1;1 = �
b

a
olmak üzere a > 0; N

0

1 = a > 0 ifadesi x < �1;1�ler için P1 < 0�d¬r

.N
0

1 = a;olmak üzere , x > �1;1�ler için P1 < 0yapar.

P1(�11) = 0�d¬r. P2 için; P2 �nin köklerinin yerini �1;1 köküne göre konumunu

veren i̧saret tespiti aşag¬daki gibi takip eder:

Pn+1(0; x) =
h
N � nD

0

i
Pn(x) +D:P

0

n(x)

ve teoremde D > 0 varsay¬m¬ alt¬nda ve P
0

1 = N
0

> 0 hareketle n = 1 ve

x = �1;1 için Pn+1(0; x) =
�
N � nD

0
�
Pn(x) + D:P

0

n(x) ifadesinin yaz¬lmas¬ ile;

P2(�1;1 ) =
�
N �D

0
�
P1(�1;1 ) +D:P

0

1(�1;1 )

P1(�1;1 ) = 0 olmas¬ sebebiyle
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P2(�1;1 ) =
h
N �D

0

i
P1(�1;1 ) +D:P

0

1(�1;1 )

= D:P
0

1(�1;1 )

= (> 0):(> 0)

= (> 0)

P2(�1;1 ) > 0 ve

P
0

n+1(0; x) = (n+ 1):
h
N

0

�
n

2
D

00

i
Pn(0; x)

P
0

2(x) = 2:

�
N

0

�
D

00

2

�
P1(x)

elde edilir ve teorem de N
0

�
m

2
D

00

= �;m = 1; 2; 3; ::: ve � < 0 de¼geridir ve � < 0

oldu¼gu toremde verilmi̧stir.

x < �1;1�ler için ; P1 < 0;x > �1;1�ler için P1 > 0 ve N
0

�
nD

00

2
< 0 olmas¬

sebebiyle;

P
0

2(x) = 2:�:P1(x)

x < �1;1 için ;

P
0

2(x) = 2:�:P1(x)

= 2:(< 0):(< 0)

= (> 0)

P
0

2(x) > 0; x > �1;1 için P1 > 0 ;
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P
0

2(x) = 2:�:P1(x)

= 2:(< 0):(> 0)

= (< 0)

P
0

2(x) < 0; x = �1;1için ;

P
0

2(�1;1) = 2:�:P1(�1;1)

= 2:(< 0):0

= 0

P
0

2(�1;1) = 0 elde edilir.Bu yüzden (�1; �11) içinde P2�nin bir kökü vard¬r

(�11;1) içinde de bir kökü vard¬r ve teorem n = 1 için sa¼glad¬¼g¬ görülür. P1 �in

kökü ile P2�nin kökleri ayr¬ld¬. Varsayal¬m ki n = h için do¼gru olsun.P
0

h(�h;i)

s¬ras¬yla pozitif ve negatif olmak üzere ;

P
0

n+1(x) = n:(N
0

�
n

2
D

00

)Pn(x)

= (> 0):(< 0):Pn(x)

= (< 0):Pn(x)

Ph+1(x) =
h
N � hD

0

i
Ph(x) +D:P

0

h(x)

D(x) > 0 ve x = �h;i içini = 1; 2; : : : :; h s¬ras¬yla pozitif negatif ise ;

Ph+1(�h;i) =
h
N � hD

0

i
Ph(�h;i) +D:P

0

h(�h;i)

i = 1
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Ph+1(�h;1) =
h
N � hD

0

i
Ph(�h;1) +D:P

0

h(�h;1)

=
h
N � hD

0

i
:0 + (> 0):P

0

h(�h;1)

= (> 0):(> 0)

= (> 0)

P
0

h+1(x) = (h+ 1):(N
0

�
h

2
D

00

):Ph(x)

x = �h;1

P
0

h+1(�h;1) = (> 0):(< 0):Ph(�h;1)

= (> 0):(< 0):0

= 0

P
0

h+1(�h;1) > 0 varsay¬m¬ ile başlanan P
0

h(�h;1) ; x < �h;1 için Ph < 0�d¬r. Bu

gerçek P
0

h+1(x) = (h+ 1):(N
0

�
h

2
D

00

):Ph(x) ile birleştirildi¼ginde x < �h;1 için ise

Ph < 0 ise;

P
0

h+1(x) = (h+ 1):(N
0

�
h

2
D

00

):Ph(x)

= (> 0):(< 0):(< 0)

= (> 0)

pozitif olan P
0

h+1(�h;1), (�1; �h;1)içinde Ph+1�in bir tek kökü vard¬r. Benzer

şekilde Ph+1�in kökleri (�h;h;1) içinde kurulur. P
0

h(�h;2) < 0 olsun,x > �h;2 için

Ph > 0 �d¬r.
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P
0

h+1(x) = (h+ 1):(N
0

�
h

2
D

00

):Ph(x)

= (> 0):(< 0):(> 0)

= (> 0)

Çünkü P
0

h+1(x) = (h + 1):(N
0

� h

2
D

00

):Ph(x)�den Ph+1�in en uç noktas¬

i = 1; 2; : : : :; h �h;i�dedir. Ph+1 in sadece uç noktalar¬ ; i = 1; 2; : : : : : : ; h �dedir.

P
0

h(�h;1) > 0 olmas¬ sebebiyle x < �h;1 için P
0

h+1(x) > 0 oldu¼gunu gösterir. Pozitif

olan Ph+1(�h;1); (�1; �h;1) içindeki Ph+1�in kökü oldu¼gunu takip eder. Benzer

sonuçlarla, (�h;h;1)içinde Ph+1�in bir kökünün varl¬¼g¬ kurulur. Teorem N
0

> 0

için kurulur.

Teorem 3.3: Tüm x�ler için D(x) > 0 , D
00

< 0; N
0

� m

2
D

00

< 0, N 6=

0; N
0

= 0 ise ,Pn; Pn�1 �in kökleriyle ayr¬lm¬̧s olan (n � 1) gerçel farkl¬ köke

sahiptir(Beale,1937 : 223).

·Ispat: P1 � N birinci dereceden polinomu sabit ise P
0

1 = 0�d¬r.Sabit olan say¬ c

ile ifade edilir ise;

Pn+1(x) =
h
N � nD

0

i
Pn(x) +D:P

0

n(x)

P2(x) =
h
N � nD

0

i
:c+D:0

=
h
N � nD

0

i
:c

D
00

< 0 olmas¬ sebeb¬yle payda ikinci derecen oldu¼gu aç¬kt¬r dolay¬s¬yla D
0

birinci dereceden bir polinoma kaŗs¬l¬k gelmesi sebebiyle P2(x) =
�
N � nD

0
�
:c

lineerdir.Pn(x)�lerin büküm noktalar¬ ise;

P
00

n+1 = (n+ 1):
h
N

0

�
n

2
D

00

i �
N

0

�
(n� 1)

2
D

00

�
Pn�1

(n+1):dereceden bir polinomun büküm noktalar¬ , (n�1): Dereceden polinomun

köklerindedir(Beale,1937 : 223).
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DÖRDÜNCÜ BÖLÜM

PEARSON T·IP I E¼GR·IS·I VE JACOB·I POL·INOMU ÜZER·INE B·IR

UYGULAMA

4:1:UYGULAMANIN TANITILMASI

Pearson TipI da¼g¬l¬m¬n¬ y = y0(1 +
x
a
)va:(1 � x

b
)vb; (�1 < k < 0);

f(x) = y e¼grisi ile ifade etmi̧stir. Pearson diferansiyel denklemi y0 sabit olmak

üzere 1
y

dy

dx
= vyx(a+b)

(a+x):(x�b)
y ile ifade edilir. TipI da¼g¬l¬m¬ Jacobi Polinomlar¬n¬n kul-

lan¬m¬n¬ gerektirir ve Jacobi Polinomlar¬ ile TipI da¼g¬l¬m¬ aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬-

daki gibi incelenmi̧stir. Pearson TipI da¼g¬l¬̧s¬ ters i̧saretli iki kök de¼gerine sahip

bir da¼g¬l¬̧st¬r. r1; r2 ;TipI da¼g¬l¬̧s¬n¬n kökleri göstermek üzere ;bu uyugulamada

r2 < 0 < r1 için Jacobi Polinomlar¬n¬n Bölüm-3 Durum-1 ile ifade edilen şartlar

alt¬nda TipI da¼g¬l¬̧s¬ B/J biçimli da¼g¬l¬̧s incelemesi yap¬lm¬̧st¬r.TipI da¼g¬l¬̧s¬n¬n

genel çözümü ;

1

f(x)

df(x)

dx
= �

(x+ a)

b0 + b1x+ b2x2

= �
1

b2

�
A1

(x� r1)
+

A2

(x+ r2)

�

A1(x+ r2) + A2(x� r1) = x+ a

x = r1 ) A1 =
r1 + a

r1 + r2

x = r2 ) A2 =
r2 � a

r1 + r2
r2 < 0 < r1

ln f(x) = �
A1

b2
ln jx� r1j �

A2

b2
ln jx+ r2j+ lnK

f(x) = k:(r1 � x)
m1 :(x+ r2)

m2

m1 = �
A1

b2
;m2 = �

A2

b2
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K;normalizasyon sabiti olmak üzere , 0 < w < 1 olup,

w =
r1 � x

r1 + r2
;

r1 � x = w:(r1 + r2)

dx = �(r1 + r2)dw

1� w =
r1 + x

r1 + r2

dönüşümleri ile f(x) = 1 olmal¬d¬r

.Pearson TipI da¼g¬l¬̧s¬ bu dönüşüm ile I Tip Beta da¼g¬l¬̧s¬ ile gösterimi

K:(r1 + r2)
m1+m2+1

1R

0

wm1 :(1� w)m2dw = 1

�dir(Şehirlio¼glu ve Dündar, 2014 : 70).

Bu integralden anlaş¬laca¼g¬ üzere aral¬k (�r2;r1)�den (0; 1) aral¬¼g¬nda bir

integrale dönüşmüştür ve m1 = �
A1
b2
; m2 = �

A2
b2
olan bir beta fonksiyonuna

kaŗs¬l¬k gelir.Pearson Tip I da¼g¬l¬m¬n¬ ifade etmi̧stir.Pearson �
a
= �

b
= v varsay¬m¬

alt¬nda Jacobi polinomlar¬ ile TipI da¼g¬l¬m¬ aras¬ndaki ili̧skiyi B�ol�um2:1: �de ifade

edilen fonksiyonun serisel aç¬l¬m üzerinden kurmuştur.TipIda¼g¬l¬̧s¬n¬n

olas¬l¬k.yo¼gunluk.fonksiyonu Jacobi polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonudur. A¼g¬r-

l¬k yo¼gunluk fonksiyonunun z = a+x
a+b

dönüşümü ile (�a; b) den (0; 1) aral¬¼g¬na

dönüşümü yap¬larak

y = A0u0Z
y�0dx = A0

Z
u0�0dx

Z
ydx = A0

Z
u0dx

Z
u0dx =

Z b

�a

�(x)dx =

Z b

�a

(a+ x)� (b� x)� dx

= (a+ b)�+�+1
Z

1

0

z�(1� z)�dz

beta fonksiyonuna dönüşür.
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Bu ifadeden görülece¼gi üzere Jacobi polinomlar¬n¬n Beta fonksiyonu ile

ili̧skilendirilmi̧s yeni a¼g¬rl¬k fonksiyonu xp:(1 � x)q şeklinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu

ile incelenmesi durumunu Franks Beale

Jn(x; �; �) = x
1��:(1� x)1��:

dn

dxn

�
xn+��1:(1� x)n+��1

�
;�; ��R

olacak şekilde genel ifadesi ile inceleme alt¬na alm¬̧st¬r.TipI da¼g¬l¬̧s¬nda m1;m2

de¼gerleri ile Jacobi Polinomunun teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu olan a¼g¬rl¬k

fonksiyonunun � ve � parametreleri ile eşleştirilerek Tip I e¼grisi ve Jacobi poli-

nomu ili̧skilendirilmi̧s ve e¼grinin büküm noktalar¬ a¼g¬rl¬k fonksiyonu üzerinden

bulunmuştur.

Jacobi Polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonu dönüştürülmüş hali x�:(1 � x)�

şeklindedir.Bu teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonunun büküm noktalar¬;

d2f(x)

dx2
= 0

d2(x�:(1� x)�)
dx2

= 0

(�:(�� 1) + 2�� + �2 � �)x2 + (�2�2 + 2�� 2��)x+ �:(�� 1) = 0

(�:(��1)+2��+�2��) = a; (�2�2+2��2��) = b; �:(��1) = c olmak üzere

x1;2 =
�b�

p
b2 � 4ac
2a

x1 = 0; 17

x2 = �0:01

köklerindedir.Görülece¼gi üzere

df(x)

dx
=

x� �
�+�

1

����
:(x:(1� x))

f(x)

paydadaki polinom x:(1 � x) ile teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonks¬yonu x�:(1 � x)�
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ili̧skili oldu¼gu görülmektedir.Farkl¬ i̧saretli reel köklere sahip olacak şekilde TipI

e¼grisinin parametreleri Craig kart¬ndan seçilerek Jacobi polinomunun (0; 1) ar-

al¬¼g¬na düşen bir kökün var oldu¼gu ve e¼grinin büküm noktalar¬n¬n polinomun

a¼g¬rl¬k fonksiyonu üzerinden elde edilmesi üzerine bir uygulama yap¬lm¬̧st¬r.
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4:2 UYGULAMA

Jacobi Polinomlar¬ Bölüm 3.1 �de bulunmuş olanN � (����)x+�;D �

x:(1 � x) durum-I koşulu alt¬nda Pearson Diferansiyel Denkleminin çözümünü

TipI �in genel çözümünde bulunan m1; m2 ve Jacobi Polinomlar¬n¬n aşa¼g¬da ifade

edilen Pearson Diferansiyel Denklemini sa¼glad¬¼g¬ gerçe¼gi alt¬nda Jacobi polino-

munun genel bir çözümü elde edilerek m1; m2 de¼gerleri Bölüm 3.1�de bahsedilen

Durum-1 şartlar¬ alt¬nda � < 0; � < 0; j�j < j�j ; �; �; � + � tam say¬ ol-

mamak şart¬yla �0y¬ pozitif yapan k de¼geri k1; �
0 y¬ pozitif yapan k de¼geri k2;

(� + � + 2k) < 0 şart¬n¬ sa¼glayan k de¼geri k3 şartlar¬ alt¬nda ili̧skilendirilmeye

çal¬̧s¬ld¬.

Jacobi Polinomlar¬n¬n momentler metodu ile genel çözümü aşa¼g¬daki

gibidir.

1

f(x)

df(x)

dx
=

x+ a

b1x+ b2x2

(b1x+ b2x
2):
df(x)

dx
= (x+ a):f(x)

Eşitli¼gin her iki taraf¬ xn ile çarp¬larak

(b1x
n+1 + b2x

n+2):
df(x)

dx
= (xn+1 + a:xn):f(x)

u = b1x
n+1 + b2x

n+2

du = (b1(n+ 1) x
n + b2(n+ 2)x

n+1)dx

v = f(x)

R
dv =

R
df(x)
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R
(b1x

n+1 + b2x
n+2)df(x) =

R
(xn+1 + a:xn)

:f(x)dx

(b1x
n+1 + b2x

n+2)10 �
R
(b1(n+ 1) x

n + b2(n+ 2)x
n+1)f(x)dx =

R
(xn+1 + a:xn):

f(x)dx

0� b1(n+ 1)�
0

n
� b2(n+ 2)�

0

n+1 = �
0

n+1 + a�
0

n

�b1(n+ 1)�
0

n
� b2(n+ 2)�

0

n+1 = �
0

n+1 + a�
0

n

n = 0; 1; 2 için s¬ras¬yla ;

�b1�
0

0 � 2b2�
0

1 = �
0

1 + a�
0

0

�2b1�
0

1 � 3b2�
0

2 = �
0

2 + a�
0

1

�3b1�
0

2 � 4b2�
0

3 = �
0

3 + a�
0

2

elde edilir, ifade düzenlendi¼ginde

b1�
0

0 + 2b2�
0

1 + a�
0

0 = ��
0

1

2b1�
0

1 + 3b2�
0

2 + a�
0

1 = ��
0

2

3b1�
0

2 + 4b2�
0

3 + a�
0

2 = ��
0

3

elde edilir ve a; b1; b2 denklem sisteminden
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A = (2:((�
0

1)
2:�

0

2 + 2:�
0

3:�
0

1 � 3:
�
�
0

2

�2
))

a =
(�4:�

0

3:(�
0

1)
2 + 3:�

0

1:
�
�
0

2

�2
+ �

0

3:�
0

2)

(2:((�
0

1)
2:�

0

2 + 2:�
0

3:�
0

1 � 3:
�
�
0

2

�2
))

b1 = �
�
0

1:
�
�
0

2

�2
+ �

0

3:�
0

2 � 2
�
�
0

2

�2
�
0

3

A

b2 = �
(�

0

1)
2:�

0

2 + �
0

3:�
0

1 � 2
�
�
0

2

�2

A

elde edilir.

df(x)

dx
=

x� �
�+�

1

����
:(x:(1� x))

f(x)

n = 0 için

� b1�
0

0 � 2b2�
0

1 = �
0

1 + a�
0

0

��
0

0 + 2�
0

1 = (�� � �)�
0

1 + �:�
0

0

(2 + � + �)�
0

1 = 1 + �

�
0

1 =
1 + �

(2 + � + �)

�
0

1 =
1; 76

11; 32

�
0

1 = 0; 15

n = 1 için

�2�
0

1 + 3:�
0

2 = (��� �)�
0

2 + �:�
0

1

(3 + � + �):�
0

2 = (� + 2) :�
0

1

�
0

2 =
(� + 2)

(3 + � + �)
:�

0

1

�
0

2 = 0; 035
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n = 2 için

�3b1�
0

2
� 4b2�

0

3
= �

0

3
+ a�

0

2

3

� + �
:0; 033�

1

� + �
�
0

3
= �

0

3
�

�

� + �
:0; 033

3

� + �
:0; 033 +

�

� + �
:0; 033 = �

0

3
:(
1 + � + �

� + �
)

0; 099 + 0; 033:�

(1 + � + �)
= �

0

3

�
0

3
= 0; 009

elde edilerek moment de¼gerleri bulunur. Jacobi Polinomunun Pearson diferansiyel

denkleminin genel çözümü;

1

y

dy

dx
�

N

D

df(x)

dx
=

(�� � �)x+ �

x:(1� x)
:f(x)

d ln f(x)

dx
=

A

x
+

B

1� x

A = �

B = ��

d ln f(x)

dx
=

�

x
+

��

1� x

ln f(x) = �: ln jxj+ (��): ln j1� xj+ lnK

f(x) = K:x�:(1� x)�

Jacobi Polinomunun Pearson Diferansiyel denkleminde elde edilen çözümü

;

f(x) = x�:(1� x)��:K
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A = (2:((�
0

1)
2:�

0

2 + 2:�
0

3:�
0

1 � 3:
�
�
0

2

�2
)) = 0:001

a =
(�4:�

0

3:(�
0

1)
2 + 3:�

0

1:
�
�
0

2

�2
+ �

0

3:�
0

2)

(2:((�
0

1)
2:�

0

2 + 2:�
0

3:�
0

1 � 3:
�
�
0

2

�2
))
= �0:04

b1 = �
�
0

1:
�
�
0

2

�2
+ �

0

3:�
0

2 � 2�
0

1�
0

3

A
= �0:05

b2 = �
(�

0

1)
2:�

0

2 + �
0

3:�
0

1 � 2
�
�
0

2

�2

A
= 0:05

r1 = 0; r2 = 1 elde edilir.

TipI da¼g¬l¬̧s¬nda I:T ip Beta fonksiyonu ile m1; m2 de¼gereri eşleştir-

ildi¼ginde m1 = �; m2 = ��ya kaŗs¬l¬k gelir. TipI da¼g¬l¬̧s¬ için Craig Kart¬ndan

faydal¬narak � = �0; 15; 
1 = �1; �1 = 1; �2 = 3; 97; r1 = 1:5 ,r2 = �8:1;m1 =

0:76;m2 = 8:56 de¼gerleri koşullar¬ alt¬nda bulunarak ;Jacobi Polinomu m1;m2

ile eşleştirildi.TipI da¼g¬l¬̧s¬nda m1 = 0:76;m2 = 8:56 de¼geridir.Jacobi Polino-

munda j�j < j�j ; �; �; � + � tamsay¬ olmamak şart¬ ile;�0y¬ mükemmel tamsay¬

yapan k1;�
0y¬ mükemmel tamsay¬ yapan k2; � + � + 2k > 0 yapan mükemmel

tamsay¬ de¼geri k3 ve 0 � k1 � k3 � k2 şartlar¬ alt¬nda ,bu şartlar¬ sa¼glayan

ve kullan¬lan k de¼gerlerim 0 � k � k1 aral¬¼g¬na düşmeli ve bu aral¬kta Jacobi

Polinomunun bir k de¼gerine ba¼gl¬ olan bir kökü �1;k;1 varl¬¼g¬ndan söz edilmeli

ve �1;k;1 =
�+k

�+�+2k
; 0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬nda olacak şekilde sa¼glayan k�lar �; �

parametrelerinden yola ç¬k¬larak elde edilmelidir.

Craig Kart¬ndan elde edilen m1 = 0; 76;m2 = 8; 56 Jacobi Polinomunun

m1 = �;m2 = � de¼gerine kaŗs¬l¬k gelir.�1;k;1�in 0 < �1;k;1 < 1 aral¬¼g¬na düşe-

bilmesi için �+ k1 < 0; �+ � + 2k3 < 0 ve j� + k1j < j� + � + 2k3j olmal¬d¬r ki

�1;k;1; k2 � k3 � k1 � 0 şart¬n¬ sa¼glayacak şekilde k1 � k � 0 aral¬¼g¬na düşen

k0lar bulunmal¬ ve bu k0lar �1;k;1 leri 0 < �1;k;1 < 1
0lere düşürmelidir.

�1;k;1 =
� + k

� + � + 2k

�+ k < 0 yapan k de¼geri k1; 0:76 + k1 = k; k1 = �1 en mükemmel tam
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say¬ de¼geri için 0:76 + (�1) = �0:24; al¬nan k = �0:24 ve k1 � k � 0 için yani

�1 � k � 0 aral¬¼g¬na �0:24 düşmektedir.

�+�+2k < 0 yapan k de¼geri k3; 9:32+2k3 = k; k3 = �5 en mükemmel

tamsay¬ de¼geri için 9:32 + 2:(�5) = �0:68 ; al¬nan k = �0:68 ve �1 � k � 0

aral¬¼g¬na 0:68 bu aral¬¼g¬n içindedir.

�1;k;1 =
� + k

� + � + 2k

=
�0:24

�0:68

= 0:35

�1 � k � 0 aral¬¼g¬nda al¬nan k�lar �1;k;1 =
�+k

�+�+2k
yukar¬da verilen şartlar alt¬nda

0 � �1;k;1 = 0:35 � 1 aral¬¼g¬na düşen bir Jacobi polinomunun oldu¼gunu gösterir.
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SONUÇ

Bu çal¬̧smada Pearson diferansiyel denkleminin ortogonal polinomlarla il-

i̧skisi Pearson diferansiyel denkleminin pay k¬sm¬n¬n yaln¬z b¬rak¬lmas¬ ileD: 1
y

dy

dx
�

N; di¼ger bir ifade ile

P1(x) =
1

y
:D: dy

dx
ard¬̧s¬k türevleri al¬narak Pn(x) =

1

y
:Dn: d

ny

dxn
; k = 0 duru-

munu sa¼glayan Hermite polinomu için ,� ve ��n¬n varl¬¼g¬ sebebiyle ortaya ç¬kan

k herhangi bir reel say¬ olmak üzere ; Laguerre ve Jacobi polinomunu sa¼glayan

Pn(k; x) =
1

y
:Dn�k:d

nDky

dxn
polinomsal ili̧ski ve bu ili̧skilerden ortaya ç¬kan rekürans

ba¼g¬nt¬lar¬ elde edilmi̧stir.Burada P1(x) ile ifade edilen durum ;

E¼ger D = x:(1 � x); N = (�� � �)x + �; b0 = 0; b1 = 1; b2 = �1 koşullar¬

alt¬nda bir Jacobi ortogonal polinomudur.

E¼ger D = x; N = (�x+ �); b0 = 0; b1 = 1; b2 = 0 koşullar¬ alt¬nda Laguerre

ortogonal polinomudur.

E¼ger D = �2; N = �x; b0 6= 0; b1 = 0; b2 = 0 koşullar¬ alt¬nda bir Hermite

ortogonal polinomudur.

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) +D:P

0

n(k; x);

P
0

n+1(k; x) = (n+ 1):

�
N

0

+
(2k � n)

2
D

00

�
Pn(k; x);

Pn+1(k; x) =
h
N + (k � n)D

0

i
Pn(k; x) + n:D:

�
N

0

+
2k � n+ 1

2
D

00

�
Pn�1(k; x)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ndan faydan¬larak köklerin konumu ile ili̧ski kuruldu¼gu görülür.

T _IpI da¼g¬l¬̧s¬ f(x) = K:x�:(1�x)� fonksiyonu (0; 1) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

bir Beta fonksiyonu olarak al¬nd¬¼g¬nda �(x) = x�:(1 � x)� Jacobi polinomunun

a¼g¬rl¬k fonksiyonu olarak ç¬kt¬¼g¬ görülür. Teorik olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu olan

�(x) = x�:(1� x)� ikinci türevinin s¬f¬ra eşitlenmesi ile elde edilen kökler büküm

noktalar¬d¬r.

Pearson diferansiyel denkleminin paydas¬ndaki polinom ikinci dereceden bir

polinomdur.Dolay¬s¬ ile büküm noktalar¬n¬n say¬s¬ ikiyi aşamaz.Bununla birlikte
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eldeki veri setinin histogram¬ üç ve daha fazla büküm noktas¬na sahip görünüyorsa

bu veri setine olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonunun uyumunda Pearson da¼g¬l¬mlar¬ kul-

lan¬lamaz Pearson yaklaş¬m¬n¬n kullan¬labilmesi için paydadaki polinomun dere-

cesinin en az üç olacak şekilde düzenlenmesi ve çözülmesi gerekir. Bu durumda

çözümden elde edilebilecek f(x) olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu hipergeometrik

fonksiyonlarla özellikle Con�uent ve Gauss hipergeometrik fonksiyonlar¬ ile ili̧ski-

lidir. Bu fonksiyonlar¬n ortogonal polinomlar cinsinden ifade edilebilmesi halinde

üç bükümlü da¼g¬l¬̧slar bu tezde anlat¬lana benzer bir şekilde elde edilebilir.Bu

ileride bir çal¬̧sma konusu olarak tavsiye edilir.

.
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EK 1: Bir Çarpımın n. Mertebeden Türevi İçin Leibnitz Formülü 

 

)(xuu   ve )(xvv   olarak vuy .  olsun. Bu ifadenin n. mertebeden türevi; 

)('')2(')1()()()( ......
!2

)1.(
..).( nnnnnn vuvu

nn
vunvuvuy 


   ifadesine 

Leibnitz formülü denir (Karadeniz, 1999:78). 

i)  n. dereceden Laguerre polinomunun ağırlık fonksiyonunun  Leibnitz  

formülünün kullanılmasıyla n. dereceden türevi aşağıda elde edilmiştir . 
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Eksili ve artılı ifadeler  açılımda gelmesi sebebiyle türevin kaçıncı dereceden 

olduğunu gösteren n indisini  bir çift sayı varsayımı ile ele alınması ile  ;

    

    

    

    

    

   



































































































0

21

)(

21)(

21)(

...1...

.1
21)1()(

....1

..1
21

)(

....1...

.1
21

)(

xnn

xnn
n

xn
n

x
exx

exnnnn

exnn
n

exn
n

exx

exnnnn
n

n

exnn
n

exn
n

exx

nnn

xnn

n

x

xnxnxnn

n

xnn

xnxnxnn

n
























 

elde edilir. 

ii) n. dereceden daha düşük dereceli  Laguerre polinomunun ağırlık 

fonksiyonunun türevi Leibnitz formülü yardımı ile 
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devam eden  ardışık n-1 türev ile 
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elde edilir. 
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EK 2: L’Hospital Kuralı, Laguerre Polinomu 

 

f(x)  ve F(x) fonksiyonlar olmak üzere 
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Durumunda  x=a için f(x).F(x) ifadesi  .0  belirsiz şeklindedir. 
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Laguerre polinomunun n.dereceden ağırlık fonksiyonun n’den daha küçük 

dereceli  türevleri için x  durumundaki belirsizlik  incelenmesi aşağıda 

incelenmiştir. 
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EK 3: Gama Fonksiyonu 

 

Gama  fonksiyonu
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EK 4: Hermite Polinomunun Rekürans Bağıntısı 

 

i)  f(x) aşağıdaki şu özellikleri sağlar öyle ki;

 

(a) f(x) ve f(x)’in türevleri  x’in tüm gerçel değerleri için süreklidir. 

(b) f(x) ve f(x)’in türevleri  x  ve x ’da yok olur. 

(c)Tüm m ve n için 
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 dır (Hildebrant, 1931:382). Polinom ve 

fonksiyonun türevlerinin kümesi biortoganldir, biortogonallik şartlarını sağlar. 
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Hermite polinomları bazı kaynaklarda 
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elde edilir(Hildebrant, 1931:386). 
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EK 5: Beta Fonksiyonu 

 

Jacobi polinomlarının ağırlık fonksiyonu Beta fonksiyonu ile ilişkilidir. 
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Bu fonksiyon (0,1) aralığında incelenen birinci tip Beta fonksiyonudur. 

Birinci tip Beta fonksiyonundan üçüncü tip beta fonksiyonuna dönüşüm; 
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(Şehirlioğlu ve Dündar, 2014:EK 507). 

 


