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OZET

Bu caigmada U, ,=bU_ ., +U, U, =0,U, =1 rekirans bagintisi ile

tanimlanan {U_} genel dizisi g6z6nline alinarak Fibonacci ve Pell dizile-

rine ait bazi 6zellikler B = [b 1 tretec matrisi kullanilarak elde edildi.
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Ayrica Ustel ve karekdk fonksiyonlari icin A 2x2 bir kare matris olmak

uzere f(B) = A sartini saglayan A matrisinin elemanlar belirlendi. Daha

sonra K:[ﬁﬂ:f(B) kuvvet serilerinin acilimi yoluyla f(B) nin bulun-

abilecegi f fonksiyonlarinin kiimesi g6zénune alinarak bazi i ve j

degerleri icin a;ile 5ii esitlendi. Boylece Fibonacci ve Pell dizilerine ait

ozellikler elde edildi.
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ABSTRACT

In this article, by the help of general series {U} which is defined
recursively by U ,=bU__,+U_ ,U,=0,U, =1, some of the properties

of Fibonacci and Pell sequences are obtained by the use of generator

b 1

matrix B = 10

First we determine a closed form expression of the entries aij of any

function f(B) = A = [aii] based on a polynomial representation of the

function itself.

Then we consider a set of functions f such that f(B) can be found by
means of a power series expansion A = [éij] = f(B) and equate a; ve éii for

some i and j, thus getting one or more Pell and Fibonacci-type identities.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimig bazi simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunul-

mustur.

Simgeler Aciklama

{U.} Genel dizi

{F.} Fibonacci dizileri

{L} Lucas dizileri

{P.} Pell dizileri

{R.} Pell-Lucas dizileri

{J.} Jacobsthal dizileri

{.} Jacobsthal-Lucas dizileri

B Genel dizinin Urete¢c matrisi

Q Fibonacci dizilerinin trete¢ matrisi
M Pell dizilerinin Grete¢ matrisi

D Jacobsthal dizilerinin Grete¢ matrisi
F.(x) Fibonacci polinomlari

L, (x) Lucas polinomlari

P.(x) Pell polinomlari

R, (x) Pell-Lucas polinomlari

J, (x) Jacobsthal polinomlari

in(X) Jacobsthal-Lucas polinomlari



1. GIRIS

E ve F,

H=E2-4F>0

ifadesini saglayan iki tamsayi olsun.
x2—Ex+F=0

denkleminin kokleri

az%(E+m)
bE%(E—«/ﬁ)

dir. Bu ylzden

a+b=E

ab= (E2—H)=F

1
4
a-b=vH

olur.

Simdi de,

a"—-b"
a—b
V. (E,F)=a"+Db"

U,(E,F) =

ifadelerini tanimlayalim. Bu yuzden ilk birkag terim,

U,(E, F) =0



U,(E, F) =1
olE, F) =2
V.(E,F)=E

dizilerine Lucas dizileri denir. Bu tanim genellikle,

a'-b ' _—-1__1
a—>b ab F

U, =

da icerecek sekilde genisletilir.

(E, F) = (1, 1) igin U_ ler Fibonacci sayilari, V_ ler Lucas sayilaridir.

(E, F) = (2, —1) icin Pell sayilar ve Pell - Lucas sayilari elde edilir.

1 birim uzunlugundaki AB dogru pargasini dyle iki parcaya bolelim ki, kiguk
parcanin ([AC]), buylk parcaya orani ([BC]), blylk parcanin bitin dogruya
oranina esit olsun. Bu ifadeyi denkleme dékecek olursak,

[AC] _ [BC]
[CB]  [AB]
veya

1—-y y




yazariz. Burada igler diglar ¢carpimi yaparak

y?=1-y
dolayisi ile
y2+y—-1=0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin iki kbkd vardir ve bunlar;

_—-1+V5
Yi= 5

_-1-/5
Yo = 5

dir. Yalniz bu koklerden ikinci kdk negatif oldugundan ¢6zim kimesine onu
alamayiz (hi¢ bir uzunluk negatif olamayacagindan); y, kokune altin oran de-

nir. Altin orani @ ile gOsterecegiz.
Gelelim Fibonacci’nin UnlU sorusuna...

“Bir cift yavru tavsan (bir erkek bir digi) var. Bir ay sonra yavrular erginlesiyor.
Erginlesen her cift tavsan bir ay sonra bir ¢ift yavru doguruyor. Her yavru tav-
san bir ay sonra erginlesiyor. Hicbir tavsanin élmedigini ve her disi tavsanin
bir erkek bir disi yavru dogurdugunu varsayalim. Bir yil sonra ka¢ tane tavsan
olur?”

1. ilk ayin sonunda, sadece bir cift vardir.

2. Ikinci ayin sonunda disi bir ¢ift tavsan dogurur ve elimizde 2 cift tavsan vardir.

3. Uciincli ayin sonunda, ilk digimiz bir ¢ift yavru dogurur, 3 ¢ift tavsanimiz olur.

4. Dérdincl ayin sonunda, ilk disimiz yeni bir ¢ift yavru daha dogurur, iki ay
6nce dogan disi de bir cift yavru dogurur ve 5 cift tavsanimiz olur.

Bu sekilde devam ederek Fibonacci dizisi olarak adlandirilan asagidaki diziyi
elde ederiz.



1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

Fibonacci dizisindeki n. terimi F_ olarak ifade edelim. Fibonacci dizisi bu sekil-
de F,, F,, F,, ..., F, ... olarak yazilabilir. Bu dizi sonsuza kadar devam eder.

Eger her Fibonacci sayisini bir sonraki komsusuyla bélerek bu oran yazilirsa,
F./F,=1, F,/F, = 1/2 seklinde devam edersek asagidaki diziyi elde ederiz.

1,000000 0,625000 0,618182 0,618037
0,500000 0,615358 0,617978 0,618033
0,666666 0,619048 0,618056 0,618034
0,600000 0,617467 0,618026 0,618034

bu sayilar 0,618034 ... sayisina dogru gidiyor. Altin oran 1,618... ve bu limit de
onun ondalik kismidir.

Fibonacci dizileri ile Pell dizilerinin birgok 6zellikleri ortaktir ve ikisinin de bas-
langi¢ degerleri aynidir. Ama yineleme bagintilari farklidir. Burada {U_} dizisi-

nin dzelliklerinin neler oldugu konusunda mantikli bir soru akla gelir.

Upy=0,U=1, U, ,=bU +U, |,

Bu dizi 6zel durum olarak hem Fibonacci dizisini (b = 1) hem de Pell dizisini
(b = 2) icerir.

{U_} nin ilk birkag terimi:

U,=0
U, =1
U,=b
Uy =b®+ 1
U,=b%+2b

Ug = b* +3b%+ 1
Ug = b°+4b°+3b
U, = b® + 5b* + 6b° + 1



Ug = b’ +6b°+ 10b° + 4b

dir. Bunlar tami tamina F_(x) Fibonacci polinomlaridir.
Fo(x) =0, Fi(x) =1, F,,4(x) = xF(x) + F, _4(x)

x yerine b degerlerini yazarsak,

esitlikleri elde edilir.
Pell dizisi, n = 1 olmak Uzere,

P =2P

n n—1
rekirans bagintisi ile tanimlanir. Dizi,

P,=0,P_ =1,P,=—2,P_ =5, . ,P_=(-1)"P

-Nn
eklenerek genigletilebilir.
Bu dizi ile baglantili {R_} dizisi, R, =P_, +P

olmak Uzere,

n+1

seklindedir. Dizinin ilk birkag¢ terimini 2, 6, 14, 34, 82, 198, ... seklinde yazabi-
lir ve diziyi
R,=2,R,=-2,..,R_=(-1)"R

0 -1

ifadelerini ekleyerek genigletebiliriz.



Pell sayilan Binet formu kullanabilme 6zelligine sahiptir. Eger
y2 =2y + 1

denklemini alirsak, kokleri

v=02+/8)2 ve y'=(2-v8)/2

seklinde buluruz. Tiumevarim yéntemi ile de

R,+P
L Rn: Wn+‘~|lln’ Wln:n—n\/g
v -y 2

n_ In
p_ V-V

n

oldugu ispatlanabilir.

Binet formdlleri kullanilarak, P, nin P, (k # 0) ile tam olarak bélinecegi ispat-

lanabilir. Bu yuzden Pell dizileri, Fibonacci sayilarinin bélinebilme 6zellikleri-
nin bazilarina sahiptir.

Geometrik olarak, Fibonacci sayilari Altin Dikddrtgen ile baglantihdir. Altin dik-
dortgende, bir kenari dikdortgenin enine esit olacak sekilde bir kare olusturur
ve kalan dikddrtgen yine bir altin dikdortgendir (Sekil 1.1).

F G
yV5

A B

y

E

y

c 2 D

Sekil 1.1. Altin dikdértgen



Pell sayilarina ait olan denklem, boyunun enine orani “gimus dikdortgen’e
esit olan bir orana ulagir (Boy y, en 1). Kenarlari birbirine esit olan iki kare en-
den tasindiginda geriye kalan dikdértgendeki oran, baslangigtaki dikdértgenin
boyuyla eni arasindaki orana esittir (Sekil 1.2).

< y >
Sekil 1.2. Gumus dikdértgen

Ya da

Y_ 1 2 o5, q_
1y_2y2y10

bu yiizden de yukarida verildigi gibi pozitif kdk y = 1 ++/2 dir.



2. PELL DIZzILERI

Pell dizisi, n = 1 olmak Uzere,

P,=1,P,=2veP_ ,,=2P  , +P, [2.1]
reklrans bagintisi ile tanimlanir. “Pell esitligi” denilen

y2=2y + 1

esitligini alalim. Bu esitligin pozitif kokind <1|; =l2+/8 )) ve negatif koki-

N (w' = %(2 - @)) kullanarak Pell dizisini,

v -y v
P = [2.2]
oy -—vy

seklinde ifade edebiliriz. ¢ ve y' degerlerini Es. 2.2 de yerlerine yazarsak,

(5025 23

esitligini elde ederiz. Buradan kolayca,

P _
im 5 = 2J2“F8=—W' [2.4]

n-oo' N+1

oldugu gosterilebilir.

{U,} genel dizisi i¢in yinelenen baginti, n = 1 olmak Gzere

U=1,U,=2veU_ ,=bU_ , +U (b=1)



seklindedir.
{U,} genel dizisi igin
y2=by + 1

esitligini inceleyelim. Buradan kokler

_ b-+vb%+4
b= 2

2
o= b+v; +4 o

olarak bulunur. Bu kékleri kullanarak (matematiksel indiksiyonla)

an_ Bn

o-p

U, =

esitligini yazabiliriz.

Ayrica, Es. 2.5 ve 2.6 yi kullanarak,

Ilm Un+1 _ “m (Xn+1_Bn+1 (X_B
n— oo Un n— oo (X‘_B an Bn
n+1 n+1
= lim ¢ b
n— oo (Xn—Bn
_ _b+v/b%+4
_a_—
2
ve

|imi:|im(°°n_Bn =P )

Unit nowl =B o 1—pn*!

_ —b+vb*+4
2

n— oo

=

esitliklerini ifade edebiliriz.

[2.5]

[2.6]

[2.7]

[2.8]

[2.9]
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Buradaki amacimiz ¢ok sayida Fibonacci tipindeki 6zelligi elde etmek icin 2x2
Q ve B matrislerinin fonksiyonunu kullanmaktir.

Bunun icin genellikle su yolu takip edecegiz.

Fonksiyonun polinom gésterimine dayali herhangi bir f(Q) = A = [aij] fonksi-

yonunun a elemanlarini kapal formda belirtecegiz.

Daha sonra A = [3;] = f(Q) kuvvet serilerinin acilimi yoluyla f(Q) nun buluna-
ij

bilecegi f fonksiyonlarinin kiimesini g6z énune alalim ve a; ile éij yi baziive |

degerleri icin esitleyelim ki Fibonacci dizileri ile ilgili 6zellikleri elde edelim.

ilk olarak T nin t tane farkli u (¢=1,2, .., 1) 6zdegeri varsa, c, ler katsayi ol-

mak Uzere, analitik f fonksiyonunun polinom gdsterimi
t—1 )

f(T)y=2> ¢T [2.10]
i=0

seklindedir.

T nin gorantlsh Uzerinde tanimh f fonksiyonunun c, katsayilari, t denklemli ve

t bilinmeyenli,

t—1

> cm =f(u,) (€=1,2,...1) [2.11]

i=0
sisteminin ¢cbzumuyle bulunur.

Fibonacci sayilarini Ureten ve ¢ok bilinen

11
Q=[1 O] [2.12]

matrisini gézénine alalim.
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1+2«/§ ve d = 1 —2\/§

Es. 2.10 ve 2.11 den, katsayllari ¢, ve c, olan

Q nin farkh 6zdegerlerinin ® = oldugunu biliyoruz.

f(Q) = ¢l + ¢,Q (I, 2x2 birim matris) [2.13]

polinom goésterimi elde edilir.

Q nin gorintdst Uzerindeki f fonksiyonunun katsayilari ¢, ve c,

C, + C, @ = (D)
C, + C, @' = f(D') [2.14]

sisteminin ¢6ztmdayle bulunur. Aslinda Es. 2.14 den c, = f(®) — c,® ve

c, = (f(®') — c,/ @' y1 kullanirsak,

¢, = f(®)—c,®
fl@) —c
co = H(®) - g@
®I
d'c, = O'f(@) — of(d) + @,

(@' - @)c, = 'f(@) — of(@)

¢, = (@f(d) — d'f(®))/V5 [2.15]
fld') —
‘.- (@) | S
)
f(@') — f(®) + dc,
C1 = |
)

d'c, = f(@') — f(®) + @c,
(@' — @)c, = H(@) - f(®)

c, = (f(@) - f(@))/v/5 [2.15']
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Es. 2.13, 2.15 ve 2.15' nU kullanirsak,

f(Q) :A: a11 a12
a21 a22
10 11
~ %l 1]+C1[1 ol
_ Co-i-C1 C1
e, C,
_ 1 [@ - (@) - (o' - Di@) (@) - ()
/5 [f(®@) — (D) of(@') — @'f(D)
_ 1 [of@) - o'f(@)  f@) -f(e) 2.16]
/5 [f(®) — (D) of(P') — @'f(D) '

esitligi elde edilir (10,13).
2.1. Karekok Matrisi

Ozel olarak ve Es. 2.16 yi da kullanarak f yi karekdk fonksiyonu (f(Q) = vQ)

olarak alirsak, i = v—1 olmak Uzere,

a,, = (of(®) — @'f(@))/V/5
= (®V/@ —i(1/®)(/1/@))/V5

= (ov@ +iv/1/0°)/1/5 [2.17]

(f(@) - (0')//5
= (Vo -ivV1/®)//5 [2.171]

Ay, = Ay

a,, = (of(®) - 'f(®))/V/5
= (idV1/® — (—1/D)V/®)/V5

= (V1@ +iV®)/V/5 [2.17"]
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(d)-d)' . +2@ a ‘25 =1 ;5 = —1dir.Dolayislyla @ :—1/<I)dir.>

esitlikleri Q nun bir karekdkini tanimlar.

Q nun bir karekdklnu elde etmek icin alternatif yollardan birisi de A’ = Q mat-

ris denklemini cézmektir.

ay1 App

)

aqy dpp

dpy App

_1 2.18
_[101 [2.18]

Buradan

/\2 ~ ~ _
ajyt+ a8 =1
a8 T appay =1
A4yt Agdy =1
8,8, + 85, =0 [2.19]

sistemini elde ederiz. ikinci ve Ggiinci esitliklerden

A1y T 8485, = Apq841 1 App Ay,
8yp(ay1+8y) = 8y1(ay4+8y)

Aqp = Apq

yazabiliriz. (v'Q simetrik bir matris oldugundan bu beklenen bir durumdu.) Bu
ylzden, dérdunci esitligi kullanarak a,, = a,; = +ia,, esitligini elde ederiz. Bi-

rinci ve ikinci esitligi kullanarak a,, i bulalim.

2 A oA 2 a2
aj;tappay =1 = aj;—ayp =1

dpaptapan =1 = a,(8+ay)=1
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Elde ettigimiz bu iki esitligi birbirine bélersek, a,,; = (1+i)a,, olarak bulunur.
Buradan Es. 2.19 daki sistemin ¢ozumleri,

a,; = (1xia,,

Qp = 8p1 = 18y

Ay = £/ (=1F20)/5 (2.20]
olur.
—1F2i = @ei(niarctanQ)

oldugundan, a,, kompleks elemani
ﬁ — (1 /5)1/4ei(n¢arctan3)/2+ikn (k =0 1)
22 — Y,

seklinde yazilabilir. @,, nin reel kismi

Re(8,,) = (— 1 (1/5)“4cos%°t""”2 (k =0,1) [2.21]

seklindedir. a,, ve a,, nin reel kisimlarini esitleyip iki tarafinda karesini alir-

sak, Es. 2.17 ve 2.21 den

(V1/(5®))* = ((— 1k (1/5)1/4(;03%)2

2
1/(50) = /1/5sin® 22N2

esitligi elde edilir. Boylece

® = 1/(@ sin“”Ctzar‘z> [2.22]
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seklindeki geometrik ézellik bulunur. a,, ve a,, nin sanal kisimlarini esitleyip

iki tarafin karesini alirsak,

2
(Vol5) = ((— 1K (1/5)”4sin—“iar§ta”2)

®/5 = +/1/5 cos® 7arct2an 2
esitligi elde edilir. Boylece

@ = /5 cos® %anz [2.221]

seklinde, Es. 2.22 ye denk bir esitlik elde edilir.

Onceki ele alis tarzimizi asagidaki gibi genelleyebiliriz:

b 1
B= [1 0] [2.23]

oldugundan, indiksiyonla

U U

Bn — n+1 n [2.24]
Un n—1

oldugu bulunur. Buradaki U, (n =0, 1, 2, ...) genel dizisi

U.,,=bU ,,+U;U;=0U =1 [2.25]

yinelenen bagintisi ile tanimlanir. Bu dizide b = 1 i¢in F_ Fibonacci sayilarini,

b =2 igin P Pell sayilarini buluruz.
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A= Vb®+4 [2.26]

olur. Es. 2.23 deki B nin 6zdegerleri de,

o, = (b +0)/2, B, = (b —0)/2 [2.27]

olarak bulunur. Es. 2.26 ve 2.27 yi kullanarak o, B, = -1, B, = —1/a esitligini

elde ederiz.

b = 1 iken bu 6zdegerler daha énce de gérdigimiz gibi (1x/5)/2 olur.
(@ = o, ve @' = B, diyebiliriz). Eger b = 2 olursa, bu dzdegerler yw =1+ /2 ve

v'=1-2 haline gelir.

Yukarida Fibonacci sayilariyla ¢izdigimiz taslaga paralel olarak Es. 2.22 ye
karsilik olarak,

- zM) [2.28]

o, = 1/<Asm 5

Ozelligini ¢ikarabiliriz.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta Es. 2.28 in dogrudan gerceklenebilir ol-
masidir.

Trigonometride gok iyi bilinen sin®(x/2) = (1 — cosx)/2 esitligini kullanarak,

[*}

,__J\_ﬁ A
. o arctan(2/b) 1 — cos(arctan(2/b))
sin =
2 2
_1-Db/A o
2
=1 .
a,A B

(tan® = 2/b oldugundan
arctan(2/b) = 6 dir.)
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ifadesini elde ederiz (11,13).
2.2. Ustel Fonksiyon Matrisi
Ozel olarak f i Ustel fonksiyon (f(x) = e”)olarak alirsak,

Es. 2.16 dan

a, = (d)eq’ — d)'eq’l)/\/g

a,,=a, = (e®—e®)1/5

a,, = (0e” - d'e”)//5 [2.29]

olur.

A= [@;] = expQ yu elde etmenin alternatif yollarindan birisi de kuvvet serile-

rinin acihmini
expQ = i Q [2.30]
n=0 n!

kullaniimaktadir. Es. 2.16 dan da kolayca gorulebilecegi gibi

= F
5 1
B 3
11
n=0 n'
Bp=8n= 5 0
12 = <21
n:On!
Fn

R o0
Ay = Z
n=0

n;‘ [2.31]

dir. Bundan dolayi, A ile A nin karsilikh elemanlarini egitlersek, Es. 2.29 ve
2.31 i de kullanarak
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S5 _(eo—evs [2.32]
n=0 'l

20 F:\T — (@e® - 0'e®)///5 [2.33]
S =1 (@e® - 0'e®)/V/5 [2.34]
n=0

Fibonacci dizilerine ait 6zellikleri elde ederiz. L , Lucas sayilari belirtmek tze-

reL, =F_, +F,_, oldugunu biliyoruz. Es. 2.33 ve 2.34 (i toplarsak

& P, e Roi 1 > i @ o o

nZO nZZ:O y _/§<(De o'e” + ve® — d'e?)

x L ’

gn— T(CI) 0)e® + (o — @)e?)

~ L ’

Z:n— f<\/—e +/5¢%)

~ L o

> t=e"+e” [2.35]
n=0 n!

esitligi elde edilir (5,13).

2.3. Diger Fonsiyonel Matrisler

Simdi de
. © . 02n+1
sinQ = ngo (=1 m [2.36]
_ n Q%"
cosQ = Z (-1 [2.37]

n=0 (2n)!



) Q2n+1

sinhQ = Z m
an

coshQ = Z o

seklinde kuvvet serileri agilimlarini gdézénune alalim.
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[2.38]

[2.39]

Oncekilere benzer bir mantik kullanarak buradan da Fibonacci sayilarina ait

bircok 6zelligi elde edebiliriz. Es. 2.16 dan A matrisinin a; elemanlarini

a,, = (of(®) — o'f(@))/V/5
a,= (f(CD)—f( ")1V/5
=( — P'H(D))/V5

seklinde yazariz. f(y) = icnyn olmak uzere,

n=0

S ¢ F = (f(@) - Ha))1/5
n=0

S 6 F = (of(@) - of(@))//5

n=

> 6. F,_, = (af(@) - 0'f(@)//5
n=0

[2.40]

[2.41]

[2.42]

genel formundaki 6zellikleri elde ederiz. Buraya kadar gosterdigimiz esitlikleri

kullanarak,

Z( )" z”j)' = (sin® — sin®')/V/5

[2.43]



. n F2n _ 1
ngo (—1) T (cos® — cos@')/V5

F
> ﬁ = (sinh® — sinh @')//5
n=0 :

=~ F
> (2‘;”)' = (cosh® — cosh®')//5
n=0 :

= F
> ﬁ = (dcosh® — d'cosh®')///5
n=0 :

-~ F
> ﬁ = (dcosh @' — @'cosh®)/v'5
n=0 .
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[2.44]

[2.45]

[2.46]

[2.47]

[2.48]

seklindeki 6zellikleri elde ederiz. Fibonacci dizileri ile ilgili 6zellikleri kullanarak

2l N it - L (@coshd —@'coshd' +dcoshd' — d'coshd)

Lucas dizileri ile ilgili benzer 6zellikleri bulabiliriz. F_ . .+ F_ _
biliyoruz. Es. 2.47 ve 2.48 i toplarsak,
= F = F
y
2. | |
n=o 2n)! o @n)! /5
L
n=o (2n)! \/E
= L
2n 1 f 1
= —(/5cosh® + +/5coshd
3 ben _ cosh® + coshd'
n=0 (2”)'

elde edilir (11,13).
2.4. Jacobsthal Sayilari

{J,,} Jacobsthal dizileri

o~ 1 (o —d')coshd + (® —d')coshd')

= L, oldugunu

[2.49]
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+2J, J,=0,J,=1, n=0, [2.50]

{i,} Jacobsthal - Lucas dizileri

J.n+2=Jn+1+2jn’ j =2’j1=11 n=0, [2.51]

0

seklinde tanimlanir.

Es. 2.50 ve 2.51 den J_ Jacobsthal sayilari ve j, Jacobsthal - Lucas sayilarina

ait asagidaki tabloyu elde ederiz.

Cizelge 2.1. Jacobsthal ve Jacobsthal - Lucas sayilari

n|oO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...
J |0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 ..

i |2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025...

ihtiya¢ duyuldugunda Es. 2.50 ve 2.51 deki n nin negatif degerleri kullanilarak
dizi genisletilebilir. Dikkat edersek J, ve j, hari¢ batin J ve j_ ler, tanimin 6zel-

liginden dolay: tektir (Cizelge 2.1).

Es. 2.50 ve 2.51 deki reklrans bagintilari

x>-x-2=0 [2.52]
karakteristik denklemini icerir. Es. 2.52 deki denklemin kokleri

0=2,0 =-1 [2.53]
dir ve boylece

0+0'=1,00=-2,0—-0'=3 [2.54]
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esitlikleri elde edilir. Es. 2.53 deki esitlikten dolayi y, y' yerine sirasiyla 2, —1
yazabiliriz.

J, ve j, nin kapali formlari, n = 1 olmak Uzere,

J = 3 (n _: - r)zr (ntek) [2.55]
r=0

ve

h= 24 _r( : )2 (ntek) [2.56]

seklinde ifade edilir. Es. 2.55 ve 2.56 n Uzerine induksiyonla goésterilir.

2.4.1. Jacobsthal sayilarinin temel 6zellikleri

Binet Formulleri:

_0=9 _0=9 _ 1.0 . .,
Jn—a_B— 3 _3(2 (—1") [2.57]

=0 +e ==2"+(-1" [2.58]

Simson Formdulleri:

Jacobsthal sayilarinin
01

R =
o

matrisi tarafindan uretildigini biliyoruz. Bu R matrisinin birbirini takip eden kuv-
vetlerini alarak



matrisini bulabiliriz.

2
detR" = (detR)" = (-2 =J J_ ,— 2|
jn+1jnf1_j§:9(_1)n_12n_1:_g(Jn+1Jnf1_J§>

Toplam Formdulleri:

n J 3
J.: n+2

i; ! 2

N P Jn+2 S

i; =

2.1. Teorem

J,, Jacobsthal sayilarini, j Jacobsthal -

on I2n
() =g
i) Jost+ 21 = o,
(iil) jorq1t+2ih_1=9d,,
(iv) josq+in =320
(V) Jportdp=2"
(Vi) jos1—Jp=2"+2(=1)""",
(vil) 8J, + j, = 2" ",
(Viii)Jy + o = 2J, 4

dir.
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[2.59]

[2.60]

[2.61]

[2.62]

Lucas sayilarini belirtmek Uzere,



(iv)

-+ 20

n+1 P+1

. . |n
Tl =0" e 4o +e

n+1 P+1

. . n
jo i =0" e +0"+¢

n | In n In
=00 +¢"9 +¢"+¢
= 3¢" = 3-2"

24



n+1 |n+1 n

Vi) . =0 e — -0

| In IrI
=0 +9'9 —¢" -0
n In n In
=0 —2¢0 —¢ —¢
=2"-2(=1"=2"+2(-)"""

i) 30 +j =(¢"—o")+(¢"+¢")

= 2(pn
— (Pn+1 — 2(Pn+1
o"—¢" n
(viiy J +j = . +¢" +¢
©—=0

n+1

|n I In IrI |
"= +0" T —0'¢" +90" +99" —0

-0
1
_ (Pn_(Pln+(Pn+1+(Pn+2(Pln_(Pln+
¢—0
2(Pn+1+2(Pln+1
RO
= 2‘Jn+1

Dikkat edersek son esitlikte {J } ve {j } i¢in verilen Ozellik sirasiyla F L = F,

Fibonacci ve Lucas sayilari, P Q, = P, Pell ve Pell - Lucas sayilari ile benzerdir
(4,15, 16, 18, 22).

25
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2.5. Jacobsthal Dizileri

Jacobsthal dizisi,

J,=0,J,=1 [2.63]
rekurans bagintisi ile tanimlanir.

Pell dizileri Binet formu kullanabilme 6zelligine sahiptir. Eger

y2=y+2 [2.64]
denklemini alirsak, kokleri

p=2ve ¢ =-1 [2.65]

seklinde buluruz. Matematiksel indiksiyon ile de,

J=2"° [2.66]

oldugu ispatlanabilir.

Jacobsthal sayilari da bir A matrisi tarafindan Uretilir.

0 1
D= [2 1] [2.67]

Es. 2.65 ten D nin farkli 6zdegerlerinin ¢ = 2 ve ¢'=—1 oldugunu biliyoruz.

Eger bir W matrisinin w tane farkli y, (k =1, 2, ..., w) 6zdegeri varsa, c, ler kat-

sayi olmak Uzere, analitik h fonksiyonunun polinom gésteriminin



w—1 .
h(W)= > cW
i=0

seklindedir.
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[2.68]

W nun gorantist Gzerinde tanimli h fonksiyonunun c, katsayilari, w denklemi

ve w bilinmeyenli,

w—1 )
_;Ci“:( =h(w,) (k=12,.,m)

sisteminin ¢cbzumuyle bulunur.

Jacobsthal sayilarini treten
01

D=
o

matrisini gézénune alalim.

D nin farkli 6zdegerlerinin ¢ = 2 ve ¢' = —1 oldugunu biliyoruz.

Es. 2.68 ve 2.69 dan katsayilari ¢, ve ¢, olan

h(D) = ¢yl + ¢,D

polinom go6sterimi elde edilir.

D nin gorantash Gzerindeki h fonksiyonunun katsayilari ¢, ve c,

Cyt+Co= h(o)
C,+ C1(p' = h((p')

[2.69]

[2.70]

[2.71]

sisteminin ¢6zimuyle bulunur. Aslinda Es. 2.71 den c,=h(¢)—c,0 ve



c,= (h(p' — co>/(p' yi kullanirsak,

Co=h(p)—c,0
o= hig)— ) "%,
¢
¢'co = ¢'h(9) —oh(¢') +oc,
co = (ph(¢') —¢'h(p))3

¢, = <h((PI) - Co>/(PI
_ h((PI) —h(e)—c,0

Es. 2.70, 2.71, 2.72 ve 2.72' nu kullanirsak,

a11 a12

a21 a22

10 01
+c,

01 21

c

h(D)=A=

:CO

CO 1

201 c,t ¢,
oh(¢) —¢'h() h(p)—h(e) ]
2h(9) - 2h(¢') oh(9)—¢'h(¢’)

_1
3

elde edilir (15, 16, 18).

2.6. Jacobsthal Polinomlari

28

[2.72]

[2.721]

[2.73]

{J(x)} Jacobsthal polinomlari ve {j (x)} Jacobsthal - Lucas polinomlari
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Jo 00 =Jd . ,00+2xd (x), J;(x)=0, J,(x)=1 [2.74]
ve
Ji o X =], 00+ 2x) (%), j,(x)=2, j,(x)=1 [2.75]

seklinde tanimlanabilir.

J,(1/2) = F_, n. Fibonacci sayisi, j, (1/2) = L., n. Lucas sayisi olduguna dikkat

edelim.
{J,,(x)} ve {j,(x)} nin karakteristik denklemi
y2—y—2x=0 [2.76]

dir. Es. 2.76 nin kokleri

o(X) = 1 +\/;3x+1

2.77
oo 1=VBxHT 2.7
¢'00 = T XL

dir ve bdylece

e(x)+¢'(x) =1

P(x)e' (x) =—2x [2.78]
o(x) —¢'(x) = v/8x+ 1=Ax)

esitlikleri elde edilir. Burada

A1) =3

tar. Ayrica



02 () + 2x =AX)p(x)

0% (X) + 2x = —AX)@' (X)

esitlikleri yazilabilir.
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[2.79]

Cizelge 2.2. Jacobsthal Polinomlari {J (x)}: 0 =n <10

Jo(x)=0 Jg(X) =1+ 8x + 12x>

J,(x) =1 J,(x) =1+ 10x + 24x° + 8x°

J,(x) =1 Jg(X) = 1+ 12x + 40x° + 32x°

Jy(x) = 1+2x Jo(X) = 1+ 14x + 60x® + 80x° + 16x*
J, () =1+4x J,o(X) = 1+ 16x + 84x® + 160x° + 80x*
J.(x)=1 +6x + 4x°

Cizelge 2.3. Jacobsthal -

Lucas Polinomlari {j (x)}: 0 <n <10

jo(x)=2

ji(x) =1

jo,(X) =14 4x
j;(x)=1+6x
j,(x)=1 +8x + 8x2
i (x) =1+ 10x + 20x°

jg () =1+ 2x + 36x% + 16x°

j, (x) = 1+ 14x + 56x° + 56x°

jg(X) = 1+ 16x + 80x° + 128x° + 32x*

jo(X) = 1+ 18x + 108x” + 240x° + 144x*

j1o (X) = 1+ 20x + 140x” + 400x° + 400x* + 64x°

2.6.1. Jacobsthal polinomlarinin temel 6zellikleri

Binet Formu:

0" (x) =" (X)
A(X)

J, (x) =

iy 00 = 0" (x) +¢" (%)

[2.80]

[2.81]



Simson Formdulleri:

s OOd 00 = J2(x) = (= D(2x)"

e 01,00 = 2 (%) == (x)(—= )" (2x)"

(x)J

n+1 n—1

= - (x)(J x)— JZ(x))

Toplam Formdlleri:

N "'ln+2(x)_1
i; 500 = 2x
- _ jn+2(x)_‘I
iZ;JKX)__ 2x

Bazi Ozel Baglantilar:

j,00d, (x)=J, (x) (Es.2.80 ve 2.81 den)

N (x)J (x) =] )+2x _(x) (Es.2.79,2.80 ve2.81den)

n+1

Ax)J_ (x) +j (x) = 20" (x) (Es.2.80ve2.81den)
Ax)J_(x) —j (x) =—2B"(x) (Es.2.80ve2.81den)

J 0] ) +dJ ) (x)=2] . (x) (Es.2.80ve2.81den)

m+n

o 0] 00+ 00J_()J_(x) = 2

m+n

(4, 15, 16, 18)

(x) (Es.2.80ve2.81den)
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[2.82]

[2.83]

[2.84]

[2.85]

[2.86]

[2.87]

[2.88]

[2.89]

[2.90]

[2.91]
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3. PELL DIZILERININ MATRIS URETECLERI

Fibonacci dizileri ile Pell dizilerinin bircok 6zellikleri ortaktir ve ikisinde de bas-
langic degerleri aynidir. Fakat reklrans bagintilari farkhdir.

{U,} genel dizisi,
U,,,=bU ,,+U, U=0, U =1 [3.1]

n

rekdrans bagintisi ile tanimlanir. Bu dizi 6zel durum olarak hem Fibonacci di-
zisini (b = 1) hem de Pell dizisini (b = 2) icerir.

Genel dizinin Urete¢ matrisi

b 1
B - [1 O] 3.2]

dir.

3.1. Teorem

matrisi, {U_} genel dizisinin Urete¢ matrisi olmak Gzere,

Ispat

Ispatimizi n Gizerinde timevarimla yapalim. n = 1 igin
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B = Uz U, = b1 oldugundan teorem dogrudur
U, Ul 1o 9 9 '

0

n=2igin
b1 e 9
B= [1 0 ve matris 6zelliginden B - B = B? oldugundan
b 1] [b 1]_[b? Uy U] [b?
: _PTFT P G g2 2|2 2= [P PGk 0 halde n = 2 igin
10/[10 b 1 U, U] b 1

de teorem dogrudur.

Teorem n — 1 igin dogru olsun. Yani

U U
B" = [ " Un_1 olsun. Biz bunun n igin dogru oldugunu gdstermeliyiz.

Matris 6zelliginden, B~ - B = B" olacagindan,

b1.Un Un—1
U, , U

10

[bU +U, _, bU _ + UH] (Genel dizisinin rekirans ba-

B_Bn—1: Bn:[

- n—-2

gintisini kullanalim.)

n n—1
— Un+1 Un
Un Un 1

yazariz. Bu da teoremimizi ispatlar.

Buradaki amacimiz ¢cok sayida Pell tipindeki 6zelligi elde etmek icin 2x2 B ve
M matrislerinin fonksiyonunu kullanmaktadir.

Bunun i¢in su yolu takip edecegiz:
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Fonksiyonun polinom gésterimine dayali herhangi bir f(B) = A = [aij] fonksiyo-

nunun a; elemanlarini belirleyecegiz.

Daha sonra A =[4;] = f(B) kuvvet serilerinin agilimi yoluyla f(B) nin buluna-

bilecegi f fonksiyonlarinin kiimesini gbz énine alalm ve a; ile éij yi bazi i ve

j degerleri icin esitleyelim ki Fibonacci ve Pell ézelliklerini elde edilim.

ilk olarak T nin t tane farkli “e(€= 0, 1, ..., t=1) 6zdegeri varsa, ¢, ler katsay! ol-

mak Uzere, analitik f fonksiyonunun polinom gdésterimi
t—1 )

f(T) = >, ciT' [3.3]
i=0

seklindedir.

T nin goruntlsh Gzerinde tanimli f fonksiyonunun c, katsayilari, t denklemli ve

t bilinmeyenli,

t—1 .
_;ciu; =f(u) €=0,1,.,t-1) [3.4]

sisteminin ¢cbzimuyle bulunur.

A=Vb?+ 4 [3.5]

olur. Es. 3.2 deki B nin 6zdegerleri de

o, = (b+0)2, B, =(b—D)2 [3.6]

olarak bulunur. Es. 3.5 ve 3.6 yi kullanarak o, - B, = -1, B, =—1/a, esitlikleri-
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ni elde ederiz.

Bu 6zdegerler b = 1 iken Fibonacci sayilarini treten Q matrisinin farkli 6zde-

1+f _1-+5,
B1 o )

gerlerine esit, yani o, = ® =

b = 2 iken Pell sayilarini Greten M matrisinin farkli 6zdegerlerine esit, yani

2+f _2-/8
2

o, =Y = By =W olur.
Es. 3.3 ve 3.4 den katsayilari ¢, ve c, olan

f(B) = c,l +¢,B [3.7]

polinom goésterimi elde edilir. Burada I; 2x2 birim matristir.

B nin gorintasu Gzerindeki f fonksiyonunun katsayilari ¢, ve c,

c, + ¢, = f(ay)

c, +¢,B, = f(B,) [3.8]

sisteminin ¢6zumuyle bulunur. Aslinda Es. 3.8 den c,f(o,)—c,0 ve

= (f(B,) — c,)/B,, kullanirsak,

c, = (o) — c o

c, = f(ar,) - f(li%i—coab
b
BoCo = Byfloy,) —o, F(B,) +oy,c
(B, —0) Cq Bbf((xb) o, f(B,)
Co = (O(,bf(l.))b) —Bbf(OCb))/A [39]
f(Bp) — Co

C,=

By
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_ f(Bp) — f(oy,) — cyo
Py
Bpcy = f(By) — F(By) — Cio

(Bb _(Xb) C1 = f(Bb) - f(OCb)
c, = (f(ay) — F(By))/A [3.91

Cq

Es. 3.7, 3.9 ve 3.9' nU kullanirsak,

11 Gpp
(B =A=' _
1 0 b 1
~ %o 1]" )4 ol
c,*+bc, c,
- c, C,
1 (o, = B)f(B,) = (B, — b)f(ocb> f(“b) —1(By)
A f(°‘b> —1(B,) o, f(By,) — Bbf<ab)
_ 1 abf(ab>_ﬁbf<5b> f<0°b>_ f(B,) 3.10]
A f(“b) —1(By) o, f(By) _Bbf<ab)

esitligi elde edilir.

Pell sayilarini tGreten
2 1
M =
10
matrisini gézonune alalim.

M nin farkli 6zdegerlerinin y =

oldugunu biliyoruz.

“ls



37

3.1. Sonug

b=2igin o, =y = 5 B,=vy = olacagindan

wi(w) —v'i(v') f(y)—f(y)

W="Ts f(w)—f(v)  wi(y)-v'f(y)

[3.11]

esitligi elde edilir.
3.1. Karekok Matrisi

Ozel olarak ve Es. 3.10 u kullanarak f ye karekdk fonksiyonu olarak alirsak,
i =+ —1 olmak Uzere,

=(ab¢oTb+. /a7 ) )/A [3.12]
= 2, = (f(o,) — f(B,)y2
=<ﬁb /T, 3121

= <0‘bf(Bb> _Bbf<ab>)/A
= <iab oy, = (= 1/ab)\/OTb>/A
= (/1o +i/a, JA [3.12']

(B, = — 1dir.Dolayisiylap, =—1/a, dir.)

esitlikleri B nin karekdkunu tanimlar.
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B nin karekokunu elde etmek icin bagka bir yol ise A% = B matris denklemini
cbzmektir.

41 Az| |81 8y _[b 1] 3.13]
dp1 8p| |82 8| |1 O

Buradan

82 + 8,8, = b

8y T 828y =

a1y + Apan =1

Ayay T Axpdy =1

8,8, +85=0 [3.14]

sistemini elde ederiz. ikinci ve Gigiincil esitliklerden

811812 T 1285 = @p1841 T App 8y
815 (8p1 T 8pp) = 8p(841+ 8pp)

Aqp = Apq

yazariz. (v/B simetrik bir matris oldugundan bu beklenen bir durumdu.) Bu
yizden dérdinci esitligi kullanarak a,, = a,, = *ia,, esitligini elde ederiz. Bi-

rinci ve ikinci esitligi kullanarak a,, i bulalim.

2 .5 & _ 52 _ g2 _
ajytapdy=b —aj-a;=>b

1813 T A1p85 = 1= 841+ 8y = 1/3;,

Elde ettigimiz iki esitligi birbirine bdlersek, a,, = (1+bi)a,, olarak bulunur. Bu-

radan Es. 3.14 deki sistemin ¢ozumleri,

ayy = (1xbi)ay,
Aqp = 8p1 = 18y

8, = +/(—bF 2i)/A [3.15]
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olur.

—b+2i :Aei(niarctan(Z/b))

oldugundan, a,, kompleks elemani

a22 — (1 /A)1/2 ei(n:arctan(Z/b))/2+ikn (k =0 1)
seklinde yazilabilir.
3.2. Teorem

o, {U_} genel dizisinin Grete¢ matrisi B nin pozitif 6zdegeri olmak Uzere,

o = 1/(Asin2 arctan(2/b)>
2

dir.

Ispat

522 — (1 /A)1/2ei(n:arctan(le))/Z+ikr[’ (k =0, 1) in reel kismi

T+ arctan(2/b)
2

Re(a,,) = (—1)(1/A)"cos » (k=0,1)

seklindedir.

a,, Ve a,, nin reel kisimlarini esitleyip iki tarafin karesini alirsak,

({804 = (=15 (1722005 TEECZNEDL

» arctan(2/b)

1/(M0,) = (1/B)sin >
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esitligi elde edilir. Boylece

. o arctan(2/b) )

oy, = 1/(Asm 5

seklinde geometrik 6zellik bulunur.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta o, = 1/<Asin2 arcta;(2/b)> esitliginin

dogrudan gerceklenebilir olmasidir.

Trigonometride c¢ok iyi bilinen sin®(x/2) = (1 — cosx)/2 esitligini kullanirsak,

—
1- cos(arctan(Z/b))

sin2 arctan(2/b) _
2 2
_ 1 —cosb
2

1-b//o*r4
- 2
_1-b/A

A—2b (tan6=2/b oldugundan
~ oA arctan(2/b) = 6 dir.)
_ B

A

N

o, A

ifadesini elde ederiz.

3.3. Teorem

o, {U_} genel dizisinin Grete¢ matrisi B nin pozitif 6zdegeri olmak Ulzere,

— Acos? arctan(2/b)

o, 5
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dir.
Ispat
a,, = (1/A)RgM=arctan@o)2kn - — g 1) in sanal kism

m+arctan(2/b)
2

Im(a,,) = (— 1) (1/4)"sin » (k=0,1)

seklindedir.

a,, Ve a,, nin sanal kisimlarini esitleyip iki tarafin karesini alirsak,

(o 8 = (17172 75in T 220D

» arctan(2/b)

o, /¥ = (1/A)cos >

esitligi elde edilir. Boylece

tan(2/b

seklinde, 3.2. Teoremdekine denk bir esitlik elde edilir. Burada dikkat edilmesi
2/
gereken nokta o, =AcoszarCtar21(b) esitliginin dogrudan gergeklenebilir ol-

masidir.

Trigonometride cok iyi bilinen cos® (x/2) = (1 + cosx)/2 esitligini kullanarak,
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r—’;\
. arctan(2/b) _ 1-— cos(arctan(Z/b))

2 2
1 + cos6
2

_1+b/V/b*+4
2

_ 1+ b/A
2

_Atb (tan6 = 2/b oldugundan

24 arctan(2/b) = 6 dir.)
o,

A

oldugunu gercekleyebiliriz.
3.2. Sonug

Fibonacci sayilarini Ureten Q matrisinin pozitif 6zdegeri @ olmak Uzere,
o, = ® oldugundan

O = 1/</§sin2 arctan2>
2
dir.

3.3. Sonug

Pell sayilarini Greten M matrisinin pozitif 6zdegeri y olmak lzere, o, = y oldu-

gundan

— 1/(/8si 2arctan1>
v (fsm >

dir.
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3.4. Sonug

Fibonacci sayilarini Greten Q matrisinin pozitif 6zdegeri ® olmak Uzere,
o, = ® oldugundan

® = /5 cog? arctan2
2

dir.
3.5. Sonug

Pell sayilarini Greten M matrisinin pozitif 6zdegeri y olmak Gzere, o, = y oldu-

gundan

_ /g sin? arctant
Y = v8sin® S0

dir.
3.2. Ustel Fonksiyon Matrisi

Ozel olarak f yi Uistel fonksiyon olarak alirsak, Es. 3.10 dan

a, = (ocbeo‘b -B, eﬁb>/A
Ap = 8y = (e™ - eBbyA
a,, = <ocb efo -B, e“b)/A [3.16]

olur.

A= [éij] = expB yi elde etmenin alternatif yollarindan birisi de kuvvet serileri-

nin acilimini
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expB= > B [3.17]

kullanmaktadir. 3.1. Teoremden kolayca gérulebilecegi gibi

= U
a n+1
ay= 2,
n=0 n!
el U
12 21 . nl
= U
a n—1
8= 2, [3.18]
n=0 M

dir. Bundan dolay1 A ile A nin karsilikli elemanlarini esitlersek, Es. 3.16 ve
3.17 yi de kullanarak

= U
2 = (e —ehya [3.19]
N l‘Jn+1 o B

ZO Sart= (o, % —B,ePoyA [3.20]
n: .

N Un—1 B Q

ZO . = (o, &P —B,e%)A [3.21]
n: .

esikliklerini elde ederiz.

3.6. Sonug

Fibonacci sayilarini Greten Q matrisinin 6zdegerleri ® ve @' olmak Uzere,
o, = ® ve B, = @' oldugundan,

i :— (eq’ —~ e‘ﬂ)/x/g

n=0
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> o :(q>e“’—q>'eq")/£

n=0 n!

io F’r‘; = ((I)e‘pl—d)'eq’>/\/§

Fibonacci 6zellikleri elde edilir.

3.4. Teorem

L, Lucas sayilarini belirtmek Uzere,

o L !
" =e%+e®
n=0 n'

dar.
Ispat

oldugunu biliyoruz.

n+1

L, Lucas sayilarini belirtmek Gzere, L, =F__, + F

3.6. Sonuctaki son iki esitligi toplarsak,

nio F:F +r§0 F:f B %(q)e‘D—d)'e‘Dler)e@I—‘Dqu))
A
5 lsetise

>
I

o
=)

esitligi elde edilir.
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3.7. Sonug

Pell sayilarini Greten M matrisinin 6zdegerleri y ve y' olmak lzere, o, = y ve

B, = y' oldugundan,

ngopq—( V- eV)(2/2)
3= (v vetyizva
nio P';F = <\|fe“’ w'e‘“)/(Q@)

Pell 6zellikleri bulunur.
3.5. Teorem

R., Pell - Lucas sayilarini belirtmek Uzere,

~ R
2 =

n=0

ofe’+e7)

dir.
Ispat

R, Pell - Lucas sayilarini belirtmek tzere, R =P +P oldugunu biliyo-

n-—1 n+1

ruz. 3.7. Sonuctaki son iki esitligi toplarsak,

P

. n+1 . I:)n—1 _ 1
2 ot 2

n=0 n! n=0 n! _7
= Rn | I
3=l w)er s (v-v)eY)

<1|;e"’ — w'e“’l - we“’l — w'e“’)
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i':— zﬁ(zfze‘uzfze“’)
i‘:—e“’+e"’

N i ol 2 4 o1 2

; o +e

3 —e(e®re?)

esitligi elde edilir.

3.3. Diger Fonksiyonel Matrisler

Simdi de

2n+1
B

sinB = nzo (— )”m [3.22]
_ n B

cosB = n;( 1) on)! [3.23]
B BZn+1
B 00 BZn

coshB = n;) 2n) [3.25]

seklindeki kuvvet serileri acilimlarini gézénine alalim. Oncekilere benzer bir
mantik kullanarak buradan da {U_} genel dizisine ait birgok 6zellik elde edebil-

iriz. Es. 3.10 dan A matrisinin a; elemanlarini

a1 = ((be<0‘b) - Bbf(Bb)>/A
Aip = 8 = <f<0°b> - f(Bb))/A



Ap = <abf(Bb> - Bbf<0‘b>>/A

seklinde yazariz. f(y) = > c.y" olmak Uzere,
n=0 .

niocn U,_,= (Otbf<[3b> —Bbf<ocb)>/A
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[3.26]

[3.27]

[3.28]

genel formundaki 6zellikleri elde ederiz. Bu kisimdaki {U_} genel dizisiyle ilgili

Ozellikleri kullanirsak,

N v Yonis , ,
2 (—1) ent il (sina, — sinp, J/A

N n U2n _
2 (—1) e~ (cosoy, — cosp, J/A

u

o0 2 1 - |
nZ::o (2n r_1|_+1)! - (S'nhab - Slnth)/A
U2n
en)l (cosha, — coshB, /A
n= !

U
201 = (@, cosho, —B, coshp, J/A

nzo (2n)'

[3.29]

[3.30]

[3.31]

[3.32]

[3.33]
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~ U,
ZO ﬁ = (o, coshp, —B, cosho, J/A [3.34]

seklindeki 6nemli {U_} genel dizi 6zelliklerini elde ederiz.

3.8. Sonug

Fibonacci sayilarini tGreten Q matrisinin 6zdegeri ® ve ®'olmak tzere, o, = ®
1

ve 3, = @' oldugundan,

2 (—1)" ﬁ = (sin® — sin®')v'5
N n F2n _ |/\/>
n;)( ) o) (cos® — cos®')/v'5

= F
> (22”)' = (cosh® — cosh®')/v/5
n=0 .

F
> 7(2”;)'1 = (dcosh® —d'coshd')v'5
n=0 .

= F
> (;”n_): = (®dcoshd' —@'coshd)/v'5
n=0 :

seklinde 6nemli Fibonacci 6zelliklerini elde ederiz.

3.6. Teorem

L, Lucas sayilarini belirtmek Uzere,
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~ L
2n |
= hd + hd
ngo 2n) cos cos

dir.
Ispat

L, Lucas sayilarini belirtmek Gzere, L, = F _, +F oldugunu biliyoruz.

n+1

3.8. Sonuctaki son iki esitligi toplarsak,

nio I:Z”n;" ! ,g:o l;znn); N /%<¢C°S¢ —®'cos®' +Pcosd' —P'cosd)
nio (;”), = ¢1§<(q’ —@')cosh®d + (@ —cb')coshcb')
nio % = %(@coshcp ++/'5 cosh®')
nio (;")! = cosh® + cosh®'

6zelligini elde ederiz.
3.9. Sonug

Pell sayilarini Greten M matrisinin 6zdegerleri y ve y' olmak Uzere, o, = y ve

B, = y' oldugundan,

S Pn+ . . |
n:o(_ 1)nﬁ = (smw— S|nw)/<zﬁ>

S P
2. (=0

n=0 (2n)! = (COSW - COSWI>/(2/§)

o« Pon . . |
;Oﬁ = (smhw - smhq;)/(&@)
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S Pon_ (coshy — coshy')/(2v2)

n=0 (2n)|
N F)2n+1 | |

n;o @) (weoshy —y'coshy')/(2v'2)
N I:,2n—1 \ |

ngo (en) (weoshy' —y'coshy)/(2v2)

seklinde 6nemli Pell 6zelliklerini elde ederiz.

3.7. Teorem

R, Pell - Lucas sayilarini belirtmek Gzere,

P = coshy + coshy/'
n=o (2n)!
dir.
Ispat
R,, Pell - Lucas sayilarini belirtmek Gzere, R, =P __, +P__, oldugunu biliyo-
ruz. 3.9. Sonuctaki son iki esitligi toplarsak,
i 7P2”+1+ i Pony 1 (weosy —y'cosy' +ycosy' —y'cosy)
S0 @l Sy @) pyp oY TV EOSY YRS mYERRY
3 Ron _ 1 (( —y')coshy + (y —y')cosh ')
2 oni T a YTV v+ (v-y v
N I:{Zn 1 I
n;o on) = 2@(2/§coshw+2\/§coshw)
N R2n
= coshy + coshy/
2, @n) VRS

6zelligini elde ederiz.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, matrislerin ve Fibonacci sayilarinin 6zelliklerinden faydalana-
rak bazi ézel matrisler ile Pell sayilari arasindaki iligkileri ele aldik. Ozel
fonksiyonlar kullanarak Pell dizilerine ait yeni esgitliklere ulastik. Bu calismada
karekdk matrisi, Ustel fonksiyon matrisi gibi bazi elementer matris fonksiyon-
larini kullandik. Galismayi B, , in hiperbolik ve dairesel fonksiyon matrislerini,
ters fonksiyon matrislerini ve diger elementer matris fonksiyonlarini ekleyerek
genisletebiliriz.

Bu calismada 2x2, Q, M ve B matrislerini kullandik. 3x3 tipinde matrisler kul-

lanarak farkli bir calisma yaparsak, yeni esitliklere ulasabiliriz.
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