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SİMGELER VE KISALTMALAR  
 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler    Açıklama 
 

⇒      Gerektirir 

{Pn}     Pell dizisi 

{fn}     Fibonacci dizisi 

{Ln}     Lucas dizisi 

{wn}     Genelleştirilmiş dizi 

∑      Toplam sembolü  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

j
n      n in j li kombinasyonu 
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1. GİRİŞ  

Bu tezde { }  dizileri için geçerli olan bazı özellik ve özdeşlikler ele 

alınmaktadır.  

{ } { }f ve w ,P

1 ,0 == PP 0≥n PPP

nnn

Pell dizisi,  

10  başlangıç koşulları ve  için nnn = ++ 12 +2

1n+

bw,aw ==  0≥n w qpww −

  

bağıntısı ile tanımlanır[2].  

Pell dizisinin negatif indisli terimleri  

( ) nn P1P− −=  

bağıntısıyla tanımlı olup buna göre birkaç terimi 

…P-4, P-3, P-2, P-1, P0, P1, P2, P3, P4,…  

{Pn} 

…12, 5, -2, 1, 0, 2, 2, 5, 1,… 

şeklindedir. 

Bu tezde {Pn} Pell dizilerinin {wn} genelleştirilmiş dizileri ile ilişkisi ele alınmakta, 

{wn} dizisinin özelliklerinden yararlanılarak {Pn} Pell dizisi için özellik ve 

özdeşlikler ifade edilmektedir.  

Ayrıca,  

10  başlangıç koşulları ve  için n1n2n = ++  

bağıntısı ile tanımlanan {wn} genelleştirilmiş dizisinin Pisagor özelliğinden 

bahsedilmekte ve {wn (a, b;1,-1)} dizisi {fn} Fibonacci dizisinin terimleri 
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yardımıyla yazılmaktadır[3]. Böylece {wn} dizisi için ifade edilmiş olan Pisagor 

özelliği yeniden ifade edilmektedir.  

Burada adı geçen Fibonacci dizisi, 

1f ,0f == 0≥n f f10  başlangıç koşulları ve  için f n1n2n = +++  bağıntısı  

ile tanımlanır[1]. 

{fn} dizisinin terimlerine de Fibonacci sayıları denir. Çalışmadaki genelliği 

bozmamak için “f” küçük harfle alınmaktadır.  

Pisagor üçleme formülünün {wn} genelleştirilmiş dizisine tatbik edilmesiyle 

bulunan Sonuç 3.3 (i)’de Pell dizisi için a=0, b=1, p=2, q=-1 yazılmasıyla ve n=0 

alınmasıyla,  

822PP

82.2.2P P.2

022PP

222
1

2
2

12

12

=+=+

==

=−=− 2222

== ≥n LLL

 

bulunur. Yani 0,8,8 Pisagor üçlüsü oluşturulur.  

p=1, q=-1 alınarak oluşturulan wn(a,b;1,-1) dizisi Pell sayıları ile ifade edilmeye 

çalışılırsa Teorem 3.11’deki ifadeleri benzer ifadeler elde edilememektedir.  

Bu tezde Pell sayıları için geçerli olan ifade ve özdeşlikler Fibonacci sayıları için 

ifade edilmektedir.  

Lucas dizisi,  

1L,2L 10   başlangıç koşulları ve  için 0 nnn += ++ 12  

bağıntısı ile tanımlanır[9]. Bu dizinin terimlerine de Lucas sayıları denir.  

{Hn(s,r)} genelleştirilmiş Horadam dizisi,  
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rH ,sH == 0≥n HH10  başlangıç şartları ve  için H n1n2n = +++   

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır[5]. Burada s, r keyfi tamsayılardır. 

Yukarıdaki şekilde tanımları verilen {Ln} Lucas ve {Hn(s,r)} genelleştirilmiş dizileri 

için Pell ve Fibonacci özdeşliklerine benzer özdeşlikler elde edilememektedir. 

Bunun nedeni a, b keyfi tam sayılarının seçimidir.  
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2. PELL ÖZDEŞLİKLERİ 

2.1. {wn(a,b;p,q)} Genelleştirilmiş Dizisi 

{wn(a,b;p,q)} genelleştirilmiş dizisi 

bw ,aw == 0≥

w qpww −=

10 başlangıç koşulları ve n  için; 

n1n2n ++                         (2.1) 

bağıntısı ile tanımlanır[3]. Buna göre {wn(a,b;p,q)} genelleştirilmiş dizisinin birkaç 

terimi 

{ }nw
 

,...pqabp     ,qapb    , b   ,  a   ,
q

bpa......., 2

432101

−−
−

− w           ,w          ,w   , w  ,w  ,     w.......,
                             (2.2) 

Eş 2.1’deki a,b,p,q keyfi tamsayıları  

a=0, b=1,p=2, q=-1                                                                                 (2.3) 

şeklinde alınırsa, Pn=wn (0,1;2,-1) elde edilir.  

2.1. Teorem 

{wn (a,b;p,q)} genelleştirilmiş dizisinin genel terimi;  

wn= nn β
βα
baab αα

βα
β

−
+

−
−−

( ) 2/dp +=

  

( ) 2/dpdir. Burada α  ve = −β dir. 
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İspat 

 ve β ’yı kök kabul eden karakteristik denklem;  α

x2-px+q=0  

ve buradaki p,q sayılar keyfi tamsayılar olsun.  

Bu denklemin diskriminantının karekökü d olarak alınırsa, bu ikinci dereceden bir 

bilinmeyenli denklemin kökleri β  olduğundan α  ve 

⎩
⎨
⎧

= 1/22 4q)-(pd
d)/2-(p    ,2/)( dp =+= βα

    

dir. 

Bu karakteristik denklemin kökleri olan α  ve β yardımıyla, kökler toplamı, kökler 

çarpımı ve kökler farkı: 

d      ,     q     ,      p =αβ=β+α

nn

α − β =  

dir.  

O halde Eş 2.2 eşitliğinde tanımladığımız {wn} genelleştirilmiş dizisi  

n BAw βα +=   

şeklinde yazılabilir. Burada;  

β−α
=

β−α
= B         , −αβ− baabA   

dir. 
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Böylece {wn (a,b;p,q)} genelleştirilmiş dizisinin genel terimi;  

wn= nn β
β−α

+α
β−α

baab −αβ−  

şeklinde yazılabilir. 

2.2. Teorem 

e=pab-qa2-b2   

sayısı {wn} dizisinin karakteristik sayısıdır [5].  

2.3. Teorem 

A+B=a , A-B=(2b-pa) d-1, A.B=e d-2

dir. 

İspat 

Teorem 2.1.’den eşitlikler kolayca görülebilir. 

2.1. Sonuç 

Pell dizisinin n.terimi;  

2/3n
2

)21()21(P −−+
=

nn
 

şeklindedir. 

İspat  

Teorem 1.1’i Eş 2.3 deki Pell sayıları için geçerli olan a=0, b=1, p=2, q=-1 

değerleri için yazarsak 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=β

+=α

=

21

21

2d 2/3

  

değerleri yardımıyla Pell dizisinin n.terimi;  

2/3n
2

)21()21(P −−+
=

nn
 

şeklinde bulunur. 

2.4 . Teorem 

{wn} için üreteç fonksiyonu  

∑
=

=
+− 0n

n
n2 xw

qxpx1

∞−+ x)pab(a  

dir[4] . 

2.5. Teorem 

∑
=

+=
−− 0n

n
1n2
xP

xx21
1 ∞

 

dir. 

İspat 

Eş 2.3 teki a,b, p, q değerlerini kullanırsak Teorem 2.4 {Pn} Pell dizisi için 

aşağıdaki şekilde yazılabilir. 

∑
=

=
−− 0n

n
n2 x P

xx21
x ∞

  

Bu üreteç fonksiyonunu düzenleyelim.  
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∑
=

−=
−− 0n

1n
n2 x P

xx21
1 ∞

∞

∞

∞

 

   ∑
−=

+=
1n

n
1n x P

    )0P(x Px P 0
0n

n
1n

1
0 =+= ∑

=
+

−

   ∑
=

+=
0n

n
1n xP

Yani;  

∑
=

+=
−− 0n

n
1n2
xP

xx21
1 ∞

−=e

   

dir. 

2.2. Sonuç 

Pell sayılarının karakteristik sayısı 

1p  dir[8]. 

İspat 

Teorem 2.2’de kullandığımız karakteristik sayısı [5] olan  

e=pab-qa2-b2 de Eş 2.3’deki a, b, p, q değerleri yerleştirilirse;  

ep=-1   

şeklinde bulunur. 
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2.1. Tanım 

{un(p,q)} dizisi  

  başlangıç şartları  1,0 10 uu ==

qupuu −=

ve 

  nnn ++ 12

indirgeme bağıntısı ile tanımlanan dizidir[2]. 

Not: un(p,q) = wn(0,1;p,q)  

dir[8,10]. 

2.3. Sonuç 

{un(p,q)} dizisi için karakteristik sayı 

eu=-1  

dir. 

2.2. Tanım 

un sayılarının yardımıyla ve  

u-n = -q-n.un   

negatif genellemeleri yapılarak {un} genelleştirilmiş dizisi elde edilir [7]. 

2.6. Teorem 

Pn=un(2,-1)  

dir 
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İspat 

Eş 2.3 ve Not birlikte kullanılarak eşitlik kolayca görülür. 

Dikkat edilirse 1. bölümde Pn sayıları ve Pn sayılarının negatif genellemelerini 

kullanılarak {Pn} dizilerini tanımlanmıştır. Oradaki negatif genelleme p=2, q=-1 

tamsayılarının Tanım 2.2.’de un sayıları için verilen negatif genellemede 

yerleştirilmesiyle ortaya çıkmış özel bir durumdur. 

2.2. Pell Özdeşlikleri 

2.7. Teorem 

∑
=

− ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

0j

j2j2n
n

n
j2

ndpaw2
]2/n[

∑
−

=

−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−+
0j

j21j2n dp1j2
n)pab2(

]2/)1n[(

2/1k−

  

dir[5]. 

2.4. Sonuç  

r

0r
k 21r2

kP ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+= ∑
=

 

dir[8]. 

İspat  

Eş 2.3 ve Sonuç 2.1’in ispatında gecen α ,β  ve d sayıları Teorem 2.8’de 

yerleştirilerek yukarıdaki özdeşlik elde edilir. 

2.8. Teorem 

jn
n

0j

n
n2 w

q
p

j
n)q(w −

jn−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= ∑  

dir[3]. 
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2.9. Teorem 

r
r

1r
k2 P.2r

kP ∑
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

k
   

dir[10]. 

İspat 

Eş 2.3 ve Sonuç 2.1’in ispatında gecen α , β ve d sayıları Teorem 2.8’de uygun 

değerler alınarak yukarıdaki özdeşlik elde edilir. 

2.10. Teorem 

wn+r wn-r=wn
2+e qn-r ur

2  

dir[5].  

2.11. Teorem 

wn+r = wrun+1-q wr-1un 

dir.  

2.12. Teorem 

22
112 ++ += nnn PPP  

dir[10].  

İspat 

Teorem 2.10’da r yerine n+1alıp Eş 2.3 teki a, b, p, q değerleri yerleştirilirse 

aranılan özdeşlik görülür. 
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Ayrıca bu özdeşlik Teorem 2.11’den elde edilebilir. 

2.13. Teorem 

Pn+r=PrPn+1+Pr-1Pn

dir. 

İspat 

Teorem 2.11’de Pell dizileri için verilen a,b, p, q değerleri yerleştirilirse kolayca 

görülür. 

2.14. Teorem 

P2n=Pn (Pn+1+Pn-1) 

İspat: 

Teorem 2.13’de r=n alınırsa kolayca görülür. 

2.15. Teorem 

Pn+1.Pn-1 – =(-1)2
nP n dir[2]. 

İspat 

Teorem2.10’de r=1 alınırsa ve Teorem 2.1, Sonuç 2.2, Teorem 2.6 ile P1=1 

kullanılırsa kolayca görülür. 

2.16. Teorem 

wn-r wn+r+t-wn-wn+t=e qn-r ur ur+t   

dir[5].  
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2.17. Teorem 

n22 −−−=+

n2

n2

n22

n22

n1nn21n2 )1(P2P2PP ++  

dir[11]. 

İspat 

Teorem, 2.12, Teorem 2.14, Teorem 2.15 ve Pell tanımını kullanarak 

ispatlayalım. 

n1nn1n1n1nn21n2 P2P2(P))1(P.P(PPP −−−+=+ +−+++ ) 

    )P2P2(P)1()P2P(PP n1nnn1n1n1n −+−−−+= ++++

    n1n )1()PP(2 −−−= +

Böylece  

n1nn21n2 )1(P2P2PP −−−=+ ++  

olur.  

Teorem 2.16’da r=-a, b=r+t, t=a+b alalım. Bu şekilde de Pell tanımı, Eş 2.3, 

Sonuç 2.2 ve Teorem 2.6 kullanılarak da bu özdeşlik ispatlanabilir. 
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3. Wn (a,b,p,q) DİZİSİNİN ÖZELLİKLERİ 

{wn (a,b;p,q) } genelleştirilmiş dizisini şu 2. bölümde tanımlamıştık. Şimdi, dizinin 

“Pisagor Özelliği” ni inceleyeceğiz. Bu özellik;  

{hn (r,s)} = {wn (r,r+s;1,-1)}  

dizileri için bulunan çözümlerin genelleştirilmiş durumlarıdır [5,6].  

3.1. Teorem 

wn (a,b;p,q) dizisindeki a, b, p, q sayıları söylendiği sekilde ifade edilirse 

belirtilen sayı dizileri elde edilir. 

 

i) Tam sayılar a=1, b=2, p=2, q=1  

ii) Tek sayılar  1 3 2 1  

iii) Aritmetik diziler 

    (Ortak fark d) 

a a+d 2 1  

iv) Geometrik diziler  

 (Ortak oran q) 

a aq  q+1 q  

v) Fermat Dizileri vn(3,2) 1 3 3 2 (un(p,q)=wn(1,3;p,q) 

vi) Fermat Dizileri un(3,2) 2 3 3 2 (vn(p,q)=wn(2,3;p,q)  

vii) Pell Dizileri un(2.-1) 1 2 2 -1 (un(p,q) =wn (1,2;p,q)  

viii) Pell Dizileri vn(2,-1) 2 2 2 -1 (vn(p,q)=wn(2,2;p,q)  
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İspat 

(iv)  a→a, b→aq, p→q+1, q→q alınsın. 

wo=a 

w1 = aq  

w2 = (q+1) aq – qa =aq2  

w3 = (q+1)q2 a – qaq = aq3  

. 

. 

. 

wn = aqn  

. 

. 

. 

şeklinde, ortak çarpanı q olan geometrik dizi elde edilir. (i), (ii),..., (viii) ifadeleri 

de benzer şekilde görülebilir. 

3.1. Pisagor Özelliği  

3.2. Teorem 

u, v herhangi negatif olmayan reel sayılar olmak üzere   

( ) ( ) ( )2222 2 vuuvvu +=+−
222

4224222

 

dir. Bu formüle Pisagor üçleme formülü denir. 

İspat 

⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

++=+

+−=−
422422 vvu2u2)vu(

vvu2u)vu(
(  2222222 )vu()uv2()vu +=+−
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3.1. Sonuç 

2222222
1n2n1n2n1n2n )ww()ww(2)ww( ++++++ +=+−  i) 

ii)  
[ ] [ ]

[ ]22
1n

2
n1n

2
n1n1n

2
1n

2
n1n

w)qwpw(       

)qwpw( w2w)qwpw(

++

++++

+−=

−+−−
2

İspat 

i) {wn } genelleştirilmiş dizisi için Teorem 3.2’yi kullanalım. 

Her wn, ( ) ( ) ( )22222 vuuv2vu +=+−
22

2222222

 Pisagor üçleme formülünde yerine 

konabilir.  

Pisagor üçleme formülünde u=wn+2, v=wn+1 yazılırsa;   

1n2n1n2n1n2n )ww()ww2()ww( ++++++ +=+−  

elde edilir. 

ii) (i) özdeşliğinde wn+2 yerine wn+2=pwn+1–qwn ifadesindeki eşitliği yazılırsa (ii) 

özdeşliği görülür. 

3.1. Örnek 

Teorem3.3’deki Pisagor özdeşlikleri kullanılarak, n,p,q (ve a,b) için formülde 

bazı değerler konulmasıyla farklı Pisagor üçlüleri elde edilir.  

Örneğin; n=0, a=1 (=wo) , b=2 (=w1), p=5, q=-1 (seçimler tamamen keyfî) 

değerleri 117, 44, 125 üçlüsünü oluşturur. Gerçekten;  

n=0 için, 

wn+2 = w2, wn+1=w1=2, w2=pw1-qwo=11  
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3.1 Sonuç (ii)den  

1254121211ww

442.11.2ww2

1174121211)ww(

222
1

2
2

12

12

=+=+=+

==

=−=−=− 2222

 

dir. 

3.3. Teorem 

{wn (a,b;p,q)} dizisi için kolaylık olsun diye n=0 alınırsa; Teorem 3.1’deki sayı 

dizileri için sırasıyla aşağıdaki Pisagor üçlüleri elde edilir:  

i)    Tam sayılar 5 12 13 

ii)   Tek sayılar 16 30 34 

iii)   Aritmetik 
diziler 

2ad+3d2 2a2+6ad+4d2 2a2+6ad+5d2

iv)   Geometrik 
diziler 

a2q2(q2-1) 2a2q3 a2q2(q2+1) 

v)    Fermat 
dizileri vn (3,2) 

40 42 58 

vi)   Fermat 
dizileri un (3,2) 

16 30 34 

vii)  Pell Dizileri 
un (2,-1) 

21 20 29 

viii) Pell Dizileri 
vn (2,-1) 

32 24 40 
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Burada (ii) ve (vi) üçlüleri n=0 ve w1=3, w2=5 sayıları aynı olduğu için aynı çıktı. 

Fakat bu iki dizi başka hiçbir durumda aynı çıkamaz.  

İspat 

i) Tamsayılar için; 

a=1, b=2, p=2, q=1 alınırsa  

w0=1, w1=2, w2=2.2 – 1.1 =3  

olarak bulunur. Böylece tamsayılar için Pisagor üçlüsü;  

1323w     w12,2.3.2w2w     ,523ww 121212 =+=+===−=− 22222222

22222222

 

şeklindedir. 

ii) Tek sayılar için; 

a=1, b=3, p=2, q=1 alınırsa  

w0=1,w1=3, w2=2.3-1.1 = 5 

olarak bulunur.  

Böylece tek sayılar için Pisagor üçlüsü;  

3435w     w,302.5.3w2w     ,1635ww 121212 =+=+===−=−  

şeklindedir. 

iii) Aritmetik diziler (Ortak Fark d) için; 

a→a, b→a+d, p→2, q→1alınırsa  

w0=a, w1 = a+d, w2=2 (a+d) -1a = a+2d 
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olarak bulunur. Böylece aritmetik diziler için Pisagor üçlüsü;  

2
12

d3ad2)d3a2( d   

)dad2a)(dad2a()da()d2a(ww

+=+=

+++−−+=+−+=− 2222

2222222222

222224222222

222224222222

 

2w2w1 = 2 (a+2d) (a+d) = 2 (a2+3ad+2d2) = 2a2+6ad+4d2

12 d5ad6a2dad2ad4ad4a)da()d2a(ww ++=+++++=+++=+
 

şeklindedir. 

iv) Geometrik diziler (Ortak oran q) için; 

a→a , b→aq , p→q+1, q→q  

alınırsa  

wo=a, w1=qa, w2=(q+1) qa-qa = q2a  

olarak bulunur.  

Böylece geometrik diziler için Pisagor üçlüsü;  

)1q(qaqaqa)aq()aq(ww 12 −=−=−=−  

2w2w1 = 2q2aqa = 2a2q3  

)1q(qaqaqa)aq()aq(ww 12 +=+=+=+  

şeklindedir. 

v) Fermat dizileri un (3,2) için; 

a=1, b=3, p=3, q=2 alınırsa  
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w0=1, w2 = 3, w2=3.3-2.1=7 

olarak bulunur. Böylece un (3,2) Fermat dizileri için Pisagor üçlüsü;  

,4037ww 12 =−=− 2222      ,423.7.2ww2 12 ==       ,5837ww 12 =+=+ 2222

2222

şeklindedir. 

vi) Fermat Dizileri vn (3,2) için; 

a=2, b=3, p=3, q=2 

alınırsa  

wo=2, w1 = 3, w2= 3.3 – 2.2 = 5 

olarak bulunur.  

Böylece vn (3,2) Fermat dizileri için Pisagor üçlüsü;  

,1635ww 12 =−=−      ,303.5.2ww2 12 ==       3435ww 12 =+=+ 2222

2222

şeklindedir. 

vii) Pell Dizileri un (2,-1) için; 

a=1, b=2, p=2, q=-1 

alınırsa  

wo=1, w1=2, w2 = 2.2 – (-1).1 = 5 

olarak bulunur. Böylece un (2,-1) Pell dizileri  için Pisagor üçlüsü;  

,2125ww 12 =−=−      ,202.5.2ww2 12 ==       2925ww 12 =+=+ 2222

şeklindedir. 
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viii) Pell Dizileri vn (2,-1) için; 

a=2, b=2, p=2, q=-1 

alınırsa  

wo=2, w1=2, w2 = 2.2 – (-1).2 = 6 

olarak bulunur. Böylece vn (2,-1) Pell dizileri için Pisagor üçlüsü;  

,3226ww 12 =−=− 2222      ,242.6.2ww2 12 ==       4026ww 12 =+=+ 2222

www +=

www +=

22

şeklindedir. 

3.4. Teorem 

1n2n3n +++  

İspat 

wn+2 = pwn+1 – qwn eşitliğinde p=1, q= -1 yazılırsa  

wn+2 = wn+1 + wn  

bulunur. Burada n yerine n+1 alınırsa  

1n2n3n +++  

bulunur. Böylece  

⎭
⎬
⎫

=+
=−

+++

++

3n1n2n

n1n2n
www
www

 

eşitlikleri taraf tarafa çarpılırsa  

3nn1n2n wwww +++ =−   
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özdeşliği elde edilir.   

3.5. Teorem 

3nn1n2n wwww +++ −=− 22

22

22

22

 

İspat 

wn+2 = pwn+1 – qwn eşitliğinde p=-1, q= -1 yazılırsa  

wn+2 =-wn+1 + wn   

bulunur. Burada n yerine n+1 alınırsa  

wn+3 = -wn+2+ wn+1

bulunur. Böylece  

wn+2 + wn+1 = wn 

-wn+2 + wn+1 = wn+3

eşitlikleri taraf tarafa çarpılırsa  

3nn1n2n wwww +++ =+−   

özdeşliği elde edilir. 

3nn1n2n wwww +++ −=−   

bulunur.  

3.6. Teorem 

)ww).(ww(ww 1n2n1n1n1n2n ++++++ +−=−  
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3.7. Teorem 

22222
1n2n1n2n3nn )ww()ww2()ww( +++++ +=+  

İspat 

Teorem 3.6’da p=1, q = -1 alınırsa; Teorem 3.4’ün Sonuç 3.1’in (i) de yerine 

yazılmasıyla ispat yapılır. 

Ya da,  

Teorem 3.6’da p= -1, q = -1 alınırsa; Teorem 3.5’in Sonuç 3.1 (i) de yerine 

yazılmasıyla ispat yapılır. 

Not: Burada p=1, q =-1 ve p=-1, q =-1 alınarak Teorem 3.7’deki özdeşlik elde 

edilmiş oldu. p, q’nun başka  hiçbir değeri için buradaki (wnwn+3)2 terimi elde 

edilemez.  

3.1. Teorem 

i) wn(a,b;1,-1) ≡ afn-2 + b fn-1 ≡ hn (a,b-a) 

ii) wn(a,b;1,-1) = (-1)n (afn-2 – bfn-1) ≡ gn (a,b-a) 

Burada g- ve h- notasyonları1 uygunluk olsun diye kullanılmıştır.  

fn Fibonacci sayılarının2 genel terimidir.  

İspat 

)1,1;sr,r(w)s,r(h −+=

                                                

nn   

Ayrıca yukarıdaki gn(r,s) teriminde r→a, s →b-a alınırsa istenilen ifade elde 

edilir. 
 

1 hn(r.s)=wn(r,r+s; 1,-1) gn(r,s)=wn (r,r+s;-1,-1)[7] 
2 fo=1,f1=1, f2=2, fn+1 = fn+fn-1) [9] 
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3.2. Sonuç 

(hnhn+3)2 + (2hn+1hn+2)2 = (2hn+1 hn+2 + h 2
n )2

dir. Bu denklemin sağ tarafındaki ifade Teorem 3.7’deki denklemin sağ 

tarafındaki ifadeye alternatif olarak kullanılabilir. 

İspat: 

wn (a,b; 1,-1) ≡ hn (a,b-a) için p=1, q=-1 olup, Teorem 3.7’de yerine konulursa 

istenilen ifade elde edilir. Gerçekten 

n1n2n qwpww ++ −=

+=

=⇒

2222

eşitliğinde p=1, q=-1 yazılırsa 

n1n2n www ++  

n2n2n ww-w ++  

bulunur. Bu eşitlik yardımıyla  

1n1n2n2n2n1n1n2n www2www2ww ++++++++ +−+=+  

2

222

)ab,a(h)1,1;b,a(w −≡−

nw
1n1n2n1n )ww(ww2

4434421 ++++ −+=  

n2n1n1n2n www2ww +=+⇒ ++++  

şeklinde bulunun ifade Teorem 3.7’de yerine konulursa 

(wnwn+3)2 + (2wn+2 wn+1)2 = (2wn+1 wn+2 + wn
2)2

bulunur. Ayrıca 

nn  olup 
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(hnhn+3)2 + (2hn+1hn+2)2 = (2hn+1hn+2+h )2

wwqwpww

n
2  

Pisagor genellemesi elde edilir.  

3.2. Örnek  

n=0, a=5, b=2 alınırsa;  

Özellik 3.1 (i) den;  452+282=532  

Özellik 3.1 (ii) den;  52+122=132 bulunur. Gerçekten 

n=0, a=5, b=2, p=1, q=-1 için;  

n1nn1n2n +=−= +++  

olduğundan,  

w0=5 
w1=2 
w2=w1+w0=7 
w3=w2+w1=9 

w0.w3=5.9 = 45 

2w2.w1=2.7.2.=28 
w2

2+w1
2=72+22=53 

 

böylece  

452+282=532   bulunur.  

n=0, a=5, b=2, p=-1, q=-1 için;  

n1nn1n2n wwqwpww +−=−= +++  olduğundan, 
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w0=5 

w1=2 

w2=w1+w0=-2+5=3 

w3=-w2+w1=-3+2=-1 

w0w3=5.(-1)= -5 

2w2w1=2.3.2 = 12 

w2
2+w1

2=32+22=13 

 
 

 

böylece  

52+122=132        

bulunur.        

Görüldüğü gibi Teorem 3.7’de sağlanır.  

3.3 Sonuç 

2222

2222

n1n2n1n2n3nn )ggg2()gg2()gg( +−=+ +++++  

İspat 

wn+2 = pwn+1-qwn eşitliğinde p=-1, q=-1 yazılırsa 

wn+2=-wn+1+wn  

bulunur. Bu eşitlik yardımıyla 

2

nw
1n2n2n

1n1n2n2n1n2n1n2n

)ww(w2                  

www2www2ww

44 344 21 +++

++++++++

++−=

+++−=+
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222

2222

−≡−−

2222

n1n2n1n2n www2ww +−=+⇒ ++++   

Şeklinde bulunan ifade Teorem 3.7’de yerine yazılırsa,  

n1n2n1n2n3nn )www2()ww2()ww( +−=+ +++++   

bulunur. Ayrıca 

  )ab,a(g)1,1;b,a(w nn olduğundan 

n1n2n1n2n3nn )ggg2()gg2()gg( +−=+ +++++   

Pisagor genellemesi elde edilir.  

3.3. Örnek 

a=x-y, b=y      (3.1)  

ifadelerini Teorem 3.8 (i) de kullanmak yerine  

a=x+y, b=y  (3.2)  

ifadeleri Teorem 3.8 (ii) de kullanılabilir. Bu durumda elde edilen Pisagor üçlüleri 

aynı alınabilir. Gerçekten 

n=0, a=x+y, b=y, p=-1, q=-1 için 

wn+2=-wn+1+wn olacağından 

w0=x+y 

w1=y 

w2=-y+x+y=x  

w3=-x+y 

w0w3=(x+y)(-x+y)=-(x2-y2) 

2w2w1=2xy  
222

1
2
2 yxww +=+  
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böylece 

(x2-y2)2 + (2xy)2 = (x2+y2)2 dir. 

3.4. Sonuç 

Bazı durumlarda üçlü sayılar negatif olabilir. Bir örnekle açıklayalım. 

3.4. Örnek 

n=0, a=5, b=2, p=-1, q=-1 için;  

wn+2=wn+1+wn olduğundan 

wo=5 

w1=2  

w2=3 

w3=-1 

w0w3=-5  

-2w2w1=2.3.2 = - 12  

1323ww 222
1

2
2 =+=+  

 

 

böylece Pisagor üçlüleri 

 -5,-12,13 

bulunur. 

3.8. Teorem  

1n2
n1n1n )1(fff +

−+ −=−    

İspat 

Tümevarımla ispatlayalım. 

n=1 olsun. 

22
112 )1(1fff −==−  
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O halde n=1 için doğrudur. 

n=k için doğru olsun. Buna göre ifadenin n=k+1 için doğru olduğunu 

göstereceğiz. 

 fk+1 . fk-1 - = (-1)2
kf

k+1  

  )f.ff(ff.f k2k
2

1k
2

1kk2k ++++ −−=−

    )f).ff(f( kk1k
2

1k +−−= ++ ]fff[ k1k2k += ++  

    )f)f.f(f( 2
kk1k

2
1k −−−= ++

     )f)ff(f( 2
k

1kf
k1k1k −−−=

−

++ 43421 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−
+=

−+

−+

1kk1k

1kk1k
fff
fff

    )fff( 2
k1k1k −−−= −+

      [n=k için doğru olduğundan] 1k)1( +−−=

      2k)1( +−−=

     n=k+1 için doğru 1)1k()1( ++−=

Böylece 

1n2
n1n1n )1(ff.f +

−+ −=− ’dir. 

Not: Birçok farklı fakat birbiriyle alakalı dizi aynı üçlüleri farklı n değerleri için 

verebilir.  

3.5. Örnek 

p=1 ve q=-1 alalım.  

a=x-y, b=y, p=1, q=-1 için; 

wo=a=x-y  

w1=b=y  
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w2=pw1-qwo=w1+wo=x olup, 

x=wn+2 , y=wn+1 alınabilir. 

Özellik 3.8 (i) de yukarıdaki ifadeler yerleştirilirse 

n1n

1nn

bfafy += −

+bfafx +=

2

+−−−

n

                                                                                          (3.3) 

denklemini elde ederiz. Eş 3.3 denklemini çözerken Teorem 3.8’i de 

kullanacağız.  

Birinci denklemi fn, ikinci denklemi –fn+1 ile çarpıp denklemleri taraf tarafa 

toplarsak 

)fff(ayfxf
n)1(1n)1(

1n1nn1nn 4434421

−=+−

−++ −=−  

Böylece  

a=(-1)n  (xfn-yfn+1)  

b=(-1)n+1(xfn-1-yfn) bulunur.  

Verilecek tüm n değerleri için serilerden sonsuz seri elde edilir. Bunların bazıları;  

⎩
⎨
⎧

+−−−+− )y5x3,y3x2(h),y3x2,y2x(h
)y2x,yx(h,             )yx,y(h

nn

nn  (3.4) 

dir. Burada n=1,0,1,2 sırası ile alınmıştır.  

)yfxf()1(b

)f.yxf()1(a

n1n
1n

1nn

−−=

−−=

−
+

+   hn(a,b-a)  

eşitliklerinde sırasıyla 



 31

n= -1,0,1,2 alalım.  

n=-1 için;  

1f1,f      fff 101nn1n ==+=

0ffff =⇒+=

1−

−=−−=

y2xab +−=−

1

−+  olduğundan 

1ffff 2210

11o1
=⇒+= −−−

−−  

bulunur. Böylece 

    

)yx,y(h
yxab

x)yfxf()1(b

y)yfxf()1(a

n

12
11

01

−
−=−

=−−=

=−−=

−−
+−

−

elde edilir. 

n=0 için;  

y)yfxf()1(b

yx)yfxf)(1(a

01
1

10

=−−= −
 

bulunur. Böylece 

)y2x,yx(hn +−−
 

elde edilir. 

n=1 için;  

yx)yfxf()1(b

y2x)yfxf()1(a

10
2

21

−=−−=

+−=−−=
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bulunur. Böylece 

)y3x2,y2x(hn −−+−
y3x2ab −=−

2

y5x3ab +−=−

 

elde edilir.  

n=2 için;  

y2x)yfxf()1(b

y3x2)yfxf()1(a

21
3

32

+−=−−=

−=−−=
 

bulunur. Böylece 

edilir. elde)y5x3,y3x2(hn +−−
   

Eş 3.4’teki hn(x-y, -x+2y) dizisi Eş 3.1’de zaten vardı.  

Eş 3.1’deki a=x-y, b=y  olduğundan b-a=-x+2y’dir. Böylece  

hn(x-y, -x+2y)  

bulunur.  

Eğer doğru n değerleri bulunursa, Eş 3.4’teki herhangi bir dizi kullanılarak 

verilen Pisagor üçlüleri ifade edilebilir. (çünkü daha önce de belirttiğimiz gibi 

kullandığımız sayılar a=x-y, b=y veya a=x, b=x+y olup elde edilecek Pisagor 

üçlüleri aynıdır.)  

İki Özel durum inceleyelim. 

(i) x=3, y=2 alınırsa; üçlüler 5,12,13 tür ve sırasıyla,  

n=-1,0,1,2 için; hn(2,1), hn(1,1), hn(1,0), hn(0,1) kullanılarak elde edilir.  
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Gerçekten;   

2222

=+−−

)1,0(h)y5x3y3x2

n2n1n2n1n3nn )hhh2()hh2()hh( +=+ +++++  Pisagor genellemesinde  

n=-1, hn (y, x – y) = hn (2,1)  

n=0; hn(  )1,1(h)y2xyx n

n=1; hn (-x+2y, 2x-3y) = hn (1,0)  

n=2; hn( n=+−−

1yx =−

 

a=  b=y=2 

wn(a,b; 1,-1) ≡ afn-2+bfn-1 ≡ hn (a,b-a) şeklindeki Özellik 3.8 (i) ’den dolayı,  

hn=1fn-2+2fn-1

1f2fh 120 =+= −−  

2f2fh 011 =+= −  

3f2fh 102 =+=  

5f2fh 213 =+=  

55.1hh 30 ==  

2 h1h2=2.2.3=12  

2h1h2+  1313.2.2h 22
0 =+=

 

Böylece Pisagor üçlüleri;  

5,12,13 

tür.  

(ii) x = 4,y=3 alınırsa; Pisagor üçlüleri 7,24,25’dir ve sırasıyla,  

n=-1,0,1,2 için hn(3,1),hn(1,2),hn(2,-1),hn(-1,3) kullanılarak bulunur.  
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Gerçekten; 

(hnhn+3)2 + (2hn+1hn+2)2 = (2hn+1hn+2+hn
2)2 

1yxa =−=   b=y=3  

hn=1fn-2+3fn-1 olduğundan,  

1f3fh 120 =+= −−   

3f3fh 011 =+= −   

4f3fh 102 =+=  

7f3fh 213 =+=  

h0h3=1.7=7 

2h1. h2=2.3.4=24 

2h1. h2+ho
2=2.3.4+12=25  

 

Böylece Pisagor üçlüleri;  

7,24,25 

dir.  

n=-1 için; hn(y,x-y) = hn(3,1)  

n=0 için; hn( )=hy2xyx +−−

)1,2(h)y3x2,y2x(h

n(1,2)  

n=2 için; nn = −−+−

)3,1(h)y5x3,y3x2(h

 

n=3 için; nn = −+−−  

dir. 
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3.6. Örnek 

p=-1 ve q=-1 alınırsa;  

x=wn+2, y=-wn+1 Özellik 3.8 (ii)’de yerine konursa;  

)bfaf()1(y

)bfaf.()1(x

n1n
n

1nn

+−−=

−−=

−

+
n

+=

       (3.5) 

elde edilir. 

Fundemental Fibonacci Formülü ışığında Eş 3.5 çözülürse;  

n1n

1nn
yff.xb

yff.xa
+= −

+  (3.6) 

elde edilir. Gerçekten 

1nn

1n)1(

1n1n
2
n

n
1nn

yfxfa

)fff()1(ayfxf

+

+−−

−++

+=

−−=+
4434421

 

n1n

1n)1(

2
n1n1n

n
n1n

yfxfb

)fff()1(byfxf

+=

+−−=+

−

+−−

−+− 4434421
 

bulunur.  

Elde edilen sonsuz dizilerden bazıları, n=-1, 0,1,2 için;  

⎩
⎨
⎧

−−+−+

−+−

)y,x,y3x2(g),y,y2x(g
)x,yx(g),yx,y(g

nn

nn   (3.7)  

olur. İnceleyelim;  

gn (a,b – a) için;  
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n=-1 için;  

yxab    ,xyfxfb   ,yyfxfa 1201 + = − = −==+= −−−   gn(y,x-y) 

n=0 için;  

xab    ,yyfxfb   ,yxyfxfa 0110 + = − = −=+=+=

yab    ,yxyfxfb   ,y2xyfxfa

−   gn(x+y-x) 

n=1 için;  

1021 + = + − = −=+=+=

yxab  ,y2xyfxfb ,y3x2yfxfa 

    gn(x+2y,-y) 

n=2 için;  

2132 = + = + − = − −+=+=  gn(2x+3y,-x-y) 

ifadeleri elde edilir. 

Özel olarak  x=3 ve y=2 alınırsa; üçlüler -5,-12,13 tür ve sırasıyla, n=-1,0,1,2 için 

gn(2,1), gn(5,-3), gn(7,-2), gn(12,-5) ifadelerinden elde edilir.  

Eş 3.35’te x=-wn+2, y=wn+1 yazılırsa, a,b’nin negatif değerleri elde edilebilir.  

hn(a,b-a) için söylenenler gn(a,b-a) için de geçerlidir.  
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4. FİBONACCİ ÖZDEŞLİKLERİ  

4.1. Teorem 

Fibonacci dizisinin n. terimi  

52
)51()51(f nn

−−+
=

nn
   

dir. 

İspat 

2.1 Teoremde a=0, b=1, p=1,q=-1 alalım. O halde Fibonacci dizisini elde ederiz 

ve burada   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
=β

+
=α

=

2
51

2
51

5d

    

dir. Böylece  

52
)51()51(f nn

−−+
=

nn
   

şeklinde bulunur. 

4.2. Teorem 

Lucas dizisinin n. terimi: 

nn

n 2
51

2
51L ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=    
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dir. 

4.3. Teorem 

{Hn(s,r)} genelleştirilmiş dizisinin n. terimi  

nn

n 2
51.

2
5srs

2
51.

2
5sr2s)r,s(H ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+−
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +++−
=  

dir. 

4.4 Teorem 

∑
=

+=
−− 0n

n
1n2 xf

xx1

∞1   

dir. 

İspat 

Fibonacci sayıları için olan a, b, p, q değerlerini kullanırsak 1.4 Teorem {fn} 

Fibonacci dizisi için aşağıdaki şekilde yazılabilir. 

∑
=

=
−− 0n

n
n2 xf

xx1

∞x  

Bu üreteç fonksiyonu düzenleyelim. 

∑
=

−=
−− 0n

1n
n2 xf

xx1

∞1

∞

)
∞

        

 ∑
−=

+=
1n

n
1n xf  

  0f(xfxf
0n

0
n

1n
1

0 ∑
=

+
− =+=
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              ∑
=

+=
0n

n
1n xf

∞

Yani;  

∑
=

+=
−− 0n

n
1n2 xf

xx1

∞1

1e −=

  

dir. 

4.5. Teorem 

Fibonacci sayılarının karakteristik sayısı 

f    

dir. 

İspat 

Teorem 2.2’de ifade ettiğimiz karakteristik sayı [5] olan  

e=pab-qa2-b2 de Fibonacci sayıları için olan a, b, p, q değerleri yerleştirilirse  

ef=-1 şeklinde bulunur.  

4.6. Teorem 

fn=un(1,-1) 

dir.  

İspat 

Fibonacci sayıları için olan a, b, p, q değerleri ve Not birlikte kullanılarak eşitlik 

kolayca görülür 
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Not: un sayılarının Tanım 2.1’deki negatif genellemesi ve Teorem 4.6 birlikte 

kullanırsa  

f-n = -(-1)-n fn    

negatif genellemeleri yapılarak Fibonacci dizisi negatif sayılara genişletilebilir. 

4.7. Teorem 

f2n+1 =   22

212 −

22

1nn ff ++

dir. 

İspat 

Teorem 2.10’da r yerine n+1alıp Teorem 4.6 yardımıyla Fibonacci sayıları için 

düzenleyelim. 

f2n+1f1 =  1nn f)1).(1(f +−−+

f1=0 olduğundan bu eşitlikten  

f2n+1 =  1nn ff ++

özdeşliği elde edilir. 

Ayrıca bu özdeşlik Teorem 2.11’den de elde edilebilir. 

Dikkat edilirse bu özdeşlik Teorem 2.12’de Pell sayıları için verdiğimiz özdeşliğe 

benzemektedir.  

4.8. Teorem 

fn+r=fr fn+1+fr-1fn  

dir. 
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İspat 

Teorem 2.11’de a, b, p, q değerleri yerleştirilirse kolayca görülür. 

4.9. Teorem 

f2n=fn (fn+1+fn-1)  

dir. 

İspat 

Teorem 2.13’de r=n alınırsa kolayca görülür. 

4.10. Teorem 

fn+1.fn-1-fn2=(-1)n   

dir. 

İspat 

2.10 Teoremde r=1 alınırsa Teorem 4.5 ve 4.6’dan  

21n2 −

n22

1n1n1n f)1).(1(fff −+ −−+=  

bulunur, f1 = 1 olduğundan  

fn+1.fn-1-fn2=(-1)n   

elde edilir.  

4.11. Teorem 

n1nn21n2 )1()ff.(2ff −−−=+ ++   

dir. 
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İspat 

Teorem 4.7, Teorem 4.9, Teorem 4.10 ve Fibonacci sayılarının tanımını 

kullanarak ispatlayalım. 

)ff(fffff 1n1nn1nnn21n2 −+++ +++=+ 22

n2

n2

n22

n22

n22

 

  )f2f2(f])1(ff[f n1nn1n1n1n −+−−+= +−++

  )f2f2(f)1()f2f(ff n1nnn1n1n1n −+−−−+= ++++

  n1nn1nn1n1n )1(f2ff2ff2ff −−−+−+= ++++

  n1n )1()ff(2 −−−= +

Böylece;   

n1nn21n2 )1()ff.(2ff −−−=+ ++   

özdeşliği elde edilir. 

Teorem 2.16’da r=-a, b=r+t, t=a+b alalım. Bu şekilde de Fibonacci tanımı, 

Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 kullanılarak da bu özdeşlik ispatlanabilir. 
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