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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullaniimig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

= Gerektirir

{Pn} Pell dizisi

{f} Fibonacci dizisi
{L.} Lucas dizisi

{wn} Genellestirilimis dizi
> Toplam sembolu

(’3) nin j li kombinasyonu



1. GIRIS

Bu tezde {P,},{w,}ve {f,} dizileri igin gegerli olan bazi ézellik ve dzdeslikler ele

alinmaktadir.
Pell dizisi,

P, =0, P, =1 baslangi¢ kogullari ve n>0 igin P

n+2 = 2|:)n+1 + I:)n
bagintisi ile tanimlanir[2].

Pell dizisinin negatif indisli terimleri
P, = (_ 1)n+1pn

bagintisiyla tanimli olup buna gore birkag terimi

---P-4! P-31 P-21 P-1! PO! P1! P2! PS’ P4""
{Pn}

seklindedir.

Bu tezde {P,} Pell dizilerinin {w,} genellegtiriimis dizileri ile iligkisi ele alinmakta,

{wn} dizisinin 6zelliklerinden yararlanilarak {P,} Pell dizisi igin 06zellik ve

Ozdegslikler ifade edilmektedir.
Ayrica,
Wy =a,w4 =b baslangi¢ kogullari ve n>0 i¢in wy,o =pwp, 1 —qQWwp

bagintisi ile tanimlanan {w,} genellestiriimis dizisinin Pisagor 0zelliginden

bahsedilmekte ve {w, (a, b;1,-1)} dizisi {f,} Fibonacci dizisinin terimleri



Ozelligi yeniden ifade edilmektedir.

Burada adi gegen Fibonacci dizisi,

fo =0,f; =1 baslangi¢ kogullari ve n >0 igin f,,, o =f,,.4 +f, bagintisi
ile tanimlanir[1].

{f.} dizisinin terimlerine de Fibonacci sayilari denir. Caligmadaki genelligi

bozmamak icin “f” kiguk harfle alinmaktadir.

Pisagor Ucleme formulinin {w,} genellestiriimis dizisine tatbik edilmesiyle
bulunan Sonug 3.3 (i)’de Pell dizisi i¢in a=0, b=1, p=2, g=-1 yazilmasiyla ve n=0

alinmasiyla,

PZ -PZ=22-2%2-0
2P, Py =222=8
PZ +P2=2212%=8

bulunur. Yani 0,8,8 Pisagor Uclusu olusturulur.

p=1, g=-1 alinarak olusturulan wy(a,b;1,-1) dizisi Pell sayilari ile ifade edilmeye

calisilirsa Teorem 3.11°deki ifadeleri benzer ifadeler elde edilememektedir.

Bu tezde Pell sayilari igin gecerli olan ifade ve 6zdeglikler Fibonacci sayilari igin

ifade edilmektedir.
Lucas dizisi,

+L

n+1 n

Lo =2,L4 =1 baslangi¢ kogullarive n>0 i¢gin L,,, =L

bagintisi ile tanimlanir[9]. Bu dizinin terimlerine de Lucas sayilari denir.

{Hn(s,r)} genellestiriimis Horadam dizisi,



Ho =s,Hq =r baslangig sartlari ve n>0 igin H,,» =Hp,.1 +Hp

indirgeme bagintisi ile tanimlanir[5]. Burada s, r keyfi tamsayilardir.

Yukaridaki sekilde tanimlari verilen {L,} Lucas ve {Hn(s,r)} genellestiriimis dizileri
icin Pell ve Fibonacci 6zdesliklerine benzer 6zdeglikler elde edilememektedir.

Bunun nedeni a, b keyfi tam sayilarinin segimidir.



2. PELL OZDESLIKLERI

2.1. {wy(a,b;p,q)} Genellestirilmig Dizisi

{wn(a,b;p,q)} genellestiriimig dizisi

Wq =a, wq =bbaslangi¢ kosullari ve n >0 igin;

Wni2 =PWni1 —QWp (2.1)

bagintisi ile tanimlanir[3]. Buna goére {wn(a,b;p,q)} genellestirilmis dizisinin birkag

terimi
....... y W_1 » Wo, Wq, Wo, W3, W4y
(o) ab (22)
....... Pazb o b, pb—ga, p?b-paga,.. '
q
Es 2.1’deki a,b,p,q keyfi tamsayilari
a=0, b=1,p=2, g=-1 (2.3)

seklinde alinirsa, P,=w, (0,1;2,-1) elde edilir.
2.1. Teorem
{wn (a,b;p,q)} genellestiriimis dizisinin genel terimi;

Wn:b—aﬂan +aa—b

a—-pf a—-pf

ﬂn

dir. Burada o =(p+d)/2 ve B=(p—d)/2dir.



ispat

o ve Byl kok kabul eden karakteristik denklem;
X?-px+q=0

ve buradaki p,q sayilar keyfi tamsayilar olsun.

Bu denklemin diskriminantinin karekoku d olarak alinirsa, bu ikinci dereceden bir

bilinmeyenli denklemin kdkleri o ve B oldugundan

{a:(p+d)/2, B =(p-d)2
d=(p°-4a)™

dir.

Bu karakteristik denklemin kokleri olan o ve B yardimiyla, kokler toplami, kdkler

carpimi ve kokler farki:

a+B=p , of=q , a-B=d

dir.

O halde Es 2.2 esitliginde tanimladigimiz {w,} genellestiriimig dizisi
w, =Aa" +Bg"

seklinde yazilabilir. Burada;




Boylece {w, (a,b;p,q)} genellestirilmis dizisinin genel terimi;

_b-ap n+aoc—b

o-p G—BB

seklinde yazilabilir.

2.2. Teorem

e=pab-ga’-b?

sayisi {wp} dizisinin karakteristik sayisidir [5].
2.3. Teorem

A+B=a , A-B=(2b-pa) d’, A.B=e d*

dir.

ispat

Teorem 2.1.’den egitlikler kolayca gorulebilir.
2.1. Sonug

Pell dizisinin n.terimi;

_ (142" -(1-42)"

23/2

Pn

seklindedir.
ispat

Teorem 1.1’ Es 2.3 deki Pell sayilar igin gegerli olan a=0, b=1, p=2, q=-1

degerleri icin yazarsak



d=23/2
oa=1+~2
p=1-+2

degerleri yardimiyla Pell dizisinin n.terimi;

_(1+42)" - (1-42)"

23/2

Pn

seklinde bulunur.
2.4. Teorem
{wn} icin Ureteg fonksiyonu

a+(b—-pa)x X
1 ( p )2 — zwnxn
—pX +Qx n=0

dir[4] .

2.5. Teorem
;:iP x"
1-2x-%x?  n=0 i
dir.

ispat

asagidaki sekilde yazilabilir.

X 2: OZO:Pan
1-2x—-X n=0

Bu Ureteg fonksiyonunu duzenleyelim.



= > Poeix”
n=0

Yani;

1 —iP x"
— 5= 1
1-2x —x°? o0 "
dir.
2.2. Sonug

Pell sayilarinin karakteristik sayisi

e, =—1 dir[8].

Ispat

Teorem 2.2°de kullandigimiz karakteristik sayisi [5] olan
e=pab-qa-b? de Es 2.3'deki a, b, p, q dederleri yerlestirilirse;
ep=-1

seklinde bulunur.



2.1. Tanim
{un(p,q)} dizisi
U, =0,u;, =1 baslangig sartlari
ve
Uy, = PU,., —QU,
indirgeme bagintisi ile tanimlanan dizidir[2].
Not: un(p,q) = wn(0,1;p,q)
dir[8,10].
2.3. Sonug
{un(p,q)} dizisi icin karakteristik sayi
ey=-1
dir.
2.2. Tanim
Un sayilarinin yardimiyla ve
U = - ".Up
negatif genellemeleri yapilarak {u,} genellestiriimis dizisi elde edilir [7].
2.6. Teorem
Pn=un(2,-1)

dir
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ispat
Es 2.3 ve Not birlikte kullanilarak esitlik kolayca gorulur.

Dikkat edilirse 1. bolumde P, sayilari ve P, sayilarinin negatif genellemelerini
kullanilarak {P,} dizilerini tanimlanmistir. Oradaki negatif genelleme p=2, q=-1
tamsayilarinin Tanim 2.2.’de u, sayilarl ig¢in verilen negatif genellemede

yerlestiriimesiyle ortaya ¢cikmig 6zel bir durumdur.
2.2. Pell Ozdegslikleri

2.7. Teorem

[n/2] A [(n-1)/2] . .
2wy =a Yy p”‘zldzl[g.) +(2b-pa) 3. (2-” 1)p”'21'1d2’

dir[5].

2.4. Sonug

k20 K Vo
Pc = Z(:) (2r+1)2

dir[8].
ispat

Es 2.3 ve Sonug 2.7’in ispatinda gecen o, ve d sayilari Teorem 2.8de

yerlestirilerek yukaridaki 6zdeslik elde edilir.

2.8. Teorem
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2.9. Teorem

Kk
Pox = Z(?)Zr-Pr

r=1
dir[10].
ispat

Es 2.3 ve Sonug 2.1’in ispatinda gecen «, B ve d sayilari Teorem 2.8’de uygun

degerler alinarak yukaridaki 6zdeslik elde edilir.
2.10. Teorem

Wiir Wnr=Wn2te g™ ug?
dir[5].

2.11. Teorem

Whtr = Wrln+1-0 Wr-1Un
dir.

2.12. Teorem

P? +P?

nil = Fn n+l

PZ
dir[10].
Ispat

Teorem 2.10°’da r yerine n+1alip Es 2.3 teki a, b, p, q degerleri yerlestirilirse

aranilan 6zdeslik goralur.
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Ayrica bu 6zdeslik Teorem 2.11°den elde edilebilir.
2.13. Teorem

Pn+=PPn+1+Pr1Py

dir.

Ispat

Teorem 2.11’de Pell dizileri icin verilen a,b, p, g degerleri yerlestirilirse kolayca

gorualar.

2.14. Teorem

P20n=Pn (Pn+1+Pn-1)

Ispat:

Teorem 2.13’de r=n alinirsa kolayca gorulur.

2.15. Teorem
Prs1.Pny —P2=(-1)"dir[2].

ispat

Teorem2.10’de r=1 alinirsa ve Teorem 2.1, Sonu¢ 2.2, Teorem 2.6 ile P{=1

kullanilirsa kolayca gorulir.
2.16. Teorem
Whor Wharst-Wn-Wn+t=€ 4" Uy Urst

dir[5].
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2.17. Teorem

P

2n+

,+P,, = 2P?

n+1 _2Pr12 _(_1)“
dir[11].
ispat

Teorem, 2.12, Teorem 2.14, Teorem 2.15 ve Pell tanimini kullanarak

ispatlayalim.

Pons1 +Pan =P2 4 + (P 1Pn_1— (=1)" )P (2Pn, 1-2P,)

n

=P2 . +Pny1(Payt — 2Pn) = (1" +Pn(2Pn .1 — 2P,)

n

= 2(P?

n+1

-P3)- (1"
Boylece

Pony1+Pon = 2P%4 = 2PF = (-1)"
olur.

Teorem 2.16'da r=-a, b=r+t, t=a+b alalim. Bu sekilde de Pell tanimi, Es 2.3,

Sonug 2.2 ve Teorem 2.6 kullanilarak da bu 6zdeslik ispatlanabilir.
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3. Wn (a,b,p,q) DiZiSiNiN OZELLIKLERI

{wn (a,b;p,q) } genellestiriimis dizisini su 2. bélimde tanimlamistik. Simdi, dizinin

oy

“Pisagor Ozelligi” ni inceleyecegiz. Bu 6zellik;

{hn (r,s)} = {wp, (r,r+s;1,-1)}

dizileri i¢in bulunan ¢déztUmlerin genellestiriimis durumlaridir [5,6].
3.1. Teorem

wn (a,b;p,q) dizisindeki a, b, p, q sayilari soylendigi sekilde ifade edilirse

belirtilen say! dizileri elde edilir.

i) Tam sayilar a=1, b=2, p=2, qg=1

ii) Tek sayilar 1 3 2 1

iii) Aritmetik diziler a atd 2 1
(Ortak fark d)

iv) Geometrik diziler a aq g+t1 ¢

(Ortak oran q)

v) Fermat Dizileri v,(3,2) 1 3 3 2 (un(p,a)=wn(1,3;p,q)
vi) Fermat Dizileri uy(3,2) 2 3 3 2 (vn(p,q)=wn(2,3;p,q)
vii) Pell Dizileri un(2.-1) 1 2 2 -1 (un(p,q) =wn (1,2;p,q)

viii) Pell Dizileri v,(2,-1) 2 2 2 -1 (Va(P,Q)=Wn(2,2;p,q)
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Ispat

(iv) a—a, b—aq, p—>q+1, g—q alinsin.
Wo=a

w1 = aq

w2 = (q+1) aq — ga =aq’

ws = (q+1)q” a — qaq = aq’
W, = aq

seklinde, ortak ¢arpani g olan geometrik dizi elde edilir. (i), (ii),..., (viii) ifadeleri

de benzer sekilde gorulebilir.
3.1. Pisagor Ozelligi
3.2. Teorem

u, v herhangi negatif olmayan reel sayilar olmak Uzere
(u2 —vz)2 +(2uvy’ :(u2 +v2)2

dir. Bu formule Pisagor Ugleme formulu denir.

Ispat

(u2 - v2)2 —u? - 20?2 14

= (u? —=v?)? + (2uv)? = (u? + v?)?
(u2 + v2)2 =u? +20%v2 +v4
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3.1. Sonug
: 2 2 \2 2 2 2 \2
I) (Wn+2 _Wn+1) +2(Wn+2Wn+1) = (Wn+2 +Wn+1)

(T an)2 - W§+1]2 + [2Wn+1 (PWp 41 _an)]2

ii)

2 2
= [(an+1 —qwp) +Wn+1]2
Ispat

i) {wn } genellestiriimis dizisi i¢cin Teorem 3.2’yi kullanalim.

Her wr,,(uz—v2)2+(2uv)2:(u2+v2)2 Pisagor Ucleme formiilinde yerine

konabilir.

Pisagor Ggleme formualinde u=wn.2, V=wn+1 yazilirsa;

2 2 \2 2 2 2 \2
(Wn+2 _Wn+1) +(2Wn+2Wn+1) = (Wn+2 +Wn+1)
elde edilir.

ii) (i) 6zdesgliginde wn+2 yerine Wn+2=pwn+1—qQW, ifadesindeki esitligi yazilirsa (i)

Ozdesligi goruldr.
3.1. Ornek

Teorem3.3’deki Pisagor 6zdeslikleri kullanilarak, n,p,q (ve a,b) icin formulde

bazi degerler konulmasiyla farkli Pisagor tgluleri elde edilir.

Ornegin; n=0, a=1 (=w,) , b=2 (=w4), p=5, q=-1 (segimler tamamen keyfi)

degerleri 117, 44, 125 UglUsund olusturur. Gergekten;
n=0 icin,

Whi2 = W2, Wpe1=W1=2, W2=pW1-qQWo=11
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3.1 Sonug (ii)den

(W3 —w?)=112 —22 =121-4 =117
2W2W1 =211.2=44

wa+w? =112 422 =121+ 4 =125
dir.

3.3. Teorem

dizileri igin sirasiyla agagidaki Pisagor ugluleri elde edilir:

i) Tamsayillar 5 12 13

i) Tek sayilar 16 30 34

iii) Aritmetik 2ad+3d? 2a’+6ad+4d? 2a’+6ad+5d°
diziler

iv) Geometrik azqz(q2-1) 2a2q3 azqz(q2+1)
diziler

v) Fermat 40 42 58

dizileri v (3,2)

vi) Fermat 16 30 34
dizileri un (3,2)

vii) Pell Dizileri 21 20 29
Un (2,-1)
viii) Pell Dizileri 32 24 40

Vn (2,-1)
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Burada (ii) ve (vi) Ggluleri n=0 ve w{=3, w»=5 sayilari ayni oldugu icin ayni ¢ikti.
Fakat bu iki dizi baska hi¢bir durumda ayni ¢ikamaz.
ispat
i) Tamsayilar igin;
a=1, b=2, p=2, g=1 alinirsa
wo=1, wq=2, wo=2.2 — 1.1 =3

olarak bulunur. Boylece tamsayilar igin Pisagor Uglusu;

wi-w2=32-22=5 2wow;=232=12, wi+w?=324+2%2=13

seklindedir.

ii) Tek sayilar igin;

a=1, b=3 p=2, g=1 alinirsa
wo=1,w1=3, wp=2.3-1.1 =5
olarak bulunur.

Boylece tek sayilar igin Pisagor Uglusu;

wa -w2=52-32 =16, 2w,w;=253=30, w3+w?=5%+3%=34

seklindedir.
iii) Aritmetik diziler (Ortak Fark d) icin;
a—a, b—a+d, p—>2, g—>1alinirsa

Wo=a, W1 = a+d, wp=2 (a+d) -1a = a+2d



olarak bulunur. Boylece aritmetik diziler igin Pisagor UglUsu;

wi-w? =(a+2d)® ~(a+d)? =(a+2d-a-d)a+2d+a+d)

- d(2a + 3d) = 2ad + 3d?

2wowy = 2 (a+2d) (a+d) = 2 (a®+3ad+2d?) = 2a®+6ad+4d?

19

w2 +w? = (a+2d)? +(a+d)? =a? +4ad +4d? +a? + 2ad + d® = 2a“ + 6ad + 5d°

seklindedir.

iv) Geometrik diziler (Ortak oran q) igin;

a—a, b—aq, p—>ag+1,g—q

alinirsa

wo=a, W1=qa, wo=(q+1) qa-ga = g’a

olarak bulunur.

Boylece geometrik diziler igin Pisagor Uglusu;

w3 -wi = (aq”)? - (aq)” =a’q* -a’q® =a’a’(q® - 1)
2wow4 = 2g°aga = 2a’q°

wg + w12 = (aq2)2 + (aq)2 = a2q4 +a2q2 = a2q2(q2 +1)
seklindedir.

v) Fermat dizileri un (3,2) igin;

a=1, b=3 p=3, =2 alinirsa
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wo=1, wo = 3, wo=3.3-2.1=7

olarak bulunur. Béylece un (3,2) Fermat dizileri icin Pisagor UglusU;
ws-wi=72-32-40, 2wow;=273=42 w3+w?=7%+3%=58,
seklindedir.

vi) Fermat Dizileri v, (3,2) igin;

a=2, b=3, p=3, q=2

alinirsa

Wo=2,Wq =3, wy,=3.3-22=5

olarak bulunur.

Boylece v, (3,2) Fermat dizileri igin Pisagor Uclusu;

wi-w?=5%-32=-16, 2wow(=253=30, w3+w?=52+32=34
seklindedir.

vii) Pell Dizileri u, (2,-1) icin;

a=1, b=2, p=2, q=-1

alinirsa

Wo=1, wi=2, W, =2.2—-(-1).1=5

olarak bulunur. Bdylece u, (2,-1) Pell dizileri igin Pisagor Uglusu;
wa—w?=5%-22=21  2w,w;=252=20, w3+w?=5%+2%=29

seklindedir.



viii) Pell Dizileri vy, (2,-1) igin;

a=2, b=2, p=2, q=-1

alinirsa

Wo=2, Wi=2, Wy =2.2—-(-1).2=6

olarak bulunur. Bdylece v, (2,-1) Pell dizileri igin Pisagor UglUsU;
Wi -wi=62-22=32  2wowy=262=24, wj+wi=6%+22=40
seklindedir.

3.4. Teorem

Wni3 =Wny2 +Wny

ispat

Wn+2 = PWn+1 — QW esitliginde p=1, q= -1 yazilirsa

Wni2 = Wnet + Wy

bulunur. Burada n yerine n+1 alinirsa

Wn+3 = Wni2 + Wniq

bulunur. Boylece

Wn+2 =Wnpyt = Wp }

Whi2 T Wni1 =Wni3

esitlikleri taraf tarafa carpilirsa



0zdesligi elde edilir.

3.5. Teorem

2 2
Whi2 "Whe1 = WnWns3
ispat

Wn+2 = PWn+1 — QW esitliginde p=-1, g= -1 yazilirsa
Wn+2 =-Wn+1 + Wy

bulunur. Burada n yerine n+1 alinirsa

Whn+3 = -Wps2t Wpatt

bulunur. Boylece

Wni2 + Wnet = Wy

“Wn+2 ¥ Wneq = Wnes

esitlikleri taraf tarafa carpilirsa

2 2

“Whi2 Wi

=WnWni3

O0zdesligi elde edilir.

2 2

Whe2 " Wpq =

“WnWn43
bulunur.

3.6. Teorem

2

2
W0 =Wr 4 =(Wniq —Wniq)(Wnio +Wpyq)

22
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3.7. Teorem
2 2 2 2 2
(WaWni3)" +(2Wni2Wn i) = (W 0 + W )

Ispat

Teorem 3.6’da p=1, q = -1 alinirsa; Teorem 3.4’Un Sonug¢ 3.1’in (i) de yerine

yazilmasiyla ispat yapllir.
Ya da,

Teorem 3.6'da p= -1, q = -1 alinirsa; Teorem 3.5’'in Sonu¢ 3.1 (i) de yerine

yazilmasiyla ispat yapllir.

Not: Burada p=1, q =-1 ve p=-1, q =-1 alinarak Teorem 3.7'deki 6zdeslik elde
edilmis oldu. p, g'’nun bagska hicbir degeri icin buradaki (W,Wns3)? terimi elde

edilemez.

3.1. Teorem

i) wn(a,b;1,-1) = af,2 + b f,.1 = h, (a,b-a)

i) wna(a,b;1,-1) = (-1)" (af,2 — bfr1) = gn (a,b-a)

Burada g- ve h- notasyonlari’ uygunluk olsun diye kullaniimistir.
f, Fibonacci sayilarinin® genel terimidir.

Ispat

h,(r,s) =w,(r,r+s1-1)

Ayrica yukaridaki gn(r,s) teriminde r—a, s —b-a alinirsa istenilen ifade elde

edilir.

! hn(r.s)=wy(r,r+s; 1,-1) gn(r,s)=w, (r,r+s;-1,-1)[7]
2£5=1,5=1, 1,72, fouq = fy#fo) [9]
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3.2. Sonug
(hnhns3)? + (2hnathns2)? = (2hnset heo + h2)?

dir. Bu denklemin sag tarafindaki ifade Teorem 3.7’deki denklemin sag

tarafindaki ifadeye alternatif olarak kullanilabilir.
Ispat:

wn (a,b; 1,-1) = hy (a,b-a) igin p=1, gq=-1 olup, Teorem 3.7’de yerine konulursa

istenilen ifade elde edilir. Gergekten

Wpi2 = PWp1 — QW esitliginde p=1, g=-1 yazilirsa
Wni2 = Wpiq + W

= Wni2 -Wpio =Wy

bulunur. Bu esitlik yardimiyla

2 2 2 2
Wi ot Wo 4 =2Wn qWpo + W 5 —2Wp oW 1+ W, 4
=2Wp W - 2
=2Wp4Wni2 +(Wni1 —Wpyq)

%/—/
Wn
2 2

2
=S Wp.,+tW 2Wp,1Whi2 + Wh

n+1 —
seklinde bulunun ifade Teorem 3.7°de yerine konulursa
(WnWns3)® + (2Wnsa Wnet)® = (2Wne1 Wrsg + Wn)?

bulunur. Ayrica

w,(a,bj1-1) =h,(a,b—a) olup



(Nahn+3)” + (2hne1hne2)® = (2hnseahnso+h 2)?

Pisagor genellemesi elde edilir.

3.2. Ornek

n=0, a=5, b=2 alinirsa;

Ozellik 3.1 (i) den; 45°+28%=53?

Ozellik 3.1 (i) den; 5*+12%=13? bulunur. Gergekten
n=0, a=5, b=2, p=1, g=-1 igin;

Whi2 =PWpit —QWp = Wpy 1 Wy

oldugundan,

Wo=5
W1=2
Wo=W1+Wo=7

W3=Wo+wW1=9
Wo.W3=5.9 =45

2wWo.W1=2.7.2.=28

W22+W12=72+22=53

bdylece
452+28°=53? pulunur.

n=0, a=5, b=2, p=-1, q=-1 icin;

Wni2 =PWpi1 — W, = W1 + W, oldugundan,

25



Wo=5

wi=2
Wo=W1+Wo=-2+5=3
W3=-Wo+W=-3+2=-1
Wow3=5.(-1)= -5
2wow=2.3.2 = 12

w2 +w°=32+2=13

boylece

52+12°=13%

bulunur.

Gorulduagu gibi Teorem 3.7°de sagdlanir.

3.3 Sonug

(9n9n+3)% +(29n+29n+1)° = (~29n+29n+1 + 93 )°
ispat
Wh+2 = PWn+1-QW, egitliginde p=-1, q=-1 yazilirsa
Wn+2=-Wn+1+ Wy,
bulunur. Bu esitlik yardimiyla

2 2

n+2 TWne1 =

2
=—2Wpi2 +(Wpio + Wpiq)
%/—/
Wn

w

2 2
2WpoWniq+Wo o o+ 2Wp oW1+ Wp

26
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2 2

2
S W o, tWo = —2Wp oW g+ Wy

Seklinde bulunan ifade Teorem 3.7’de yerine yazilirsa,
(WnWin3)° +(2Wns2Wn 1)° = (200, oWo g + WE)?
bulunur. Ayrica

w,(a,b;-1-1)=g,(a,b —a) oldugundan

(9n9n+3)2 +(29n+29n+1 )2 =(—29n+29n+1 + 93)2

Pisagor genellemesi elde edilir.

3.3. Ornek

a=x-y, b=y (3.1)
ifadelerini Teorem 3.8 (i) de kullanmak yerine

a=x+y, b=y (3.2)

ifadeleri Teorem 3.8 (ii) de kullanilabilir. Bu durumda elde edilen Pisagor Ggluleri

ayni alinabilir. Gergekten

n=0, a=x+y, b=y, p=-1, g=-1i¢in
Wn+2=-Wn+1+Wp Olacagindan
Wo=X+y

W1=y

Wo=-y+X+y=X

W3=-X+y
Wows=(xHy)(x+y)=-(-y?)
2Wow1=2xy

2 w2 _ g2 \2
W5+ W75 =X +Yy



boylece
(x%y%)* + (2xy)* = (C+y?)° dir.

3.4. Sonug

Bazi durumlarda Gglu sayilar negatif olabilir. Bir drnekle agiklayalim.
3.4. Ornek

n=0, a=5, b=2, p=-1, q=-1 icin;

Wn+2=Wn+1+W, oldugundan
Wo=5

W1=2

W2=3

W3=-1

WOW3=-5

-2wow4=2.3.2 =-12
wi+w?=3242%2-13
boylece Pisagor Ugluleri
-5,-12,13

bulunur.

3.8. Teorem

fafn1 - fr12 = (_1)n+‘|
ispat

Tumevarimla ispatlayalim.

n=1 olsun.

fofy —f2 =1= (1)

28
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O halde n=1 i¢in dogrudur.

n=k igin dogru olsun. Buna goére ifadenin n=k+1 igin dogru oldugunu

gOsterecegiz.
frr . fr - £2= (-1)<7
fk+2'fk - fk2+1 = _(fk2+1 - fk+2'fk)
= ~(F2, 4~ (fice1 +Tic )¢ [fics2 = ficer + fic]
= ~(f2, 4~ (farfic) — £2)
= {fea(fier ) =)
fk—1

= ~(fie1 =1 _sz)

{fkn =fi + fk—‘l}
fier1 =Tk = fk—1

= —(—1)k+1 [n=k icin dogru oldugundan]
— _(_1)k+2
= (—1)k+D+1 n=k+1 icin dogru

Boylece
fooqfoq—f2 =(=10""dir.

Not. Birgok farkli fakat birbiriyle alakali dizi ayni Gglaleri farkli n degerleri igin

verebilir.

3.5. Ornek

p=1 ve q=-1 alalim.
a=x-y, b=y, p=1, q=-1i¢gin;
Wo=a=Xx-y

w1=b=y
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W2=pW1-qQWo=W1+W,=X olup,
X=Wn+2  Y=Wn+1 alinabilir.
Ozellik 3.8 (i) de yukaridaki ifadeler yerlestirilirse

x = af, +bf,_, (3.3)
y =af, 4 +bf, '

denklemini elde ederiz. Es 3.3 denklemini ¢ozerken Teorem 3.8'i de

kullanacagiz.

Birinci denklemi f,, ikinci denklemi —f,+1 ile carpip denklemleri taraf tarafa

toplarsak

Xfy = Y1 = a(fn2 — fht1fa-1)
%/—/
CORSTCR

Boylece

a=(-1)" (Xfa-yfn+1)

b=(-1)"""(xf..1-yf,) bulunur.

Verilecek tum n degerleri icin serilerden sonsuz seri elde edilir. Bunlarin bazilari,

{hn(y, X—Y) N (X —y,—x+2y) (3.4)

hn (=X + 2y,2x — 3y),hy(2x — 3y,-3x + Sy)

dir. Burada n=1,0,1,2 sirasi ile alinmistir.

a=(-1)"(xf, = y.fri1)

) hn(a,b-a)
b= (1" (xfh_1 — ¥f)

egitliklerinde sirasiyla



n=-1,0,1,2 alalim.
n=-1igin;
foe1=fh+fho1 fo =1,f; =1 oldugundan

f1 Zfo +f_1:>f_1 =0
fo =f_1+f_2 :>f_2 =1

bulunur. Boylece

a=(-1"(xf.1-yfp)=y
b= (-1 (xf 5 - yf 1) =x
b-a=x-y

hn(y,X-y)

elde edilir.
n=0 icin;

a=(-1)(xfo - yf) =x-y
b=(-N(xf_1—yfg)=y

bulunur. Bdylece

b-a=-x+2y
hn(x —y,—x +2y)

elde edilir.
n=1 igin;

a=(-1)(xf; —yf) =—x +2y
b = (-1)%(xfp - yfy) = x—y
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bulunur. Bdylece

b-a=2x-3y
hn (=X + 2y,—-2x - 3y)

elde edilir.

n=2 icin;

a=(-1)%(xfy —yf3) = 2x - 3y
b = (—1)(xfy — yfa) = —x + 2y
bulunur. Bdylece

b-a=-3x+5y
h,(2x —3y,-3x + 5y) elde edilir.

Es 3.4’teki hn(x-y, -x+2y) dizisi Es 3.1’de zaten vardi.

Es 3.1’deki a=x-y, b=y oldugundan b-a=-x+2y’dir. Bdylece
hn(X-y, -x+2y)

bulunur.

Egder dogru n degerleri bulunursa, Es 3.4’teki herhangi bir dizi kullanilarak
verilen Pisagor Ugluleri ifade edilebilir. (cunkli daha énce de belirttigimiz gibi
kullandigimiz sayilar a=x-y, b=y veya a=x, b=x+y olup elde edilecek Pisagor

ucluleri aynidir.)
iki Ozel durum inceleyelim.
(i) x=3, y=2 alinirsa; Ugluler 5,12,13 tlr ve sirasiyla,

n=-1,0,1,2 i¢in; hn(2,1), ha(1,1), hn(1,0), hn(0,1) kullanilarak elde edilir.



Gergekten;

2 2 _ 2\2 p; ;
(hnhps3)” +(2hnqhne2)” = (2hg,1hn2 + 0y )T Pisagor genellemesinde
n=-1, hy (y, x=y) = hn (2,1)
n=0; ha(x -y — X +2y) =h,(11)
n=1; h, (-x+2y, 2x-3y) = h, (1,0)
n=2; hn(2x — 3y — 3x + 5y) = h,(0,1)
a=x-y=1 b=y=2
wn(a,b; 1,-1) = af,2+bf,.1 = h, (a,b-a) seklindeki Ozellik 3.8 (i) 'den dolayi,
hn="1fn2+2f;.1
ho = f_2 +2f_1 =1
h1 :f_1 +2f0 =2
h2 = fo + 2f1 =3
h3 = f1 + 2f2 =5
hoh3 =1.5=5

2 hih,=2.2.3=12
2hshy+h? =2.23+1° =13

Boylece Pisagor ugcluleri;

5,12,13

tar.

(if) x = 4,y=3 alinirsa; Pisagor ugllleri 7,24,25'dir ve sirasiyla,

n=-1,0,1,2 i¢in h,(3,1),hn(1,2),hn(2,-1),hn(-1,3) kullanilarak bulunur.
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Gergekten;

(Nnhnss)” + (2hn+thns2)? = (2hnethinizthy?)?
a=x-y=1 b=y=3

hn=1fn.2+3f.1 oldugundan,

hg =f_ 5 +3f 4 =1

hy=f_1+3fg =3

hy =fy +3f1 =4

hy =f;+3f =7

hohs=1.7=7

2hy. hy=2.3.4=24

2h;. hp+h,?=2.3.4+1%=25

Boylece Pisagor ugcluleri;

7,24,25

dir.

n=-1i¢in; hy(y,x-y) = hn(3,1)

n=0 igin; ho(Xx —y — x + 2y )=hn(1,2)

n=2 icin; h,(-x+ 2y,2x — 3y) = h,(2,-1)
n=3 i¢cin; hn(2x —3y,-3x + 5y) = h,(-1.3)

dir.
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3.6. Ornek
p=-1 ve q=-1 alinirsa;
X=Wn+2, Y=-Wn+1 Ozellik 3.8 (ii)'de yerine konursa;

x = (—1)".(af, —bf,.,)

] (3.5)
y= (_1) (_afn—1 + bfn)
elde edilir.
Fundemental Fibonacci Formulu 1g1ginda Eg 3.5 ¢ozulurse;
a=xf, +yf
ntYhi (3.6)
b =xf,_1+yf,
elde edilir. Gergekten
Xfy + Yhiq = a(-1)" (fr? —fn+afn-1)
%/—J
_(_1)n+1
a = xfy +yfhi4
Xfn_1 + Y =b(—1)" (~fps4fa—1 + T7)
%/_J
b = xf,_1 + ¥f,
bulunur.
Elde edilen sonsuz dizilerden bazilari, n=-1, 0,1,2 igin;
{gn(y,x ~¥),Gn(X+Y,~X) (3.7)
In(X+2y,-Y),9n(2Xx + 3y,—X,-Y)

olur. inceleyelim;

gn (a,b — a) igin;
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n=-1 igin;

a=xf_q+yfp=y, b=xfo+yf_1=x, b-a=x-y an(y,x-y)
n=0 icin;

a=xfg+yfi=x+y, b=xf_4+yfp=y, b-a=-x gn(X+y-x)
n=1 icin;

a=xfi+yfp =x+2y, b=xfp +yff=x+y, b-a=-y gn(X+2y,-y)
n=2 icin;

a=xfy +yf3 =2x+3y,b=xf1 +yfob =x+2y, b-a=-x-y gn(2x+3y,-x-y)
ifadeleri elde edilir.

Ozel olarak x=3 ve y=2 alinirsa; Ugliler -5,-12,13 tir ve sirasiyla, n=-1,0,1,2 igin
an(2,1), gn(5,-3), gn(7,-2), gn(12,-5) ifadelerinden elde edilir.

Es 3.35’te x=-Wn+2, Y=Wn+1 Yazilirsa, a,b’nin negatif degerleri elde edilebilir.

hn(a,b-a) icin sdylenenler gn(a,b-a) icin de gecerlidir.
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4. FIBONACCI ('5ZDE$LiKLERi
4.1. Teorem

Fibonacci dizisinin n. terimi

_(1+45)" - (1-+/5)"
2"\5

i

dir.
ispat

2.1 Teoremde a=0, b=1, p=1,q=-1 alalim. O halde Fibonacci dizisini elde ederiz

ve burada

dir. Boylece

_(1+45)" - (1-+/5)"
2"\/5

fn

seklinde bulunur.
4.2. Teorem
Lucas dizisinin n. terimi:

(555155
"l 2 2
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dir.
4.3. Teorem

{Hn(s,r)} genellestiriimis dizisinin n. terimi

—s+2r+svJ5 (1+/5 " s—r+sv5 (1-+/5 "
H,(s,r)= . + .
2 2 2 2
dir.
4.4 Teorem
1

o0

n
2 = an+1x

1—-x—-X n=0

dir.
Ispat

Fibonacci sayilari i¢in olan a, b, p, q degerlerini kullanirsak 1.4 Teorem {f.}

Fibonacci dizisi i¢in agsagidaki sekilde yazilabilir.

I
g
:—h
X
7

1-x —x? n=0
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= Z:Ofn+1Xn
n=
Yani;
1-x—x2 - n§0n+1x
dir.
4.5 Teorem

Fibonacci sayilarinin karakteristik sayisi

er =—1

dir.

Ispat

Teorem 2.2°de ifade ettigimiz karakteristik sayi [5] olan
e=pab-ga®-b? de Fibonacci sayilari igin olan a, b, p, q degerleri yerlestirilirse
er=-1 seklinde bulunur.

4.6. Teorem

fa=un(1,-1)

dir.

ispat

Fibonacci sayilari i¢in olan a, b, p, q degerleri ve Not birlikte kullanilarak esitlik

kolayca gorullr
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Not. u, sayilarinin Tanim 2.1’deki negatif genellemesi ve Teorem 4.6 birlikte

kullanirsa

negatif genellemeleri yapilarak Fibonacci dizisi negatif sayilara genisletilebilir.

4.7. Teorem

fonet = £2 +£2,
dir.
ispat

Teorem 2.10'da r yerine n+1alip Teorem 4.6 yardimiyla Fibonacci sayilari igin

duzenleyelim.

foneify =F2 + (=1).(=1)71F2

n+1

f1=0 oldugundan bu esitlikten

— f2 2
f2n+1 = fn +fn+1

O0zdesligi elde edilir.
Ayrica bu 6zdeslik Teorem 2.11’den de elde edilebilir.

Dikkat edilirse bu 6zdeslik Teorem 2.12°'de Pell sayilari i¢in verdigimiz 6zdeslige

benzemektedir.
4.8. Teorem
frer=fe faer+frafy

dir.
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ispat

Teorem 2.11°de a, b, p, g degerleri yerlestirilirse kolayca gorulur.
4.9. Teorem

fon=fn (fas1+fna1)

dir.

ispat

Teorem 2.13’de r=n alinirsa kolayca gorulur.

4.10. Teorem

foat Fog-Fo2=(-1)"

dir.

ispat

2.10 Teoremde r=1 alinirsa Teorem 4.5 ve 4.6’dan
fastfaot = B3 + (DD

bulunur, f; = 1 oldugundan

foat Fog-Fo2=(-1)"

elde edilir.

4.11. Teorem

foner +fon = 2-(f2 fz)— (1"

n+1 " 'n

dir.
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ispat

Teorem 4.7, Teorem 4.9, Teorem 4.10 ve Fibonacci sayilarinin tanimini

kullanarak ispatlayalim.
_£2 2
fonet +fon =fy +f 4 + Fa(far +faq)

=2+ [ fag — (O] + o (261 — 26)

=2 4+ fnst(forg = 2f0) = (0" + Fo (2f g — 2f5)

n

= fn2+1 + T = 2o + 2ffh 0 - 2fn2 —(-1)"

=2(f2  —£2)— (-1)"

n+1

Boylece;

f2n+1 + f2n = 2'(f2 _f2)_(_1)n

n+1 n
O0zdesligi elde edilir.

Teorem 2.16’da r=-a, b=r+t, t=a+b alalim. Bu sekilde de Fibonacci tanimi,

Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 kullanilarak da bu 6zdeslik ispatlanabilir.



10.
11.

43

KAYNAKLAR

Brousseau, A., “Linear Recursionvar - Lesson Eight: Asymptotic Ritios in
Recursion Relations”, Fibonacci Quarterly, 8(3): 311-316 (1970).

Horadam, A.F., “Pell identities”, Fibonacci Quarterly, 9(3): 245-252
(1971).

Horadam, A.F., “Special Properties of the Sequence wy(a,b;p,q)”,
Fibonacci Quarterly, 5(5): 424-434 (1967).

Horadam, A.F., “Generating Functions for Powers of a Certain Generalized
Sequence of Numbers”, Duke Mathematical Journal, 32(3):437-446
(1965).

Horadam, A.F., “Basic Properties of a Certain Generalized Sequence of
Numbers”, Fibonacci Quarterly, 3(3): 161-176 (1965).

Horadam, A.F., “A Generalized Fibonacci Sequence”, Amer. Math.
Monthly, 68(5):455-459 (1961).

Horadam, A.F., “Fibonacci Number Triples”, Amer. Math. Monthly,
68(8):751-753 (1961).

lvie, J., “Problem B-161", Fibonacci Quarterly, 8(1): 107-108 (1970).
Lucas, E., “Theorie des Nombres”, Blanchard, Paris, 88-90 (1961).
Mana, P., Problems B-136, B-137, Fibonacci Quarterly, 7 (5):547 (1969).

Swamy, M.N.S. and Vespe, C.A., Problem B-155, Fibonacci Quarterly,
7(5):547 (1969).



Kisisel Bilgiler

Soyadi, adi
Uyrugu

Dogum tarihi ve yeri :
: Bekar
:0(312) 276 82 32

Medeni hali
Telefon
Faks

e-mail
Egitim
Derece

Yuksek lisans

Lisans

Lise

is Deneyimi
Yil

2004-2006
2003-2004

Yabanci Dil

Ingilizce

Hobiler

OZGECMIS

: BEKLEVIC, Yurdanur
:T.C.

22.09.1981 Ankara

: ynur5@hotmail.com

Egitim Birimi

Gazi Universitesi /Ortadgretim
Matematik Alanlar
Ogretmenligi (Tezsiz)

Gazi Universitesi
Matematik Bolumu

O.Muradiye Fen Lisesi

Yer
O.Vatan Dersanesi

O.Forml Dersanesi

Masa Tenisi, Bilgisayar

44

Mezuniyet tarihi
2005
2003
1998
Gorev

Matematik Ogretmeni

Matematik Ogretmeni


mailto:ynur5@hotmail.com

